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Blatt 12. Wiederholung und Vertiefung

Die Losungen sollen bis Mittwoch, den 15. Juli, als PDF-Datei hochgeladen werden.
Aufgaben

12.1. Vektoren, Ableitungen und Phasenraumportraits

a) Hohenlinien sind Linien in der Zahlenebene (g, p), auf denen die Funktion f(g,p) konstant ist.
Skizzieren Sie charakteristische Hohenlinien von
2

p?
flg,p) = & —sing,

um einen Eindruck des Hohenprofils zu geben.

b) Ein Vektorfeld K (z,y) heiBt konservativ, wenn man es als Gradient eines Potentials U (z, y)

schreiben kann. Welche der folgenden Vektorfelder sind konservativ:

—

Kl(w7y) = (33—|—y,:1:+y)

—

KQ(xay) - (l'fyax+y)

_ _ €T Y
KS(-r7y) - (\/1‘2 T y27 \/(172 T y2>

Begriinden Sie Thre Antwort.

Skizzieren Sie fiir eines der konservativen Kraftfelder die Equipotentiallinien des Potentials

und die zugehorigen Gradienten.

¢) Die Abbildungen unten zeigen drei Phasenportraits der Differentialgleichung

it)=azx+ba*+ca® mit a,b,c€R
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Diskutieren Sie, ob die Konstanten a, b und c jeweils positiv, negativ oder Null sind.

d) Interpretieren Sie x als Position eines Teilchens in einem Potential und skizzieren Sie die drei

entsprechenden Potentiale.



12.2. Ein Karussell mit festen Stangen

Wir betrachten ein mathematisches Pendel mit Mas-
se M an einem Pendelarm der Lénge L, der an einem
Ausleger der Liange R im Kreis bewegt wird. Die Bewe-
gung von M entspricht also jener einer Person in einem
Kettenkarussell. Zur Zeit ¢ weist der Ausleger in die
Richtung ¢ = Qt in der Horizontalen. Der Vektor B(¢)

beschreibt die Position der Aufhdngung des Pendels.
Die Masse kann in der durch die die Senkrechte Z und R definierten Ebene, um einen Winkel 6 ausge-

lenkt werden. Der Vektor L(6, ) weist von der Aufhéingung des Pendels zur Masse M. Die Position

¢ der Masse ist mithin gegeben durch
Gg=R+1L.

a) Wir beschreiben das System mit Zylinderkoordinaten, R, Z und ¢, wobei

B oS ¢
R=— = |sing und ¢ =2xR.

Berechnen Sie 2 x R und zeigen Sie, dass ¢ = (%R.

b) Zeigen Sie, dass ¢ und (j’ fiir das gegenwértige Problem die folgende Form haben

¢=(R+Lsinf) R— L cosf 2,

¢=L6 cosO R+ (R+ L sinf) ¢ ¢+ L6 sinfh 3.

c¢) Stellen Sie die kinetische Energie T', die potentielle Energie V' und die Lagrangefunktion auf.
Zeigen Sie dann, dass 6 der folgenden Bewegungsgleichung geniigt

0 =02 (p+sinb) cosf —w?sinb. (12.1)

Wie hingen die Konstanten p und w ab von g, L und R?
Bonus: Wieso kénnen p und w nicht von M abhéngen?

d) Zeigen Sie, dass 62

a N2
Eor = 22 cosf — 5 (p+sind) (12.2)

eine Konstante der Bewegung ist, wenn man a geeignet wéhlt. Wie muss man o dann wéahlen?
Hinweis: Berechnen Sie die Zeitableitung von E.g und verwenden Sie Gleichung (12.1), um «

zu ermitteln.

e) Wir fassen Eg auf als effektive Energie, 62 /2w? als dimensionslose kinetische Energie und die
verbleibenden Terme in Gleichung (12.2) als effektives Potential ®.¢. Zeigen Sie, dass ®qg fiir

p = 0 wie folgt geschrieben werden kann

Deir(2) :<I>0—z—|—%,22 mit z =cos#f.



Dabei ist &g eine geeignet gewihlte Konstante.
Zeigen Sie weiterhin, dass d®eg(2(6))/d6 =0 fiir 0 =0, § = 7, und fiir az = 1.

Es sei p = 0 und o > 1. Skizzieren Sie ®.g(2(0)) als Funktion von 6 und den Fluss im
Phasenraum (6, 0/w).
Es sei p = 0 und « < 1. Skizzieren Sie ®@cg(2(6)) und den Fluss im Phasenraum (6,0/w).

Ist fiir die Energie fiir dieses Problem erhalten? Begriinden sie Thre Antwort? Wie stehen Fog
und F =T +V in Beziehung zueinander?

Zeigen Sie, dass @og fiir p > 1 und o > 0 nur ein Minimum hat und dass es zwei Minima
haben kann, wenn p < 1. Was bedeutet p > 1 geometrisch und wie lédsst sich dieses Resultat

daher physikalisch interpretieren?

Wie dndert sich das effektive Potential fiir p > 07 Skizzieren Sie das Potential und den Fluss

im Phasenraum fiir p < 1 und grofles «, so dass g nur ein Minimum hat.

12.3. Freilaufendes mathematisches Pendel

Wir stellen ein mathematisches Pendel mit Pendelarm der Linge ¢ und Gewicht der Masse m auf

einen Wagen der Masse M, der sich auf einer horizontalen Schiene reibungsfrei bewegen kann. Die

Position der Aufthingung des Pendelarmes sei (z,0). Bei einer Auslenkung 6 befindet sich das Gewicht

dann an der Position (z + ¢ sind, —¢ cosf).

2)
b)

Skizzieren Sie den Aufbau.

Bestimmen Sie die kinetische Energie des Wagens, die kinetische Energie des Gewichtes und die
potentielle Energie des Gewichtes. Stellen Sie basierend auf diesen Resultaten die Lagrange-

Funktion fiir das Pendel auf dem Wagen auf.

Bestimmen Sie die Bewegungsgleichung fiir = und zeigen Sie, dass sie auf eine Erhaltungsgrofie
von folgender Form fiihrt
Pe =+ B0 cosh.

Wie héngen a und 5 von den Parametern ¢, m, M und g ab?

Bestimmen Sie die z-Komponente des Massenschwerpunktes von Pendel und Wagen. Welche

Interpretation ergibt sich dann fiir das Resultat aus (c)?

Es sei im Folgenden p, = 0. Zeigen Sie, dass die Bewegungsgleichung fiir § dann bei geeigneter
Wahl der Zeitskala folgende Form annimmt

sin 6

6= (12.3)

1—pcos?6
Welche Zeitskala wurde hier gewahlt?

Wie hingt ¢ von den Massen m und M ab?

Bonus. Im Limes p — 0 vereinfacht sich das Resultat aus (e) zur Bewegungsgleichung des

mathematischen Pendels. Wieso muss das so sein?



f) Gleichung (12.3) kann man einmal integrieren:
15 multiplizieren Sie die Gleichung dazu mit 0 und
1 verwenden Sie die Partialbruchzerlegung des Nen-
; 05 / ners basierend auf den Faktoren 14 /g cos 6. Zei-
0 gen Sie, dass die Funktion
3 201 1/2 3
-0.5 .
92
&= > + fu(0)

bei passender Wahl von f,(0) erhalten ist.
g) Die Funktion f,(#) ist in der Abbildung oben geplottet. Fiir kleine 1 ist f,(f) ~ cosf. Fiir

1 — 1 ergibt sich ein sehr schmales, sehr tiefes Potential. Was besagt dies iiber die Bewegung

des Pendels in den beiden Grenzfillen?
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