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Blatt 6. Koordinatentransformationen, Rotationen, Matrizen

Mit * markierte Aufgabenteile sind Optional.

1. 2D Rotationen und Spiegelungen bilden eine Gruppe.

Wir betrachten Koordinatentransformationen, die beschrieben werden durch Trans-
formationsmatrizen

T,(0) = ( cos sin@) with 6 € [0,27),0 € {£1}.

—o sinf o cos6

Fiir ¢ = 1 entspricht dies den Rotationen, D(f), der Koordinatenachsen in der
Ebene um einen Winkel 6.

(a) Zeigen Sie, dass T_1(0) = S, D(6), wobei S, eine Diagonalmatrix ist mit den
Eintrdgen £1 auf der Diagonalen. Wie muss man diese Eintrdge wéhlen, da-
mit die angegebene Gleichung gilt? Was fiir eine Koordinatentransformation
wird von dieser Matrix beschrieben?

(b) Welche Matrix M beschreibt das vertauschen der beiden Basisvektoren, die
fiir die Beschreibung hier herangezogen wurden? Zeigen Sie, dass M D(0) =

T_1(0+ m/2).

(c) Zeigen Sie, dass die Transformationen 7, (6) eine Gruppe von Transformatio-
nen bilden. Ist dies eine kommutative Gruppe?

(d) Zeigen Sie, dass die Transformationen 7,(f) die die Lénge eines Vektors &
invariant lassen, d.h.
| 7-(0) Z[| = |1],

und dass auch der Betrag des Kreuzproduktes invariant ist.

*(e) Was geschicht, wenn man zusdtzlich auch Translationen, d.h. Verschiebun-
gen des Koordinatenursprungs im Raum zulésst? Ist dies immer noch eine
Gruppe? Bleibt die Lénge eines Vektors & erhalten? Wie steht es um die
Léangendifferenz von Vektoren?



2. Rotation in 3 Dimensionen.

In drei Dimensionen gibt es drei unabhéngige Rotationsachsen durch den Ur-
sprung. Eine Rotation um den Winkel «, die die dritte Koordinatenrichtung nicht
andert, lasst sich darstellen als Multiplikation des Ortsvektors ¢ mit der Drehma-

trix]
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(a) Die Rotationsmatrizen fiir Rotationen beziiglich der anderen Koordinaten-
achsen erhélt man durch zyklische Permutation der Achsen. Sie lassen sich
also generieren durch die Transformationsmatrix
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Wie wirkt die Transformation Z auf die Einheitsvektoren é; = (1,0,0), é; =
(0,1,0), é3 = (0,0,1)? Wie auf die Drehmatrix D(3, «a)?

(b) In drei Dimensionen kommutieren Drehungen nicht mehr. Verifizieren Sie
dies anhand eines Beispiels.

(c) Zeigen Sie: Die Rotation um einen Winkel « beziiglich einer beliebigen Achse,
gegeben in Polarkoordinaten (6, ¢), lidsst sich schreiben als Produkt von drei
Transformationen:

1. Drehung der Achse (6, ¢) in die Vertikale.
2. Drehung um den Winkel o um die Senkrechte.
3. Zuriickdrehen der Vertikalen nach (6, ¢).

(d) Welche Beziehung besteht fiir eine allgemeine dreidimensionale Rotation R

zwischen (R@) x (Rb)  und  R(@xb)?

Hinweis: Berechnen Sie das Spatprodukt der beiden Ausdriicke mit R¢ fiir
einem beliebigen Vektor ¢ und benutzen Sie die geometrische Interpretation
des Spatproduktes.

(e) Wir wihlen ein Koordinatensystem, bei dem & nach rechts zeigt, y nach
hinten und Z nach oben. Ein Wiirfel liegt mit seinem Mittelpunkt im Ursprung
des Koordinatensystems, die Eins schaut nach vorne, die Zwei nach oben.
Bestimmen Sie die Drehmatrizen, die den Wiirfel in folgende Konfigurationen
iiberfithren
1. Sechs oben und Fiinf vorne.

2. Sechs vorne und Drei oben.
3. Die Ecke Eins-Zwei-Drei schaut senkrecht nach oben und die Kante Eins-
Drei liegt in der y, 2-Ebene.

! Beachten Sie, dass ich hier die Transposition der Matrix fiir die Transformation der Koordinaten
verwende. Diese Matrix beschreibt die Anderung der Position des Korpers im Raum. Uberzeugen Sie
sich davon durch Betrachten der zweidimensionalen Rotationen!



3. Zweidimensionale Rotationen und komplexe Zahlen.

In der Ebene kénnen die Koordinaten (x,y) auch aufgefasst werden als komplexe
Zahlen z = x +iy € C, mit i = —1 und den Rechenregeln

e = cos ¢ 4 isin ¢
21+ 20 = (x1 +iyn) + (02 +iy2) = (21 +22) +i(y1 + y2)
21z = (x1 +iy1) - (22 + i) = (122 — Y1ye) + 1 (T1y2 + T2y1)

Weiterhin ist die Konjugation z* einer komplexen Zahl z = z + iy definiert als
2 =x —1y.

(a) Welche Operation beschreibt eine Rotation um « in der komplexen Ebene?
(b)
()

)

(d) Wie kann dies die Nachweise in Aufgabe 1 erleichtern?

Welche Operation beschreibt eine Translation in der komplexen Ebene?

Welche Operation beschreibt eine Spiegelung in der komplexen Ebene?



