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Mit * markierte Aufgabenteile sind Optional.

1. Polynome bilden einen Vektorraum

Wir betrachten die Menge der Polynome Py vom Grad N mit reellen Koeffizienten
Pn,n €40,..., N},

N
]PN = {ﬁ_ <anxk> mit anR,ne{O,-..,N}}
k=0

(a) Zeigen Sie, dass (Py,R,+,) ein Vektorraum ist, wobei die Verkniipfungen
fiir

N N
p= (anxk)EPN, q= (anxk>€]P’N und ceR

k=0

wie folgt definiert sind

+: Py xPy—Pymit 5+¢= (Z(pmqk)a:’“) ,

N
Py xR —Py mit c-p= (Z(cpk)xk>

(b) Zeigen Sie, dass
1 N N
Py x Py - Rmit p-¢= (/ dz (Zpk:rk> (quxj>) ,
0 -

ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum definiert.

(¢) Zeigen Sie, dass die drei Polynome by = (1), by = (x) und by = (22) ein Basis
des Vektorraumes Py bilden: Sie kénnen fiir jedes Polynome p aus Py reelle
Zahlen zy, k € {0, 1,2} finden, so dass p'= zg Z;O + 21 by + o by. Allerdings ist
nun im allgemeinen x; # p - b;. Woran liegt dies?

Hinweis: Sind die Basisvektoren orthonormal?



2.

(d) Zeigen Sie, dass die drei Vektoren &, = (1), & = V3(2x — 1) und &, =

V5 (622 — 62 + 1) orthonormal sind.

(e) Zeigen Sie, dass sich jeder Vektor p’ € Py mittels der Vektoren (ép,é1,é2)

darstellen lasst als

— A A~

p=(p-é)eo+ (p-é1)ér+ (p-éz)éa.

Mithin bilden (éy, €1, é3) eine Orthonormalbasis von Ps.

*(f) Finden Sie eine Konstante ¢ und einen Vektor 71, so dass g = (c¢x) und mny

eine Orthonormalbasis von P; bilden.

Wegintegrale.

Fassen Sie die Vektorfelder als Kraft auf ein Teilchen auf
Ki(z,y,2)=(@+y+z,04+y+zz+y+2)

]?2(1‘7?/72) = (*IQ + y2,$2 - y270>

und berechnen Sie die Arbeit, die verrichtet werden muss, um das Teilchen vom
Koordinatenursprung an die Position (1,2,0) zu bringen. Verwenden Sie dazu

Linienintegrale entlang der Wege

Cy: (t,2t,0) und  Cy: (t°,2t,0)

Flaschenziige.

(a) (b)
Die Skizze rechts zeigt zwei Flaschenziige, bei
denen eine Person der Masse m ein Gewicht
der Masse M hélt. Die Leine denken wir uns
als masselos.

(a) Welche Kraft ist jeweils notig, um das v

Gewicht in (a) und (b) zu halten?

(b) Die Person und das Gewicht sollen die Massen m = 75kg und M = 200kg
haben. Welche Arbeit verrichtet die Person pro Zeiteinheit (d.h. welche Lei-

stung), wenn sie die Leine mit einer konstanten Geschwindigkeit von v
1m/s einholt?



* 4. Bonusaufgabe: iiben im Hochstapeln.

Falls Sie zu Ostern so viele Schokoladentafeln geschenkt

/ bekommen, dass Sie nicht wissen, was Sie damit machen
[ ] konnen, empfehle ich folgendes Experiment:

(a) Wenn man N Schokoladentafeln der Linge L an ei-
ner Tischkante aufeinanderstapelt, um wie viel kann
dann die oberste Tafel maximal iiber die Kante ragen,
ohne das der Stapel kippt?

(b) Die Skizze links zeigt den Fall N = 4. Wie schaut das aber im Grenzfall
N — oo aus?

— Ich wiinsche Thnen schéne Ostertage! —



