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1. Kreuzprodukte.
Fiir das Kreuzprodukt gelten folgende Rechenregeln

ixb=—(bxa) Antisymmetrie
a-(bxd)=¢c (@xb) zyklisches Vertauschen
Ax(bxd)=b(@-&—2c(a-b) bac-cab Regel

Losen Sie folgende Aufgaben nur unter Verwendung dieser Regeln, d.h. ohne je
explizit ein Kreuzprodukt in Komponenten auszurechnen.
(a) Zeigen Sie, dass

(@xb)xé=b(@-d)—a(b-0o

(b) Zeigen Sie: Es gibt Zahlen «, 3, 7, 0, so dass

- — —

F=(@xb)x (¢xd)=ad+ b
:75+5CZ.

Bestimmen Sie dazu, wie sich «, 5, v, § aus d, b, ¢ und d berechnen lassen.

(c) Wie vereinfachen sich die Ausdriicke fiir Z,
wenn zwei der vier Vektoren a, b, ¢, d {ibereinstimmen?

(d) Es sei nun

-

y=(@xb)-@xd.

Wie vereinfacht sich dieser Ausdruck, wenn zwei dieser Vektoren iibereinstimmen?
Wie vereinfacht sich das Resultat weiter, wenn auch das jeweils andere Paar
iibereinstimmt?

(e) Zeigen Sie insbesondere, dass sich y = |@?|b|? sin? Z(&, b) ergibt, wenn @ = &
und b = d. Hétten Sie das auch anders sehen kénnen?



2. Coriolis-Krifte auf dem Plattenteller.

Die Auswirkung der Coriolis-Kraft ldsst sich sehr schén mittels der Bewegung
einer Kugel in einer Schiissel, die auf einem Plattenteller steht beobachten. Die
Masse der Kugel sei m und die Rotationsfrequenz des Plattenspielers (2. Die Schale
ist zylindersymmetrisch mit Hohenprofil z(r). Sie wird so auf den Plattenteller
gestellt, dass r der Abstand von der Rotationsachse ist. Reibung und Rollen der
Kugel werden in dieser Aufgabe nicht beriicksichtigt.

(a) Skizzieren Sie den Aufbau.

(b) Die Schale sei ein Rotationsparaboloid, z(r) = a + br?. Wie muss man €
wéhlen, damit die Schwerkraft und die Zentripetalkraft sich exakt aufheben?

(c) Wir betrachten die Bewegung der Kugel aus der Perspektive eines ruhenden
Betrachters, der von auflen auf den Plattenspieler schaut. Die Position der
Kugel beschreiben wir durch die komplexe Zahl z(t). Zeigen Sie, dass die
Losung der Bewegungsgleichung dann geschrieben werden kann als

2(t) = Ael0F9) % 4 B il0=9) o—i0t mit 6,¢0,A,BeR.

Zeigen Sie, dass die Losungen Ellipsenform haben.
Wie stehen die Parameter der Ellipse in Beziehung zu 6, ¢, A, B?

(d) Wir betrachten die Bewegung der Kugel aus der Perspektive einer Kamera,
die von oben auf den Plattenteller schaut und mitrotiert. Die Position der
Kugel beschreiben wir durch die komplexe Zahl ¢(t). Zeigen Sie, dass die
Bewegungsgleichung dann geschrieben werden kann als

6%q(t) 3q(t)
512 = 20 ot

Bestimmen Sie die Losung dieser Gleichung.

(e) Die Kugel wird zu Anfang mit Geschwindigkeit 2(¢y) = 0 losgelassen an
der Position z(t) = R € R. Bestimmen Sie die resultierenden Losungen z(t)
und ¢(t). Wie hdngen die Losungen zusammen?

3. Baille werfen, Diskuswurf und Miinzen flippen.

In der Vorlesung haben wir gezeigt, dass die Schwerpunktbewegung und die Rotati-
on eines Korpers fiir einen kréaftefreien freien Flug entkoppeln. Zu jedem Zeitpunkt
des Fluges lassen sich der Drehimpuls L des Korpers und seine Drehachse Q) dann
schreiben als

Zwa t) I éa(t), Zwa Ea(t) mit wa(t) = Q) - ea(t).
Dabei sind die Haupttragheitsmomente [, die Eigenvektoren der Trégheitsmatrix

Iij = —/dBQ/)@ g qj+ 65 | Pqp(@) (77



und é,, die korrespondierenden Eigenvektoren. Diese Richtungen rotieren mit dem
Korper und der Koordinatenursprung fiir die Vektoren ¢ ist der Schwerpunkt des
Korpers. Es gilt die Euler-Gleichung fiir freie Rotation [T]

: Is — 1o

W1 = Wa W3 .

I

Die Euler-Gleichungen fiir wy und w3 sehen genauso aus, bis auf zyklische Permu-
tation der Indices.

(a) Bestimmen Sie die Haupttrégheitsmomente fiir die Kugel (Hinweis: Kugel-
koordinaten!) und lésen Sie die resultierenden Euler-Gleichungen. Interpre-
tieren Sie das Resultat in Hinblick auf die Rotation eines Fufiballs wahrend
des Fluges.

(b) Bestimmen Sie die Haupttragheitsmomente eines Zylinders mit Radius R
und Hohe H (Hinweis: Zylinderkoordinaten!). Wir wéhlen [; = Ir = I und
I3 ist das Haupttragheitsmoment fiir die Rotation um die Zylinderachse.

(c) Ein moglichst ruhiger Wurf gelingt beim Diskuswerfen fiir grofies w3 und wy =
w1 = 0. Zeigen Sie, dass dies ein Fixpunkt der Bewegungsgleichungen ist.
Wenn der Wurf nicht gut gelingt ,,wobbelt“ der Diskus: w; oder wy waren dann
beim Abwurf verschieden von Null. Wie sieht die Losung der Eulergleichungen
dann aus? Wie korrespondiert dies mit dem ,, Wobbeln“?

(d) Eine Scheibe kann man auch anders werfen, wie man beim Miinzen flippen
unschwer erkennt. Welcher Anfangsbedingung entspricht dies? Wie sieht die
Losung aus?

Bonus. Heute etwas zum Lesen anstatt zum Rechnen:

(a) Rigid-body dynamics of a football
Peter J. Brancazio
https://doi.org/10.1119/1.15123

(b) The right spin: how to fly a broken space craft
von Michael Foale und Robert Osserman
https://plus.maths.org/content/right-spin-how-fly-broken-space-craft

=

!Die Gleichung folgt unmittelbar aus 0=1L= % + Q(t) x L und den oben gegebenen Darstellungen
von L und €(). Mehr dazu am Mittwoch in der Vorlesung.


https://doi.org/10.1119/1.15123
https://plus.maths.org/content/right-spin-how-fly-broken-space-craft

