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Theoretische Physik I. Mechanik
Blatt 3. Bewegungsgleichungen

1. Bewegung in einem Potential.

Wir betrachten die eindimensionale Bewegung eines Teilchens an der Postion x(t)
in einem Potential ®(x). Zeichnen Sie die Trajektorien im Phasenraum (z, ) fiir
folgende Potentiale:

(a) Ein harmonisches Potential, ®(x) = mw?z?/2 mit x € R.

(b) Ein Potentialtopf mit (genau) einem Minimum.
(c¢) Ein Doppelmuldenpotential.
)

(d) Eine Kombination ®(r) = ®p;(r)+P.(r) des Lennard-Jones-Potentials ®(r) =
¢ [(a/r)'? —2(a/r)®] und der Coulomb-AbstoBung ®(r) = ¢/r. Hier sind
€, a, ¢ positive Konstanten und r € R" ist der Abstand zwischen zwei (punkt-
formig gedachten) Molekiilen.

Diskutieren Sie insbesondere die Fille, bei denen die Gesamtenergie £ = i%/2 +
®(z) einem Wert entspricht, fir den das Potential ein Extremum aufweist.

2. Das gedampfte mathematische Pendel.

Die Bewegungsgleichung fiir die Auslenkung 6(t) eines gedampfte mathematischen
Pendels aus der Ruhelage 6, = 0 ist

0(t) = —v0(t) —sinO(t) .

Die Eigenfrequenz des Pendels ist hier wieder in der Wahl der Zeitskala absorbiert.

(a) Welche Losungen hat diese Gleichung fiir # < 1 und 6 ~ 77

(b) Beweisen Sie, dass 0% — 2 cos 6 strikt monoton fillt, wenn 6 # 0.
Was bedeutet dies physikalisch?

(¢) Wie verdndern sich die Trajektorien qualitativ(!) fiir ein Pendel mit kleiner
Déampfung, 0 < v < 1, gegeniiber dem Fall ohne Dampfung?

(d) Wie andert sich das Bild fiir starke Dampfung?
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3. Fehlersuche: Fliehkraftregler.

Wikimedia Commons

Dampf abgelassen.

Aufgrund der Symmetrie haben die beiden Kugeln dieselbe kinetische und poten-
tielle Energie. Wir betrachten daher nur eine Kugel und beschreiben ihre Position
durch die vertikalen Position z, den Abstand von der Rotationsachse r und den
Winkels ¢, der die Position der Kugel in der horizontalen Ebene beschreibt. Die
Lange des Armes, an dem die Kugel aufgehingt ist, sei L, die Masse der Kugel sei
M, und den Winkel zwischen dem Arm und der Senkrechten nennen wir 6. Der
Fliehkraftregler rotiert mit der Frequenz €.

(a)

Skizzieren Sie das Problem mit Benennung der physikalischen Groéfien und
Koordinaten. Geben Sie auch die Einheitsvektoren des othonormalen Ba-
sissystems zu den Koordinaten (z,7,¢) an. Beziiglich dieser Basis soll die
Position der Kugel folgende Form annehmen:

q(t) = —L cosB(t) 2+ L sin6(t) 7(o(1)) mit  ¢(t) = Qt.

Bestimmen Sie die kinetische Energie Fy;, der Kugel und ihre potentielle
Energie I, im Gravitationsfeld.

Untersuchen Sie ob die Summe aus kinetischer und potentieller Energie fiir
diese Bewegung erhalten ist. Bestimmen Sie dazu die Zeitableitung von FEi, +
Eyo und zeigen Sie dass die Ableitung verschwindet, wenn entweder § = 0
oder
0() = —?simb(t) |1+ L cost®)]  mit w22
w2 L

Der Fliehkraftregler hat immer ein wenig Reibung —fyé. Analysieren Sie daher
die Bewegungsgleichung

0(t) = —w?sin (1) {1 + Z—z cos 9(1&)} — 6

Was passiert bei langsamer Rotation Q? < w?? Was verindert sich fiir
02 > w?? Ist dieses Resultat physikalisch plausibel? Wenn nicht: Wieso nicht?
Woran koénnte das liegen?

Ein Fliehkraftregler wird in Dampfmaschinen
verwendet, um beim Uberschreiten einer vorge-
gebenen Drehfrequenz €2, die Drosselklappe in
der Dampfleitung der Maschine zu 6ffnen. Fiir
kleinere Frequenzen hingen die Kugeln nach
unten und die Klappe ist geschlossen. Beim
Uberschreiben von €. werden die Kugeln von
der Fliehkraft nach auflen gedriickt und es wird



Bonus.

Fehlersuche in Populationsmodellen.

Das Lotka-Volterra-Modell gilt als erstes Modell zur Zeitentwicklung von Popu-
lationsgroflen in der theoretischen Biologie. Es sagt eine stabile Oszillation der
Populationen vorher, die bis heute immer wieder zur Erkdrung von Daten zu Ha-
sen und Luchsen in Kanada herangezogen wird (siehe Abbildung néchste Seite).

Es sei B(t) die Biomasse der Beutetiere (Hasen) und R(t) die Biomasse der Réduber
(Luchse). In Abwesenheit von Réubern wichst B(t) exponentiell mit Rate a und
diese Rate reduziert sich um —bR(t), wenn die Beute von den Réubern gefressen
wird. In Abwesenheit von Nahrung sterben die Rduber mit einer Rate d, und diese
Rate reduziert sich um —cB(t), wenn sie Beutetiere fressen kénnen.

B(t) = B(t) [a—bR(1)
R(t) = R(t) [ B(t) - d

(a) Es sei u(r) o< B(t), v(1) o< R(t) und 7 o t. Finden Sie geeignete Proportio-
nalitdtskonstanten und den dimensionlosen Parameter 7, so dass

wr) = u(r) [I—o()]
o(r) =7 v(7) [u(r) —1]

(b) Zeigen Sie, dass diese Bewegungsgleichung Fixpunkte hat fiir (0,0) und fiir
(1,1). Wie verhalten sich die Populationsgréen in der Néhe der Fixpunkte?

(c) Skizzieren Sie den Verlauf der Losungen in der (u,v)-Ebene und vergleichen
Sie Thr Resultat mit den Messdaten zu den Luchsen und Hasen. Wo ist der
qualitative Unterschied zwischen Modell und Daten?

Hinweis: Wer frisst hier wen?

(d) Die Form der Trajektorien im Modell kann man bestimmen, indem man

ausniitzt
dv o 5 U(u—1)
_— = - = T _—
du u(l—w

Warum gilt dies?

(e) Losen Sie die Gleichung durch Separation der Variablen und zeigen Sie, dass
das Resultat folgende Konstante der Bewegung impliziert

O(u,v) =In(vu*) —v—au, mit geeignet gewéhltem o > 0.
Verifizieren Sie dieses Resultat, indem Sie auch die Zeitableitung von ®(u(7), v(7))

berechnen. Hier ist (u(7),v(7)) eine Losungen der Bewegungsgleichung.

Anmerkung: Das Auffinden einer Erhaltungsgréfie sollte man als Artefakt
eines Modells betrachten, wenn es keine modellimmanente (d.h. hier: biolo-
gische) Begiindung dafiir gibt.



Abbildung 1: (a) Jahrliche Schwankungen der von der Hudson-Bay-Gesellschaft erwor-
benen Pelze von Hasen (Hare) und Luchsen (Lynx). (b) Daten mit hoherer Zeitauflosung
fiir die 30 Jahre von 1875 bis 1904. (¢) Darstellung der Daten aus (b) als Phasenraum-
plot. [Dies ist Abbildung 3.3. aus J.D. Murray: Mathematical Biology (Springer, 2002).
Das Buch diskutiert ausfiihrlich grundlegeniie Annahmen und Artefakter von Populati-
onsmodellen.]



