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Vorwort

Im Januar 1998 hielten wir vier Seminarvortrige zur Einfithrung in die Quanten—
Informationstheorie (”Quanteninformatik”). Die Frage, wie ein quantenphysikali-
sches Analogon zur Informationstheorie aussehen kénnte und fiir welche Zwecke
ein solches Sinn macht, hat eine lingere und sehr verzweigte Geschichte. Viele
verschiedene Wissensgebiete trugen bzw. tragen zum Versuch ihrer Beantwortung
bei.

Durch die Arbeiten von Brillouin, Jaynes, Ingarden und anderen ergaben sich
bedeutende Anwendungen der Shannonschen Informationstheorie in der Physik,
namentlich der Thermodynamik und Statistischen Physik. Jedoch sind ihre eigentli-
chen Grundlagen, wie auch die der Kodierungstheorie, der Theorie der Komplexitiit,
der Programmierung und der Berechenbarkeit, nur marginal physikalischer Natur.
Auf einem anderen Blatt steht, dafl zur Nutzung ihrer Ergebnisse oft aufler-
gewohnliche physikalische Einsicht und Kunstfertigkeit wie auch bewundernswertes
technisches Kénnen erforderlich sind.

Versucht man sich jedoch der Idee der Quanteninformation und ihrer Verarbeitung
zu nahern, so findet man sich unvermittelt von subtilen Problemen der Quan-
tenphysik umgeben. Von der experimentellen Realisierung (oder gar technischen
Beherrschung) fast aller ihrer Gedankenexperimente ist man freilich noch weit,
sehr weit, entfernt. Vielleicht aber ist, was heute als logisch konsistente Phantasie
erscheint, der bescheidene Startpunkt einer Hochtechnologie des kommenden
Jahrhunderts.

Die ersten Anfiange einer quantenmechanischen Informationstheorie reichen bis in
die 50er Jahre zuriick. Aber erst in den 60er und 70er Jahren wurden unter dem
Einflu} der sich entwickelnden Quanten— und Mikroelektronik die Besonderheiten
der Quanten—Informationstheorie deutlicher. Von den Pionieren dieser Entwicklung
seien stellvertretend Gabor, Gordon, Liu, Helstrom, Levitin, Holevo, Ingarden,
Davies und Ohya genannt. In den 80er Jahren kamen mit den Arbeiten iiber
Computer, die nach quantenmechanischen Prinzipien arbeiten, neue Akzente hinzu
(Benioff, Feynman, Deutsch und Peres). Uber diese nur angedeutete und sicher
unvollsténdige Historie kann man sich in folgenden Arbeiten einen kleinen Uberblick
verschaffen: [35, 39, 53, 45, 47, 19, 24, 61, 6, 32, 33, 25, 64].

Aus diesem Problemkreis (und insbesondere aus der Entwicklung der letzten Jahre)
haben wir — auch aus Kompetenzgriinden — nur eine bescheidene Auswahl treffen
konnen. Fiir kritische Anmerkungen sind wir dankbar.



Bemerkung zur Notation:

Wir werden Hilbertrdume stets mit H (und eventuell mit weiteren Indizes)
bezeichnen. Oft bezeichnet H speziell den zweidimensionalen Hilbertraum (q-Bit—
Hilbertraum).

Die Hilbertraumvektoren werden (nach Schréodinger) mit ¢, ¢, ... bezeichnet. Wir
benutzen aber, besonders fiir die g-Bit—Basisvektoren und ihre Tensorprodukte,
auch die Dirac-Schreibweise. Wir schreiben dann wie iiblich etwa |z) oder | 7).
Dadurch gibt es, auch um Mifiverstéandnisse zu vermeiden, kleine Unterschiede fiir
die Schreibweise der Skalarprodukte: (¢, ) bzw. (z|y).

Auch fiir die eindimensionalen Projektoren ist die Dirac’sche Notation recht
zweckmafig; z.B. ist |¢)(¢], (¢,¢) = 1, der Projektor auf den von ¢ erzeugten
Unterraum.

Meist verwenden wir fiir Operatoren Groflbuchstaben. Wichtige Ausnahmen sind
Dichteoperatoren, die wir o, w, ... nennen. So kann z. B. der Projektor |¢)(¢|,
(¢,#) = 1, sowohl ein Spektralprojektor P als auch ein Dichteoperator 7 eines
reinen Zustandes sein. Mit Tr bezeichnen wir die Spurbildung.

Um die Terminologie nicht zu schwerfillig zu machen, identifizieren wir Zusténde
mit ihren Dichteoperatoren. Wir fithren also, wenn o einen Dichteoperator be-
zeichnet, fiir das lineare, positive und normierte Funktional A — Tr oA kein
eigenes Symbol ein. (Im Endlichdimensionalen und fiir normale Zustidnde von
Typ-I-Faktoren bedeutet dies keine Beschrankung der Allgemeinheit.)

1 bezeichnet immer den Eins-Operator im entsprechenden Hilbertraum.



1 Die Idee des Quantenrechners

1.1 Quantenbotschaften

Die Informationstheorie bewertet die Antwort auf eine Ja—Nein—Frage mit einem
Bit. Um ein unbekanntes Element einer Menge aus N Elementen herauszufinden,
benotigt man im Mittel log, N Bits (— oder mehr, wenn man es ungeschickt an-
stellt). Eine unbekannte Botschaft der Léinge L, die aus einem Alphabet mit N
Buchstaben (oder Zeichen) gebildet wurde, erfordert daher L - log, N Bits, denn
wir kénnen sie als ein unbekanntes Element einer Menge aus N* verschiedenen Bot-
schaften ansehen. Eine so einfache Abschétzung gilt aber nur unter zwei Annahmen:

- es darf keine Korrelation zwischen den Buchstaben der Botschaft geben;

- in der Botschaft muf} jeder Buchstabe des Alphabets im Mittel gleich hiufig an-
zutreffen sein.

Die zweite Annahme 148t sich leicht lockern: Kommt der i-te Buchstabe mit der
mittlerer Haufigkeit p; vor, so wird eine Zufallvariable eingefiihrt, deren Werte die
Buchstaben des Alphabets sind und die dem i-ten Buchstaben die Wahrscheinlich-
keit p; zuordnet. Wir nennen diese Zufallsvariable A. Die Information I, die zur
Identifizierung der Botschaft in der Menge aller Botschaften der Lénge L erforder-
lich ist, wird durch das L-fache der Entropie H) von A von unten abgeschétzt:

I >L-H),

mit
H)y = —Zpi log, p;. (%)
(Der Logarithmus wird — anders als bei der Boltzmann-Gibbs’schen Entropie —

zur Basis 2 genommen, und die Boltzmannsche Konstante wird weggelassen. Die so
definierte dimensionslose Entropie wird in Bit/Buchstabe angegeben.)

Angenommen, besagte Botschaft soll mit Hilfe eines anderen Alphabets umgeschrie-
ben werden. Die Zufallsvariable X' definiere die Wahrscheinlichkeiten p}, ph, ... fiir
seine Buchstaben. Dann gilt fiir die erwartete Lange L' der neuen Botschaft die
Ungleichung

L-Hy<L'-Hy mit Hy=—) plog,p].

Man weiB, da es Ubersetzungen gibt, fiir die die Differenz

L' Y pilogyp;

L > pilog,

fiir “typische” Botschaften grofler werdender Lange gegen Null geht.

Unter Bit—Folgen verstehen wird Botschaften, die mit einem Alphabet geschrieben
sind, das nur aus zwei Buchstaben besteht, etwa den Zahlen 0 und 1. Fiir die Lénge
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einer Bitfolge, die eine optimale Ubersetzung unserer eingangs betrachteten Bot-
schaft ist, darf man die Zahl L - Hy erwarten. Die Zeichen 0 und 1 miissen dann mit
gleicher Wahrscheinlichkeit auftreten, d.h. jeweils mit der Wahrscheinlichkeit 1/2.

Nach dieser skizzenhaften Erinnerung an ein paar Begriffe der Shannonschen Infor-
mationstheorie wenden wir uns den Quantenalphabeten zu. Hierzu ist die Vorstellung
sinnvoll, ein klassisches Alphabet mit N Buchstaben sei durch ein physikalisches Sy-
stem realisiert, das genau N verschiedener Zusténde fiahig ist. Denken wir etwa an
ein “Schalter”, der in genau N Stellungen einrasten kann. Ist ein solcher “Schalter”
quantenphysikalischer Natur, so erzwingt das Uberlagerungsprinzip, dafi die Ge-
samtheit der (reinen) Zustidnde durch die Vektoren eines komplexen Hilbertraumes
der Dimension N beschrieben werden mu#f.

Sei also ‘H ein Hilbertraum der Dimension N iiber den komplexen Zahlen. Zwei
Vektoren charaktersieren genau dann den gleichen Zustand, wenn sie linear abhéngig
sind. Der Null entspricht kein Zustand. Ein (reiner) Zustand entspricht daher einem
eindimensionalen Unterraum oder dem Projektionsoperator auf diesen Unterraum.

Jetzt konnen wir bereits einige Quantenbotschaften untersuchen. Nehmen wir hierzu
an, eine solche sei in einem Quantenalphabet abgefait, das aus endlich vielen reinen
Zustdnden 7y, mo, ...

™= lei)eil, (e e =1, w;e€H
besteht. Die Quantenbotschaft, der ”Quantentext 7,
71',‘1, 7Ti2; 7T2‘3, e

sei eine aus diesem Quantenalphabet gebildete Folge, in der der Quantenbuchstabe
m; mit der Wahrscheinlichkeit p; > 0 auftritt.

Die Quantenphysik verbietet die Herstellung solcher Botschaften nicht'. Man kann
ja zundchst den ”Quantentext”m;,, m;,, T, . .. als eine klassische Botschaft mit der
Entropie () ansehen, deren Buchstaben nur etwas uniiblich geschrieben sind. Die
Aufgabe des Herstellers besteht darin, nach Mafigabe dieser klassischen Botschaft
durch die Erzeugung der ihnen entsprechenden Zustidnde in ‘H die Quantenbotschaft
nacheinander zu gewinnen und eventuell abzusenden. Da als bekannt angenommen
wird, welcher Quantenbuchstabe dem Symbol " ;" entsprechen soll, benétigt man
genau die Information, die in der klassischen Botschaft enthalten ist, also die Entro-
pie
H™(Quantenbotschaft) = —L - Zpl- log, ;.

Mit Ausnahme des trivialen 1-dimensionalen Hilbertraums kann man daher in jedem
Hilbertraum ein Quantenalphabet beliebiger Linge einrichten.

In der Literatur werden Herstellung und Absenden einer (Quanten)botschaft oft
einer Person namens Alice anvertraut. Der Empfianger, der sie lesen oder weiterver-
arbeiten soll, wird Bob genannt. Die Personifizierung vereinfacht die Sprechweise,
darf aber nicht zu wortlich genommen werden.

Thre experimentelle Realisierung ist gegenwirtig aber nur in sehr engem Rahmen moglich.



Nehmen wir nun an, Bob erhalte eine Quantenbotschaft und diese sei gerade
Tiys Tigs Tigs - - - - 1M Allgemeinen kann Bob, der die Quantenbotschaft zu lesen ver-
sucht, diese nicht vollstdndig interpretieren: Was er auch tut, er kann ihr nicht die
Information entnehmen, die er brauchte, um seinerseits die gleiche Quantenbotschaft
herzustellen. Zur Illustration diskutieren wir im Folgenden, was bei einer vollstandi-
gen v.Neumann’schen Messung [20] geschieht. Generell aber gilt:

Jeder  Versuch, eine hinreichend allgemeine  Quantenbotschaft - einen
"Quantentext”- in klassische Information zu verwandeln, ist mit einem irre-
versiblen Verlust an Information verbunden.

Alice ihrerseits kann iiber einen “klassischen” Kanal zusétzliche Information an
Bob liefern, die den Verlust kompensiert. Vermutlich wird sie dabei versuchen, mit
moglichst wenig Bits auszukommen.

Wir untersuchen, wieviele Bit klassischer Information aus der Quantenbotschaft
Tiys Tiys Tis, - - - it Hilfe einer vollsténdigen Messung” a la von Neumann gewonnen
werden kénnen. Hierzu benétigen wir den Operator

D:=>Y pm,

aus dem die Grofle
H°"(Quantenbotschaft) := L - Tr(—D log, D)
gewonnen wird. Als erstes kann man zeigen, dafl
H°"*(Quantenbotschaft) < H™(Quantenbotschaft)
und Gleichheit dann und nur dann eintritt, wenn das Quantenalphabet orthogonal

ist, also mym, = 0 fir @i # k ([82]).

Nach dieser Vorbereitung lassen wir Bob eine vollstdndige orthonormale Basis
1,19, ... von H auswihlen. Seien Py = |¢x) (x| die mit ihr gebildeten Projek-
tionsoperatoren.® Bob wihlt eine Observable

A= Z)\kPk

mit lauter verschiedenen Eigenwerten. Eine Apparatur, die A zu messen gestattet,
zeigt die Werte A1, Ao, ... an. Diese Werte bilden ein “klassisches” Alphabet und
unser Meflapparat transformiert (oder dekodiert) die Quantenbotschaft in eine Bot-
schaft:

Tiyy> Tigy Tigy - oo = >‘i17 /\i2, )‘i37 e

2Etwas genauer wird der Mefiproze im zweiten Kapitel behandelt.

3Sowohl die 7; also auch die Py, sind minimale Projektoren. Die Verschiedenheit der Bezeichnung
soll auf ihre unterschiedliche Rolle hinweisen, die sie entweder als Zustinde oder als Observable
spielen.



Wie grof ist die Entropie der neuen Botschaft ?

Die Wahrscheinlichkeit pj, fiir die Anzeige des Wertes A, im Zustand ; gibt die
Quantentheorie mit
pik = TrmiPy = {0, )

an. Die Wahrscheinlichkeit pj, den MeBwert A, zu erhalten, betrégt demnach

P = ijTr 7; Py = Tr Py D.

J

Die erwartete Entropie der neuen Botschaft ist somit

L-Hy=-L-Y pjlogyp;=—L-> (v, Dp;) Iny();, Dij;).

Um eine moglichst gute Dekodierung zu erhalten, mufl die mittlere Information pro
Buchstabe maximiert werden.

Aus der strengen Konkavitit von —z In z folgt:

H)y, erreicht seinen mazimalen Wert genau dann, wenn 1,1y, ... Eigenvektoren von
D sind. Damit ist die bestméogliche Ubersetzung einer Quantenbotschaft der oben
beschriebenen Art in ein Botschaft mit Hilfe einer vollstdndigen von Neumann’schen
Messung gefunden.

Obiges Beispiel stiitzt folgende Regeln:

a) Der Informationsgehalt einer Quantenbotschaft bleibt ungeéndert, wenn man
sie unitdren (oder antiunitdren) Transformationen unterwirft. Die Werte von
H°"*(Quantenbotschaft) und H™(Quantenbotschaft) bleiben erhalten.

b) Nur Quantenbotschaften mit orthogonalem Quantenalphabet kénnen ohne Ver-
lust in klassische Botschaften transformiert werden. Hierzu mufl aber eine adéquate
Orthonormalbasis bekannt sein. Daher beno6tigt man oft einen Hilbertraum mit aus-
gezeichneter Basis. Sie wird Referenzbasis oder Berechnungsbasis (engl. compuatio-
nal basis) genannt.

¢) Generisch fithrt jede Operation, die eine klassische Botschaft iiber die Lage
eines Vektors im Hilbertraum (oder eines Zustandes im Zustandsraum) abzulesen
gestattet, zu zufélligen Verdnderungen der Quantenbotschaft.

1.2 qg-Bits und Multi-q—Bits

Ein ¢-Bit' 7, englisch: qubit [72], ist ein reiner Zustand eines 2-dimensionalen Hil-
bertraumes H. Jedes quantenphysikalische 2-Niveau-System wird durch einen sol-

4In Anlehnung an Dirac’s q-Zahlen [25].



chen Hilbertraum beschrieben. Fiir die Zwecke des Transports und der Verarbei-
tung (Transformation) von Quanteninformation ist jedoch seine konkrete physi-
kalische Realisierung nicht von primérem Interesse. Man spricht daher auch vom
q-Bit—Hilbertraum.

Die g-Bits korrespondieren also vermoge

™= |p) (ol (1)

modulo Phasenfaktoren zu den FEinheitsvektoren des 2-dimensionalen Hilbert-
raumes:

peH, dmH=2, (p¢) =1L (2)

Wir nehmen an, daf in H eine normierte, orthogonale Basis |0), |1) als Referenzbasis
ausgezeichnet ist. Wir nennen sie ¢-Bit—Basis und benutzen fiir sie gleichberechtigt
die Matrix—, die Spin— und die logische Notation:

(6) =11 =)
(1) =10=m

Die Referenzbasis legt die Pauli-Matrizen oj, j =1,2,3

(01 (0 —i (1 0
1=\10) 27\ o) 7 \o -1

wie iiblich fest. Ist x = 0,1 und rechnen wir modulo 2, so gilt
oslz) = (=1)"[|z), orfz) =]z +1) (3)
02[0) = i[1), 09|1) = —il0).

Neben den g-Bits, die durch reine Zustédnde représentiert sind, miissen wir auch
die gemischten g-Bits betrachten. In der Quanteninformatik werden sie verrauschte
g-Bits (noisy qubits) genannt. Eine Quantenbotschaft m;,, m;,, 7, ... kann aus ver-
rauschten ¢-Bits (oder allgemeiner aus gemischten Zusténden eines Hilbertraumes)
bestehen.

In der Klassischen Physik sind Mischungen als Wahrscheinlichkeitsverteilungen iiber
dem Zustandsraum (also dem Phasenraum) definiert. Sie sind nicht selbst Zusténde.
Aber in der Quantenphysik gehoren die gemischten Zustédnde zum Zustandsraum.
Hier ist der Unterschied zwischen “rein” und “gemischt” kein absoluter. Er héngt
von den Observablen ab, die man zur Beschreibung des Quantensystems zulafit:
Schlieft man Observable aus, so kann ein reiner Zustand gemischt werden. Fiigt
man Observable hinzu, betrachtet also das fragliche System als ein Teilsystem eines
grofleren, so kann ein gemischter Zustand im letzteren ein reiner Zustand sein.



Zusténde iiber endlich-dimensionalen Hilbertraumen identifiziert man oft mit Dich-
teoperatoren. Die Dichteoperatoren iiber einem g-Bit—Hilbertraum sind von be-
sonders einfacher Form, denn die Positivitdtsbedingung ist leicht zu iiberpriifen.
Beziiglich unserer Referenzbasis haben sie die Gestalt

S Z
< s < — > 2z
(z 1—3)’ 0<s<1, s(1—s8)>-zz

Der Dichteoperator %1 charakerisiert den Spurzustand.. Mit Ausnahme des Spurzu-

standes kann man einem verrauschten g-Bit ein g-Bit zuordnen. Das erreicht man
durch Angabe der Zerlegung

sz 1
(Z 1_8> —p7r+(1—p)§1, p>0,
wobei 7 einen reinen Zustand (1) bezeichnet. Diese Zerlegung existiert und ist ein-
deutig.

Zum Beweis transformiert man den Dichteoperator unitér auf Diagonalform. Dann
entsteht aus obiger Gleichung

()= ( Oramn () pmamn

wobei die Transformation so gefiihrt wurde, dafl ¢ > 1 —t ist. Dies geht genau dann,
wenn es sich nicht um den Spurzustand handelt.

Je kleiner p ist, umso schwieriger ist es, das q-Bit 7m zu identifizieren. Eine
v.Neumannsche Messung, die 7 und das zu 7 orthogonale ¢-Bit 7’ unterscheidet,
zeigt m mit der Wahscheinlichkeit (1 + p)/2. Die Wahrscheinlichkeit, daf das ver-
rauschte g-Bit mit 7’ identifiziert wird, ist folglich (1 — p)/2. Der Spurzustand, bei
dem p = 0 ist, enthélt keinerlei Information. Er ist “logisch leer”.

Eine weitere, oft benutzte Beschreibung unseres verrauschten Bits ist

sz 1 .
( ) = —(1 4+ 101 + 2909 + w303), 2s=1+1x3, 2=+ iTs.
z 1—s 2
Wir erhalten genau dann einen Dichteoperator, wenn fiir den reellen Vektor
(71, T2, v3) die Bedingung z? + x3 + x5 < 1 erfiillt ist. Die Oberfliche dieser Kugel
heifit Blochsphire. Die Bloch-Sphére, x? + x3 + 22 = 1, parametrisiert die reinen
q-Bits.

Die zur Referenzbasis |0),|1) gehérenden Projektoren bilden den Nord- bzw.
Stidpol der Bloch—Sphére. Die Referenzbasis zeichnet somit eine Achse im g-Bit—
Zustandsraum aus.

Damit beenden wir den kurzen Exkurs iiber verrauschte g-Bits.

Aus Bits werden Worter zusammengesetzt, z.B. Bytes. Diese bilden selbst ein Al-
phabet, das jedoch {iber eine zusétzliche Struktur verfiigt: seine lexikographische
Ordnung. Analog werden aus q-Bits Multi—q-Bits.
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Die (reinen oder unverrauschten) Multi-q-Bits der Linge n sind, bis auf Phasenfak-
toren, die Einheitsvektoren des n-fachen Tensorprodukts des g-Bit—Hilbertraumes,

H"=HOH® - -®H, dimH" =2" (4)

Auch hier werden wir annehmen, daf} in jedem der Faktoren eine orthonormierte g-
Bit-Basis |0), |1) ausgezeichnet ist. Damit ist auch eine orthonormierte Wort— oder
Produkt-Basis in H®" gegeben, die aus den Vektoren

2129 .. Ty) = |21) @ |22) @ - @ |2,), x; =0,1 (5)

besteht. Diese Produktvektoren bilden im Folgenden die Referenzbasis (“computa-
tional basis”) der Multi—g-bits.

Beispielsweise ist die Referenzbasis der 2-q-Bits:

1 0

0oy = [ o[ =111 T =1{,] =170
0 0
0 0

oy =7 =11n. =g =110
0 1

Der Multi—g-Bit—Raum ist somit ein Hilbertraum mit folgender zusétzlicher Struk-
tur:

Er besitzt eine ausgezeichnete Faktorzerlegung (4).

Er besitzt eine ausgezeichnete Basis (5), die mit der Zerlegung (4) vertriglich ist.

Bemerkungen:

Die Wahl der Basisvektoren fiir die einzelnen Faktoren in (4) bedarf einer Konventi-
on, ist aber ansonsten willkiirlich méglich. Hierzu werden nichtentartete Observable
in den einzelnen g-Bit-Rdumen ausgezeichnet, aus deren Eigenvektoren die Refe-
renzbasis (5) des Multi—g-Bit—-Raumes zusammengesetzt wird. Die Eigenvektoren
werden so bis auf Phasenfaktoren bestimmt. Eine oft verwendete Konvention besteht
darin, Observable auszuwéhlen, die den Einflufl eines dufleren Feldes beschreiben,
das als Referenz zur Verfiigung steht. Es ist ein keineswegs triviales Problem, die
Wahl der Referenzbasis stabil und zeitlich kontrolliert zu halten. Die Synchronisation
ist besonders delikat, wenn die physikalische Realisierung des Multi-g-Bit-Raumes
makroskopische rdumliche Ausdehnung besitzt.

Wir schliefen noch eine allgemeine Bemerkung zum Tensorprodukt an. Haben wir
ein aus mehreren (sagen wir: n) Teilsystemen zusammengesetztes Quantensytem
vorliegen, dann ist der Gesamt-Hilbertraum das Tensorprodukt der Hilbertraume
der Teilsysteme:

ngs:H1®---Hn-
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Werden Operationen (Messungen und Préparationen, unitéire Transformationen)
nur an Teilsystemen durchgefiihrt, so sprechen wir von lokalen Operationen. Da-
mit ist nicht automatisch ein rdumlicher Aspekt verbunden, obwohl er in manchen
Anwendungen, wenn die Einwirkung auf die Teilsysteme mit Experimenten verbun-
den ist, die untereinander rdumlich mehr oder weniger weit getrennt sind, natiirlich
von besonderer Bedeutung ist (und Anlafl leidenschaftlicher Debatten war und ist).
Wir kommen im Zusammenhang mit dem EPR-Kanal darauf zuriick. Ein zu einer
lokalen Operation im Hilbertraum H; korrespondierender Operator ist im Gesamt-
Hilbertraum Hgyes gegeben durch

19...184®1...1,

wobei A an der i-ten Stelle steht und der entsprechende Operator aus H; ist, der
die gewiinschte Operation induziert. [

1.3 Logische g-Bit Operationen

Ein klassischer Rechner verarbeitet Bit—Folgen
xyz ..., zB. 011000101 (6)

endlicher Lange durch Anwendung elementarer logischer Operationen (oder logischer
Befehle, die Kombinationen elementarer Operationen sind):

ryz ... — 2y L (7)

Dabei werden 1-Bit, 2-Bit, 3-Bit,..., “Operationen ausgefiihrt.

Man sagt dann, dal bei einer (einfachen oder zusammengesetzten) Operation die
Bit-Folge durch ein Gate lduft, das die Tranformation der Folge vornimmt. Ein
klassische Rechner kann als ein Netzwerk solcher n-Bit-Operationen oder Gates
aufgefafit werden.

Ein Quantenrechner verarbeitet Multi—q-Bits durch Ausfithrung von 1-g-Bit—, 2-q-
Bit—, 3-g-Bit—, ... Operationen. Analog zum klassischen Rechner sprechen wir von
Quanten—Gates, die die Transformationen der Multi—q-Bits vornehmen. Ein Quan-
tenrechner ist daher ein Netzwerk von Quanten—Gates.”

Quanten—Gates reprisentieren unitire Transformationen in einem Multi—q-Bit
Raum.’

° Quanten—Gate-Netzwerke gehen auf Deutsch [20] zuriick und sind im wesentlichen auch dem
Quanten-Analogon der Turing-Maschine dquivalent.

6 Durch die Arbeiten von Lecerf, Petri und Bennett (siche z.B. die historischen Ubersichten in
[7] und Kap.9.5 in [12])ist bekannt, dal jeder klassische Rechenprozefl auf reversible Weise (und
sogar ohne grofleren Mehraufwand an Rechenzeit und Speicher) ausgefiihrt werden kann.
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Die Quantentheorie erlaubt die Anwendung beliebiger unitiarer Operatoren.

Diese wichtige Feststellung ist eine Kompatibilitdtsaussage: Mit ihr kommen
wir nicht zu Widerspriichen mit den Grundlagen der Quantentheorie. Denn die
Quantentheorie erlaubt die Annahme, dafl die Einbettung eines Quantensystems
als Untersystem in ein (sehr viel) groferes grundsétzlich so erfolgen kann, dafl die
zeitliche Evolution eine definierte Folge unitérer Transformationen im Untersystem
bewirkt.

Betrachten wir einige Beispiele.

Logische Verneinung NOT
Das klassische NOT verwandelt 0 in 1 und 1 in 0,

r— 2 =NOT(z) =x+1 mod?2. (8)

Das NOT als Quanten-Gate bezieht sich auf die Referenzbasis |0), |1) und kann als
unitdre Operation mit der Pauli-Matrix o, ausgefithrt werden:

01|0) = [1),  o1[1) = [0).

Die Wirkung von NOT ist aber nur dann so einfach wie im klassischen Fall, wenn
es auf ein Element der Referenzbasis wirkt. Ansonsten haben wir

Not(ag|0) + a1|1)) = (ag|1) 4+ a1]0)).

Insbesondere fithrt der Fall ay = 4a; auf zwei reine Zustidnde, die durch die An-
wendung von NOT nicht gedndert werden. Offensichtlich wirkt NOT nur auf die
Elemente der Referenzbasis als logische Verneinung.

In der Sprache der Gates ist NOT eine Operation NOT}y, die auf das k-te g-Bit in
H®"™ wirkt und durch die unitire Transformation

1®...1®0,®1---®1

gegeben ist, wobei oy an der k-ten Stelle steht.

Lassen wir beispielsweise die logische Verneinung auf das erste g-Bit eines 2-g-Bit
Vektors wirken. Wir erhalten dann

NOT; (a|00) 4 b[01) 4 ¢[10) + d|11)) = (¢[00) 4 d|01) + a|10) + b|11))

oder, aquivalent,

NOT,

QLU O O
SR QU0



Dementsprechend fithrt NOT; n voneinander unabhéngige Transpositionen der Ko-
effizienten eines allgemeinen n-q-Bit Vektors aus, obwohl nur auf eines der g-Bits
eingewirkt wurde. Das ist eine wichtige Beobachtung, die auch fiir andere Quanten-
operationen sinngeméf gilt.

Beobachtungen solcher Art haben die Idee aufkommen lassen, daffi Quantenrechner
klassischen Rechnern moglicherweise iiberlegen sind, wenn man Resultate dieser ei-
genartigen “Parallelverarbeitung” durch geeignete Wahl der Observablen aus dem
Endzustand ablesen kénnte, siehe z.B. [32, 77].

Mit den Worten von R. Jozsa [51] ausgedriickt:

“The physical act of doing nothing on part of an entangled composite system is a
highly nontrivial operation. It leads to an exponential information processing benefit
if used in conjunction with performing an operation on another (small) part of the
system.”

Einige Quanten—Algorithmen, die diese Erwartung (theoretisch) erfiillen, werden
noch beschrieben werden. Offenbar sind aber nur fiir gewisse Problemklassen
Quanten—Algorithmen effektiver als klassische (siehe [63, 31]).

Phasenschieber

Diese auf ein g-Bit wirkenden Operationen multipizieren die Vektoren der Referenz-
basis mit einem Phasenfaktor. Sie lassen also die diesen Vektoren entsprechenden
Zustande invariant. Phasenschieber sind Drehungen um die durch |0) und |1) festge-
legte Achse des g-Bit—Zustandsraumes (also der Bloch—Sphére) und kénnen exp i) o3
geschrieben werden. Auf dem Gebiet des Quantenrechnens ist aber eine andere Nor-

mierung iiblich, ndmlich
10 | =1
0 ¢) 97

Dadurch bleibt |0), das Analogon zum klassisch nicht gesetzten Bit, ungeéindert; ein
Umstand, der der Denkweise klassischen Programmierens offensichtlich entgegen-
kommt. Auch das NOT wurde ja der U(2), nicht aber der SU(2) entnommen’.

03, die Verschiebung der Phase um 7, und oy, das logische NOT, sind unitér
aquivalent. Wir sehen, dal ohne Auszeichung einer Referenzbasis den unitéiren
Operationen keine (quanten)logische Bedeutung zugeschrieben werden kann.

Hadamard — (Walsh) — Transformation H
Sie ist definiert durch

1 1
S0+ 1), HI1) = E(\()) — 1), (9)

. 1 <1 1 ) o g1 + 03

V2 \1 -1 V2

7 Es wire aber ohne Einschrinkung der Allgemeinheit moglich, die Standards der logischen
Grundoperationen als spezielle unitéire Transformationen zu definieren.

H|0) =

Sl

T
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Eine kompaktere Schreibweise ist:
1
V2

Die Hadamard—Transformation ist involutiv: H? = 1.

Hlz) = (10) + (=1)"|1)), = =0,1.

Interessant ist auch die n-fache Hadamard Transformation

H®|z129...2,) = HOH® - @ Hlz129...2,)

2N ()T L y)(10)
wobei sich die Summation iiber alle n-Bit-Strings erstreckt.
Eleganter ausgedriickt: x = {z1,...,x,} sei ein Wort aus n Bits, und wir schreiben

fiir das entsprechende n-fache ¢-Bit |z). B, sei die Menge aller Worte aus n Bits.
Verwenden wir nun fiir die bitweise Addition und Multiplikation zweier Worte x und
y die Regeln der Boolschen Algebra, dann erhalten wir

HOja) =27/ 3 (<1)y).

yeBy,

Speziell sieht man, dafi H*" angewandt auf |0, 0, ...0) eine Superposition aller Basis-
vektoren mit gleichen Koeffizienten ergibt

H®"(0,0,..0) =272 > " |y).

YyEBn
Bemerkung:

1 -1
Maitriz. Reelle Hadamard-Matrizen haben nur die Matrixelemente 1 oder -1. Thre

Zeilenvektoren stehen senkrecht aufeinander. H®™ ist (bis auf den Faktor \/127)

gegeben und fithrt auf eine

Die Matrix (1 L ist die (im wesentlichen eindeutige) reelle 2x2- Hadamard-

1
1 -1
2"x2"-Hadamard-Matrix (Hadamard-Matrizen dieser Ordnung heiflen Sylvester-
oder Walsh-Matrizen). Im Zusammenhang mit den EPR-Zustédnden werden wir auf
diese Matrizen noch zuriickkommen. []

durch das n-fache Tensorprodukt der Matrix (1

Fourier—Transformation

Die endliche Fourier—Transformation in H®" ist ebenfalls das direkte Produkt
von 1-g-Bit—Operationen. Allerdings hiangen letztere von der Léange n des Multi—
g-Bits ab. Mit der bei der Hadamard—Transformation eingefithrten Konvention,
x ={x1,...,2,}, wird sie definiert durch

F®n’l’> _ 2—n/2 Z e27ri(a:y)/m|y>7 m = 9" (11)
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Kontrollierte NOT—Operation (controlled NOT, CNOT, “NOT)
Klassisch ist CNOT eine umkehrbare 2-Bit—Operation:

ry — 2y’ = CNOT(zy) = z(x +y) mod2. (12)
Ist das erste Bit nicht gesetzt, so bleibt das zweite ungeédndert. Ist das erste Bit

gesetzt, so wird das zweite der Operation NOT unterworfen.

Die CNOT-Operation ergibt fiir den Fall x = 1, wenn sie auf die Abbildung
y — v eingeschrinkt wird, gerade die NOT-Operation. Betrachten wir hinge-
gen 3y als Funktion der Eingédnge z,y , dann erhalten wir eine Modifikation der
ODER-Operation, das sogenannte exclusive-OR®.

Eine analoge Konstruktion erfolgt im Quantenfall, wobei die Vektoren der Referenz-
basis die klassische Bit—Situation ersetzen. Die allgemeine Definition einer kontrol-
lierten Operation ist daher wie folgt:

Sei U € U(2) eine 1-g-Bit-Operation. Das kontrollierte U 18t [00) und |01) un-
verdndert. Aber fiir = 0,1 geht |1z) in |1) ® Ul|x) iiber.

Speziell ist die unitire Transformation CNOT (oder “NOT) durch
|00) — |00) |01) — |01)

|10) — |11) |11) — |10)

im 2-g-Bit—Hilberraum definiert. In Matrixdarstellung wére das

1 000
0100
CNOT = 000 1
0010

Petri-Toffoli-Gate (controlled—controlled NOT)

Das klassische Petri-Toffoli-Gate ist das doppelt kontrollierte NOT. Diese 3-Bit—
Operation wendet NOT genau dann auf das dritte Bit an, wenn die ersten beiden
Bits gesetzt sind, d.h. den Wert 1 haben. In jedem anderen Fall bleibt der 3-Bit—
String ungedndert. Modulo 2 ist daher

xyz — zy(z +x - y). (13)

Petri [65] und Toffoli [31] zeigten die Universalitét dieser Operation: Jede invertier-
bare Operation kann durch Kombination von Petri-Toffoli-Gates erreicht werden.
Die Umsetzung auf den 3-q-Bit-Hilbertraum ist offensichtlich: Bezogen auf die Re-
ferenzbasis der 3-q-Bits haben wir Molulo 2 den unitidren Operator

wyz) — |ay2), 2 =zta-y

8CNOT wird deshalb mitunter auch als XOR-Operation bezeichnet.
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zUu setzen.

Aus gruppentheoretischer Sicht ist es nicht verwunderlich, dal es verschiedene
Mengen universeller Gates gibt, aus denen im Prinzip mit beliebiger Genaugkeit alle
unitiren Transformationen aufgebaut werden kénnen. Beispiele findet man in [2]
oder [79] (und der dort angegebenen Literatur). Es gilt beispielsweise ein gewisses
Analogon zum klassischen Resultat von Petri und Toffoli: das Hadamard-Gate und
CCNOT (das Petri-Toffoli- Gate) bilden solch eine Menge universeller Gates [73, 1].

Wir wollen noch darauf aufmerksam machen, daf§ es fiir die Realisierung von Quan-
tencomputern (und natiirlich auch fiir andere Quantenkanile) wichtig ist, zu er-
reichen, dafl ein gewisses Mafl an “dufieren Rauscheinfliissen” (so fithren z.B. De-
kohérenz—Effekte zu einer Umwandlung von Multi-g-Bits in verrauschte Multi—q-
Bits (Dichtematrizen)) und Ungenauigkeiten der Gates “toleriert” wird. Mit ihrem
Konzept der “fault-tolerant quantum computation” haben Steane [78] und Shor
[75] mit Hilfe fehlerkorrigierender Quantencodes einen ersten Schritt aufgezeigt (sie-
he auch den Uberblick in [67, 65]).
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2  Quanten—Algorithmen

2.1 Die Berechnung einer Funktion

Wir wollen die Berechnung einer Funktion
f:4o, 1} — {0,1}™

mit

{0,13" = {0,1} x -+~ x {0,1} und  {0,1}" = {0,1} x -+ x {0,1}

n m

als unitdre Operation darstellen. Den beiden kartesischen Produkten, d.h. den Bit-
folgen der Liange n bzw. den Bitfolgen der Lénge m, ordnen wir eineindeutig eine
Multi-g-Bit-Basis der Hilbertraume

H=H® - - QH bzw. Ho=HR ---QH
—_— —_—

zu. ‘H bezeichnet auch in diesem Kapitel wieder den zweidimensionalen g-Bit—
Hilbertraum, und eine Multi—q-Bit-Basis von H; bzw. Hs bauen wir aus den
Tensorprodukten einer g-Bit—Basis von ‘H auf:

r=(z1,...,2,) € {0,1}"

ordnen wir dem Basisvektor
|z) = |21) ® -+ ® |x,) € Hy

zu, wobei die Vektoren |z;) (z; = 0,1) fiir alle i eine (synchronisierte) q-Bit—Basis
von H bilden (entsprechend fir y = (y1,...ym) € {0,1}™).
Die “Resultat-Zustandsvektoren ” |f(z)) € Hy fir x € H; bilden damit eine

orthogonale Familie. Durch Messung einer Observablen aus H, (die die Eigenvek-
toren {|f(x))} und zugehorige nichtentartete Eigenwerte hat) lassen sie sich — wie
natiirlich auch gewiinscht — problemlos unterscheiden und signalisieren den jewei-
ligen Wert von f.

Unter der Berechnung von f verstehen wir dann die unitédre Transformation

Ufi H1®H2—>H1®H2
mit der folgenden Wirkung auf den Basis—Vektoren
Uslz) @ y) = |o) @ [f(z) +y).

Die Addition ist komponentenweise und modulo 2 zu verstehen. Speziell erhalten
wir

Uslz) ®10,...0) = |z) @ | f(x)).
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Bemerkung: Die Reversibilitdt der Berechnung von f, also der Unitaritdt von Uy,
wird durch diese Darstellung im “Rechner—Hilbertraum” H; ® Hs, die die Eingangs-
daten speichert, gesichert. Eventuell mufl H; ® Hs noch “weiter vergréflert” werden,
um die tatsédchliche Berechnung, die unter Umsténden nur durch einen Folge von
Gates (“Zwischenrechnungen”) erreicht wird, zu ermoglichen.[]

2.2 Das Problem von Deutsch und seine Verallgemeinerung

Wir wollen die frither geduflerte Vermutung, dafl Quantenrechner klassischen
Rechnern moglicherweise (zumindest fiir gewisse Problemklassen) iiberlegen sein
konnten, etwas untermauern.

Dazu betrachten wir das Problem von Deutsch [25]:

Fiir eine Funktion f : {0,1} — {0, 1} soll entschieden werden, ob die Funktion f
konstant ist (f(0) = f(1)) oder nicht (f(0) # f(1)) ?
Klassisch wiirde man f(0) und f(1) berechnen, um die Frage zu entscheiden. Quan-

tenmechanisch erzeugen wir zuerst eine Superposition aller Zustandsvektoren, die
zu den Argumenten, die fiir eine Berechnung in Frage kommen, gehoren. Daran
schlieflt sich die “simultane” Berechnung von f an, die zu einer Superposition al-
ler Berechnungsergebnisse fiithrt. Da wir uns aber nicht fiir die tatsdchlichen Werte
von f interessieren, sondern nur fiir die “globale” Eigenschaft, ob f konstant ist
oder nicht, versuchen wir eine Observable zu finden, deren einmalige Messung schon
ausreicht, um diese Eigenschaft zu bestimmen.

Im Rechner—Hilbertraum H ® H starten wir mit dem Zustand [0) ® [1). Die
Anwendung der 2-fachen Hadamard-Transformation H ® H (Erzeugung der
Ausgangssuperposition) und der anschliefenden Wirkung von Uy (Berechnung von
f) fithrt auf die folgende Endsuperposition:

0y @ [1) == %(I(J) +[1))@(0)=[1)) = %(\0> ®[0)+[1)@]0) = [0) @ 1) =) @[1))

Y, %(l0> @ [£(0)) + 1) @ f(1)) = [0) @ [f(0) + 1) = [1) @ | f(1) + 1)) =

100 + 1)) © (1£(0)) + 17(1) = 17(0) + 1) = [f(1) + )+
1000 = 1)) ® (17(0)) — 1A(1) = [£(0) + 1) + 7)) + 1)

Wir benutzen jetzt fiir die Messung des ersten g-Bits eine nichtentartete Observable
A, die die orthogonalen Eigenvektoren
1 1

\/5(!0> +1) wnd - —5(|0) — 1))

Sl

2
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hat. Wie man am zweiten g-Bit des Tensorprodukts sieht, erlaubt nun die Messung
von A, zweifelsfrei zu bestimmen, ob f konstant ist oder nicht:

e f(0)= f(1) = f fithrt zu
S0+ 1)@ (1) — |f +1),

korresponiert also zum Eigenvektor \%(\O) + 1)) des ersten g-Bits

e f % const. (und damit f(0) = f(1) + 1 bzw. f(1) = f(0) + 1) liefert

1
50 = (1) @ (I£(0)) = 1£(1)))
und fiihrt somit zum Eigenvektor \%(|O) — 1)) des ersten g-Bits.

Bemerkung:

Es bietet sich auch an, eine weitere Hadamard—Transformation auszufiithren, um als
Eigenbasis der zu messenden Observablen wieder die g-Bit-Basis |0), |1) zu erhalten
(denn H = H™'). Ein solcher Algorithmus zur Losung des Problems von Deutsch
ist mit NMR~Techniken realisiert worden (siehe [23, 50]).00

Eine leichte Verallgemeinerung des Problems von Deutsch , das sogenannte Deutsch—
Jozsa—Problem, zeigt, dafl dieser Algorithmus zu einem exponentiell verringertem
Rechenaufwand im Vergleich zum klassischen Algorithmus fiihrt. Es sollte allerdings
betont werden, dafl bei diesen Betrachtungen stets der Aufwand fiir die Berechnung
der Funktion f nicht in Rechnung gestellt wird. Die Berechnung von f wird als
eine klassische bzw. quantenmechanische Black—Box-Routine, als Orakel betrachtet,
die unmittelbar das Resultat liefert. Den Aufwand messen wir daran, wie oft das
klassische bzw. Quanten—Orakel befragt werden mu#.

Gegeben sei eine Funktion

fop" — {01},

von der bekannt sei, daf§ sie entweder konstant oder ausgeglichen ist (d.h. den Wert
0 bzw. 1 fiir jeweils genau die Hélfte der Argumente annimmt). Das Deutsch—Jozsa—
Problem besteht darin, zu bestimmen, welche dieser Eigenschaften die Funktion f
hat. Wir iibertragen jetzt den fritheren Algorithmus.

Dazu starten wir mit dem Zustandsvektor

) ®---®|0)x1) e H® ®H.
~—_——

n

Werden nun die (n+1)-fache Hadamard-Transformation und die Berechnung von f
ausgefiihrt, so erhalten wir (jeweils bis auf einen Faktor):
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o fiir f =const. den Zustandsvektor

(D le)@(o)—1)

ze{0,1}n

o fiir f ausgeglichen

(D =D e (o)~ 1)), v,z {0,1}"

f(y)=0 f(z)=1

Die Messung einer Observablen, die die beiden orthogonalen Zustandsvektoren der

n g-Bits
Z |ZE> und Z |y> - Z |Z> Y,z € {07 1}n
fy)=0 f(z)=1

ze€{0,1}"

unterscheidet, bestimmt wieder zweifelsfrei, welche Eigenschaft von f vorliegt.

Mit einer einmaligen quantenmechanischen Berechnung der Funktion f 148t sich also
das Problem entscheiden, wéhrend im klassischen Fall die Funktion f mindestens
(2”1 4+ 1) ~mal berechnet werden muB, um die Konstanz oder Ausgeglichenheit zu
ermitteln.

2.3 Der Suchalgorithmus von Grover

Wir wollen noch kurz auf einen weiteren Algorithmus fiir ein sehr aufwendiges Pro-
blem eingehen. Es soll eine nicht strukturierte Datenbank mit N = 2" Eintrégen
nach einem bestimmten Eintrag durchsucht werden (man denke an das Problem, mit
Hilfe des Telefonbuches zu einer bekannten Telefonnummer die zugehérige Person
ausfindig zu machen). Wiirde man systemtisch oder probabilistisch die Datenbank
durchsuchen, wird man im Mittel einen zeitlichen Aufwand in der GroBenordnung
von N (d.h. exponentiell in n, der BitgroBe der Eintrége) einkalkulieren miissen. Der
Quantenalgorithmus von Grover [10)] reduziert zwar den zeitlichen Aufwand, um mit
hoher Wahrscheinlichkeit den richtigen Eintrag zu finden, nur auf die Gréflenord-
nung v/ N, ist aber sicher fiir groBe N trotzdem noch interessant:

“Quantum mechanics helps in searching for a needle in a haystack”[11].

Die Menge der Datenbankeintréige beschreiben wir durch {0,1}" (oder eine ih-
rer Teilmengen). Im Hilbertraum H®" reprisentieren wir die Datenbankeintrige
natiirlich wieder durch die oben eingefiihrten Basisvektoren |z) = |z1) ® -+ ® |x,)
mit z = (x1,...,2,) € {0,1}". Durch Messung einer nichtentarteten Observablen A,
die diese Basisvektoren als Eigenvektoren besitzt, kann man folglich die Eintréage un-
terscheiden. Der gesuchte Eintrag sei xg € {0, 1}" bzw. der ihm zugeordnete Vektor
|ZEO> S H®n‘
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Das Heraussuchen des richtigen Eintrages betrachten wir als Funktionsberechnung.
Wir starten mit dem Zustandsvektor

0)®---®|0)x1) e H ®H.
A e Y —

n

Die Hadamard-Transformation H®" ® H fiihrt dann auf

= > mem-).

z€{0,1}"

Berechnet wird nun die Funktion
g: {0,1}" — {0,1} mit
gx) =0 firz#z9 und g(zg) =1

Die zugeordnete unitére Transformation U, liefert

1 Uy
WIE{ZO;}H lz) @ (10) = 1)) —

ZI —lg(x) + 1)) =

2n+1

(D l2) = [wo)) @ (0) = [1)).

n+1
2 TF#x0

Betrachten wir nun, welche Wirkung U, auf die ersten n g-Bits hatte, so sehen wir,
daf die unitdre Transformation 1 — 2 |xg)(zo| (Spiegelung an Ebene senkrecht zu
|zo)) ausgefithrt wurde:

[2) — |2),x # mo, und |zo) — —[x).
Wir benétigen noch eine weitere Operation auf den ersten n g-Bits, die Spiegelung
21s)(s| — 1.

|s) ist die Abkiirzung fiir den (nach der anfinglichen) Hadamard-Transformation in
H®™ entstandenen “Startvektor”

Diese unitédre Operation bewirkt

|s) — |s) und |y) — —|y) fiir alle |y) senkrecht zu |s).
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Die Hintereinanderausfithrung dieser beiden Spiegelungen
(2]s)(s| = 1)(1 = 2]xo)(wo|)

fithrt (als Produkt einer geraden Zahl von Spiegelungen) zu einer Drehung in der
Ebene, die durch die Vektoren |z) und |s) bestimmt wird. Der Startvektor |s) wird
dadurch in Richtung unseres gesuchten Zustandsvektors |xo) gedreht:

) — (2]s)(s| = 1)(1 = 2xo)(xol ) |s) =

(1= 4[{zols)[*) Is) + 2 {zols) |zo)-

Wenn wir beachten, daf§ (x¢|s) = LN ? dann bemerken wir, daf$§ fiir grofies N die

Vektoren |zg) und |s) fast senkrecht aufeinander stehen und der Drehwinkel von
der Gréflenordnung \/iﬁ ist.

Der Grover—Algorithmus besteht nun darin, diese Drehung so lange zu wiederholen
bis der resultierende Zustandsvektor “geniigend weit an |zy) herangeriickt”ist,
so daB infolge der groBen Ubergangswahrscheinlichkeit eine Messung unserer
Datenbank-Observablen A mit grofler Wahrscheinlichkeit tatséchlich den gesuchten
Eintrag xq ergibt. Die Zahl der Wiederholungen sollte dabei in der Grofenordnung
2;\//% = %\/N liegen. Um nicht an xy “vorbeizudrehen”und eine moglichst hohe
Erfolgswahrscheinlichkeit zu erreichen, ist es wichtig, die optimale Zahl der Wie-
derholungen genau zu kennen (siehe [10]).

Bemerkungen:

Der besonders einfache Fall N = 4, bei dem (wie man sich schnell iiberzeugt) nach
einer einzigen Drehung sogar mit Sicherheit der gesuchte Zustand erreicht wird, ist
mit NMR~Methoden realisiert worden (siehe [22]).

Der zeitliche Aufwand!'’, einen Eintrag in einer Datenbank der GréSe N zu finden,
liegt fiir den Grover-Algorithmus in der GréBenordnung v/N. Diese GroBenordnung
wird von keinem anderen Quanten-Algorithmis unterboten([16] und insbesondere

[91]).00

2.4 Der Faktorisierungsalgorithmus von Shor

Etwas ausfiihrlicher soll nun auf einen Algorithmus eingegangen werden, der
ebenfalls probabilistisch ist und seit 1994 das Interesse an Quantencomputern ganz

9Der Startvektor |s) hat zu jedem Datenbankeintrag |z) die Ubergangswahrscheinlichkeit
(als) = 4.

0Der zeitliche Aufwand wird daran gemessen, wie oft die Funktion g berechnet werden muf
(Anzahl der Orakel-Anfragen) — mit anderen Worten: wie oft die beschriebene Drehung wiederholt
werden muf.
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wesentlich stimuliert hat — der Faktorisierungsalgorithmus von Shor [741],[76]. Shor
konnte zeigen, dafl mit einem Quantencomputer der zeitliche Aufwand fiir die
Faktorisierung einer natiirlichen Zahl n in ihre Primfaktoren nur wie ein Polynom in
log,n (der BitgroBe von n) wichst. Die bekannten klassischen Algorithmen ermégli-
chen (wenn auch mit grofien Unterschieden) letzlich doch nur eine Faktorisierung
mit exponentiell steigendem Aufwand!!' in log,n. Allerdings gibt es keinen Beweis,
daB klassische Algorithmen prinzipiell derart beschréinkt sind (siehe [69])'%.

Wir wollen das Verfahren von Shor beschreiben'®, aber darauf verzichten, explizite
Gates fiir die Realisierung der Teiloperationen anzugeben (siehe z.B. [5]). Auch
fiir die Abschitzung der zeitliche Effizienz der Teiloperationen (insbesondere der
modularen Operationen und der Fouriertransformation), die zusammengefiigt
letztlich nur zu einem in log,n polynomialen Aufwand fithren, sei auf Shor’s Arbeit
[70] verwiesen.

Gegeben sei eine ungerade Zahl n. Wir wollen auch annehmen, daf§ n keine Potenz
einer ungeraden Primzahl sei. Um letztere Eigenschaft zu testen, gibt es effiziente
Verfahren (siehe [09]). Die Aufgabe besteht nun darin, von dieser Zahl n einen
(nichttrivialen) Faktor zu ermitteln, so dafl wir n als Produkt darstellen kénnen.
Sukzessive Fortsetzung des Verfahrens mit den gefundenen Faktoren wiirde dann
letztendlich zur Primzahlzerlegung von n fiithren.

Als néachsten Schritt wollen wir uns davon iiberzeugen, dafl ein Faktor von n mit
einer gewissen Wahrscheinlichkeit (nach dem von Shor benutzten Verfahren von G.L.
Miller) gefunden werden kann, wenn die Periode der Funktion

f(z) = a®modn

bekannt wére, wobei a eine zufillig gewéhlte natiirliche Zahl mit ¢ < n und
ggT(a,n) = 1" ist. Als Periode von f bezeichnen wir die kleinste natiirliche Zahl
rmit f(xz+r) = f(z) und damit auch die kleinste natiirliche Zahl » mit «” = 1 mod n.

UEin naiver Divisionsalgorithmus erfordert eine GréBenordnung von +/n Divisionen, um zwei
. 1
Faktoren von n zu finden. Das ergibt einen exponentiellen Aufwand in logyn, da /n = (2!°827)z =
2%log2n.
12 Auf den Schwierigkeiten, die klassische Rechner mit der Faktorisierung grofer Zahlen (und
mit dhnlich gelagerten Problemen) haben, basiert die Sicherheit weitverbreiteter kryptographischer

Verfahren (Public-Key—Kryptographie a la RSA u.a. — siehe z.B. [52] oder etwas unterhaltsamer
).

13Ngben den Originalarbeiten [74, 76] findet man in [30] eine gute Darstellung dieses Algorithmus.
Eine Ubersicht findet man auch in vielen einfithrenden Arbeiten zur Quanten—Informatik, von
denen stellvertretend nur [35, 80, 68] genannt seien.

Y4g0T(a,n) = groBter gemeinsamer Teiler von a und n. Die Berechnung des groiten gemeinsamen
Teilers zweier Zahlen ist mit dem Euklidschen Algorithmus in polynomialer Zeit moglich.
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Bemerkungen:

Fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit des Verfahrens ist es wichtig, daB a zufillig
gewdhlt wurde (siehe unten). Wiirde dabei zufillig ein a gewéhlt, fir das
ggT(a,n) # 1, dann hétten wir bereits einen Faktor gefunden und wéren fertig.
Die Forderung ggT(a,n) = 1 sichert die Existenz der Periode r, denn nach dem
Satz von Euler-Fermat ([13],Theorem 72) gilt fiir jedes a mit ggT(a,n) = 1 stets
a®™ = 1modn mit der Eulerschen Funktion ®'.

Aus der Beziehung a" = 1modn wird auch deutlich, daf3 die Forderung a < n
keine Einschriankung ist, da a ohnehin nur modulo n die Periode r bestimmt. Mit
anderen Worten: r konnen wir auch als die Ordnung von a in der multiplikativen
Gruppe der natiirlichen Zahlen modulo n ansehen. [

Nehmen wir also vorldufig an, daf3 die Periode r bereits bestimmt werden konnte.
Nun bedeutet a” = 1 modn, daB a” — 1 = (a"/?+1)(a’/?> — 1) = 0mod n. Da r schon
die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft ist, muBl a”/? — 1 # 0 mod n sein.

Als Resultat erhalten wir:

Ist v gerade und (a™/? 4 1) nicht bereits durch n teilbar ((a”/? 4 1) # 0modn), dann
haben wir mit ggT(a™/? + 1,n) und ggT(a’/? — 1,n) nichttriviale Faktoren von n
gefunden.'®

Wie erfolgreich ist das Verfahren ? Dem Erfolg des Verfahrens steht nur im Wege,
daf unser gewihltes a zu ungeradem r und/oder zu (a’/? 4+ 1) = Omodn fiihrt.
Wird — wie gefordert — a zufillig gewéhlt, dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir
aber hochstens 1/2.

Die Erfolgswahrscheinlichkeit, auf die beschriebene Weise Faktoren zu finden,
betrigt somit mindestens 1/2.17

Nun setzt der “Quantenteil” des Shor’schen Verfahrens ein und zeigt, wie man auf
einem Quantenrechner die noch ausstehende Berechnung der Periode r tatséchlich
realisieren kann.

Wir beginnen damit, den Rechner-Hilbertraum zu wéhlen. Er wird in der Form
Hy ® Hs so gewihlt, dafl die Berechnung der Funktion

f(z) = a®modn

mit den oben gewéhlten a und n als unitdre Transformation Uy realisiert werden
kann. Wir werden aber wegen der nachfolgenden Operationen zweckméBigerweise

15¢(n) = Anzahl der natiirlichen Zahlen k mit k¥ < n und ggT(k,n) = 1.

6Tst (a"/2 +1) = 0modn, erhielten wir lediglich die triviale Faktorisierung n = 1-n. Das wiirde
immer eintreten, wenn (was wir von vornherein ausgeschlossen haben) n Potenz einer ungeraden
Primzahl wére.

17Um nicht vom Hauptanliegen abzulenken, sei fiir diese Abschiitzung auf [76] oder den (noch
ausfiihrlicheren) Anhang von [30] verwiesen.
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nicht die Dualdarstellung der Argumente und Funktionswerte verwenden, sondern
deren Dezimaldarstellung bevorzugen.

Der “Argument—Hilbertraum” H; soll die Dimension ¢ = 2" haben, wobei
n? < 2™ < 2n? und die Vektoren |z) mit 0 < z < ¢ — 1 eine orthonormierte
Basis von H; bilden. Diese Wahl der Dimension hat zahlentheoretische Griinde,
die wir vorlaufig iibergehen. Fiir den “Werte-Hilbertraum” Hy; nehmen wir an, daf3
die Vektoren |a* modn) (wegen der Periodizitdt sind das lediglich r voneinander
verschiedene Vektoren) eine orthonormale Familie bilden. Die Dimension von Hs
miiffite demnach eigentlich nur r betragen. Da wir die Periode r aber nicht kennen,
wihlen wir die Dimension einfach “grofi” genug. Die Dimension von Hs sei n'®.

Gestartet wird mit dem Zustandsvektor

-1

Z ) @ 0)

=0

des Rechner—Hilbertraums (der vielleicht mit Hilfe der Hadamard-Transformation
aus einem Basisvektor |z) ® |y) erzeugt wurde). Die zu f gehorende unitére Trans-
formation Uy (definiert wie im Abschnitt 2.1) soll die folgende Operation ausfiithren

—1 q—1

Z ) ®10) — \/_Z|£E ® |a® modn).

=0

Daran schliefen wir die Fouriertransformation F®™ @ 1 an und erhalten

1 i 1 (I*l = ! 27mxc
— ) |z) ®|a" modn) — — e ¢) ® |a® modn).
\/_ =0 q c=0 =0

Beriicksichtigen wir jetzt, dafl
la® mod n) = |a" modn),

wenn a® = a* modn, wobei wir wegen der Periode r auch noch 0 < k < r wihlen
kénnen, dann ergibt das die folgende Superposition der orthonormalen Vektoren
lc) ® [a*modn) (c=0,..,¢q—1und k=0,..r —1):

-1

<

q—1

Z e%) ¢) ® |a" modn).

c=0 k=0 z:a*=a* modn

| =

Dieser Zustandsvektor aus H; ® Hy bestimmt nun einen Zustand in H; (reduzierte
Dichtematrix), der die Wahrscheinlichkeiten fiir die Resultate von Messungen in H;
beschreibt. Wir wollen die entstandenen Interferenzeffekte nun nutzen, um mit Hilfe

18Das schon frither angeschnittene Problem, “weitere Dimensionen fiir Zwischenrechnungen vor-
zusehen 7, bereitet keine Schwierigkeiten und wird iibergangen.
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einer Messung von ¢ - sprich: einer Observablen aus H;, die die Eigenvektoren |c)
hat - die Periode r zu bestimmen. Die Wahrscheinlichkeit fiir ¢ ergibt sich zu

2mixzc
E e 4 2.

Wir verwenden jetzt, daB a® = a* mod n der Bezichung = kmod r #quivalent ist,
d.h. @ = br + k und b lauft fiir festes k (wegen x = 0,...¢q — 1) von 0 bis [<—£]'9.
Der Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit von ¢ 148t sich damit umformen in

[q—l—k
™ r—1
2mi(br+k)c

e . ’2 _ Z|1 2 627r7;brc|2.
q

b=0 k=0 b=0

[==5]

ﬁ
|
—

ES
I
< |

0

Maximale Wahrscheinlichkeit haben damit alle Werte ¢, fiir die das Produkt r - ¢
durch ¢ teilbar ist: es miiite dann

re_ d oder ¢
q q
fiir eine gewisse ganze Zahl d sein.

Besonders einfach wére der Fall, dafl r Teiler von ¢ und damit auch eine Potenz von
2 ist. Dann ergdbe jede Messung sogar mit Sicherheit einen Wert ¢, der ein Vielfa-

ches von % ist. Wiren auch noch d und r teilerfremd, so hitten wir g nur noch zu

kiirzen bis Zihler und Nenner teilerfremd sind, und 7 liee sich — wegen € = 4 —

ablesen. v
Wie wahrscheinlich es ist, dafl bei zufélligem d, d und r teilerfremd sind, 148t sich
leicht bestimmen. Mit der Eulerschen Funktion ®(r), die gerade die Anzahl der
zu r teilerfremden Zahlen, die kleiner oder gleich r sind, angibt, wire diese Wahr-
scheinlichkeit @. Wir miissen deshalb im Mittel das ganze Verfahren (von der
Praparation des Startvektors bis zur Messung von ¢) hinreichend oft, ndmlich in der
Groflenordnung @, wiederholen, um die richtige Periode r herauszufinden. Nach
jeder Wiederholung wiirden wir iiberpriifen®’, ob der durch Kiirzung von < bestimm-
te Wert von r tatséchlich bereits die gesuchte Periode ist.

Damit der Gesamtaufwand tatséchlich aber nur polynomial ist, sollte die mittle-
re Zahl der Wiederholungen natiirlich (asymptotisch) héchstens in der Groenord-
nung von log, n (oder einer Potenz davon) liegen. Wenn wir uns jetzt erinnern, daf
r < ®(n) < nfirn > 1, dann ersehen wir schon aus der groben Abschétzung:

7(r) = {Anzahl der Primzahlen< r} < ®(r) und dem fundamentalen Primzahlver-

teilungsgesetz 7(r) ~ = [13], daB die mittlere Zahl der Wiederholungen

r r
<——~Inr<lnn

o(r) ~ m(r)

9[z] = ganzer Teil von .
20Das erfordert nur polynomialen Aufwand (siehe [74, 70].
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die Groéflenordnung von log, n nicht iibersteigen wird?!.

Im allgemeinen Fall, wenn 7 kein Teiler von ¢ ist, wiirden wir trotzdem erwarten,
dal die Wahrscheinlichkeitsverteilung bei jenen c¢ konzentriert ist, fiir die rc “fast”
durch ¢ teilbar ist, d.h. ein d mit g — ‘r—l ~ 0 existiert .

In Anlehnung an die Argumente von Shor [74, 76, 30] wollen wir noch kurz zeigen,
wie man in diesem Fall mit einem “verfeinerten ” Verfahren die Periode bestim-
men kann. Dabei wird auch verstédndlich werden, warum eingangs die Dimension
q des “Argument”-Hilbertraumes H; in der Gré8enordnung n? gewihlt worden war.

Aus obigem Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit des Wertes ¢ ersehen wir, daf§ das
Produkt rc¢ nur modulo ¢ eingeht. Wir konnen es deshalb immer auf einen Wert
im Intervall [—¢/2, ¢/2] reduzieren. Weiterhin wird diese Wahrscheinlichkeit wegen
k <r <mn << q~ n? zuverlissig durch

approximiert, wobei k = r — 1 gesetzt wurde. rc¢ nennen wir “fast durch q teilbar”,
wenn —r/2 < rc modq < r/2. Anders ausgedriickt: es existiert eine ganze Zahl d

mit p .
|rec — dq| < zodelr|E i
2 q T 2q
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung den Wert ¢, so dafl rc fast
durch ¢ teilbar ist, zu finden ? Eine untere Grenze fiir diese Wahrscheinlichkeit
erhalten wir durch Aufsummation der obigen geometrischen Reihe fiir den Grenzfall

|rc mod g| = r/2 und Beriicksichtigung von r < n << q ~ n*:

{Wahrscheinlichkeit fiir ¢ mit — /2 < rcmodq < r/2}

T 1

<
~ @2 sin? g—;’ ()2 w2r

Da die Anzahl der Werte ¢, fiir die rc fast durch ¢ teilbar ist, offenbar gerade r
betrégt, ist die Gesamtwahrscheinlichkeit, bei der Messung derartige ¢ zu finden,
mindestens

4 4
r— = —.
2 72

Nehmen wir nun an, unsere Messung habe tatséchlich ein ¢ ergeben, fiir das
c d 1
<-%<o
q r " 2q

21Diese Abschitzung wird unter Verwendung der Asymptotik der Eulerschen Funktion (z.B.
[43]) noch wesentlich giinstiger.
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mit einem gewissen d. Da r < n und n? < ¢ < 2n?, kann es nur eine rationale Zahl
% geben, die die uns bereits durch die Messung bekannte rationale Zahl 5 mit dem

Fehler %} approximiert. Mit einem effizienten (d.h. nur polynomial aufwendigen)
Verfahren — der Kettenbruchzerlegung® — lift sich diese Approximation, d.h. ¢,
bestimmen. Nehmen wir nun weiterhin an, dafl d und r auch noch teilerfremd sind,
dann ist damit die Periode r ablesbar.

Die Wahrscheinlichkeit, dafl d und r teilerfremd sind, ist (bei n&herungsweiser
Gleichwahrscheinlichkeit der Werte) wieder @, so dafl wir ein probabilistisches
Verfahren gefunden haben, daffl mindestens mit der Wahrscheinlickeit % zum
Erfolg fiihrt.

Die “Zusammenschaltung” aller Verfahren und Operationen liefert damit einen pro-
babilistischen Faktorisierungsalgorithmus, der nur mit polynomialen Aufwand ar-
beitet.

22Wir wollen nur anmerken, daf sich jede rationale Zahl z eindeutig durch einen endlichen
Kettenbruch der Form [ap;aq,...,an] = ag + L mit der ganzen Zahl ag und den natiirli-

al"l‘ﬁ
chen Zahlen aq,...,ay darstellen [48t. Die Approximationen von x — gegeben durch die Ketten-
bruchnéherungen :—: = [ao;ai,...,a;] mit k < N — haben genau einen Fehler ti% wie wir ihn
g k

oben angetroffen haben . Informationen zu Kettenbriichen findet man in Zahlentheorie—Texten,
z.B. [43].
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3 Messung und Praparation

3.1 Praparation reiner Zustinde

Ehe man Quanteninformation verarbeiten und iibermitteln kann, mufl man sie her-
stellen und lesen konnen. Um zu sehen, wie dies bewerkstelligt wird, wollen wir
in diesem Abschnitt an einige wohlbekannte quantenphysikalische Grundkenntnisse
erinnern.

Die reinen Zustidnde eines quantenphysikalischen Systems denken wir uns durch
(normierte) Vektoren eines Hilbertraumes H gegeben, der beliebig gew#hlt werden
kann, aber im Hinblick auf unsere Anwendungen in der Regel endlichdimensional
ist. Wie tiblich wird die Algebra aller beschrankten Operatoren, die in H wirken,
mit B := B(H) bezeichnet.

Grundsitzlich kann jeder hermitische®® Operator dieser Algebra eine Observable
sein?*. Allerdings sind nur solche Observable einer apparativen Messung zuginglich,
die einen endlichen Wertevorrat besitzen. Nicht nur, dafl keine MeBapparatur un-
endlich viele Mefwerte unterscheiden kann, ein solches Gerét wiirde ein Quantenal-
phabet definieren, das pro Buchstabe eine unendlich grofie Information zu tragen
erlaubt.

Eine allgemeine Observable kann daher nur approximativ ausgemessen werden. Es
gehort zu ihr eine kommutative Familie von Operatoren mit endlichem Wertevorrat,
also von MeBapparaturen, welche sich der fraglichen Observablen jeweils innerhalb
eines Meflbereichs und mit einer gewissen Meflgenauigkeit annéhern. Mathematisch
gesehen erzeugt eine Observable eine unitale kommutative von Neumann Algebra,
in der die Operatoren mit endlichem Spektrum dicht liegen.

Das Erzeugen und das Lesen von Quanteninformation basiert auf observablen
Groflen, die im obigen Sinne durch eine Meflapparatur représentiert werden kénnen.
Sei also A = A* ein Operator mit endlichem Wertevorrat. Seine verschiedenen Ei-
genwerte seien A1, Ao, ..., A,,. Die Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert )\ ist ein
linearer Unterraum von H. Der Projektionsoperator Py bilde unseren Hilbertraum
‘H auf diesen Unterraum, ndmlich auf P,’H, ab. Damit gilt

A=MP 4+ XPy+ -+ AP (14)

Angenommen, der Zustand unseres Systems sei durch den Einheitsvektor (“Zu-
standsvektor”) 1 gegeben. Bei der Messung der physikalischen Grofle, die vom
Operator A représentiert wird, wird die MeBapparatur einen der Eigenwerte von
A anzeigen.

Welcher Eigenwert wird angezeigt? Ist v nicht ein Eigenvektor von A, so kénnen

23In der Tat sind auch normale Operatoren observabel.
24 Superauswahlregeln und andere grundsitzlichen Einschrinkungen werden der Einfachheit
halber nicht betrachtet.
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wir das nicht im voraus wissen; das Erscheinen der moglichen Eigenwerte ist ab-
solut zufallig. Wir kennen nur die Wahrscheinlichkeit ihres Auftretens: Die Wahr-
scheinlichkeit p;, dafl der Eigenwert \; angezeigt wird, ist der Erwartungswert des
Projektors P, im Zustand vor der Messung:

e = (U, Pr). (15)

Hier setzt nun eine weitere Grundregel ein, die die Préaparation beherrscht:

WENN das MeBinstrument A, anzeigt, DANN befindet sich das System in einem
Eigenzustand des Operators A mit diesem Eigenwert.

pi ist daher die Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang des Zustandes 1 in einen
solchen Eigenzustand. Die Auswahl seines Eigenvektors ist wie folgt geregelt:

1
¢—>wk-—ﬁpkw- (16)

Manchmal ist es geschickter, auf die Normierung des Eigenvektors zu verzichten und
zu sagen, P sei priapariert worden. Physikalisch ist das dquivalent.

Hierzu noch einige Anmerkungen:

a) Es ist einleuchtend, dafl eine Wahrscheinlichkeit, wenn sie nicht extrem nahe bei
0 oder 1 liegt, nichts fiir eine Einzelmessung bedeutet. Bei einem Ereignis verlie-
ren Wahrscheinlichkeiten vollig ihre Kraft. Nur wenn wir Zugang zu hinreichend
vielen Systemen haben, die sich alle (hinreichend genau) im Zustand ¢ befinden,
werden sich die Ubergangswahrscheinlichkeiten zeigen. ("Man braucht eine Menge
Photonen, um ein Interferenzmuster zu sehen.”)

b) Wir wissen, daf§ linear abhéingige Zustandsvektoren den gleichen Zustand be-
schreiben. Haben wir jedoch zwei Zustandsvektoren, so ist ihre relative Phase phy-
sikalisch bedeutsam. Dies ist hier der Fall, da (16) festlegt, daB die Ubergangsam-
plitude (1, 1) reell und positiv zu sein hat.

c) Es sollte angemerkt werden, da§ oben nur die Grundform des apparativen Mef3-
prozeBes dargestellt wurde, die oft mit anderen kombiniert auftritt. Zum Beispiel
entsteht aus A ein Filter, wenn fiir einige Eigenwerte die praparierten Zustiande vom
MeBinstrument aufgenommen werden. (Man denke an ein Polarisationsfilter, dessen
Material idealerweise nur Photonen einer Polarisationsrichtung absorbiert, die zu
ihr senkrecht polarisierten Photonen aber durchléflt; oder an einen Stern—Gerlach
Versuch, bei dem der unerwiinschte Strahl auf ein Target geleitet wird.) Wesent-
lich raffiniertere Anordnungen entstehen durch Kombination von Mefiprozef3 und
Interferometrie.

d) Die Quantentheorie erlaubt die Existenz von Mefgeréiten zu Observablen mit
endlichem Spektrum. Sie sagt aber fast nichts, wie diese herzustellen sind.

e)J. v. Neumann [306] betrachtete in erster Linie die Priaparation bei vollsténdigen
Messungen. Fiir Messungen bei entartetem FEigenwert A\, nahm er an, dafl der
resultierende Zustand durch eine vom Mefgerdt getroffene Auswahl der Basis im
Unterrraum P,’H des entarteten Eigenwertes bestimmt wird und damit i.a. nicht
unabhéngig vom konkreten Mefigerit ist (s. Kap. V.1 in [36]). Die oben angegebene
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Regel, dafl lediglich in den zum Eigenwert gehérenden Unterraum projiziert
wird, ist eine Abédnderung, die auf Liiders zuriickgeht [50]. Sie beseitigt diese
Abhéngigkeit von der konkreten Mefanordnung und ist dadurch ausgezeichnet,
daf sie in einem gewissen Sinne zur minimalsten Zustandsénderung fiihrt, weil sie
nicht in den Unterraum P,H “eingreift”.Die Wahrscheinlichkeit, den entarteten
Eigenwert Ay im Zustand P = [1) (1| zu messen, ist in jedem Fall TrP Py, = (¢, Py1)).

Wir wollen unsere Aufmerksamkeit noch auf einen interessanten Aspekt des oben
Gesagten lenken. Ein Blick auf den output—Zustandsvektor (16) zeigt eine erstaun-
liche Unabhéngigkeit von der Observablen A und ihren Eigenwerten. Wir kénnen
die gleiche Préparation mit jeder geeigneten, die Projektoren P unterscheidenden
Funktion

FA) =) f\) P (17)

von A erreichen. Mit anderen Worten, die genaue physikalische Natur von A (—
es mag sich um Energie, Ort, Spin oder eine andere wichtige physikalische Grofie
handeln) spielt fiir die Praparation keine Rolle:

Fiir das Protokoll der Praparation ist es gleichgiiltig, ob der Meflapparat A oder
f(A) zu bestimmen gestattet. Es ist nur wichtig, dafi die méglichen out—Zusténde
durch die Mefidaten unterschieden werden kénnen.?” Diese Einsicht wollen wir ein
wenig formalisieren.

Wir erlauben in (17) beliebige komplexe Funktionen von A, deren Eigenwerte z.B. als
Punkte auf einem Bildschirm angezeigt werden kénnten. Die Menge aller f(A) bildet
dann eine Unteralgebra C4 von B.

Wir benétigen den Kommutanten C'y von C4 in B. Ein Operator B kommutiert mit
allen Funktionen f(A) von A genau dann, wenn er mit A kommutiert:

BelC, <= [AB]=AB—-BA=0. (18)

Die Zerlegung von H in irreduzible Darstellungen von C/; ist nun nichts anderes als
die Zerlegung
H=PH®PHD - P,H (19)

Wir kénnen daher die Information, die in einer einzelnen Messung erhalten wird,
wie folgt beschreiben:

(a) Der output—Vektor gehort zu einer irreduziblen Darstellung von C.

(b) Der MeBwert A\, wird dann und nur dann angezeigt, wenn der output—Vektor
zum Darstellungsraum P,H gehort, d. h. der MeSwert informiert uns, zu welcher
irreduziblen Darstellung von C’; der neue Zustandsvektor gehort.

(c¢) Kennen wir durch zusdtzliche Informationen (!) den input—Vektor ¢, so kénnen
wir schliefen, da der output—Vektor bis auf einen positiven Normierungsfaktor
gleich Py ist.

25Dies gestattet die Definition entropieartiger Mafe fiir die Information. Aber Begriffe wie
“Gleichgewicht” und “Temperatur” sind informationstheoretisch irrelevant.

32



Um einen Zustand mit Zustandsvektor ¢ zu erzeugen, wird eine Observable aus-
gewahlt, die ¢ als Eigenvektor mit nicht—-entartetem Eigenwert besitzt. Wird dieser
Eigenwert gemessen, so ist klar, dafl der durch ¢ charakterisierte Zustand vorliegt.

Die einfachste Observable, die dies erfiillt, ist der Projektor |)(p| . Wird der Eigen-
wert “1”7 angezeigt, so ist die Préaparation gelungen. Erscheint der Eigenwert “07”, so
wird uns lediglich die Orthogonalitéit des erzeugten Zustandes zu ¢ angezeigt. Wird
so mitgeteilt, dafl die Praparation mifflungen ist, konnen wir den Zustand verwerfen
und einen neuen Versuch zur Préparation des gewiinschten Zustands unternehmen.
Das Verwerfen kann durch einen Filter geschehen.

Je geringer die Entartung von Eigenwerten ist, umso mehr erfahren wir iiber den
praparierten Zustand. Ideal ist daher, wenn keiner der Eigenwerte der Observablen
entartet ist. Observable, die diese Bedingung erfiillen, fithren vollstindige Messun-
gen aus. Genau dann leistet A vollstdndige Messungen, wenn (der Abschlufl von) C4
eine maximale kommutative Algebra ist.

Sei nun A\ der Eigenwert von A zum Eigenvektor ¢, und A erzeuge eine maximal
kommutative Algebra. Ergibt die Messung den Wert A, so ist die Aufgabe erledigt.
Wird allerdings ein von A verschiedener Mefiwert angezeigt, so wissen wir doch,
um welchen Zustand es sich handelt: Es mufl noch eine unitédre Transformation
ausgefithrt werden, die den falsch praparierten Zustandsvektor in den gewiinschten
transformiert.

Wird zusétzlich eine Verabredung dariiber getroffen, welche unitéren Transforma-
tionen falsch préaparierte Zustandsvektoren in den gewiinschten Zustand ¢ transfor-
mieren, so sprechen wir von einem Protokoll zur Prdparation von .

Es ist wichtig, zu vermerken, dafl dieses Protokoll lokal ist: Seine Durchfiihrung
kann im System des Hilbertraumes erfolgen, in dem der Zustand prépariert wird.
(Gehort dieser Hilbertraum Alice, so bendtigt sie keine Hilfe von Bob oder anderen
Personen.) Auch die von Liiders erweiterte Regel, die Messungen an gemischten
Zustdanden beschreibt und auf die wir zuriickkommen werden, dndert nichts am
lokalen Charakter des Protokolls.

Nach der erfolgreichen Durchfithrung des Protokolls sind wir im Besitz einer Informa-
tion vom Maf3 I = log, dim H. Daher wird mit steigender Dimension die Préparation
immer aufwendiger. Ist H nicht von endlicher Dimension, so ist das Protokoll un-
durchfiithrbar: Wir miiiten ein Mefigerét besitzen, das unendlich viele MeBwerte zu
unterscheiden gestattet (und zusétzlich experimentellen Zugriff auf unendlich viele
unitdre Operationen haben).

Koénnen wir nur m < dim H reine Zustande mit Hilfe der Messung unterscheiden und
ebensoviele unitire Operationen ausfithren, so sind die Forderungen des Protokolls
nur teilweise befriedigt: Die erfolgreiche Préaparation kann nur mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit (bzw. mit einer gewissenn Fehlerrate) durchgefithrt werden. Die-
se Wahrscheinlichkeit hdngt aber vom Ausgangszustand ab, ist also im ungiinstigsten
Fall dem Préparator unbekannt.
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3.2 Die Liiders’sche Regel

Was geschieht bei einer Messung mit der Observablen (14), wenn kein reiner, durch
einen Vektor definierter input—Zustand vorliegt? Der Zustand (oder das positive
lineare Funktional) w(-) wird dann durch einen (nicht notwendig normierten) Dich-
teoperator w beschrieben. Gemischter (“verrauschter”) Zustand und Dichteoperator
sind durch

B— w(B)=TrBw, BeB (20)

verkniipft. w(B) ist der Erwartungswert des Operators B, wenn sich das System im
Zustand w befindet.”® Gesucht wird die Ausdehnung der Regel (16) auf gemischte
Zusténde.

Die Antwort erhélt man iiber eine Purifizierung von w: w wird als Reduktion eines
reinen Zustandes (eines grofleren Systems) angesehen. Auf diesen reinen Zustand
wird dann Regel (16) angewendet. Das Ergebnis erweist sich als unabhéngig von der
Wahl der Purifikation.

Sei n,, der Rang des Dichteoperators w, also die Dimension des Unterraums von H,
der durch die Eigenvektoren zu nichtverschwindenden Eigenwerten von w erzeugt
wird. Wir betrachten dann einen erweiterten Hilbertraum

H®H mit dimH > n,

Ein Vektor ¢ des Produktraumes purifiziert w genau dann, wenn
w(B) = (¥, (B®1)v), VBeBH).

Die Gesamtheit aller mdéglichen purifizierenden @ wird mit Hilfe ihrer Gram-—
Schmidt— Zerlegung angegeben. Seien pq,ps,... die n, positiven Eigenwerte von
w und sei ¢1, ¢g, ... ein zu ihnen gehorendes Orthonormalsystem

wo; =pi¢;,  pj > 0.

Dann gibt es genau ein Orthonormalsystem der Lénge n,, in ‘H' derart, dafl

V= b6
ist. Der Purifizierung von w im betrachteten Produktraum entsprechen somit ein-
eindeutig die Orthonormalsysteme der Lénge n,, in H'.
Die Regel (16) fiir einen der Projektoren P, ® 1 aus der Zerlegung
Agl=) NPl
J

besagt jetzt, daf3

v — o= (Be@ ) =Y /B Pty @ ¢

26Wir erinnern nochmals daran, da8 wir in der Notation nicht zwischen einem Zustand und dem
zugehorigen Dichteoperator unterscheiden werden.
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mit der Wahrscheinlichkeit

(¥, (P ® 1)) = w(Fy).
prapariert wird.
Daher entsteht der (noch nicht normierte) Zustand
wi(B) = (
=
{

ox, (B® 1))

U, (P®1)(B®1)(P®1)y)
= (¢, (PBP ®1)y)

— w(PBP)

und wir erhalten als Resultat die Liiders—Regel [50]:

Ist
A:)\1P1+)\2P2++)\mpm

eine Observable mit den voneinander verschiedenen Eigenwerten Mg,
dann ergibt die Messung von A beim Vorliegen des Zustandes w mit
Wahrscheinlichkeit w(Pg) den Zustand wg,

wi(B) = w(P)'w(P.BP,), B e B(H), (21)

oder — fiir unsere Zwecke gleichbedeutend — den (noch nicht normier-
ten) Dichteoperator PywP.

Ist ¢ eine Purifizierung von w, so ist umgekehrt w die Reduktion von [1) (1| nach H.
Allgemeiner heifit w Reduktion eines iiber H ® H' gegebenen Zustandes @, wenn

w(B)=w(B®1), firalleBeB (22)

gilt. Auch von der Dichtematrix w sagt man dann, sie sei die Reduktion der Dich-
tematrix @w. Die Abbildung, die die Dichteoperatoren von H ® H' auf die von H
reduziert, ist die partielle Spur iiber H' (bezeichnet mit Tryy ).

3.3 Das Problem, Quantenzustinde zu kopieren

Um den Zustand eines Systems bestimmen zu konnen, benotigen wir von ihm viele
(fast) identische Exemplare. Wir kénnen durch kein Experiment erkennen, in wel-
chem Zustand sich ein individuelles Quantensystem befindet.

Die Chance, Kenntnisse iiber einen individuellen Zustand zu erfahren, eroffnet sich
erst, wenn wir bereits etwas iiber seine Lage im Zustandsraum wissen. Der Idealfall
ist, wenn bereits erwiesen ist, daf§ unser unbekannter Zustandsvektor Eigenvektor
einer Observablen mit nichtentartetem Spektrum ist.
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Gibt es einen “Quantenkopierer”, der uns einen unbekannten Zustand exakt dupli-
ziert, so dal wir uns durch wiederholte Betétigung dieses Vorganges so viele iden-
tische Kopien herbeischaffen konnten, wie wir zu einer Ausmessung des Zustandes
mit vorgegebener Genauigkeit benttigen? Die Antwort lautet:

Ein solches Gerat widerspricht den Grundannahmen der Quantenphysik.

Dieks [27], Wooters und Zurek [90] haben fiir reine Zusténde diese sehr einfache
Antwort gefunden, und letztere haben sie in die Worte gekleidet:

“quantum states cannot be cloned”.

Ein einfaches Argument geht folgendermafien: Wir interessieren uns fiir univer-
selle Kopierer, die jeden beliebigen reinen Zustand kopieren. Fiir jeden input—
Zustandsvektor 1) € H unseres Systems mufl der Kopierer notwendigerweise ¢ ®
als output liefern.

Angenommen, der Kopierer sei vor seiner Aktion im Zustand y € H., danach im
Zustand . H. ist der Hilbertraum, der den Kopierer zu beschreiben gestattet.
Weiter sei H' der Hilbertraum, in dem die Kopie erstellt werden soll (und den wir
mit H identifizieren werden). Anfangs liege hier ein beliebiger Zustand ¢ vor, der
aber nicht von dem zu kopierenden Zustand abhingen darf. Gesucht ist ein unitérer
Operator U, der fiir alle ¢ die Transformation

UxQ9Ye=xQ91¢

bewirkt (alle Vektoren seien normiert). Da die unitdre Transformation U die Ska-
larprodukte der Vektoren in H, ® H ® H' unverdndert 143t, folgt fiir zwei beliebige
Zustandsvektoren ¢y, 1y € H

(1, 12) = (Y1, 0)?

Es ist klar, dafl das nur richtig sein kann, wenn das Skalarprodukt (i1, 1) entweder
0 oder 1 ist. Somit kann es kein von 1 unabhéngiges U geben, das ¢ in ¢ ® ¢
iiberfiihrt.

Mit dieser Art des Schlieens sehen wir leicht, dafl

eine Menge reiner Zustinde genau dann exakt kopiert werden kann, wenn sie paar-
weise orthogonal sind.

Um ein Orthonormalsystem zu kopieren, muf} allerdings seine Lage im Hilbertraum
bekannt sein, z.B. als die nicht—entarteten Eigenvektoren einer gegebenen Observa-
blen. Ubrigens weist auch dieser Gesichtpunkt auf die Bedeutung von Referenzbasen
fiir das Funktionieren von Quantenrechnern hin. Wir wollen daran erinnern, dafl die
Wahl der Referenzbasen in den Faktoren des Tensorprodukts willkiirlich, also nur bis
auf eine durch Konvention zu wihlende unitdre Transformation bestimmt ist. Mit
dem obigen Argument (und den dort verwendeten Bezeichnungen) ist aber auch die
folgende unitédre Transformation ausgeschlossen:

XRURp — X' @YW fiir alle ¢ mit einer “universellen” (d.h. ¢)-unabhéngigen)

36



unitdren Transformation W. Damit gibt es auch keinen Vorgang, der so klont,dafl
die “Kopie” im “Kopie-Hilbertraum” H’ exakt diesselbe Basiszerlegung hat, wie das
Original im “Original-Hilbertraum” ‘H. Ein Kopieren “relativ zur Basis” ist nicht
moglich.

Das Problem des exakten Kopierens verrauschter (d. h. gemischter) Zusténde ist
wesentlich komplizierter. Es wurde von H. Barnum, C. Caves, C. Fuchs, R. Josza
und B. Schumacher [3] gelost. Thre Resultate lassen sich folgendermafien formulieren:

Sei ‘H der endlich—-dimensionale Hilbertraum, auf dem die zu kopierenden Zusténde
als normierte Dichteoperatoren w! und w? gegeben seien. Als Kopiermechanismus
wird eine Abbildung x

K(D) =Y A;DA, Y ATA; =1y

von B(H) in B(H ® H) angenommen. Dabei sind die Ay Abbildungen von H in
H ® H. A} bezeichnet die zu Ay hermitisch konjugierte Abbildung, die H ® H
in H abbildet. Diese wvollstindig positiven stochastischen Abbildungen gelten als die
allgemeinsten quantenphysikalisch erlaubten (“ausfiihrbaren”) linearen Operationen
(vgl. [34, 54]). Es sei nun

k(wh) =,  kW?) =a%

Die Bedingung fiir exaktes Kopieren (Klonen) entspricht der fiir reine Zusténde:
{'=w'®u, i=12} = w'w =0

Nach [3] kann die Forderung nach Klonung durch die nach “Weiterverbreitung”
(broadcasting) ersetzt werden, eine schwéchere Form des exakten Kopierens. Beim
Weiterverbreiten der Quantennachricht wird nur gefordert, dal die Reduktion von
@' gem#B (22) auf jeden der beiden Faktoren in H ® H gleich w ist (i = 1,2). Also
wird

Tryw'X = Trpen@ (X ®1), VX e€B

und das Analoge fiir den zweiten Faktor verlangt. Unter den genannten Vorausset-
zungen fiihren diese Forderungen zur Vertauschbarkeit der beiden Dichteoperatoren:
Es muB w!'w? = w?w! sein. Ist umgekehrt die Vertauschbarkeit gegeben, so gibt es
ein k, das die Weiterverbreitung garantiert.

3.4 Quantenkopierer

Wenn es auch kein exaktes Kopieren (“Klonen”) gibt, so kann man doch nach op-
timalen Kopierern fragen, die mit einer moglichst kleinen Ungenauigkeit arbeiten.
Die Antwort hiangt von Eigenschaften ab, die beim Kopieren optimiert werden sol-
len. Als ein typisches Beispiel wollen wir die von Buzek und Hillery [20] gefundene
“universal quantum copying machine” (UQCM) vorstellen, die ein beliebiges ¢-Bit
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in zwei gleich stark verrauschte g-Bits wandelt. Essentiell ist fiir diesen Kopierer
eine unitdre Abbildung

V: H—HoH®H, dimH =2 (23)

des 2-dimensionalen ¢-Bit—-Raumes in den 8-dimensionalen Bildraum. Letzter
besteht aus zwei Replika des ersteren und einem Hilfsraum, der den Kopierer
symbolisiert?”, in diesem Fall aber ebenfalls durch den q-Bit-Hilbertraum H
gegeben ist. Als Kopien gelten die Reduktionen des Bildvektors auf die ersten
beiden Faktoren in (23).

Die UQCM entsteht dadurch, dafl man V' so wahlt, dafl die beiden identischen Kopi-
en so wenig wie moglich verrauscht sind und der “Grad der Verrauschung”auch noch
unabhéngig vom input-Zustand, dem Original, ist. Dieses optimale und universelle
Kopieren bedeutet: die Ubergangswahrscheinlichkeit*® zwischen Kopie und Original
soll maximal und unabhéngig vom Original sein.

Nach Wahl von Referenzbasen kénnen wir die von Buzek und Hillery gefundene
Abbildung durch ihre Wirkung auf eine Basis des in- Hilbertraumes kennzeichnen:

¢=al0)+b|1), Vé=1v=ay+b), und aa-+bb=1 (24)

Yo = \/§|ooo>+\/g<|1o1>+|o11>)
b = \/g|111>+\/g<|o10>+|100>>. (25)

Zuerst werde die partielle Spur iiber den dritten Faktor ausgefiihrt, und dann jeweils
nach einem der anderen beiden. Dazu zerlegen wir v geméafl

) = Pus0 @ |0) + Punr @ [1) (26)

puo = o200+ 5/ om + 110
por = by 20 +ay/h10) + o). 27)

2Tn [20] ist diese Abbildung in einen unitiiren Operator des 8-dimensionalen Hilbertraums so
eingebettet, dafl die von Dieks, Wooters und Zurek benutzte Terminologie zur Anwendung kommen
kann.

28Dje Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen beliebigen — nicht notwendig reinen — Quanten-
zustdnden wurde in [33] definiert. In einem Teil der jiingeren Literatur wird sie auch als “fidelity”
bezeichnet.
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Diese Vektoren stehen senkrecht aufeinander. Daher entsteht durch Reduktion nach
dem letzten Faktor der Dichteoperator

0" = |puso)(@usol + [Prs ) (Pus- (28)

Um einen expliziteren Ausdruck zu erhalten, gehen wir zur Matrixschreibweise iiber.
Dabei nehmen wir, wie im ersten Kapitel beschrieben, die Indices in lexikographi-
scher Reihenfolge an. Zunéchst ergibt sich fiir die beiden reinen Zusténde (27)

o e
=ba = =
0 0 0 0
0 O 0 0
O la& lad laE
_ 6 6 372
0 sba szba 2bb
Addieren wir beide Matrizen, so entsteht nach (28)
%CLEL %a_ %CLB 07
_[gba & § gab (31)
0" =1, b
§ba 16_ 1%_ %ai)
0 3ba zba 3bb

Die partielle Spur iiber den zweiten Faktor, o' = Tryp'?, ist die Summe der Diago-
nalblocke, falls die Matrix (31) als 2 x 2-Blockmatrix aufgefafit wird. Daher ist

2 1.7 1 1.7
1_ (304 §ab> + ( 6 —a@) (32)
(%ba % %ba gbb

2 (aa ab 1

1 = —_— — —_—
¢ =3 (ba bb) tg 1. (33)
Die gleiche Darstellung besitzt auch ¢?, die partielle Spur Trip'%. Sie entsteht
aus der Blockmatrix (31), wenn die vier 2 x 2 Blocke durch ihre Spuren ersetzt

werden. Insbesondere ist o' = p? bei der korrekten Identifizierung der jeweiligen
Referenzbasen.

DO

und somit

Nach (33) sind die Kopien verrauschte q-Bits.

Wir berechnen noch die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen Original und Kopie
(vgl. [23]). In unserem Fall ist das Original der eindimensionale Projektor

ol = (o 30)-
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Daher ist die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen Kopie und Original gerade
durch den Erwartungswert von o' bzw. ¢? im Zustand |¢)(d| gegeben:

1 aa ab\ 2 (aa ab 1. 9

<¢aQ ¢> =Tr (ba bb) [3 (ba bb) + 6 1] 6
Die Verrauschung ist tatséchlich vom Ausgangszustand unabhéngig, und sie ist
sogar optimal,d.h. sie kann, wenn man die Universalitdt beibehalten mochte, auch

nicht weiter verringert werden (siche z.B. [18]). Bis auf unitire Aquivalenz wird V'
durch diese Anforderung eindeutig bestimmt.

Das Problem des approximativen Kopierens gab Anlafl zu einer ganzen Reihe von
Arbeiten, die die obige Untersuchung in verschiedene Richtungen weiterverfolg-

ten, und ist auch weiterhin in der Diskussion (siehe dazu z.B. [18, 37, 88, 92, 21, 60]).
Bemerkung:
Eine Verallgemeinerung der UQCM, die von Werner [38] stammt, sei noch angege-

ben. Es geht dabei um das Kopieren von N Exemplaren eines reinen Zustandes,
gegeben durch einen Einheitsvektor ¢ in einem beliebigen endlich—-dimensionalen
Hilbertraum H, auf M (N < M) identische Zustdnde (im Sinne des Weiterverbrei-
tens):

V=9pRpR - ®p € HN s HEM, (W1)

Wegen der Symmetrie der in—Zusténde ist es ausreichend, die definierende Abbildung
auf den bosonischen Sektor zu beschréanken. Dessen Dichteoperatoren werden in den
Zielraum mit einer Abbildung T} eingebettet:

To = 9= [9) W] @ 1y (W2)

Die Symmetrisierung der erhaltenen Zusténde, also die Projektion 77 auf den bosoni-
schen Sektor des Zielraumes, ist eine vollstandig positive, bistochastische Abbildung.
(Sie ist das arithmetische Mittel der Permutationen der Faktoren.) Wird die Trans-
formation 777 auf einen bosonischen Dichteoperator des in—Raumes angewendet,
so entsteht ein Dichteoperator mit Tréger im bosonischen Sektor des Zielraumes.
Die Reduktion auf die Faktoren von H®M ergibt deshalb gleiche Dichteoperatoren.
Fiir den Nachweis der Optimalitiat des Verfahrens fiir die Produktzustinde (W1) sei
auf die Originalarbeit verwiesen.[]

3.5 Quantenkryptographie

Wir wollen abschliefend noch andeuten, wie man die besprochenen Besonderhei-
ten quantenmechanischer Systeme dazu nutzen kann, die Ubertragung klassischer
Information vor unbefugten Personen zu schiitzen. Auf die Vielfalt dieses Problem-
kreises?? wollen wir allerdings nicht niher eingehen. Wir werden uns auf das Problem

YEine Einfithrung in die (klassische) Kryptologie findet man in [1]; eine Einfiihrung in die
Quantenkryptographie wird in [10] geboten. Weitere historische quantenkryptographische Details
kann man [17] entnehmen.
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des Schliisselaustausches fiir eine gewisse Klasse von Chiffrierverfahren beschrénken.
Nach der Behandlung des Einstein—Podolsky-Rosen-Kanals werden wir eine weite-
res Schliisselaustausch-Protokoll kennenlernen.

Unser Demonstrationsbeispiel besteht darin, dafl Alice und Bob eine Nachricht aus-
tauschen wollen und dazu ein symmetrisches Chiffrierverfahren, die Vernam-—Chiffre
(oder “one-time pad”), benutzen. Wir werden annehmen, daf§ die Nachricht bereits
digital als (0,1)-Folge der Lénge n vorliegt.

Das Verfahren arbeitet nun folgendermafien. Alice und Bob haben sich auf eine
(0,1)—Zufallsfolge der Lange n, die sie auf sicherem Wege ausgetauscht haben und
natiirlich geheim halten, geeinigt. Zur Verschliisselung addiert Alice (oder Bob) diese
(0,1)-Zufallsfolge gliedweise (d.h. bitweise) mod 2 zur Nachricht. Die Entschliisse-
lung wird erreicht, indem Bob (oder Alice) diese (0,1)-Zufallsfolge nochmals zur
verschliisselten Nachricht gliedeweise mod 2 addiert. Die modularen Operationen
r+04+0=240=zund x+1+1 = 2+4+0 = z sichern offenbar, dafl man auf diesem
Wege die urspriingliche Nachricht rekonstruieren kann. Dieses Verfahren fiihrt zu
einer perfekten Chiffrierung im Sinne von Shannon, weil dadurch der verschliissel-
te Text vom urspriinglichen Text unabhéngig wird und damit keine Riickschliisse
zuldBt. Durch dieses Verfahren ist man vor ungewollten Lauschern sicher, solange
die Zufallsfolge (der Schliissel) geheim bleibt und auch nur einmal benutzt wird.
Sehen wir vom Problem ab, Zufallsfolgen zu erzeugen, so bleibt auf alle Fille das
Problem, daf} ein stdndiger Nachrichtenaustausch natiirlich auch einen stdndigen
Schliisselaustausch erforderlich macht.

An dieser Stelle setzen einige quantenkryptographische Verfahren ein. Es existieren
mittlerweile verschiedene Protokolle, die den Austausch einer Zufallsfolge zwischen
Alice und Bob ermoglichen. Die Abhorsicherheit ist allerdings noch nicht vollig ge-
klart. Angemerkt werden soll auch noch, dafl es bereits einige erfolgreich arbeitende
Teststrecken gibt (z.B. [66, 48, 19]).

Wir wollen auf ein vereinfachtes Verfahren, das Protokoll B92 [¢] von Bennett, ein-

gehen (siehe auch [15]).

Alice und Bob besitzen (0,1)-Zufallsfolgen, die sie sich unabhéngig voneinander be-
schafft haben. Der Schliissel wird dadurch erzeugt, dafl aus diesen beiden Folgen eine
in beiden enthaltene Unterfolge durch “abhorsicheren” Informationsautausch aus-
gewahlt wird. Bevor das Verfahren beginnt, miissen Alice und Bob jedoch — worauf
bereits oben hingewiesen wurde — die Referenzbasen in ihren g-Bit—Hilbertraum-
en’” aufeinander abstimmen (“synchronisieren”). Eine Méglichkeit wiire, dal Alice
zwei zueinander orthogonale Polarisationszustédnde von Photonen als Referenzbasis
wéhlt und daraufhin eine Folge von Photonen, die sich jeweils in einem dieser bei-
den Zustédnden befinden, prapariert und an Bob sendet. Sie teilt ihm auflerdem auf
herkémmliche Weise (“Telefon”) mit, welche Polarisation die gesendeten Photonen
haben. Bob justiert darauthin solange seine Polarisationsfilter, bis er moglichst ex-

30Wir werden der Einfachheit halber immer von Photonen und ihren Polarisationszustinden
sprechen. Die momentan experimentell realisierten quantenkryptographischen Protokolle arbeiten
mit Photonen. Fiir die Polarisationszustinde benutzen wir die Spin-Notation aus dem Abschnitt
iiber die g-Bits.
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akt Alice’s Mitteilung reproduzieren kann. Schwierig wird es natiirlich, wenn das
Medium nicht optisch stabil ist. Sie konnten natiirlich auch, wenn die Mo6glichkeit
besteht, ein Zusammentreffen zu einer Basisjustierung nutzen und versuchen, bei
der rdumlichen Trennung die Basen “parallel” zu transportieren.

Nun zum eigentlichen Verfahren:

Alice habe die Referenzbasis | T),| |) in ihrem g-Bit-Hilbertraum gewahlt. Sie
kodiert nun die Zahlen 0 und 1 in zwei nichtorthogonale Zusténde:

0 wird in my = { Projektor auf | 1) } kodiert;

1 wird in m; = { Projektor auf | —) = \/Lé | 1)+11)] } kodiert.

Unter Benutzung dieser Kodierung sendet sie an Bob die Quantenbotschaft (also
eine Folge von Polarisationszusténden), die ihrer Zufallsfolge entspricht. Ware Ali-
ce Zufallsfolge : 0,1,1,1,0..., dann wiirde sie folgende Quantenbotschaft senden:
T, 1,71, T, TTQ .- -

Denken wir an den vorangegangenen Abschnitt iiber den Quantenkopierer, dann ver-
hindert die Wahl eines nichtorthogonalen Quantenalphabets, dafl ein Lauscher, mit-
unter “Eva” genannt, sich eine Kopie der Quantenbotschaft verschaffen kann (in der
engl. Fassung ist “Eve” lautméaflig abgeleitet von eavesdropper = jemand, der heim-
lich ein Gespréach mithort). Um diese Quantenbotschaft zu lesen, stehen Bob zwei
MeBgerite (Polarisationsfilter) zur Verfiigung, die die beiden zueinander nichtortho-
gonalen Polarisationszusténde | | ) und | <) = % [| T) =1 1)] herausfiltern. Mit
welchem Mefigerdt Bob das jeweils eintreffende Photon (den Quantenbuchstaben)
mifit, bestimmt er an Hand seiner Zufallsfolge nach folgendem Schema:

0 fordert Herausfiltern von | <)

1 fordert Herausfiltern von | | ).

Die Projektoren, die zu diesen Messungen gehoren, seien
Py = Projektor auf | «)

und
P, = Projektor auf | |).

Wire Bob’s Zufallsfolge: 1,0,1,0,0..., dann wiirde er folgende Polarisationsmes-
sungen ausfithren: Py, Py, P, Py, Py . . ..

Nach jeder erfolgreichen Messung, d.h. das Alice’sche Photon hat den Filter pas-
siert, markiert Bob diese Stelle seiner Zufallsfolge. Wie man bemerkt, ist wegen der
Orthogonalitat der Vektoren Pym; = 0 und Py = 0. Damit wird gesichert, dafl
Bob niemals eine 0 in seiner Folge kennzeichnet, wenn an derselben Stelle bei Alice
eine 1 steht und umgekehrt. Allerdings wird er damit nicht die beiden gemeinsame
maximale Teilfolge kennzeichnen konnen, da die Ubergangswahrscheinlichkeit nur
% betréigt, wenn er den Quantenbuchstaben my mit dem Filter Fy oder m; mit dem
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Filter P, mifit : Trng Py = Trm P, = %

Bob wird abschlieend Alice iiber einen herkémmlichen (nicht notwendig geschiitz-
ten) Kanal informieren, welche Stellen er markiert hat (ohne natiirlich den Wert
zu nennen). Damit verfiigen beide {iber eine gemeinsame Zufallsfolge, die im Mittel
aber nur noch aus 25% der urspriinglichen Folge besteht.

Wir haben bisher natiirlich stillschweigend ideale Empfangsbedingungen zwischen
Alice und Bob angenommen. Falls das — wie in der Praxis — nicht der Fall ist,
héitte man noch diverse klassische und/oder quantenmechanische Fehlerkorrektur-
verfahren einzusetzen. Auf das wichtige Kapitel fehlerkorrigierender Kodes bei der
Quantenkommunikation wollen wir in dieser Einfithrung allerdings génzlich verzich-
ten (siehe z.B. [78],[75] oder [67]).

Wie sicher ist das geschilderte Verfahren ? Hingewiesen wurde schon auf den Um-
stand, dal dem exakten Kopieren der Quantenbotschaft ein Riegel vorgeschoben
wurde. Wir konnen an dieser Stelle nicht ndher auf das sehr komplizierte Sicher-
heitsproblem eingehen, sondern wollen nur anmerken, dafl einfache Attacken, bei
denen Eva die Quantenbotschaft abfangt und sie erst weiterleitet, nachdem sie Po-
larisationsmessungen ausgefiihrt hat, erkennbar sind. Eva’s Messungen wiirden die
Quantenbuchstaben 7y bzw. 71 in Abhénigkeit von den Messungen dndern. Dadurch
wird Bob hin und wieder fehlerhaft markieren. Alice und Bob kénnten nun 6ffentlich
einen (zufillig ausgewihlten) Teil der vermeintlich gemeinsamen Folge vergleichen
und auf diese Weise — unter Beriicksichtigung der natiirlichen Rauschfehlerrate —
eventuell auf eine lauschende Eva schlieflen.
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4 Der Einstein—Podolsky—Rosen—Kanal

4.1 Quantenkanéile

Wir kommen nun zu einem weiteren Grundbegriff der Quanten-Informations-
theorie, dem Quanten—Kanal. Seine Aufgabe ist es, eine Quantenbotschaft von
einem “Sender” zu einem “Empfanger” zu transportieren. Da Quantenbotschaften
aus Quantenzustinden bestehen, bildet ein Quantenkanal Zustdnde des Input—
Systems auf solche des Output—Systems ab. Diese Abbildung wird Kanalabbildung
genannt. Die Quantenbotschaft, die eine Folge von Quantenzustdnden ist, wird
durch die Kanalabbildung Zustand fiir Zustand in eine neue Folge von Zustédnden
umgewandelt.

Um niitzlich zu sein, miissen Quantenkanéle oft von klassischem Informationsaus-
tausch (klassische Ein— oder Zweiweg—Kommunikation) begleitet werden.

Im Fall des Quantencomputers werden die eingegebenen Multi—q-Bits durch Folgen
der frither beschriebenen Operationen auf neue Multi-g-Bits abgebildet. Die resul-
tierende unitéire Transformation aller Operationen, aber auch jedes einzelne Quan-
tengate, reprisentiert einen Quanten—Kanal. Diese Kanalabbildungen sind unitére
Transformationen.

Ein weiteres Beispiel fiir einen Quantenkanal ist der obige, mit der von Neumann—
Liiders—Regel beschriebene MeBproze (“Me— oder Beobachtungskanal”). Die ein-
laufende Quantenbotschaft wird auf die Eigenzusténde einer Observablen (14) ab-
gebildet. Zu jedem Eigenwert mit Projektor P gehort eine Abbildung w — Pw P,
die zufillig angesteuert wird, wenn ein Zustand mit Dichteoperator w einlauft.

Schlieflich sei als drittes Beispiel der depolarisierende Kanal [12] genannt, der im
2-dimensionalen g-Bit-Raum operiert. Er ist durch die Abbildung

w — m(w)z@l—i—pw

mit 0 < p <1 bestimmt. Dieser Kanal “riickt ” jeden partiell polarisierten Zustand
naher zum vo6llig unpolarisierten Zustand, der durch die Dichtematrix %1 gegeben
ist. Setzt man mit Hilfe der Pauli-Matrizen

1 1
A =/pl, Ay =, 5(1 —ploy, Az= \/ 5(1 — p)0a,

so liberzeugt man sich von der Darstellung
Ii(u)) = AlwAl + AQQ)AQ + A3WA3.
des depolarisierenden Kanals.

Der allgemeine Quanten—Kanal soll durch eine Familie von Abbildungen, den
Kanalabbildungen, des Input-Quanten—Zustandsraumes in den Output-Quanten—
Zustandsraum gegeben sein. Von den Kanalabbildungen wird zunéchst gefordert,
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dafl sie affin, also mit der konvexen Struktur des Zustandsraumes vertréglich
sind, und die Gewichte in “Gibbsschen Mischungen” nicht verdndern. Fiir die
Dichteoperatoren iiber endlich-dimensionalen Hilbertraumen folgt, dafl man eine
solche Abbildung zu einer linearen®' Abbildung x fortsetzen kann, die die Positivitit
von Operatoren erhélt.

Der Begrift “Quanten-Kanal” wird aber in der Regel (nach Holevo [17, 62]) in einem
eingeschrénkteren Sinn benutzt:

Die Kanal-Abbildungen sollen sogar vollstindig positiv sein.

Das ist eine sinnvolle quantenmechanische Zusatzforderung [31], die bei den obigen
Beispielen gegeben ist. Wir konnen sie wie folgt formulieren: Bildet x die Operato-
ren® von ‘H; in die von Hs ab und sind ¢, ¢{", ... beziehungsweise ¢\*, ¢{, . ..
Vektoren aus diesen Hilbertrdaumen, so gelte

S @, k(o) o) o) > 0. (vpl)

ik

Um diese Bedingung formulieren zu kénnen, mufite die urspriinglich nur fiir die
Abbildung von Dichteoperatoren gedachte Kanalabbildung zu einer Abbildung er-
weitert werden, die auf allen Operatoren der Form |¢)(¢'| definiert ist. Ist diese
Erweiterung, wie oben angenommen, linear (bzgl. der komplexen Zahlen) und gilt
(vpl), so heit k wvollstandig positiv.

Ist dann ‘H ein weiterer Hilbertraum und 1 sein Einsoperator, so ist x ® 1 eine
vollstandig positive Abbildung, die die Dichteoperatoren von H; ® H in solche {iber
Ho @ H {iberfithrt. Etwas allgemeiner gesagt: Das direkte Produkt vollstdndig po-
sitiver Abbildungen ist wieder vollstandig positiv. Hierin liegt die quantenphysika-
lische Bedeutung der vollstindigen Positivitéit. Jede zulédssige Abbildung zwischen
den Operatoren oder den Zusténden von Teilsystemen H; mufl Einschrénkung von
Abbildungen zwischen beliebigen gréfferen Systemen H; ® H sein.

Seien Ay, Ag, ... lineare Abbildungen von H; in H,. Die zu A; hermitisch konjugierte
Abbildung von Hs in H; werde wie iiblich mit A;f bezeichnet. Dann ist

k(D)= A;DA;, DeB (vp2)

eine vollsténdig positive Abbildung. Umgekehrt gilt: im Endlichdimensionalen 148t
sich jede vollstandig positive Abbildung (auf vielerlei Weise) in der Form (vp2)
schreiben.

3loder zu einer antilinearen
32Qperatoren der Spurenklasse, falls die Hilbertraume unendlich-dimensional sind.
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Was aber geschieht, wenn sich die Kanalabbildung antilinear zu einer Abbildung
k fortsetzen 148t, die die Ungleichungen (vpl) erfiillt? Mit Hilfe eines antiunitéiren
Operators J (z. B. von Hy) konnen wir an Stelle von & die Abbildung D — Jx(D)J*
betrachten, die offenbar linear ist und weiterhin (vpl) erfillt. Hieraus sehen wir,
daB fiir x Darstellungen (vp2) gelten, bei denen die Abbildungen A; antilinear sind.
Wir nennen eine antilineare Abbildung, die (vpl) erfiillt, vollstandig *ko-positiv.
(Woronowicz hat die Bezeichnung “ko—positiv” fiir Abbildungen benutzt, die linear
und bis auf das Transponieren einer Matrix vollstédndig positiv sind. Fiir Hermitesche
Operatoren, insbesondere Dichteoperatoren, bewirkt Transponieren eine komplexe
Konjugation.)

Eine antilineare Abbildung kann nicht mit einer linearen Abbildung tensoriert wer-
den: “Die imaginére Finheit weil dann nicht, mit welchem Vorzeichen sie auftreten
soll.” Das direkte Produkt zweier antilinearer Abbildungen ist jedoch korrekt de-
finiert. Man findet dann ganz analog, daf} die vollstéindige *Ko—Positivitat bei der
Bildung von direkten Produkten nicht verloren geht.

Aus physikalischer Sicht sind die vielleicht wichtigsten antilinearen Operationen
die Zeitumkehr und ihre Kombination mit Paritdt und Teilchen—Antiteilchen— Aus-
tausch (die CPT—Operation). Sei T' die Zeitumkehr in H und setzen wir fiir einen
Moment kr(D) = TDT~!. Eine vollstéindig *ko-positive Abbildung x von H; nach
Ho kann dann als k ® kp fortgesetzt werden, analog wie oben bei den linearen
vollstandig positiven Abbildungen besprochen. Insbesondere verbieten die Axiome
der Quantenphysik eine lediglich lokale Zeitumkehr, erlauben aber die globale Zeit-
umkehr.

Sehen wir uns noch, um etwas konkreter zu werden, die fermionische Zeitumkehr fiir
den 2-dimensionalen g-Bit-Raum an:

T(al0) + b[1)) = i(bl0) — al1)),

fiir die T* = T~! = —T gilt. (Der Faktor i ist lediglich konventionelle Phasenfestle-
gung.) Die wohl einfachste vollstandig *ko—positive Kanalabbildung ist daher

k(201 4+ 2101 + 2200 + 2303) = 291 — 2101 — Z209 — Z303.

Ist w ein normierter Dichteoperator, so ist kp(w) =1 — w.

4.2 Der EPR—Kanal

Als wichtiges und lehrreiches Beispiel fiir einen Quantenkanal betrachten wir nun
den EPR-Kanal (EPR nach Einstein, Podolsky und Rosen[29]).

Die Ausgangssituation wird durch zwei Quantensysteme gegeben, die durch die
Hilbert—R4ume H; und H, beschrieben werden und die durch einen auf dem Pro-
duktraum

His = Hy @ Ho (34)
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gegebenen Zustand w;, untereinander korreliert oder “verschrinkt”** sind. Wir be-
zeichnen die Algebren der beschréinkten Operatoren mit

Bj = B(Hj>, 812 = Bl & Bz = B(ng) (35)

Auch hier werden wir Quantenoperationen, Priaparation oder Anwendung unitéirer
Operationen, die in einem der beiden Systeme durchgefiihrt werden koénnen, als
lokale Operationen bezeichnen.

Bemerkung:

Dieser Lokalitédtsbegriff ist allgemeiner als der in der Relativitdtstheorie und der
relativistischen Quantenphysik benutzte. Die beiden Systeme kénnen raumartig
getrennt sein, miissen es aber nicht. (Man denke an die Verschrinkung des Elektron—
Spins mit dem Proton-Spin im H-Atom.) Der offenbar unwiderstehliche Reiz,
eine rdumliche Trennung beider Systeme anzunehmen, veranlaf3t gelegentlich Au-
toren zu einer (oft stillschweigenden) Gleichsetzung. Das ist aber nicht sachgemés. O

Ahnlich wie im Abschnitt “Quantenbotschaften” werden lokale Operationen oft
“personifiziert” : Eine Person namens “Alice” ist im Besitz des Systems H;,
eine zweite mit Namen “Bob” besitzt das System H,. Alice versucht, Bob etwas
mitzuteilen, und beniitzt dazu, wenigstens in diesem Abschnitt, einen EPR— und
einen klassischen Kanal.

Der Kanal wird in Gang gesetzt durch eine Messung im ersten System, einer loka-
len Operation von Alice. Wir wissen aber, dafl jede Messung in einem System als
Messung in jedem grofleren angesehen werden kann. Es wird also nicht nur im er-
sten, sondern auch im Gesamtsystem ein neuer Zustand préipariert. Das aber heif3t,
auch in Bob’s Teilsystem wird der Zustand veréndert. Alice teilt das Resultat ihrer
Messung Bob iiber einen “klassischen” Informationskanal®* mit. Mit dieser Kenntnis
kann die Zustandsédnderung im zweiten System ganz oder teilweise ermittelt werden.

Sei also wys ein Zustand iiber Bis. Wir haben dann in den beiden Teilsystemen die
reduzierten Zusténde

wl(B) = u}m(B & 1), \V/B € Bl (36)
CUQ(B) :w12(1®B), VB 682. (37)

Wird nun im ersten System eine Messung der Observablen A durchgefiihrt, so wird
ein bestimmter, durch einen Mefwert A identifizierbarer Zustand hergestellt (priapa-
riert). Sei nun P der Projektor, der zum Mefiwert A von A gehort. Dann wissen wir
bereits, dafl Alice nach der Liiders—Regel (21) den Zustand

Wi (B) = w(P) 'w,(PBP),B € B,

33Der Begriff “Verschrinkung” (engl. entanglement [71]) wurde im Gefolge der Arbeit von Ein-
stein, Podolsky und Rosen von Schrédinger [70] eingefiihrt.

34Letzterer unterliegt, falls Alice und Bob rdumlich getrennt agieren, der Einsteinschen Kausa-
litdtsforderung.
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erhalt.

Vom Gesamtsystem aus betrachtet haben wir aber eine Messung mit A ® 1 durch-
gefiithrt. Hier zeigt der Meflwert auf den Projektionsoperator P ® 1. Durch die Mes-
sung wird also auch iiber Bjs ein neuer Zustand prépariert:

Wiy — Wiy, wiy(C) i=wi(P) 'wp((PR1)C(P®1)) (38)

mit C € 812.

Welcher Zustand liegt nun in Bob’s System vor 7 Um den reduzierten Zustand zu
ermitteln haben wir C' zu beschrinken auf Operatoren der Gestalt 1 ® B. Also ist

wy — why, wh(B) = wi(P) lw((P®1)(1® B(P®1))
= w(P)'wi(P® B), (39)

was i.a. verschieden von (37) ist und somit zu einer Zustandsénderung fiihrt.

Angenommen, Bob kennt den urspriinglichen Zustand g5 des Gesamtsystems. Wenn
er dann von Alice (z. B. telefonisch) benachrichtigt wird, sie habe A gemessen, so
kann Bob erkennen, in welchem Zustand sich sein System befindet. (Genau genom-
men setzt Alice einen neuen Anfangszustand fiir die zeitliche Entwicklung in allen
beteiligten Systemen. Zeitverzogerungen durch den klassischen Kanal mufl Bob ge-
sondert berticksichtigten.)

Wir wollen unsere bisherigen Kenntnisse nutzen, um nach denjenigen Zusténden zu
fragen, bei denen der EPR-Kanal trivial wird, bei denen also keine Messung von
Alice eine Verdnderung im Bobschen System nach sich zieht. In diesem Fall wiirde
der EPR-Kanal zum Informationsaustausch nutzlos sein. Beide Systeme wéren voll-
kommen unkorreliert.

Damit dies eintritt, mufl offenbar nach (37) und (39) gelten, daf
wl(P) WQ(B> = w12(P (039 B)

fiir alle B € By und alle Projektoren P € B ist. Da die Zustédnde lineare Funktionale
sind und jeder Operator des ersten Systems als komplexe Linearkombination von
Projektoren geschrieben werden kann, folgt

w1 (A) we(B) = wia(A® B)

fiir alle A € B; und B € B,. Das Resultat lautet somit:

Genau dann kann keine Messung im ersten System einen Zustand im zweiten
System verdndern, wenn wpy ein Produktzustand w; ® ws ist. Solche Zusténde
korrelieren die beiden Teilsysteme nicht.

Allerdings gibt es auch hier quantenphysikalische Besonderheiten: Alice kann nicht
erkennen, ob eine Messung in ihrem System den Bobschen Zustand verédndert, selbst

48



wenn sie w; kennt. Zu dieser Regel gibt es aber eine Ausnahme: Ist der Zustand w,
rein, so ist wyy notwendigerweise ein Produktzustand.

Besitzt also Alice einen reinen Zustand, so kann sie auf keine lokale Weise Bobs
Zustand verdndern. Aber auch umgekehrt! Sie weif3, dal eine lokale Operation im
Bobschen System auch ihren Zustand nicht &ndern kann.

Die Korrelationen in einem aus zwei (oder auch mehreren) Teilsystemen bestehen-
den Gesamtsystem sind schwierig zu klassifizieren. Das Problem besteht darin, den
Anteil, der erst durch das Uberlagerungsprinzip maglich wird, von dem in der Klas-
sischen Physik und der Wahrscheinlichkeitstheorie bekannten zu trennen oder abzu-
grenzen. So sagt man, wis sei unverschrankt, wenn eine Darstellung

wia = erw{ @uwj, ;> 0, (40)

mit Zustédnden wi der beiden Untersysteme (k = 1,2) existiert. Ist g2 un-
verschréankt, aber kein Produktzustand, so spricht man gelegentlich auch von
klassischer Korrelation. Konsequenterweise heifit ein Zustand verschrankt, wenn er
keine Darstellung (40) besitzt.

Bis auf wenige Ausnahmen ist es schwierig, einem Zustand anzusehen ob er
verschriankt ist oder nicht. Fiir hohere Dimensionen steht kein handhabbarer
Algorithmus zur Entscheidung dieser Frage zur Verfiigung. Eine sehr wichtige
Ausnahme bilden wiederum die reinen Zusténde. Sie stellen niemals klassische
Korrelationen her: Ist wys ein reiner Zustand, so ist er entweder ein Produktzustand,
daher unkorreliert, oder er ist verschrinkt. Dieser Umstand bedingt eine besonders
wichtige und gut zu behandelnde Klasse von EPR-Kanilen, der wir uns jetzt
zuwenden.

4.3 Der EPR-Kanal mit Vektorzustinden
Nehmen wir also an, dafl

wi2(C) = (¥, CY), Y € Hia, (¥,0) =1 (41)

Der Dichteoperator von wys ist daher [1)(1]. Die Dichteoperatoren der reduzierten
Zustdnde, (36) und (37), seien wy und ws.

1 besitzt eine (nicht eindeutige) Darstellung

Y=Y \/pidr @ ¢, (42)

wobei die gzﬁjl bzw. die gb? Orthonormalsysteme sind, die aus Eigenvektoren von w;
bzw. wy bestehen. py, ps, ... sind die zu diesen Eigenvektoren gehtérenden gemeinsa-
men Eigenwerte der reduzierten Dichteoperatoren w; und w,. Die Darstellung (42)
wird Gram—Schmidt—Darstellung, oft auch nur Schmidt-Darstellung, von ¢ genannt.
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Wir erhalten
win(B1 ® By) = Y \/pipi (0}, B19}) (67, Bag?). (43)

Wird nun bei einer Messung von Alice angezeigt, dal der Projektor
P=¢){¢|, PebB

zur Praparation benutzt werden muf, so erhalten wir nach (16) den neuen, noch
nicht normierten Zustandsvektor des Gesamtsystems durch

(Ie) (0l @ 1) =D /p;(6, ;)6 © &} (44)
Wir definieren eine Abbildung s?! von H; nach Hs,
o= \/pile, 0))e7, b€ M (45)
Damit erhalten wir
(I¢)(¢| @ 1) = ¢ @ 5™, (46)

Wie wir sehen, wird wegen (46) die Abbildung s?! eindeutig durch den Zustands-
vektor ¢ bestimmt. Es kann zu ihrer Konstruktion eine beliebige Gram — Schmidt
— Entwicklung (42) von ¢ verwendet werden.

Die EPR-Kanalabbildung ist somit folgendermafien bestimmt: Ergibt eine Messung
im ersten System den Zustandsvektor ¢, so entsteht im zweiten System der (nor-
mierte) Zustandsvektor

(NI

wls?g,  w= (29, 520)7 = (p,w19)2. (47)

w ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen dieses Ereignisses.

Die Kanalabbildung wird durch ihre Wirkung auf die zu Alice gehérenden reinen
Zustdnde bestimmt und ergibt

ru(l9)(dl) = s (I9)(¢l)s™, 5™ = ()" (48)

Nach der Definition (45) ist s*! offensichtlich antilinear. Bei k, handelt es sich somit
um eine vollstandig *ko-positive Kanalabbildung.

Durch Riickgriff auf (46) konnen diese Erorterungen noch wie folgt etwas abgerundet
werden:
Ist v irgendwie als Summe von Produktvektoren dargestellt

v=> ;04 (49)

so entsteht durch o
sPlo=> (6,0))07, beM, (50)
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trotzdem immer wieder diesselbe Abbildung. IThre hermitisch Adjungierte s'? ergibt
sich hieraus unmittelbar zu

P9 =Y (¢, )0}, ¢ €H,. (51)

Bemerkung:

Im Endlichdimensionalen kann man durch geeignet Wahl von ¢ jede antilineare
Abbildung von H; in H, als s?! realisieren.

Fiir beliebige, nicht notwendigerweise endlich-dimensionale Hilbertrdume wird durch
diese Zuordnung die Isomorphie von His mit dem linearen Raum der antilinearen
Hilbert-Schmidt Abbildungen von H; in Hs konstruiert. Die v.Neumannsch—Liiders-
sche Regel fiir die Préparation von Zustdnden erlaubt die physikalische Realisierung
dieser Isomorphie — ein bemerkenswerter Aspekt der mit reinen Zustédnden arbei-
tenden EPR-Kanile.

Sinngeméfle Aussagen kann man auch fiir EPR-Kanile treffen, die von einem belie-
bigen Dichteoperator iiber H;s beherrscht werden. [

4.4 Schrodingers Beispiele

Wie wir schon wissen, sollte der Zustandsvektor ¢ kein Produktvektor sein, damit
der EPR-Kanal arbeiten kann. Fiir einen Produktvektor wére nimlich, geeignet
numeriert, p; = 1 und ansonsten p; = 0. Durch die Messsung erhielten wir also stets
den Zustand |¢) (@3] im zweiten System zuriick.

Ist ¥ kein Produktvektor, so ist er verschrinkt, und es entsteht eine nicht-klassische
Korrelation zwischen beiden Systemen. v heifit vollstindig verschrinkt, wenn der
Rang von w; maximal, d. h. gleich der Dimension von H; ist. Dann zieht jede
Messung im ersten System eine Zustandsénderung im zweiten Teilsystem nach sich.

Um diese Verschrankung noch etwas zu erldutern, wollen wir in Anlehnung an
Schrodinger [71] zwei Félle genauer betrachten. Wir werden, um die Diskussion
etwas zu vereinfachen, voraussetzen, dafl die Hilbertraume Hi, H, die gleiche
endliche Dimension n haben .

Fall 1:

Die Eigenwerte py, po, ... der zu |1) (1| gehorenden reduzierten Dichtematrizen wy,
we in Hy bzw. Hy sind alle voneinander und von Null verschieden.

Dann ist die Gram-Schmidtsche Entwicklung (42) von v bis auf Phasenfaktoren ein-
deutig bestimmt. Wir betrachten jetzt die beiden maximal kommutativen Algebren
C; und Cy die von denjenigen Observablen erzeugt werden, deren Eigenbasis gera-
de durch die Orthonormalsysteme (¢j) bzw. (¢3) gegeben sind. Wihlen wir jetzt
Observable A; € C; und Ay € Cy mit den nicht entarteten Eigenwerten ()\Jl) bzw.
(A?), dann erhalten wir eine strenge Korrelation der Mefiresultate: /\} zieht stets
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AZ nach sich und umgekehrt. Die EPR-Abbildung s°! bildet ¢; auf ¢ ab. Wird der
Zustand 1 immer wieder hergestellt, und von Alice immer wieder mit A; vermessen,
so erhilt sie eine Wahrscheinlichkeitsverteilung der Mefwerte. Dieselbe findet aber
auch Bob, wenn er im gleichen Takt mit A, mifit. Bei einer rdumlichen Trennung
von Bob und Alice werden also an zwei verschiedenen Orten identische Verteilungen
der Meflwerte erzeugt.

Wenn Alice allerdings zur Messung eine Observable A; verwendet, die nicht mit
dem Dichteoperator w; kommutiert, so gerit Bob ein wenig in Schwierigkeiten: s2!
bildet die Eigenvektoren von A; auf ein Vektorsystem ab, das nicht mehr orthogonal
ist. Daher findet Bob keine Observable, die das Resultat der Aliceschen Messung
genau reproduziert: Bob mufl zu diesem Zweck mehrere Observable benutzen, die
nicht miteinander kommutieren. Damit er die richtige Auswahl trifft, benctigt er
zusitzliche Informationen von Alice iiber einen klassischen Informationskanal.

Fall 2:

Das eben genannte Problem, das der Ubertragung von Quanteninformation ab-
traglich ist, tritt nicht auf, wenn die Eigenwerte der reduzierten Dichtematrizen
w1, wy alle gleich sind.

In diesem Fall ist w; = wy = 11, und wir sagen, ¢ (bzw. der Zustand [¢)(¢]) sei
mazimal verschrdnkt. Dann ist auch die Entropie der reduzierten Dichteoperatoren
maximal, ndmlich In n. Sie tragen keine Information, sind (quanten)logisch leer; es
ist das Quantenanalogon des ”"unbeschriebenen Blattes”. Maximal verschrinkte Zu-
standsvektoren (Zustédnde) werden auch als EPR-Vektoren (EPR-Zustdnde) bezeich-
net. In der Gram-Schmidt-Entwicklung von ¢ haben wir nun maximale Freiheit:
Zu jeder Orthonormalbasis (gb]l) aus H; gibt es eine eindeutig bestimmte Orthonor-
malbasis (¢7) aus Hs, so daf

V==Y e

ist. Entsprechend konnen wir nun eine beliebige Observable des ersten System,
die eine vollstdndige Messung zuldfit, auswéhlen und finden eine Observable des
zweiten Systems, die ebenfalls eine solche Messung zulaft, so dal die im Fall 1
beschriebene Korrelation der Mefiwerte eintritt.

4.5 EPR-Basen

Der EPR-Kanal, der mit einem EPR-Vektor arbeitet, wird uns im néchsten Kapitel
beschéftigen. Daher sollten noch einige Bemerkungen iiber Hilbertraumbasen, die
nur aus EPR-Vektoren bestehen, folgen.

In 'Hi2 = 'H® 'H kann man immer eine orthonormale Basis aus EPR-Vektoren, also
eine EPR-Basis wihlen (siche z.B. die Basiswahl in [J]). Fiir H ~ C? ist eine solche
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EPR-Basis die Bell-Basis
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Die Umkehrung liefert
1
00) = —=(p* + ¢~
00) = (" + )

01) = T(WHM

1.
|10>=E(¢ —7)
[11) = %(W — 7).

Durch eine kleine Verdnderung der Phasen der Bellschen Basis entsteht die " magi-
sche Basis’ [10]:

er =9, ea =10, es =", e, =P,
Ihre Bedeutung besteht u. a. darin, dafl jeder Einheitsvektor, der eine reelle Li-
nearkombination der e; ist, maximal verschrinkt und somit ein EPR-Vektor ist.

Umgekehrt gilt: Jeder EPR-Vektor ist (eventuell bis auf einen komplexen Faktor)
eine reelle Linearkombination der Vektoren e;.

Eine Verallgemeinerung der Bell-Basis fiir H ~ C?" ist die folgende EPR-Basis . (¢;)
sei eine Basis in C2". Wir betrachten die 2 orthonormalen Vektoren aus C2* @ C?",

die durch
1 &
= 7= Z i @ br(i)
vV 2k i=1
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mit der zyklischen Permutation 7 von {1,...,2*} gegeben sind. Fiir jeden dieser
Vektoren ¢™ kann man weitere 2* orthonormale Vektoren der Gestalt

2k

ﬁ Z €x(1)Ps @ Pr(i)

i=1
mit €, (1) = £1 wéhlen.

Die 2% Vorzeichenfunktionen ¢, werden wie folgt generiert: Jede der 2¥~! Vorzei-
chenfunktionen ¢, erzeugt zwei Vorzeichenfunktionen e

ex(i) = €1 (i mod 2F71)
und
(i) = €pq(i),i < 28!

= (—1)ep1(i mod 2F71) i > 2kt

Weniger formal ausgedriickt, fiihrt das auf den folgenden Erzeugungsprozefi der
Vorzeichenmuster (fiir jede zyklische Permutation 7):

k=0 +

- durch “identisches Anfiigen bzw. Spiegelung” entsteht aus diesem Muster
k=1 ++ +- (Bell-Bastis)

- durch “identisches Anfiigen und Spiegelung” entsteht aus diesem Muster
k=2 ++++ ++— +-+- +——+

USW.

Bemerkung:

Man erkennt, dafl hinter der Bell-Basis und ihrer Verallgemeinerung fiir Ten-
sorprodukte des g-Bit-Hilbertraumes die schon beim Hadamard-Gate erwdhnten
Hadamard-Matrizen stecken. Eine reelle Matrix der Ordnung n heifit reelle
Hadamard-Matriz [14], wenn Tr HH'* = n -1 (H' steht fiir die transponierte
Matrix). Damit miissen die Matrixelemente den Wert 1 oder -1 haben und ihre
Zeilenvektoren senkrecht aufeinander stehen. Eine weitere Folge ist, dal n nur 1,
2 oder ein Vielfaches von 4 sein. Es ist nicht bekannt, ob tatséichlich Hadamard-
Matrizen in all diesen Dimensionen existieren. Unser obiger Fall n = 2F ist ein
Spezialfall und ist (bis auf eine Permutation der Zeilen) die schon frither erwidhnte

Tensorierung der 2x2-Hadamard-Matrix (} _11) - eine Konstruktion, die auf
Sylvester zuriickgeht. [

Sehen wir uns noch einige allgemeine Eigenschaften von EPR-Vektoren an. Sei ¢ ein
Einheitsvektor in H @ H und ¢y, @9, . . ., ¢, ein vollstéindiges Orthonormalsystem in
‘H. Dann gibt es eindeutig bestimmte Vektoren ¢, ¢», ... so, dafl

=) 6,
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gilt. Die Matrixelemente des nach dem ersten Faktor reduzierten Dichteoperators
beziiglich des Orthonormalsystems der ¢, sind

<(5j7 $k>

Der reduzierte Dichteoperator ist also genau dann gleich (1/n)1, wenn die ¢; bis auf
den Faktor 1/y/n ebenfalls ein vollstindiges Orthonormalsystem bilden. Es folgt,
daBl ¢ genau dann ein EPR-Vektor, also maximal verschriankt ist, wenn mit einem
unitdren Operator U

1
b= Y 60U (52)
ist.

Seien nun 1»; EPR-Vektoren, die nach dieser Vorschrift mit den unitéren Operatoren
U; gebildet sind. Wir sehen dann

1 *
(U, 1) = ETI" UpUj .

Zur Konstruktion eines vollstdndigen Orthonormalsystems von EPR-Vektoren
bendtigen wir also n? unitére Matrizen mit

TrU;U;=0wenn k#1, kil=1,...,n°. (53)

Ist beispielsweise n = 2, so erfiillt {1, 0y, 09,03} diese Forderungen, und man erhélt
die Bellsche Basis im 2-g-Bit-Hilbertraum. Bringt man die Determinanten auf Eins,
{1,i01,i09,i03}, so entsteht die “magische” Basis (bis auf die Numerierung). Fiir
n = 4 bieten sich die Identitdt und die Produkte der Dirac Matrizen an: 1, ;v mit
t <k, vivjye mit @ < j < k sowie 1727374

Die Forderungen (53) lassen sich fiir beliebiges n erfiillen. Allerdings findet man,
wie wir schon wissen, nur unter bestimmten Bedingungen (wie beispielsweise n =
2%) orthogonale Matrizen. Wihlt man als unitire Wirkung eine Kombination aus
Verschiebung der Basisvektoren und Multiplikation mit einem Phasenfaktor, so 148t
sich eine schon von [9] angegebene Losung finden, nimlich die n? unitiren Matrizen
Uw,k,l =1,...n mit der Wirkung

2mijk

Usdj=¢€ 7 ¢pjom j=1,...n (j+mmodn).

Bemerkung:
Der Zusammenhang zwischen der Losung von (53) und komplexen Hadamard-
Matrizen wird bei Werner [39] diskutiert. O

Wir halten abschliefend das Resultat in folgender Form fest:
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Im Hilbertraum H (dim H = n) existieren n? unitéire Operatoren, die
die Bedingungen

TU;U =0 k#Lk1=1,...n2

erfiillen.
Mit ihrer Hilfe erzeugen die n? lokalen Operationen

1@ U,...10 Uy,
oder die n? lokalen Operationen
Ur®1,...U,2 ®1,

aus einem EPR-Vektor eine Orthonormalbasis des Gesamt-
Hilbertraumes H ® H.

4.6 Dichtes Kodieren

Die letzte Ausage des vorherigen Abschnitts, dal man durch lokale Operationen
eine orthogonale Basis des Gesamt-Hilbertraumes H ® H erzeugen kann, wollen
wir in ein Kodierungsprotokoll iibersetzen, auf das zuerst Bennett und Wiesner
[14] aufmerksam gemacht haben und das dichtes Kodieren (dense coding) heifit
(manchmal findet man auch die etwas mystische Bezeichnung “superdense coding”).

Gegeben sei ein Quantensystem, das aus den beiden Teilsystemen 1 und 2 besteht.
Beide Teilsysteme sollen durch den Hilbertraum H der Dimension n beschrieben
werden. Das Gesamtsystem mit dem Hilbertraum H ® H soll sich in einem
EPR-Zustand befinden. In dieser Situation spricht man (im Hinblick auf die beiden
Teilsysteme und insbesondere, wenn sie rdumlich unterschiedlich lokalisiert sind)
auch von einem FPR-Paar. Solche EPR-Zusténde lassen sich experimentell gezielt
herstellen (s. auch Kapitel Teleportation). Betrachten wir nun wieder Alice und
Bob, die iiber klassische und Quantenkanile miteinander kommunizieren wollen.
Wie wir gesehen haben, kann z.B. Alice durch lokale Operationen (sagen wir)
im Teilsystem 1 eine Orthogonalbasis des Gesamt-Hilbertraumes erzeugen und
damit logyn* = 2 - logy,n klassische Bits kodieren. Bob, der am Gesamtsystem
eine Observable mifit, die gerade diese Eigenvektoren hat, kann Alice” Botschaft
dekodieren.

Man hat den Eindruck, daf§ sich doppelt so viel Information kodieren lat, wie
klassisch moglich wére. Allerdings darf man nicht vergessen (und damit klart sich
das Problem auf), da§ die Information im EPR-Paar steckt, und Bob unbedingt
am Gesamtsystem und nicht nur an einem Teilsystem messen muf3.

Alice und Bob sollen (wenn auch nicht notwendigerweise) rdumlich getrennt sein.
In diesem Fall werden natiirlich die bisher stillschweigend iibergangenen réumlichen
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Freiheitsgrade und die damit verbundenen rdumlichen Lokalisierungseigenschaften
der Teilsysteme des EPR-Paares wesentlich: Teilsystem 1 bzw. 2 sollte (zumindest
wéhrend der Operationen) dort lokalisiert sein, wo Alice oder Bob einwirken kénnen.
Da Bob letzlich am EPR-Paar messen muf}, sollte Alice nach der Operation am
Teilsystem 1 dieses an Bob ”"senden”. Da Alice nur am Teilysstem 1 operieren muf,
konnte Teilsystem 2 auch schon vorher an Bob ”gesandt” worden sein. Dieser zeitlich
getrennte Versand der Teilsysteme an Bob ist moglicherweise technologisch und/oder
im Zusammenenspiel mit anderen Protokollen von Bedeutung.

Wir wollen noch betonen, daf§ das, was quantenmechanisch nicht verboten und im
Formalismus leicht zu bewerkstelligen ist, experimentell selbstversténdlich eine kniff-
lige Angelegenheit ist.

4.7 Nochmals Quantenkryptographie

Wir wollen in diesem Abschnitt noch auf ein weiteres Schliisselaustauschprotokoll
eingehen und dafiir den EPR-Kanal nutzen. Wie im obigen Abschnitt {iber Quan-
tenkryptographie soll der “geheime” Austausch einer Zufallsfolge zwischen Alice und
Bob ermoglicht werden.

In der Protokoll-Variante BBM92 [11] messen Alice und Bob in ihren zweidimen-
sionalen g-Bit-Hilbertrdumen H; bzw. H, in jeweils zufilliger Reihenfolge an einem
regelméBig von einer Quelle ausgesandten EPR-Zustandsvektor ¢ € H; ® Hs immer
eine von zwei nichtkommutierenden Ja-Nein-Observablen, deren Eigenwerte jeweils
0 und 1 sind. Als Beispiel betrachten wir die folgende Wahl: Alice und Bob haben
(wie oben beschrieben) ihre Basen in den ¢-Bit-Hilbertraumen synchronisiert. P, sei
der Projektor zum Eigenwert 1 von o, und P, der Projektor zum Eigenwert 1 von
0. Alice wihlt als Ja-Nein-Observable die Projektoren P, ® 1 und P, ® 1, Bob die
Projektoren 1 ® P, und 1 ® P,. Nach Abschlufl der Messungen geben beide 6ffent-
lich bekannt, welche Folgen von Observablen sie gemessen haben, ohne natiirlich
die Resultate zu nennen. Es werden alle Mefiresultate, die zu korrespondierenden
Observablen (im obigen Beispiel P, ®1 und 1® P, bzw. P,®1 und 1® P,) gehoren,
von Alice und Bob markiert; der Rest wird geloscht. Ein grofler und zufillig aus-
gewdhlter Teil dieser markierten Ergebnisse wird nun o6ffentlich verglichen. Sind
die technischen Ubertragungsfehler und die Stérungen durch Lauscher gering, dann
148t sich daraus die “ideale” Korrelation der Mefiresultate (falls der EPR-Zustand
nicht schon vorher bekannt war) bestimmen. Aus den beiden verbleibenden, nicht
offentlich verglichenen (0,1)-Folgen wird mit Hilfe der ermittelten Korrelationen der
geheime Schliissel erzeugt. Verwenden wir in unserem Beispiel den EPR-Zustand

1
¢:E[|T>®|l>+\l>®lﬂ],

dann fithren Messungen von P, ® 1 bzw. 1 ® P, mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf

[Th)@[l) oder [L)&][T).

Die ¢-Bit-Basis ist dabei aus Eigenvektoren | 1),| | ) von o, gewihlt. Die Mefer-
gebnisse 0 bzw. 1 von Alice sind mit den Ergebnissen 1 bzw. 0 von Bob gekoppelt
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(ideale Empfangsbedingungen vorausgesetzt). Entsprechendes wiirde man auch fiir
die P,-Messungen erhalten. Bob miifite nun in seiner Folge immer 0 durch 1 und 1
durch 0 ersetzen und bekédme dadurch diesselbe Zufallsfolge wie Alice.

Wie sicher ist dieses Verfahren 7 Es gelten auch hier die schon oben gemachten Be-
merkungen zur Sicherheitsfrage, so dafl wir wiederum nur eine der einfachsten “pas-
siven” Abhorattacken betrachten wollen. Angenommen die Lauscherin Eve mifit am
“informationslosen” EPR-Zustand ¢ in ‘H; oder H,, bevor Alice und Bob tétig wer-
den. Da nicht absehbar ist, welche der nichtkommutierenden Observablen von Alice
und Bob gemessen werden, wiirde beim oOffentlichen Vergleich die héufig fehlende
Korrelation der Mefiresultate (niedriger Rauschpegel natiirlich angenommen) auf
einen Lauscher hinweisen. Worauf aufmerksam gemacht werden sollte: ausschlagge-
bend fiir die Sicherheit dieser und dhnlicher Quanten-Schliisselaustauschverfahren
sind die Besonderheiten von Quantensystemen.
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5 Quantenteleportation

Die Quantenteleportation wurde von Ch. Bennett, G. Brassard, C. Crepeau, R. Joz-
sa, A. Peres und W. Wootters erfunden [9]. Das Verfahren ist unldngst auch expe-
rimentell bestétigt worden ([15] und noch aktueller [34] und [59]).

Auch hier handelt es sich um einen Quantenkanal, dessen Protokoll die Kanal-
abbildungen mit einem klassischen Informationskanal verbindet. Im Idealfall wird
die Quanteninformation eines Ausgangssystems geloscht, um sie im Zielsystem
vollstandig wiederherzustellen. Hierzu denke man sich die Hilbertrdume mit Refe-
renzbasen ausgestattet, die die Lage der betreffenden Zusténde eindeutig beschrei-
ben.

Der Kanal wird durch eine prédparierende Messung in Gang gesetzt und realisiert
die dem gefundenen Mefiwert entsprechende Kanalabbildung. Die Mitteilung des
Mefwertes iiber den klassischen Kanal verweist auf eine eine lokale unitdre Trans-
formation des Zielsystems , mit deren Ausfithrung das Protokoll abgeschlossen wird.

Dabei wird sorgfiltig darauf geachtet, daBl keine Quantenoperation erfolgt, die ir-
gendeine Information iiber den zu teleportierenden Quantenzustand enthélt: War
dieser vor dem Ausfiihren des Protokolls unbekannt, so ist er es auch nach seiner
Durchfiithrung. Sonst kénnte das oben besprochene Kopierverbot durchbrochen wer-
den.

5.1 BBCJPW-Quantenteleportation

Seien H, H 4, Hp Hilbertrdume gleicher endlicher Dimension d. In ihnen seien Refe-
renzbasen® gegeben, deren Vektoren jeweils mit

b1, oo . A GE . GF GE ..

bezeichnet werden. Mit diesen Hilbertraumen verbinden wir zwei, moglicherweise
raumlich getrennt liegende Beobachter: Alice, die Zugriff auf H®H 4 haben muf3, und
Bob, dem Hp “gehort”. Unser Anliegen ist es, einen unbekannten Zustandsvektor
¢ aus ‘H im Hilbertraum Hp (“relativ zur Basis ”) zu reproduzieren:

0 =3 (600) i = 0" =D (b1, 8) 07

Als Ausgleich muf} in ‘H jegliche Information {iber diesen Vektor verlorengehen.

Wir benétigen als erstes einen EPR-Zustandsvektor ¢ aus H ® Hpg, den eine EPR-
Quelle produziere. Mit einem unitdren U” € B(Hp) kann er

1 A B | B
w=ﬁ2¢i®U ¢!

35Wir erinnern: Referenzbasen sind immer normiert und orthogonal zueinander gewéhlt.
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geschrieben werden. Mit diesen Vorgaben beschreibt der Vektor
PRpEHRXHL® Hp.

den Anfangszustand des Gesamtsystems.

Die Quantenteleportation wird durch eine Messung von Alice ausgelost. Sie benutzt
zu diesem Zweck eine nichtentartete Observable des von ihr verwalteten Teilsystems,
deren Eigenvektoren

1
= — Z®UA;4 lzl,,d2
‘2 \/E EZ ¢ l¢

eine EPR-Basis von H ® H 4 bilden.

Das Mefiresultat, dessen Informationsgehalt offenbar 2log, d bit ist, wird Bob mit-
geteilt. Es soll ihm erlauben, den in seinem Hilbertraum durch den Mefiprozef} in-
duzierten Zustandsvektor in den Zustandsvektor ¢” zu transformieren.

Zur Analyse des Geschehens nehmen wir an, durch Alicens Messung wére in H @ H 4
der EPR—Vektor ¢; prapariert worden. Mit Hilfe des Projektionsoperators

b= le){al
wird die im Gesamtsystem induzierte Zustandspréaparation durch
(F®1)p® e 5
PP — =pi®¢
(P ®1)¢® ¢l l

mit noch zu bestimmenden ¢ beschrieben, denn es gilt
1
(Pel)poyp = ﬁwaz)@U%ﬁ
k
1
= 2D D <a®U'. 004 >peU¢
koo
1
= S@e U Y < 600> P06
ik

Aus der eingangs gegebenen Definition von ¢* folgern wir

< Qi >=< @7, d" >

fiir alle ¢. Daher ist

VPP =" < ¢P(0" > (Ufdon)oF
ik

fiir jedes [ korrekt definiert. V;” ist ein unitdrer Operator aus Hp. Somit erhalten
wir

1
(PR1)p®@¢p= ESOZ®UBV}B¢B-
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Damit beschreibt der Vektor ¢ = U”V,"¢” den Zustand im Bobschen System.

In ‘H und H 4 erhélt man dagegen die reduzierte Dichtematrix Clll, die keine Riick-
schliisse auf den Startvektor ¢ zulafit.

Kurz zusammengefafit: die Zustdnde der Teilsysteme werden im Verlaufe der Tele-
portation folgendermaflen verandert

1

|9) (9] — -1,

1 1 1
T O L e

d d

Bob mufl nun noch die Transformation
of — @7, bzw. |7 ) (&) — [67) (97|

durch Anwendung der zu U”V,” inversen unitéren Transformation leisten. Erst dann
befindet sich sein System im Zustand ¢”.

Bei dieser Aufgabe mufl Bob aus d? unitdren Operationen U* auswihlen. Ohne wei-
tere Kenntnisse ist die Wahrscheinlichkeit, die zutreffende zu erraten, gleich 1/d.
Um die richtige Wahl zu sichern, benétigt Bob Alicens Mefiresultat, also einen Buch-
staben aus einem Alphabet der Linge d?. Die erforderliche Information betrigt, wie
schon bemerkt, I = 21Inyd bit. Die reinen Zustdnde von ‘H sind die Punkte einer
(projektiven) Mannigfaltigkeit der reellen Dimension 2(d — 1). Zur Markierung eines
Punktes dieser Mannigfaltigkeit geniigen Bob einige wenige Bit, eine bemerkenswer-
te Effektivitéit. (Allerdings sagt das Protokoll ihm nicht, um welchen Punkt es sich
handelt!)

Bemerkung 1:

Hat das BBCJPW-Protokoll vielleicht noch eine kleine logische Liicke? Wenn Alice
nicht weif3, welchen Zustandsvektor ¢ sie zu Bob teleportiert, woher nimmt sie dann
die Gewissheit, es handele sich um einen reinen Quantenzustand?

Diese Bedenken kann man mit einer etwas ausgedehnteren Rechnung zerstreuen:
Ist o der Dichteoperator eines Zustandes im System H, so ergibt die Messung von
Alice tatséchlich in Bobs System einen Zustand mit einem der Dichteoperatoren
(UPV2)* 0" (UPV,?). Dabei sind die Matrixelemente von ¢” wie folgt definiert:

<¢fa QB¢jB> = <¢27 qu])
]

Bemerkung 2:

Im Experiment von Zeilinger et al. [15] produziert die EPR—Quelle (nichtlinea-
rer Kristall mit einfallendem Ultraviolett—Photon) durch Konversion ein Infarot—
Photonenpaar mit verschréankter Polarisation im Singulett—Zustand

el 1ol 1) eHioHs

Sl

2
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wobei die Basisvektoren (| 1) und | | ) Zusténde horizontaler und vertikaler Pola-
risation beschreiben. Als Eigenfunktionen des zu messenden Operators in H ® H 4
wurden die vier EPR—Zustédnde (Bell-Basis)

1 1
E[H)@Il)iu)@lﬂ],ﬁ

gewahlt. Mit Hilfe der verwendeten interferometrischen Technik (siehe [57]) 148t sich
u.a. der Zustand \%H M| [Yy—|1)®]| 1)] identifizieren. Ist das einfallende Photon

nun im Zustand \%H 1Y+ 1)] € H, so wird ein Viertel der Messungen in H ® H 4
zum Zustand \%H Me|l)—11)®]|1)] fuhren, und obige Rechnung zeigt, dafl

dann in ‘Hp der Polarisationszustand \%H 7)Y 4| |)] reproduziert werden miifite,
was die Polarisationsdetektoren tatséchlich auch bestatigen. Die verwendete experi-
mentelle Technik erlaubte noch nicht, alle Bell-Zustédnde zu unterscheiden. Die i.a.
am Zielsystem notwendige unitéare Transformation, die den urspriinglichen Zustand
reproduziert, ist durch die spezielle Wahl der beteiligten EPR—Zusténde gerade die
identische Abbildung. Nachfolgend sind weitere experimentelle Tests (mit kohéren-
tem Licht [34] tiber Laborentfernungen und mit NMR-Techniken iiber interatomare
Absténde hinweg [59]) durchgefiihrt worden. O

(Deln+lhell)

5.2 FErweiterte Protokolle

Quanten—Teleportation erfordert zwei lokale Aktionen: Die priaparierende Messung
durch Alice und eine unitére Transformation im System von Bob.

Eine Messung benétigt keine Auszeichnung von Referenzbasen. Jede der Abbildun-
gen ¢ — ¢ héngt nur von ¢ und ¢; ab und mufl daher eine von der Basiswahl
unabhéngige Darstellung besitzen.

Diesem Gedanken wollen wir nachgehen und zeigen, daf§ jede der fraglichen Ab-
bildungen als Aufeinanderfolge zweier EPR—Abbildungen verstanden werden kann.
Gleichzeitig erlaubt dieses Vorgehen eine Erweiterung des Protokolls auf verrauschte
Quanten—Teleportationen.

Wir nehmen zu diesem Zweck an, ¢ sei ein beliebiger Vektor aus H*®@H?”. Aulerdem
diirfen die ¢; ein beliebiges Orthonormalsystem in H ® H* bilden. Von diesem
nehmen wir an, es besteht aus den Eigenvektoren einer Observablen mit nicht—
entarteten Eigenwerten, die Alice fiir ihre Messung nutzt.

Seien nun, wie in (49),
SOZZégf@@in SOZZZGBl,j@QEfj
J J

beliebige Produktdarstellungen der relevanten Vektoren. Ihnen sind nach (50) und
(51) eindeutig Operatoren zugeordnet, die H* in H” beziehungsweise H in H* ab-
bilden. Die im Folgenden erforderlichen Operatoren werden s”# und s; genannt und
konnen mit Hilfe der obigen Produktdarstellungen gefunden werden:

SBA(bA = Z<¢A7 QB;‘>(5;.3, s19 = Z<¢7 él,j)qgfﬁ
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mit ¢* € H* und ¢ € H. Nun kénnen wir formulieren, wie die [-te Kanalabbildung
von ‘H nach H? aussieht. Wir behaupten

(Jor) (il ® 1B) ¢ @ 0 = 1 ® 5751 ¢. (T)

Die Ahnlichkeit mit (46) ist auffallend. Jedoch ist jede der d*> Abbildungen linear,
da zwei antilineare Operationen nacheinander ausgefiihrt werden. In Anlehnung an
den vorhergehenden Abschnitt kénnen wir den Bob betreffenden Teil auch

¢ — @ =t ¢

schreiben. Allerdings muf} ¢; den Hilbertraum der zu teleportierenden Vektoren nicht
notwendigerweise auf ganz H” abbilden. Es folgt aus dem Beweis von (T), dem wir
uns nun zuwenden, dafl dies genau dann eintritt, wenn ¢; oder ¢ nicht vollsténdig
verschrankt sind.

Beweis von (T) :

Die linke Seite von (T) schreiben um in

(el ®15)> 000! @7 =@ ®> (01,0 ® ¢7)e7.
J

Jetzt fahren wir wie folgt fort:

= Z(Q;M &® Qbfi» gb ® ¢?>§5§3
= o ® Z(ﬁgz,i; ¢><¢fz|¢}4>¢§f
= P Z(ﬁgz,i; ¢>SBA9E£i'

Nun nutzen wir die Antilinearitat von s”?# und gewinnen

= Q@™ Y (6, 01) 0y = o1 @ 87516,
Damit ist der Beweis beendet. J

Riickblickend bemerken wir noch Folgendes: v/d - s; ist genau dann antiunitir, wenn
¢; maximal verschriinkter Einheitsvektor ist. Analoges gilt fiir v/d - s%4 und ¢. Sind
also diese Vektoren maximal verschriankt, so ist d - ¢; als Produkt zweier antiu-
nitdrer Abbildungen unitér. Wir erhalten dann die Ergebnisse des vorhergehenden
Abschnitts.

Ist w* der Dichteoperator, der durch Reduktion von ¢ auf H* entsteht, so ist
<tl¢7 tr¢> = <5r¢7wASl¢>-

Im allgemeinen Fall sind daher die Telekopien von ¢ nicht orthogonal zueinander.
Es reichen dann die von Alice iibermittelten Mefiresultate nicht mehr aus, um im
Bobschen System die Teleportation mit einer unitéren, lokalen Operation zu been-
den.
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Nachwort

Der vorliegende Text ist bis auf kleinere Korrekturen und Zusétze identisch mit
dem Preprint NTZ 33/1998 des Zentrums fiir Héhere Studien der Universitét Leip-
zig. Seitdem sind mehrere Einfiihrungen in dieses Gebiet erschienen. Wir mochten
auf die folgende Arbeiten hinweisen, in denen man sich iiber andere Blickwinkel und
auch weitere Aspekte informieren kann:

die Vorlesung von Preskill [08], die Reviews von Bennett & Shor [13], Werner [87],
Galindo & Martin-Delgado [36] und die Biicher von Gruska [12], Chuang & Nielsen
[58] und den von Lomonaco herausgegebenen Sammelband [55]. Speziell wollen wir
auch noch auf den Review von Gisin et al. [38] zur Quanten-Kryptographie ver-
weisen, in dem die von uns nur sehr fragmentarisch angeschnittenen Fragen (und
insbesondere deren experimenteller Status) weiterbehandelt werden.
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