
0 Einleitung

Magnetismus: Eines der ältesten physikalischen Phänomene, noch heute unverstanden?
Magnetische Eigenschaften sind schon seit etwa 3000 Jahren bekannt. Schon die alten Griechen wussten
von den ferromagnetischen Eigenschaften des Eisenerzes Magnetit. Mit der Erfindung des Kompasses im
Mittelalter verstanden die Europäer erstmals den Magnetismus technisch einzusetzen, aber von einem
grundlegendem Verständnis auf mikroskopischer Ebene war man noch weit entfernt. Die Formulierung
der Magnetostatik und Elektrodynamik erlaubte schließlich die quantitative Beschreibung magnetischer
Eigenschaften durch die Definition des Magnetfeldes und der Magnetisierung [1]. Doch noch Anfang des
20. Jahrhunderts wurde nachgewiesen, dass es auf der Grundlage klassischer Elektronen keine spontane
Magnetisierung geben kann (Bohr-van-Leuven-Theorem). Weiterhin gab es semiklassische Modelle wie
das Ising Modell [2], die mehr phänomenologisch magnetische Eigenschaften beschrieben. Erst mit der
Entwicklung der Quantenmechanik war es möglich, den Ursprung des Magnetismus als Quanteneffekt zu
ergründen. Es folgten Arbeiten zur exakten Lösung spezieller Probleme, wie der Quantenantiferromagnet
(QAF) in einer Dimension mittels Bethe-Ansatz [3], ebenso wie die Entwicklung der Spinwellentheorie.
Allerdings sind viele der Modelle zur Beschreibung des Magnetismus nicht exakt lösbar und mit verschie-
denen Näherungen noch heute Gegenstand der Forschung.

Magnetismus in ausgewählten Anwendungsbeispielen Ein Meilenstein der modernen Festkörper-
physik war sicherlich die Entdeckung der Hochtemperatursupraleitung [4]. Heutzutage ist der technische
Einsatz von Supraleitern nicht mehr wegzudenken und die Erhöhung der Sprungtemperatur über die Sie-
detemperatur flüssigen Stickstoffs machte die Verwendung der Supraleiter erschwinglich. Dennoch sind
die Mechanismen, die zur Supraleitung in den La2CuO4-Verbindungen1 (immer mit Metallionen dotiert)
führen, heute noch nicht vollständig verstanden. Eine schwache, attraktive Wechselwirkung zwischen
den Elektronen in einem Metall führt zum Phänomen der Supraleitung, wie schon seit der BCS-Theorie
der konventionellen Supraleiter bekannt ist [8, 9]. Doch die Frage nach dem Ursprung der Wechselwir-
kung wird noch kontrovers diskutiert. Neben neueren Theorien, die sich mit dem Ursprung der d-Wellen
Kopplung beschäftigen [10], gab es besonders in den Jahren nach 1986 viele Arbeiten zum Antiferroma-
gnetismus in Supraleitern [11, 12, 13, 14]. Die Hochtemperatursupraleiter sind eine sehr gute Realisierung
eines zweidimensionalen S = 1/2 Antiferromagneten mit lokalisierten Spins. Daher könnten auch Quan-
teneigenschaften des Magnetismus zur erforderlichen attraktiven Wechselwirkung führen [15, 16].
Magnetische Sensoren auf der Basis des GMR-Effekts [17, 18] werden vor allem in Festplatten zum Aus-
lesen der in Form magnetischer Domänen gespeicherten Informationen benutzt. Obwohl es in den letzten
Jahren Fortschritte in der Erhöhung der Speicherdichte durch Änderung der Geometrie der magnetischen
Domänen gegeben hat (perpendicular recording [19]), rücken immer mehr andere Technologien in den
Vordergrund (z.B. MRAM [20]). In Zukunft wird auch die Spintronik, also die auf der Manipulation von
Spins beruhende Elektronik eine größere Rolle spielen. Die Untersuchung der Grundlagen des Magne-
tismus lohnt sich im Hinblick auf das Erschließen neuer Anwendungsbereiche magnetischer Effekte oder
Materialien.

Überblick In der vorliegenden Arbeit beschränken wir uns auf die Beschreibung magnetischer Eigen-
schaften von Isolatoren mit lokalisierten Spins mit antiferromagnetischer Ordnung. Dazu wird im ersten
Kapitel das grundlegende Modell (Heisenberg-Modell) hergeleitet und motiviert, indem der quantenme-
chanische Ursprung der Austauschwechselwirkung erklärt wird sowie klassische Effekte als Ursprung des
Magnetismus ausgeschlossen werden. Im 2. Kapitel werden einige Konzepte zum klassischen Grundzu-
stand von Heisenberg-Magneten eingeführt, sowie die quantenmechanische Beschreibung der Spingrund-
zustände wie auch elementarer Anregungen hergeleitet. Um den Kontakt zu Experimenten zu finden,
definieren wir elementare Messgrößen an Heisenberg-Magneten und geben einige Literaturergebnisse der-
selben an. Besonderes Augenmerk legen wir dabei auf die Untergittermagnetisierung des Antiferroma-
gneten sowie der Möglichkeit, mittels Neutronenstreuexperimenten die magnetischen Eigenschaften des
Festkörpers zu bestimmen. Im dritten Kapitel wird schließlich die Spinwellentheorie und die rigorose Ab-

1Diese sind eine der besten Realisierung des zweidimensionalen Quantenantiferromagneten [5, 6], der in den späteren
Ausführungen noch eine zentrale Rolle spielen wird. Weitere Realisierungen dieses Modellsystems sind CuCl2·2N(C5D5

sowie Ba2-Cu3O6 [7].

4



bildung der Spinfreiheitsgrade auf ein System wechselwirkender Bosonen diskutiert und auf alternative
feldtheoretische Formulierungen hingewiesen.

In den folgenden Kapiteln ist die Arbeit im Wesentlichen zweigeteilt:

• Kapitel 5 beschäftigt sich mit der Behandlung von Anisotropien in magnetischen Systemen, die
in realen Systemen wegen geringerer Gittersymmetrie (kein kubisches Gitter) fast immer auftreten
und zu speziellen Eigenschaften dieser realen Systeme führen. Einerseits kann eine starke Aniso-
tropie die effektive Dimensionalität verringern: Liegt eine starke Wechselwirkung zwischen Nach-
barspins in 2 Richtungen innerhalb einer Ebene und eine schwache Wechselwirkung zwischen den
Spins verschiedener Ebenen vor, so kann man in gewissen Temperaturbereichen von einem effek-
tiv zweidimensionalen System sprechen. In Kapitel 5 beschränken wir uns insbesondere auf eine
Ising-Anisotropie und die damit verbundene Anregungslücke der Quasiteilchen, die sich auch in
thermodynamische Messgrößen niederschlägt. Mittels einer bereits von Anderson vorgeschlagenen
Parametrisierung, die gegenüber der konventionellen Spinwellentheorie einige Vorteile hat, gehen
wir das Problem der Veränderung der Anregungslücke unter Berücksichtigung von Wechselwirkun-
gen zwischen Spinwellen in Hinblick auf gefundene Singularitäten [21] an. Für explizite Rechnungen
am Ende wird insbesondere der zweidimensionale Quantenantiferromagnet herausgestellt, da Rech-
nungen in 2 Dimensionen insbesondere wegen der Anwendung in den Hochtemperatursupraleitern
interessant sind. Daneben spielen Quantenfluktuationen in 2 Dimensionen wegen der wenigen nächs-
ten Nachbarn eine sehr große Rolle, ohne jedoch eine langreichweitige Ordnung (für T = 0) wie in
einer Dimension völlig zu zerstören. In einer Analyse mit erster Ordnung Störungstheorie werden
die bisherigen Ergebnisse aus [21] bestätigt, wobei sich der physikalische Ursprung auftretender
Effekte übersichtlicher gestaltet.

• In den folgenden Kapiteln wird die Theorie des Magnetismus mit einem anderen Forschungsgebiet
verknüpft: Die Anregungen in Heisenberg-Magneten werden Spinwellen oder Magnonen genannt
und folgen der Bose-Statistik. Gerade diese Teilchen zeigen das Phänomen der Bose-Einstein-
Kondensation und sind seit der experimentellen Realisierung desselben [22] ein wichtiges Forschungs-
gebiet. Wir werden zeigen wie man mittels antiferromagnetischer Festkörper auch ein solches Bose-
Einstein-Kondensat realisieren und so spezielle Eigenschaften des wechselwirkenden Bose-Gases
nachmessen kann. Auf dem Weg dahin formulieren wir in Kapitel 4 die wichtigen Modellsyste-
me, führen in einige Methoden der Festkörpertheorie ein und zeigen einige Eigenheiten im Aufbau
der Spinwellentheorie des Heisenberg-Antiferromagneten im homogenen Magnetfeld auf. Im Kapi-
tel 6 stellen wir zunächst die Relevanz der anschließenden Berechnung durch Vergleich mit bereits
gemachten Experimenten heraus und formulieren anschließend ein vereinfachtes Modell wechselwir-
kender Bosonen. Unter Verwendung nicht trivialer Eigenschaften der Korrelationsfunktionen des
wechselwirkenden Bose-Gase [23], die auf der Nichtanwendbarkeit der Gaußschen Näherung für das
Bose-Gas in 1 < D ≤ 3 beruhen, leiten wir die Form der Spin-Spin-Korrelationsfunktionen her.
Experimentell überprüfbare Eigenschaften manifestieren sich schließlich im dynamischen Struktur-
faktor S‖(k, ω), der mittels Neutronenstreuung gemessen werden kann. Am Ende des 6. Kapitels
werden noch die Grenzen der Anwendbarkeit der Theorie diskutiert. Das schon sehr vereinfachte
Modell in Kapitel 6 [24] enthält noch einige freie Parameter (Renormierungsfaktoren) und bietet
daher nur den Ausgangspunkt für quantitative Vorhersagen. Im Kapitel 7 werden diese Vereinfa-
chungen aufgegeben und wir berechnen entsprechende Größen approximativ durch eine Entwicklung
in der Bosonendichte sowie einen Mean-Field-Ansatz bei T = 0. Dabei stellt sich durch Vergleich
mit Literaturergebnissen für Standardgrößen aus Kapitel 2 die Beschränkung der Theorie auf kleine
Bosonendichte heraus, wie schon in [24] diskutiert. Trotzdem ergeben sich Ergebnisse für den Fall
starker Magnetfelder, die mit konventioneller Spinwellentheorie in der Formulierung mit Magonen-
erzeugern und -Vernichtern nicht berechnet werden können.

Im Appendix geben wir schließlich einige wichtige Konzepte der Festkörperphysik, der Pfadintegralfor-
mulierung der Quantenmechanik und der Theorie der Renormierungsgruppe wieder und führen einige
etwas technischere Rechnungen explizit aus.
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1 Austauschwechselwirkung und Heisenberg-Modell

1.1 Spinalgebra

Die Spinoperatoren sind durch die Spinalgebra
[

Ŝk, Ŝl
]

= ǫklmŜ
m
i k, l,m ∈ {x, y, z} (1.1)

definiert. Elementare Rechnungen mit den Leiteroperatoren an den Gitterplätzen i

Ŝyi = 1
2i

(

Ŝ+
i − Ŝ−

i

)

Ŝxi = 1
2

(

Ŝ+
i + Ŝ−

i

) ⇔ Ŝ±
i = Ŝxi ± Ŝyj (1.2)

ergeben folgende zu (1.1) äquivalente Vertauschungsrelationen
[

Ŝ+
i , Ŝ

−
j

]

= 2δijŜ
z
i (1.3a)

[

Ŝzi , Ŝ
±
j

]

= ±δijŜ±
i . (1.3b)

Ein gemeinsames System von Eigenzuständen zu Spinoperatoren kann nur zum Quadrat des Spinoperators
Ŝ2 und zu einer Komponente Ŝz gefunden werden [25]. Die 2S + 1 Eigenzustände |S, Sz〉 für festen
Gesamtspin S (an festem Gitterplatz i) bilden den Hilbertraum und genügen den Eigenwertgleichungen

Ŝ2 |S, Sz〉 = S(S + 1) |S, Sz〉 (1.4a)

Ŝz |S, Sz〉 = Sz |S, Sz〉 (1.4b)

wobei die z-Komponente in ganzzahligem Abstand von −S bis S läuft.

1.2 Magnetische Dipol-Dipol Wechselwirkungen

Die Anwesenheit des magnetischen Dipolmoments µ eines Spins kann in der klassischen Elektrodynamik
als ein um eine Fläche A kreisender Strom I gesehen werden mit µ = IA/c. Im Grenzwert A→ 0 , I → ∞
verschwinden alle höheren Multiplomomente und wir erhalten einen reinen Dipol. Mit der relativistischen
Quantenmechanik taucht jedoch der Spin eines Elektrons als intrinsische Eigenschaft des Elektrons auf,
genauer: aus den Symmetrien der Gleichung ergeben sich 2 Casimir-Operatoren (Masse und Spin), die
invariante Messgrößen sind. Das magnetische Moment von freien Elektronen mit Gesamtspin S ist

µ = gµBS , µB =
e~

2mec
Bohrsches Magneton (1.5)

mit dem Landé g-Faktor g ≈ 2.00231934. Der Spin S wie auch das resultierende magnetische Moment
sind vektorielle Größen, deren Komponenten nicht gleichzeitig messbar sind, da die entsprechenden Ope-
ratoren nicht kommutieren (1.1). Während der Hilbertraum zum Spinoperator diskrete Zustände enthält
(1.4), spielt die Quantisierung für S → ∞ keine Rolle mehr und man kann den Spin in z-Richtung als
Sz = S cosϑ mit dem Maß dϑ sinϑ darstellen.
Unter dem Deckmantel der vereinfachten Darstellung des kollektiven Magnetismus als Ausrichtung der
Spins scheinen die magnetostatischen Dipol-Wechselwirkungen der Spins der Ursprung des Magnetismus
zu sein. Dazu tragen auch die Erfahrungen mit die magnetischen Wechselwirkungen von makroskopi-
schen Ferromagneten im Alltag bei. Jedoch ist der physikalische Ursprung des Magnetismus quantenme-
chaninscher Natur, da die klassischen Effekte wie die Dipol-Dipol-Wechselwirkung viel zu schwach sind.
Im Einzelfall können klassische magnetostatische Effekte nur zu Anisotropien bei endlichen Festkörpern
(Formanisotropie) führen und so die makroskopischen Eigenschaften beeinflussen, jedoch nicht die we-
sentlichen Eigenschaften verändern.
Für unsere elementare klassische Betrachtung benutzen wir das Wechselwirkungspotential zweier Dipole
mit den Dipolmomenten µ1 und µ2 im Abstand R

V =
µ1 · µ2 − 3(er · µ1)(er · µ2)

R3
, er =

R

R
. (1.6)
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Abbildung 1: Geometrie zur Abschätzung der klassischen Grund-
zustandsenergie des Ferromagneten unter Annahme von Dipol-
Dipol-Wechselwirkungen. Zur Minimierung der Energie bleibt nur
noch der Winkel ϑ, den die Spins auf der Kette mit den Verbin-
dungsvektoren einschließen.

abc
Abbildung 1:

Abbildung 2: Geometrie zur Abschätzung der klassischen
Grundzustandsenergie des Antiferromagneten mit Dipol-Dipol-
Wechselwirkung

abc
Abbildung 2:

Dieses Potential fällt mit 1
R3 ab, ist also schwach, aber langreichweitig und hat das Maximum Vmax =

2|µ1||µ2|
R3 und das Minimum Vmin = −Vmax. Zur Abschätzung der Energiebeiträge betrachten wir hier

den klassischen ferromagnetischen Grundzustand, d.h. alle Spins sind parallel. Für Systeme in einer
Dimension gibt es nun bei Fixierung der Ebene, in der alle Spins liegen, noch einen Freiheitsgrad, den
Einstellwinkel ϑ bezüglich der Verbindungsvektoren (siehe Abbildung 1). Damit vereinfacht sich das
Wechselwirkungspotential zwischen den auf der Kette aufgereihten Spins i und j zu

Vij =
1

R3
ij

(1 − 3 cos2 ϑ)µiµj . (1.7)

Rij = a|i− j| bezeichnet den Abstand der Gitterplätze i und j und µi bzw. µj den Betrag der Dipolmo-
mente. Für den kollektiven Winkel ϑ = 0 bzw. ϑ = π wird für jedes Paar von Gitterplätzen das Potential
(1.7) minimal, so dass dann die Grundzustandsenergie als Summe über alle Potentiale zu berechnen ist

E0 =
1

2

∑

ij

Vij . (1.8)

Setzt man den Abstand in (1.7) ein und spaltet die Summe in eine Summe über alle Gitterplätze und
eine Differenzsumme mit Index k = |i− j| auf, so ergibt sich für gleiche Spins an allen Gitterplätzen

EFM
0 =

1

2

∞
∑

k=−∞

∑

i

(

−2
µ2

a3

)

1

k3
= −N

2

2(gµBS)2

a3
2

∞
∑

k=1

1

k3
. (1.9)

Benutzen wir den Wert der Riemannschen Zeta-Funktion

ζ(x) =
∑

k

1

kx
ζ(3) ≈ 1.2 (1.10)

und setzen typische Werte für den Gitterabstand von a ≈ 2 − 3Å sowie einen Spin von O(1) ein, so
ergibt sich eine Energie pro Gitterplatz, deren numerischer Wert etwa der Temperatur TD ≈ 0.3K ent-
spricht. (Fast keine Beiträge von übernächsten Nachbar-Wechselwirkungen gehen in die Summe ein.).
Das Ergebnis ändert sich bei Betrachtung höherer Dimensionen nicht wesentlich [26]. Damit trägt die
Dipol-Dipol-Wechselwirkung nicht zu kollektiven magnetischen Phänomenen wie Ferromagnetismus bei,
da die auftretenden Energien viel kleiner als die typischen Temperaturen sind, bei denen ein Ferro-
magnet thermodynamisch stabil ist. Mit anderen Worten: Thermische Fluktuationen würden bei reiner
Dipol-Dipol-Wechselwirkung den ferromagnetischen Zustand schon weit unterhalb der Curie-Temperatur
TC ≈ 1000K zerstören. Für den Antiferromagneten, der im klassischen Bild im Néel-Grundzustand
vorliegt (siehe Abbildung 2 ), ändert sich die Berechnung nur wenig. Da wir von einem Zustand mit
antiparallelen Spins in äquidistanten Abständen ausgehen, ist die Energie (1.7) minimal, wenn sich die
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Spins abwechselnd in den Winkeln ϑ = π
2 und ϑ = −π

2 ausrichten. Dann ist die Grundzustandsenergie
diese Zustandes

EAFM
0 =

1

2

∑

ij

Vij =
∑

i

∞
∑

k=1

(gµBS)2

a3
(−1)k

1

k3
= −N (gµBS)2

a3

3

4
ζ(3) (1.11)

in der gleichen Größenordnung wie für den ferromagnetischen Fall. Somit dürfte man bei Zimmertempe-
ratur auch keinen antiferromagnetischen Zustand beobachten können. Weiterhin liegt die Energie des Fer-
romagneten (1.9) niedriger, so dass auch beim Abkühlen eines Festkörpers auch unterhalb von T ≈ 0.3K
niemals ein antiferromagnetischer Zustand auftreten dürfte. Für D > 1 sind die klassischen Ergebnis-
se schwieriger zu berechnen, da die Summen komplizierter auszuwerten sind [26, 27], aber sind ähnlich
schlecht mit experimentellen Ergebnissen vereinbar. Offensichtlich ist für die magnetische Ordnung ein
viel größerer Energiebeitrag verantwortlich, der aus den quantenmechanischen Eigenschaften der Elek-
tronen als Fermionen herrührt.

1.3 Austauschwechselwirkung

1.3.1 Direkter Austausch

Wie wir gesehen hatten, kann die klassische Dipol-Dipol-Wechselwirkung nicht für kollektive magnetische
Phänomene verantwortlich sein, da diese im Ortsraum zu schnell abfällt und somit zu kleine Energie-
beiträge liefert. Vielmehr ist die so genannte Austauschwechselwirkung zwischen benachbarten Spins der
Ursprung des kollektiven Magnetismus in Isolatoren. Wir zeigen gleich wie die Austauschwechselwirkung
aus dem Zusammenspiel von Elektron-Elektron-Wechselwirkung (Coulomb-Wechselwirkung) und dem
Pauli-Prinzip entsteht. In der folgenden Ableitung lösen wir dazu das wechselwirkende 2-Elektronen-
Problem approximativ.
Unser Modellsystem besteht aus 2 Elektronen im Feld von 2 raumfesten Kernen (Born-Oppenheimer-
Näherung) mit positiver Punktladung Ze. Wir vernachlässigen weiterhin die Spin-Bahn-Kopplung, was
bedeutet, dass die resultierenden Wellenfunktionen separabel in Ortswellenfunktion und Spinfunktion
ist. Weiterhin sei die Elektron-Elektron-Wechselwirkung klein gegen die Elektron-Kern-Wechselwirkung
und als Störung aufzufassen. Die Einelektronenzustände lassen sich in einem unendlichdimensionalen
Hilbertraum klassifizieren. Wir nehmen aber an, dass nur die 2 Zustände mit den niedrigsten Energien
merklich beitragen (großer Energieabstand zu den höher angeregten Zuständen). Der Hamiltonoperator
im Ortsraum ist durch

H = H0 +H1 (1.12a)

H0 = H01 +H02 (1.12b)

H1 =
e2

|r1 − r2|
(1.12c)

gegeben. Bekannt seien weiterhin die Lösungen der 1-Teilchen Schrödinger-Gleichungen an den Kernen 1
und 2

H01φa(r1) = Eaφa(r1) (1.13a)

H02φb(r2) = Ebφb(r2). (1.13b)

Für eine übersichtlichere Störungstheorie seien die Zustände zu den Energien Ea am Kern 1 und Eb
am Kern 2 nicht entartet und orthogonal. Um nun das Pauli-Prinzip ins Spiel zu bringen, müssen wir
die Mehrelektronenzustände mittels Slaterdeterminante als total antisymmetrische Zustände aus den
Einelektronenzuständen zusammensetzen. Mit dem Spinanteil χ(σi) für das i-te Elektron gilt nun für die
vier möglichen Zweiteilchenwellenfunktionen

ψ(r1, r2, σ1, σ2) =
1√
2

det

(

φa(r1)χ(σ1) φa(r2)χ(σ2)
φb(r1)χ(σ1) φb(r2)χ(σ2)

)

= 〈r1r2 , σ1σ2 |Ψ〉 . (1.14)
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Die Zustände |σ1σ2〉 in denen das erste Elektron den Spin σ1 ∈ {↑, ↓} und das zweite Elektron den Spin
σ2 trägt werden nun durchnummeriert

|Ψ1〉 = |↑↑〉 (1.15a)

|Ψ2〉 = |↑↓〉 (1.15b)

|Ψ3〉 = |↓↑〉 (1.15c)

|Ψ4〉 = |↓↓〉 (1.15d)

und der Hamilton-Operator als 4 × 4 Matrix

H =









E0 −Kab − Jab 0 0 0
0 E0 +Kab −Jab 0
0 −Jab E0 +Kab 0
0 0 0 E0 +Kab − Jab









(1.16)

mit den Abkürzungen
E0 = Ea + Eb (1.17)

für die Energie des ungestörten Problems sowie dem Coulomb-Integral

Kab =

∫

d3r1

∫

d3r2 |φa(r1)|2
e2

|r1 − r2|
|φb(r2)|2 , (1.18)

das auch für nicht antisymmetrische (einfache Produktzustände) auftreten würde und letztendlich nur zu
einer Engergieverschiebung führt. Das wichtige Austauschintegral

Jab =

∫

d3r1

∫

d3r2φ
∗
a(r1)φ

∗
b (r2)

e2

|r1 − r2|
φa(r2)φb(r2) (1.19)

beschreibt schließlich gerade die Energiekorrektur, die entsteht wenn die beiden ununterscheidbaren Elek-
tronen ihre Rolle tauschen. Diagonalisiert man die Matrix (1.16) so erhält man einen Singulett-Zustand

|Ψs〉 =
1√
2

(|Ψ2〉 − |Ψ3〉) (1.20)

mit dem Eigenwert
Es = E0 +Kab + Jab (1.21)

sowie drei energieentartete Triplett-Zustände
∣

∣

∣Ψ
(1)
t

〉

= |Ψ1〉 = |1, 1〉 (1.22a)
∣

∣

∣Ψ
(2)
t

〉

=
1√
2

(|Ψ2〉 + |Ψ3〉) = |1, 0〉 (1.22b)
∣

∣

∣Ψ
(3)
t

〉

= |Ψ4〉 = |1,−1〉 (1.22c)

mit den Eigenwerten
Et = E0 +Kab − Jab (1.23)

so dass unser vereinfachtes Modell durch

H |Ψs〉 = Es |Ψs〉 (1.24)

H
∣

∣

∣Ψ
(i)
t

〉

= Et

∣

∣

∣Ψ
(i)
t

〉

, i ∈ {1, 2, 3} (1.25)

gelöst wird. Die gefundenen Zustände sind aber auch gerade die Zustände, die man bei der Kopplung
zweier Drehimpulse bzw. Spins erhält. Der Zustand |S, Sz〉 bezeichnet einen Zustand mit Gesamtspin S
und z-Komponente −S ≤ Sz ≤ S. Betrachtet man nun den Hamilton-Operator

H =
1

4
(Es + Et) − (Es − Et) Ŝ1 · Ŝ2 (1.26)
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mit den Spinoperatoren Si gemäß (1.1), so stellt man fest, dass dieser die gleichen Eigenwerte hat und
somit äquivalent zu unserem vereinfachten Hamilton-Operator (1.16) ist. Um dies zu sehen müssen wir 2
S = 1

2 Spins zu den oben genannten Singulett und Triplett Zuständen koppeln, die dann Eigenzustände
zur Menge der Operatoren

{

S2, Sz,S2
1 ,S

2
2

}

sind

Ŝ2 |S, Sz〉 = S(S + 1) |S, Sz〉 S = 0, 1 (1.27a)

Ŝz |S, Sz〉 = Sz |S, Sz〉 (1.27b)

Ŝ2
1 |S, Sz〉 = Ŝ2

2 |S, Sz〉 =
3

4
|S, Sz〉 . (1.27c)

Mit der Operatorgleichung
Ŝ = Ŝ1 + Ŝ2 (1.28)

können wir sofort die Eigenwerte des Skalarproduktoperators

Ŝ1 · Ŝ2 =
1

2

(

Ŝ2 − Ŝ2
1 − Ŝ2

2

)

(1.29)

bestimmen

Ŝ1 · Ŝ2 |1, Sz〉 =
1

4
|1, Sz〉 (1.30a)

Ŝ1 · Ŝ2 |0, 0〉 = −3

4
|0, 0〉 . (1.30b)

Mit der Definition E = 1
4 (Es + 3Et) ergibt sich dann der Heisenberg-Hamiltonian

H = E − JabŜ1 · Ŝ2. (1.31)

Explizite Berechnungen der Kopplungskonstante Jab können nur durch Auswertung des Integrals (1.19)
bei bekannten Atomeigenfunktionen erfolgen, sind aber weniger genau, da die Annahme orthogonaler
Zustände das Ergebnis quantitativ verändert (H1 aus (1.12a) koppelt die Orbitalzustände). Elektronen
in realen Festkörpern sind im allgemeinen an verschiedenen Gitterplätzen lokalisiert, so dass man besser
zur Entwicklung der Wellenfunktion in Wannier-Wellenfunktionen (Eigenfunktionen in Ortsdarstellung
bei periodischem Potential) übergeht. Der Hamiltonian (1.31) lässt sich für mehr als 2 Elektronen zum
Austausch-Hamiltonian nach Heisenberg

Hex = −1

2

∑

ijnn′

Jnn′ij

(

1

4
+ Ŝi · Ŝj

)

(1.32)

verallgemeinern wobei Ŝi und Ŝj die Spinoperatoren an den Gitterplätzen i und j bezeichnen und Jnn′ij

die Austauschkonstante durch Wechselwirkung des Orbitalzustandes n am Gitterplatz i mit dem Zustand
n′ am Gitterplatz j darstellt. Wegen der Unabhängigkeit der Summationen lässt sich auch

Jij = −
∑

nn′

Jnn′ij (1.33)

definieren und der Hamiltonian ohne Grundzustandsenergie schreiben als

Ĥ =
1

2

∑

ij

JijŜi · Ŝj. (1.34)

Gemäß unseres Modells hängen die Kopplungen Jij nur von den Austauschintegralen ab, die aber für
weit voneinander entfernte Elektronen sehr klein sind. Daher koppeln nur die Spins in unmittelbarer Nähe
merklich. In den weiteren Ausführungen beschränken wir uns sogar auf die Kopplung nächster Nachbarn
(2.6).
Die Werte der Kopplungskonstanten hängen stark von der Natur der Mehrelektronenzustände ab, so
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Abbildung 3: Veranschaulichung der RKKY-Wechselwirkung: Ein
lokalisierter Spin (großer Pfeil) erzeugt eine Oszillation der Spin-
dichte der Leitungselektronen (gestrichelte Pfeile) mit der Periode
kF a; diese wechselwirkt mit benachbarten Spins.

abc
Abbildung 3:

dass sie sowohl positiv als auch negativ sein können (für gleiche Orbitalzustände an benachbarten Ato-
men kann sich sogar das Vorzeichen des Austauschintegrals in Abhängigkeit vom Abstand ändern). Für
Jij < 0 für nächste Nachbarn stellt sich wohl jeweils der Zustand mit maximalem Gesamtspin ein (Fer-
romagnet). Der interessantere Fall ist jedoch Jij > 0 für nächste Nachbarn, da sich hier die Spins im
klassischen Grundzustand antiparallel ausrichten,2 aber die konkreten physikalischen Eigenschaften des
Gesamtsystems nicht vom klassischen Grundzustand herrühren, sondern vielmehr quantenmechanischer
Natur sind.

1.3.2 Indirekter Austausch

Superaustausch-Wechselwirkung Beim Superaustausch, dessen Name von der im Vergleich zum
direkten Austauschmechanismus großen Stärke der Wechselwirkung bei großen Abständen motiviert ist,
wird die Wechselwirkung zwischen 2 magnetischen Ionen durch ein dazwischenliegendes nicht-magneti-
sches Ion, meist O2−, vermittelt. Die Elektronenzustände beider magnetischer Ionen überlappen mit denen
des nicht magnetischen Ions, daher ist es auch notwendig 2. Ordnung Strörungstheore zur Bestimmung
der Wechselwirkung anzuwenden. Der Superaustausch kann entweder unter expliziter Berücksichtigung
von Orbitalgeometrien hergeleitet werden [28, 29] oder ist implizit im Hubbardmodell

H = U
∑

i

ni↑ni↓ +
∑

ijσ

tijc
†
iσcjσ (1.35)

enthalten.3 Analysen des Modells bei halber Füllung unter der Annahme des Hüpfterms als Störung [30]
ergibt den effektiven S = 1

2 Heisenberg-Hamiltonian

Heff = E0 +
∑

ij

JijŜi · Ŝj (1.36)

mit der Kopplung Jij =
4tijtji

U . Für nächste-Nachbarn Hüpfen ergibt sich dann der Heisenberg-Ha-
miltonian mit Nächste-Nachbar Wechselwirkung (2.6). Wichtige Materialien mit antiferromagnetischer
Kopplung durch Superaustausch sind das schon lange bekannte MnO [28] sowie La2CuO4 [5], was erst
mit der Entdeckung der Hochtemperatursupraleiter in den Fokus rückte.

RKKY-Austauschwechselwirkung Die Rudermann - Kittel - Kasuya - Yosida - Wechselwirkung
(RKKY-WW) soll hier nur kurz Erwähnung finden, da im Falle dieser Wechselwirkung auch lokalisier-
te Spins vorliegen, die eine gewisse Ähnlichkeit mit den lokalisierten Spins in magnetischen Isolatoren
haben. Die RKKY-WW tritt vor allem in Metallen mit lokalisierten 4f-Elektronen auf, die jedoch keine
Austauschwechselwirkung mit den Nachbarspins spüren. Vielmehr wird über die Leitungselektronen ei-
ne indirekte Austauschwechselwirkung vermittelt. Im einfachen Bild haben wir einen lokalisierten Spin,

2Hier werden nur Gittertypen behandelt, die sich eindeutig in gekoppelte Untergitter aufteilen lassen. In Festkörpern, für
die das nicht möglich ist, lässt sich kein eindeutiger klassischer Grundzustand bestimmen, man spricht dann von Frustration.

3In der üblichen Notation besteht das Hubbardmodell aus einem Energiebeitrag zur potentiellen Energie U und einem
kinetischen (Hüpf-)Term mit der Stärke tij , die das Hüpfen vom Gitterplatz i zum Gitterplatz j beschreibt. Die Operatoren

niσ = c†
iσ

ciσ erfüllen fermionische Antivertauschungsrelationen
˘

ciσ, c†
jσ′

¯

= δijδσ,σ′
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der eine oszillierende Spinpolarisation der Leitungselektronen induziert (siehe Abbildung 3), die dann
wieder mit dem nächsten Spin wechselwirkt und je nach Abstand eine ferromagnetische oder antiferro-
magnetische Kopplung bewirkt. Mit der Modellannahme einer Kontakt-Austausch-Wechselwirkung der
Leitungselektronen mit dem lokalen Moment können wir ein effektives Feld der Leitungselektronen einfüh-
ren und erhalten mittels der Lineare-Antwort-Theorie des Elektronengases einen effektiven Hamiltonian
für die Wechselwirkung der lokalisierten Spins an den Gitterplätzen α und β mit dem Abstand r

HRKKY = −J2 1

V

∑

ij

∑

q

χ(q)eiq·(ri−rj)Ŝi · Ŝj . (1.37)

Hierbei bezeichnet χ(q) die magnetische Suszeptibilität der Leitungselektronen, die für freie Elektronen
auch als Lindhard-Funktion (in D=3) bekannt ist und J die Stärke der Kontakt-Austauschwechselwirkung
zwischen den lokalisierten Spins und den Leitungselektronen. Anhand der Formel (1.37) erkennt man,
dass das Vorzeichen der effektiven Kopplung Oszillationen mit dem Abstand ausführt, die den Friedel-
Oszillationen ähnlich und gleichem physikalischen Ursprungs sind.

Doppelaustausch Der mit dem Auftreten des CMR-Effekts [31, 32, 33, 34, 35] (Collosal Magnetore-
sistance)4 in Verbindung gebrachte Doppelaustausch beruht im wesentlichen auf dem Hüpfmechanismus
zweier Elektronen zwischen magnetischen Ionen unterschiedlicher Valenz und einem vermittelnden nicht-
magnetischen Ion. Da die Wechselwirkung ferromagnetischer Art ist, wird hier nicht weiter darauf einge-
gangen. Die technische Anwendung des CMR zum Auslesen magnetischer Domänen in Speichermedien
sei allerdings noch angemerkt.5

1.4 Magnetismus lokalisierter Elektronen und Hundsche Regeln

In den nachfolgenden Kapiteln werden die Effekte diskutiert, die aufgrund von kollektiven Eigenschaf-
ten lokalisierter (Elektronen-)Spins in einem Festkörper auftreten. Während freie Elektronen den Spin
S = 1/2 tragen, treten im Festkörper lokalisierte Gesamtspins der Elektronen eines Atoms oder Moleküls
auf.
Die einfache Hartree-Fock-Näherung [38, 26] zur selbstkonsistenten Berechnung der Mehrelektronenzu-
stände an Atomen scheitert an dem Vorhandensein nichtlokaler Wechselwirkungen. Den korrekten Elek-
tronenzustand, charakterisiert durch den Gesamtspin und den Gesamtdrehimpuls, kann man mittels der
Hundschen Regeln durch Betrachtung der Elektronen am Atom ermitteln. Gemäß der Näherung der
wasserstoffähnlichen Atome mit nur einem Elektron haben alle Elektronenzustände zu gleicher Haupt-
quantenzahl die gleiche Energie. Bei Mehrelektronenzuständen bleibt dies insofern weiterhin gültig, als
dass die Energieabstände von Zuständen mit unterschiedlichen Hauptquantenzahlen groß bleiben und
somit unter Berücksichtigung der Antisymmetrie der Elektronenwellenfunktion (Pauli-Prinzip) die inne-
ren Schalen (mit kleiner Hauptquantenzahl n) zunächst aufgefüllt werden. Vollständig gefüllte Schalen
tragen gemäß der Drehimpulsaddition weder einen Gesamtspin noch einen Bahndrehimpuls. Diejenigen
Elektronen in einer nicht vollständig gefüllten Schale bilden nun ein Mehrelektronensystem, das verschie-
dene Zustände einnehmen kann, die man bei Vorhandensein von Russel-Saunders-Kopplung durch den
Gesamtspin S, den Gesamtbahndrehimpuls L und den Gesamtdrehimpuls J charakterisieren kann. Der
konkrete Grundzustand |S,L, J〉 wird durch die folgenden Hundschen Regeln festgelegt [35].

1. Die Elektronen besetzen die 2(2l + 1) Einelektronenzustände der Unterschale zu festem Bahndre-
himpuls l derart, dass der Gesamtspin S =

∑

i S
z
i , S

z
i = ±1/2 maximiert ist. Die Bevorzugung

verschiedener Ortszustände ist eine direkte Folge des Pauli-Prinzips und der Coulomb-Abstoßung.

2. Ist der Zustand nicht eindeutig bestimmt, so stellt sich der Grundzustand derart ein, dass der
Gesamtbahndrehimpuls L =

∑

i li maximiert ist.

3. Die Spin-Bahn-Wechselwirkung favorisiert schließlich den Gesamtdrehimpuls J = S + L bei mehr
als halb gefüllten Schalen und J = |S − L| bei weniger als halb gefüllten Schalen.

4Der Widerstand eines Materials ändert sich beim Anlegen eines Magnetfeldes um Größenordnungen.
5Ein ähnlicher Effekt, der GMR (Gigant Magnetoresistance) [17, 18, 35], wird bereits seit langem in handelsüblichen

Festplatten verwendet [36]. Der EMR-Effekt (Extraordinary Magnetoresistance) ist erst seit kurzem bekannt [37]
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Im Prinzip lassen sich diese Regeln durch Störungstheorie bestätigen, indem man zu fester Elektronenzahl
Produktwellenfunktionen aus den Einelektronenwellenfunktionen bildet, die Eigenzustände zum Potential
des Kerns und der inneren Elektronen sind. Berücksichtigt man nun die Matrixelemente der Elektron-
Elektron-Wechselwirkung und diagonalisiert den entstehenden Hamiltonian, so sind die Grundzustände
gerade durch die obigen Regeln festgelegt. (Für eine explizite Ableitung der Regeln anhand aller vorkom-
menden Konfigurationen siehe [26].)
Die obigen Überlegungen an freien Atomen bzw. Ionen gelten im Wesentlichen auch für Atome in Fest-
körpern. Diese tragen dann im Falle von Isolatoren (Elektronen sind nicht beweglich) einen Gesamtspin,
der mit dem Gesamtspin benachbarter Atome oder Ionen wechselwirken kann.

1.5 Symmetrien des Heisenberg Modells

ohne Magnetfeld: Der reine Heisenberg-Hamiltonian (1.34) hat eine SU(2) Symmetrie, die als iso-
morph zur SO(3)-Rotationsinvarianz betrachtet werden kann, das heißt er ändert sich bei einer globalen
Rotation mit dem Winkel ǫ um eine Achse n, die in der Quantenmechanik durch den Operator

Û(n, ǫ) = eiǫn·J (1.38)

beschrieben wird, nicht [9]. Hierbei bezeichnet J =
∑

i Si den Gesamtdrehimpuls des Systems. Die
Rotationsinvarianz

Ĥ = Û−1ĤÛ (1.39)

sieht man am einfachsten durch Ausnutzung der Eigenschaft der Spinoperatoren
[

Sαi , J
β
]

= iǫαβγSγi (1.40)

als Vektoroperatoren. Entwicklung des Drehoperators für infinitesimale Drehungen um den Winkel ǫ
ergibt dann die Transformation der α-Komponente des Spinoperators

U−1(n, ǫ)Sαi U(n, ǫ) ≈ Sαi + iǫ(−n · JSαi + Sαi n · J)

= Sαi − ǫ
∑

βγ

nβǫαβγS
γ
i =

∑

β

Rαβ(n, ǫ)S
β
i (1.41)

mit der Transformationsmatrix
Rαβ(n, ǫ) = δαβ + ǫ

∑

γ

nγǫαβγ (1.42)

die infinitesimale Drehungen um die Achse n beschreibt. Für endliche Winkel ist Rαβ(n, α) dann die
entsprechende SO(3)-Rotationsmatrix, die ja gerade das Skalarprodukt invariant lässt. Daraus folgt nun
die Rotationsinvarianz des gesamten Hamiltonian, der nur eine Summe von Spin-Skalarprodukten ist.

im Magnetfeld: Der Hamiltonian

H =
1

2

∑

ij

JijSi · Sj − h
∑

i

Szi (1.43)

weicht von (1.34) gerade um einen Magnetfeldterm ab und ist so nicht mehr vollständig rotationsinva-
riant, da das Magnetfeld (hier in z-Richtung gewählt) von außen vorgegeben ist. Lediglich Rotationen
um die Magnetfeldachse n ‖ h lassen den Hamiltonian invariant, was letztendlich einer U(1)-Symmetrie
entspricht. Wie sich noch zeigen wird, hängt die Symmetrie des quantenmechanischen Grundzustandes
von der Wahl der Austauschwechselwirkung (ferromagnetisch oder antiferromagnetisch) und im anti-
ferromagnetischen Fall noch von der Stärke des Magnetfeldes ab (spontane Symmetriebrechung) (siehe
Abbildungen 16 und 17).
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Brechung der Symmetrie durch Gitterstruktur: In realen Festkörpersystemen sind die Matri-
xelemente der Austauschwechselwirkung im Ortsraum oft nicht isotrop, so dass man das allgemeine
Spinmodell

Ĥ =
1

2

∑

ij

∑

αβ

Jij,αβS
α
i S

β
i (1.44)

benutzen muss in dem der Austauschtensor

Jij,αβ mit α, β ∈ {x, y, z} (1.45)

vorkommt. Damit ist die Rotationssymmetrie explizit gebrochen; übrig bleibt meist eine Rotationssym-
metrie um eine Achse (uniaxiale Anisotropie), falls kein Magnetfeld anliegt. Je nach Art und Stärke der
Anisotropie unterscheidet man folgende Spezialfälle

1. Ising-Modell: Jzz = J alle anderen Matrixelemente verschwinden
Im diesem einfachsten Modell magnetischer Systeme wird nur die z-Komponente des Spinoperators
berücksichtigt.

HIsing =
1

2

∑

ij

JijS
z
i S

z
j −

∑

i

hSzi (1.46)

Da sich die Zustände eines Spinmodells nach dem Gesamtspin sowie dessen Projektion auf die z-
Achse klassifizieren lassen sind die Eigenzustände des Modells explizit bekannt und ergeben so ein
semiklassisches Spinmodell, das nur durch diskrete Quantenzahlen beschrieben werden kann. Seit
der Beschreibung des Ising-Modells [2] wurden damit einige magnetische Phänomene beschrieben.
Wegen der starken Vereinfachung auf die z-Komponente des Spins, sind physikalische existieren Rea-
lisierungen dieses Spinmodells nur in stark anisotropen Materialien wie z.B. DyPO4 oder CoCs3Cl.
Das Modell hat dennoch seine Daseinsberechtigung als Ausgangspunkt zur Beschreibung kollektiver
Eigenschaften und Untersuchung von Phasenübergängen.

2. XY-Modell: Jxx = Jyy = J alle anderen Matrixelemente verschwinden

HXY =
1

2

∑

ij

Jij(S
x
i S

x
j + Syi S

y
j ) +

∑

i

hSxi =
1

2

∑

ij

JijSi · Sj − Szi S
z
j −

∑

i

hSxi (1.47)

Hier werden nur die Spinkomponenten in einer Ebene berücksichtigt was eine gute Näherung für
magnetische Systeme ist, falls eine starke Anisotropie die Spins in eine Ebene zwingt. Anhand
der 2. Formulierung sieht man allerdings eine gewisse Ähnlichkeit mit dem Heisenberg-Modell mit
Ising-Anisotropie für λ = −1 (siehe auch (4.1), (4.25)). Für eine exakte Lösung in D 6= 1 ist das
Modell schon zu kompliziert, eignet sich jedoch wie das Ising-Modell als Modell zur Beschreibung
von Phasenübergängen und insbesondere zur Berechnung kritischer Exponenten [39].

3. Heisenberg-Modell mit Ising Anisotropie: Jxx = Jyy = J, Jzz = J + I6

Dieses Heisenbergmodell enthält sozusagen beide erstgenannten Modelle und beschreibt die vollen
Eigenschaften der Spinoperatoren inklusive deren Algebra (1.1)

4. Dzyaloschinski-Moriya-Anisotropie
Als ein etwas ausgefalleneres Modell sei noch die Spin-Wechselwirkung über ein Kreuzprodukt

Ĥ =
1

2

∑

ij

(JijSi · Sj + dij · (Si × Sj)) (1.48)

genannt, das ebenfalls ein Spezialfall von (1.44) ist und nur bei bestimmter Symmetrie der Kris-
tallstruktur angewendet werden kann.7

6Die Spezialfälle I = −J und I ≫ J ergeben schließlich wieder das X-Y-Modell bzw. das Ising-Modell
7In der Verbindung La2CuO4, die uns noch häufiger begegnen wird, spielt die Dzyaloshinski-Moriya-Anisotropie eine

stärkere Rolle als die Dipol-Dipol-Wechselwirkungen, wenngleich beide Anisotropien vernachlässigt werden können [5]
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2 Grundzustände und elementare Anregungen von Heisenberg-

Magneten

2.1 Klassische Betrachtungen

2.1.1 Klassischer Grundzustand

Die Spinwellentheorie beruht im wesentlichen auf einer Entwicklung um den klassischen Grundzustand in
Potenzen der Quantenfluktuationen. Mittels dieser Methode können wir sowohl approximative Ausdrücke
für Grundzustände und angeregte Zustände als auch Erwartungswerte von Operatoren also physikalische
Messgrößen bestimmen. Die allgemeine Entwicklung eines Operators

Ô = Ocl +

∞
∑

n=0

αn

(

δÔ
)n

(2.1)

erfordert also die Kenntnis des klassischen Wertes Ocl. In der Praxis wird die Entwicklung nach wenigen
Potenzen δÔ abgebrochen, unter der Annahme kleiner Quantenfluktuationen (bzw. kleiner thermischer
Erwartungswerte von δÔ). Für unser Spinmodell ist nun der Spinoperator zu entwickeln. Da Drehimpulse
Ĵ für J → ∞ klassisches Verhalten zeigen, müssen wir in (1.34)

Si = Smi (2.2)

setzen, wobei mi der Richtungsvektor des klassischen Spins ist, und den Grenzwert S → ∞ ausführen
wobei sich die Gesamtenergie nicht ändern darf, was

JijS
2 = Jcl

ij = const Sh = hcl = const (2.3)

erfordert. Der klassische Grundzustand eines Heisenberg-Magneten im homogenen Magnetfeld ergibt sich
dann als Ergebnis der Minimierung von

Hcl =
1

2

∑

ij

Jcl
ijmi · mj − h ·

∑

i

mi (2.4)

nach den Komponenten der klassischen Vektoren {mi} [5, 40].

Beispiele

1. Ferromagnet, Nächste-Nachbar-Kopplung (keine Frustration, hyperkubisches Gitter)

Jij = J < 0 für nächste-Nachbarn (2.5)

Dies ist der einfachste Fall sowohl für die Spinwellentheorie als auch den klassischen Grundzustand,
da hier alle Spins in die gleiche Richtung zeigen, die für verschwindendes Magnetfeld beliebig und
für h 6= 0 durch das Magnetfeld festgelegt ist.

2. Antiferromagnet (mit Ising-Anisotropie, hyperkubisches Gitter, keine Kopplung innerhalb der Un-
tergitter (4.1))

(a) ohne Magnetfeld h = 0
Wir nehmen nur Nächste-Nachbar-Wechselwirkungen an, die alle gleich stark sind, wie man
es auf einem einfach kubischen Gitter mit gleichen Gitterplätzen erwarten würde:

Jij = J > 0 für nächste Nachbarn (NN)
Iij = I > 0 für NN.

(2.6)

Man beachte, dass die Richtung der lokalen Magnetisierung durch die Anisotropie festgelegt ist.
Ohne Anisotropie sind alle Richtungen gleichwertig (SU(2)-Symmetrie). Die Anisotropieenergie
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Abbildung 4: Klassischer Grundzustand
(Néel-Zustand) des Antiferromagneten ohne
angelegtes Magnetfeld. Auf den Untergittern
sind die Spins jeweils in positive oder nega-
tive z-Richtung ausgerichtet. Die Untergitter-
magnetisierung Ms = Sez ist maximal.

abc
Abbildung 4:

zwingt die Spins dann aber im klassischen Grundzustand auf dem A-Untergitter jeweils einen
Zustand in Richtung der z-Achse und auf dem B-Untergitter entgegengesetzt einzunehmen
(siehe Abbildung 4). Mit der Minimierungsbedingung mi · mj = −1 ergibt sich die klassische
Grundzustandsenergie zu

Ecl = −S
2

2

∑

ij

(Jij + Iij) . (2.7)

Natürlich ist auch der Zustand möglich, bei dem die Untergitter ihre Rollen vertauschen, wir
gehen aber o.B.d.A. davon aus, das die Spins auf dem A-Untergitter in positive z-Richtung
zeigen.

(b) im homogenen Magnetfeld
Prinzipiell kann man hier je nach Richtung des Magnetfeldes noch 2 Fälle unterscheiden: Ist das
Magnetfeld parallel zur Anisotropie, so sind die Spins des einen Untergitters in einem stabilen
Gleichgewicht und die anderen Spins in einem labilen Gleichgewicht sobald das Magnetfeld
stärker wird als die Anisotropie. In diesem Fall ist ein so genannten Spin-Flop-Übergang mög-
lich, der hier allerdings nicht untersucht werden soll. Für Magnetfelder senkrecht zur Aniso-
tropie h = hex ist die Beschreibung des klassischen Grundzustandes einfacher. Die klassische
Grundzustandsenergie schreibt sich als

Ecl = −S
2

2

∑

ij

Kij − ShmN (2.8)

mit der Abkürzung
Kij = Jij(n

2 −m2) + Iijn
2 (2.9)

wobei die Skalarprodukte durch entsprechende Winkelfunktionen

n = cosϑ m = sinϑ ⇒ n2 +m2 = 1 (2.10)

ausgedrückt werden, die sich gemäß Abbildung 5 ergeben. Elementare Lösung des Minimie-
rungsproblems ergibt schließlich

m =
h

hc(1 + 1
2λ)

= sinϑ (2.11)

mit den Abkürzungen λ = I/J und dem kritischen Feld (2.13), J̃0 = 2DJ

3. Antiferromagnet (ohne Anisotropie, hyperkubisches Gitter, Nächste-Nachbar-Wechselwirkung)
Ohne Anisotropie erhalten wir aus (2.11) das bekannte Resultat für den Kippwinkel [41]

m =
h

hc
. (2.12)
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Abbildung 5: Die Entwicklung um den
klassischen Grundzustand des QAF im
Magnetfeld geht von lokalen Koordina-
tensystemen mit Koordinatenachse ent-
lang der Magnetisierung aus, die hier
um den Winkel ϑ gegenüber der x-
Achse gekippt ist.

abc
Abbildung 5:

4. Antiferromagnet (ohne Anisotropie, im starken Magnetfeld h > hc) Überschreitet das angelegte
Magnetfeld einen kritischen Wert hc, der gerade dem Austauschfeld

hc = 2SJ̃0 (2.13)

entspricht, so tritt eine ferromagnetische Ordnung ein, d.h. im klassischen Bild richten sich alle Spins
am äußeren Magnetfeld aus. Diesen Fall erhalten wir auch als Grenzwert von (2.12) für h → hc
(siehe Abbildung 16).

2.2 Quantenmechanische Grundzustände

Bevor man elementare quantenmechanische Anregungen eines Modellsystems betrachtet, sollte man sich
ein Bild vom Grundzustand machen und dessen Symmetrien und Eigenschaften diskutieren.

2.2.1 Ferromagnet

Für den Quantenferromagneten mit Nächste-Nachbar-Wechselwirkung (2.5) im homogenen Magnetfeld
h = hez ist der quantenmechanische Grundzustand [42]

|0〉FM =

N
∏

i=1

|Si〉 (2.14)

Szi |Si〉 = S |Si〉 (2.15)

gerade der Zustand, dessen Quantenzahlen dem klassischen Grundzustand entsprechen. Der rigorose Be-
weis dieser Aussage benutzt die Eigenwertgleichung der z-Komponente (2.15) des Spinoperators und die
Darstellung der übrigen Komponenten (transversaler Anteil) als Produkte von Auf- und Absteigeope-
ratoren (1.2). Letztere tragen nicht bei, da sie den Grundzustand wegen S+

i |Si〉 = 0 vernichten. Die
Grundzustandsenergie des Ferromagneten

E0,FM = −N(DJS2 + hS) (2.16)

ist bekannt und lässt sich aus der Maximalität der Matrixelemente 〈Si · Sj〉 und 〈Szi 〉 herleiten [8].

2.2.2 Antiferromagnet

Man könnte nun analog zu (2.14) den Zustand

|Néel〉 =
∏

i∈A
|Si〉

∏

i∈B
|Si〉 (2.17)

als einen möglichen Grundzustand des Quantenantiferromagneten mit Nächster-Nachbar-Wechselwirkung
ohne Magnetfeld aufschreiben, da dieser genau dem klassischen Grundzustand entspricht. Hierbei bezeich-
nen A und B die Untergitter des hyperkubischen Gitters und die Eigenzustände zum Spinoperator sind
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nach (2.15) definiert. Berechnungen des Energieerwartungswertes ergeben die klassische Grundzustand-
senergie (2.7), während |Néel〉 allerdings kein Eigenzustand des Hamiltonian ist. Eine Anwendung von
(1.34) liefert auch Anteile eines Zustandes mit nicht mehr vollständig antiparallelen Nachbarn. Dennoch
liegt beim Quantenantiferromagneten in 3 Dimensionen und in 2 Dimensionen für T = 0 ein geordneter
Zustand vor [6], so dass der Néel-Zustand eine gewisse Relevanz hat und man den korrekten Zustand
durch eine so genannte Spinwellenentwicklung um den klassischen Grundzustand erhalten kann und auch
Aussagen für T > 0 machen kann [43]. Die Energie des korrekten Grundzustands liegt dann nach dem Va-
riationsprinzip der Quantenmechanik [25] niedriger oder gleich hoch wie (2.7). Eine genauere Abschätzung
der Grundzustandsenergie [8] liefert die Näherung

−S(S + 1)DJN ≤ E0 ≤ −S2DJN. (2.18)

Die entsprechenden Schranken konvergieren für den klassischen Grenzfall S → ∞, aber sind für kleine
Spins S = 1

2 nur eine grobe Näherung

−3

4
DJN ≤ E0 ≤ −1

4
DJN (2.19)

Lediglich in einer Dimension ist der Grundzustand des QAF durch den Bethe-Ansatz [3] exakt bestimmbar
und liefert die Energie [8]

E0,D=1 = −JN
(

ln 2 − 1

4

)

= −0.443JN. (2.20)

Neben einigen allgemeinen Aussagen zu Eigenschaften des Grundzustandes in endlichen Systemen wie
Marshall’s Theoreme,8 bleibt das Problem der Bestimmung des Grundzustandes in D 6= 1 ungelöst.
Ergebnisse zur Grundzustandsenergie in Spinwellentheorie entnehme man für Spezialfälle aus [44, 6].
Anders als beim Ferromagneten liefern also hier schon die quantenmechanischen Spinfluktuationen einen
Beitrag zur Grundzustandsenergie und machen das Modell des QAF bereits bei T = 0 interessant.

2.3 Angeregte Zustände: Spinwellen

Thermodynamische Eigenschaften bei niedrigen Temperaturen kann man näherungsweise durch niedrig
liegende angeregte Zustände bestimmen. Um die Art der Zustände zu veranschaulichen sei hier der einfach
angeregte Zustand des Heisenberg-Ferromagneten bestimmt [42]. Zu dessen Konstruktion betrachten wir
einen Zustand

|i〉 =
1√
2S
S−
i |0〉FM = |S1〉 · · · |Si − 1〉 · · · |SN 〉 (2.21)

mit verringerter z-Komponente des Spins am Gitterplatz i, der wegen der Orthogonalität aller Spinzu-
stände auch orthogonal ist 〈i| j〉 = δi,j . Wenden wir den Hamiltonoperator des Heisenberg-Ferromagneten
(1.43) auf den Zustand an, so wird der Zustand durch den parallelen Anteil reproduziert, während der
senkrechte Anteil durch die Aufsteigeoperatoren gerade verschobene Zustände erzeugt:

Ĥ |i〉 = (E0,FM + h) |i〉 + S
∑

i

Jij (|i〉 − |j〉) . (2.22)

Die eigentlichen Spinwellenzustände lassen sich für translationsinvariante Systeme (Jij hängt nur vom
Abstand der Gitterpunkte i und j ab) durch eine Linearkombination der Zustände (2.21) konstruieren [9,
8]. Dazu definieren wir den Zustand

|k〉 =
1√
N

∑

i

e−ik·ri |i〉 (2.23)

als Fourierreihe der lokalisierten Zustände mit der neuen Quantenzahl k. Mit dem üblichen Formalismus
der Fouriertransformation des Hamiltonian (Multiplikation mit e−ik·ri , Summation über alle Gitterplätze,

8Marshall’s Theoreme: Der exakte Grundzustand des Quantenantiferromagneten ist sowohl ein Eigenzustand zum Opera-
tor des Gesamtspins S2 als auch der z-Komponente des Gesamtspins Sz zum Eigenwert 0 und lässt sich als Linearkombina-
tion der einzelnen Spinzustände an allen Gitterplätzen schreiben, wobei die Entwicklungskoeffizienten einer Vorzeichenregel
genügen müssen [45].
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Benutzen der Summendarstellung des Kronecker-Symbols) können wir den so definierten Zustand als
Eigenzustand zum Eigenwert

Ek = E0,FM + h+ S
(

J̃0 − J̃k

)

, (2.24)

wobei J̃k =
∑

δ Jδe
−iδ·k die fouriertransformierte Wechselwirkung (B.11) ist, ermitteln.

Ĥ |k〉 = Ek |k〉 (2.25)

Eigenschaften des Spinwellenzustandes

Spin-1-Anregungen Da es sich beim angeregten Zustand um eine Linearkombination von Zustän-
den mit jeweils um eine Einheit verringerten Gesamtspin handelt, ist der Zustand |k〉 auch ein Eigen-
zustand zum Gesamtspinoperator Sz =

∑

i S
z
i , der gegenüber dem Grundzustand einen um eine Einheit

kleineren Eigenwert hat
Sz |k〉 = (NS − 1) |k〉 . (2.26)

Daher lassen sich die Quasiteilchenanregungen (Spinwellen) als Spin-1-Teilchen d.h. Bosonen verstehen.

Delokalisierung Da der Zustand |k〉 eine Linearkombination von allen Spinzuständen mit jeweils
an einem Gitterplatz erniedrigten Gesamtspin ist, ist die Erniedrigung des Gesamtspins auf das gesamte
Gitter verteilt. Berechnet man die Wahrscheinlichkeit für das Antreffen eines reduzierten Spins an der
Stelle i

|〈i|k〉|2 =
1

N
, (2.27)

so ist die Wahrscheinlichkeit wie bei ebenen Wellen der Einteilchen-Quantenmechanik überall konstant.

Transversalität Die hier betrachteten Spinwellenzustände sind transversale Wellen und beschrei-
ben damit eine Auslenkung der Spins senkrecht zur Magnetisierung, was man am leichtesten mittels der
Berechnung der Erwartungswerte der Spinkomponenten in x und y-Richtung sieht:

χ⊥
k =

〈

k

∣

∣

∣

∣

1

2
(S+
i S

−
j + S−

i S
+
j )

∣

∣

∣

∣

k

〉

(2.28)

=
2S

N
cos(ϑij).

Die hier berechnete transversale Spin-Korrelationsfunktion zeigt eine kleine Komponente des Spins senk-
recht zur Magnetisierung an jedem Gitterplatz, die sich wellenförmig von Gitterplatz zu Gitterplatz mit
einer Amplitude von 2S

N fortsetzt. Die transversalen Anteile der Spinkomponenten sind für 2 Spins im
Abstand ri − rj um einen Winkel ϑij = k · (ri − rj) gedreht (siehe Abbildung 6).

Energiedispersion für lange Wellenlängen Eine Entwicklung von (2.24) nach kleinen Wel-
lenvektoren, sowie Subtraktion der Grundzustandsenergie ergibt die Dispersion der ferromagnetischen
Spinwellen zu:

ǫk = h+ JS(|k|a)2 + O(k4). (2.29)

Ohne Magnetfeld erhalten wir so eine Anregung, die für lange Wellenlängen verschwindet. Damit han-
delt es sich um eine Anregung ohne Energielücke („gapless“), von der die Eigenschaften des Heisenberg-
Magneten bei tiefen Temperaturen bestimmt werden. Das Vorhandensein von Anregungen ohne Energie-
lücke ist eine Konsequenz der spontanen Brechung der Spin-Rotationssymmetrie durch den ferromagneti-
schen Grundzustand nach dem Goldstone Theorem. Wir werden auf diesen Sachverhalt bei der Diskussion
des Quantenantiferromagneten nochmals zurückkommen.
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Abbildung 6: Veranschaulichung von
ferromagnetischen Spinwellen in einer
Dimension: Für einen Zustand |k〉 mit
endlichem k 6= 0 sind die klassischen
Spins derart aus ihrer „Ruhelage“ aus-
gelenkt, dass sie auf einem Kegel prä-
zessieren, wobei der Präzessionswinkel
vom Gitterplatz abhängt. Die Welle
bewegt sich in Richtung der Ortsvek-
toren ri, während die Auslenkung je-
weils senkrecht dazu ist (Transversa-
lität). Für große S → ∞ ist dieses
Bild auch für die quantenmechanischen
Spinoperatoren korrekt.

abc
Abbildung 6:

2.4 Thermodynamik, Messgrößen

Hier sollen kurz wichtige Messgrößen thermodynamischer Variablen vorgestellt werden, die sich mit-
tels statistischer Physik aus den Korrelationsfunktionen bzw. Energiespektren des Heisenberg-Magneten
berechnen lassen. Neben reinen T = 0 Ergebnissen werden auch einige Standardergebnisse für endli-
che Temperaturen angegeben. Schließlich wird der Messprozess des dynamischen Strukturfaktors mittels
Neutronenstreuung beschrieben, mit dem es möglich ist ein Hauptergebnis dieser Arbeit nachzuprüfen.

2.4.1 Magnetisierung

Betrachtet man einen makroskopischen Festkörper, so sind dessen wichtigste magnetischen Eigenschaften
durch das von ihm erzeugte Magnetfeld im Außenraum gegeben, das schon die alten Griechen qualitativ
entdeckt haben. Die mikroskopische Ursache der Magnetisierung von Isolatoren mit lokalisierten Spins
ist der Erwartungswert des Spinoperators an allen Gitterplätzen.9

M =
1

N

∑

i

〈Szi 〉 (2.30)

Temperaturabhängigkeiten dieser Größe lassen sich nach Berechnung der freien Energie des Systems im
Magnetfeld im kanonischen Ensemble [39] herleiten. Da die Magnetisierung die kanonisch konjugierte
Variable des Magnetfeldes ist, folgt somit

M = − 1

N

1

gµB

∂

∂H
F (H). (2.31)

Standardergebnisse für die Magnetisierung lassen sich in Spinwellentheorie z. B. für den Ferromagneten
leicht unter Verwendung der Zustandssumme des freien Bose-Gases herleiten und ergeben für D = 3 das
Blochsche T 3/2-Gesetz [46, 47]10

M(T ) = S

[

1 − C

(

T

|J |S

)
3
2

]

(2.32)

wobei C = 8−1π−3/2ζ(3/2) (siehe auch (1.10)), J die Austauschkopplung (2.5) und S der Gesamtspin
ist [51].
Für T = 0 ergibt sich das triviale Ergebnis M = S, das wir auch mittels des ferromagnetischen Grundzu-
stands (2.14) erhalten hätten. Die Spins an allen Gitterplätzen sind parallel ausgerichtet. Erst thermische

9Abgesehen davon sind für große Proben noch Domäneneffekte und Formfaktoren wichtig, die hier nicht betrachtet
werden sollen [27]

10In niedrigeren Dimensionen bricht die Spinwellentheorie des Ferromagneten zusammen und die Magnetisierung diver-
giert. Genauere Analysen zeigen, dass zweidimensionalen Ferromagneten bei endlichen Temperaturen keine Magnetisierung
aufweisen (Hohenberg-Mermin-Wagner-Theorem [48, 49, 50])
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Fluktuationen verringern die Mangetisierung, da in diesem Fall Spinwellen thermisch angeregt werden.
Die Größe (2.32) lässt sich im Prinzip auch als Funktion des Magnetfeldes verstehen, was im Falle des
Ferromagneten lange bekannt ist und keine überaschenden Effekte zeigt.11 Anders beim Antiferromagne-
ten: Ohne Magnetfeld verschwindet die Magnetisierung und nimmt im Magnetfeld Werte an, die für tiefe
Temperaturen im wesentlichen durch Quanteneffekte dominiert werden.

2.4.2 Untergittermagnetisierung

Die analoge Größe zur Magnetisierung für den Antiferromagneten ist die gestaffelte oder Untergitterma-
gnetisierung, wie der klassische Grundzustand oder der Néel-Zustand (2.17) nahelegen:

Ms =
1

N

∑

i

ζi
〈

S⊥
i

〉

=
1

N

(

∑

i∈A

〈

S⊥
i

〉

−
∑

i∈B

〈

S⊥
i

〉

)

. (2.33)

Im klassischen Néel-Zustand ist dieser Erwartungswert wieder gerade der Spin Ms = S. Wie wir aber
schon gesehen hatten, ist dieser Zustand kein Grundzustand des Quantenantiferromagneten. Daher ver-
ändern nicht nur thermische Fluktuationen den Wert von Ms, sondern bereits Quantenfluktuationen
ergeben einen expliziten Beitrag. Ebenso wie die Magnetisierung lässt die Ms als Ableitung der freien
Energie nach einem gestaffelten Magnetfeld (das bezüglich der Koordinatensysteme der Untergitter de-
finiert ist, siehe Seite 33) berechnen. Für T = 0 trägt nur der Grundzustand bei, somit vereinfacht sich
die Berechnung auf die Ableitung der Grundzustandsenergie

Ms = − 1

N

1

gµB

∂

∂H
E0(H)

∣

∣

∣

∣

H=0

. (2.34)

Die exakte Grundzustandsenergie ist außer in D = 1 nicht bekannt. Daher lässt sich die gestaffelte
Magnetisierung nur näherungsweise berechnen. Eine Spinwellennäherung [44] ebenso wie die Schwinger-
Bosonen Mean-Field-Theorie [51] liefert12

Ms = S

[

1 − K1

2S
+ O

(

1

S2

)]

(2.35)

K1 =
2

N

∑

k∈red. BZ

(

1
√

1 − γ̃2
k

− 1

)

K1 = 0.393 D = 2
K1 = 0.156 D = 3

(2.36)

Für den zweidimensionalen Fall wurde sogar bis zur 3. Ordnung gerechnet [53, 54, 55, 56]:

Ms = S

[

1 − 0.197

S
− 0.0068

S3
+ O

(

1

S4

)]

(2.37)

Auch für die gestaffelte Magnetisierung lassen sich Temperaturkorrekturen in linearer Spinwellentheorie
berechnen [44, 52, 47, 51]. Dazu werden die Spinoperatoren in (2.33) durch entsprechende Magnonen-
freiheitsgrade ausgedrückt und schließlich die Zustandssumme freier Bosonen mit linearer Dispersion
ausgewertet.

Ms = S

[

1 − K1

2S
+

{ √
2T

JS2 ln k0 D = 2
2

67/2S

(

T
JS

)2
D = 3

]

(2.38)

Hierbei ist k0 ein Impuls-Cutoff der linearen Dispersion, sowie J die Austauschkonstante (2.6). Die
Formel (2.38) ist natürlich nur für tiefe Temperaturen (und große Spins) gut, wenn die Korrekturen
klein gegenüber der führenden 1 sind. Weiterhin sei die Korrespondenz der langreichweitigen Ordnung
des D-dimensionalen Quanten-Heisenberg Modells bei T = 0 und des (D + 1)-dimensionalen klassischen
Heisenberg Modells bei endlichen Temperaturen angemerkt.

11Die Magnetisierung lässt sich gut mittels Molekularfeldtheorie beschreiben und geht durch thermische Anregungen bis
zur Curie-Temperatur auf Null zurück.

12Weitere Werte findet man auch im Übersichtartikel [6] oder in den Orginalarbeiten [44, 52, 47].
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2.5 Wärmekapazität

Für endliche Temperaturen tragen die Spinwellen wie alle Quasiteilchenanregungen des Festkörpers zu
spezifischen Wärme

CG =
1

N

∂UG
∂T

(2.39)

bei. Die innere Energie UG setzt sich hierbei aus den Beiträgen der einzelnen (als entkoppelt betrachteten)
Sytemen der Phononen, Elektronen, Magnonen etc. zusammen. Im einfachsten Fall von lokalisierten Spins
des Heisenberg-Magneten haben wir nur den phononischen Beitrag

Cph = αTD (2.40)

und die Beiträge der Spinwellen, die im Falle des Ferromagneten dem Gesetz [27]

CSW, FM = βFMT
D
2 (2.41)

aus der quadratischen Dispersion (2.29) resultieren, während beim Antiferromagneten in linearer Spin-
wellentheorie die lineare Dispersion einen zu den Phononen analogen Beitrag zur Wärmekapazität auf-
tritt [47, 27]

CSW, AFM = βAFMT
D. (2.42)

Experimentell sind diese Gesetze für tiefe Temperaturen gut bestätigt, während für höhere Temperaturen
die Spinwellentheorie keine gute Methode ist (weiteres in [57]).

2.6 Neutronenstreuung

Mittels Streuexperimenten kann man Eigenschaften von Festkörpern gut untersuchen, da die „Projekti-
le“ die gesamte makroskopische Probe erfassen und somit insbesondere kollektive Phänomene auflösen.
Während Atom- oder Ionenstrahlen keine gute Wahl für Festkörper sind, weil sie einen zu großen Wir-
kungsquerschnitt haben und somit die Näherung der Einfachstreuung nicht mehr gilt bzw. starke Ab-
sorption vorliegt, eignen sich Photonen und andere Elementarteilchen (Protonen, Elektronen, Neutronen)
bei relativ niedrigen Energien besser und werden intensiv angewendet. Aber allein die Neutronen wech-
selwirken nur mit ihrem magnetischen Moment13 und sind damit ein ideales Projektil zur Untersuchung
magnetischer Eigenschaften im Festkörper [58]. Sie haben ein magnetisches Moment

µ = γµN , (2.43)

wobei der gyromagnetische Faktor des Neutrons durch γ = 1.91 und das Kernmagneton durch µN = e~
mnc

(mn: Masse des Neutrons, c: Lichtgeschwindigkeit) gegeben ist. Sie wechselwirken über ihr magnetisches
Dipolfeld mit den im Festkörper vorhandenen magnetischen Momenten der Elektronen. Weiterhin liegt
bei thermischen Neutronen E ≈ 20meV sowohl deren kinetische Energie

E =
~

2k2

2mn
(2.44)

im Bereich elementarer Anregungen des Festkörpers als auch die entsprechende de Broglie-Wellenlänge

λ =
2π~√
2mnE

(2.45)

im Bereich typischer Gitterkonstanten des Festkörpers und lässt somit starke Interferenzeffekte auftreten.
In der Praxis wird eine monochromatischer Neutronenstrahl mit dem Wellenvektor k und der Energie
E auf eine Probe gerichtet und mittels eines Detektors die unter dem Winkel ϑ gestreuten Neutronen
mit dem Wellenvektor k′ und der Energie E′ registriert (siehe Abbildung 7)14. Aufgrund der Geometrie

13Die starke Wechselwirkung kann hier vernachlässigt werden, da die Wirkungsquerschnitte für nicht radioaktive Kerne
bei thermischen Neutronen verschwindend klein sind.

14Einen guten Überblick über aktuelle Neutronenquellen und experimentelle Details bietet [59], während die theoretischen
Grundlagen auch im Hinblick auf die Streuung an Spinwellen in Standardwerken von Lovesey [60, 61] nachgelesen werden
können.
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Abbildung 7: Geometrie eines typischen Streuexperiments:
Von der Quelle S wird ein Strahl monochromatische Neu-
tronen (gestrichelte Linie) mit Wellenvektor k auf die Probe
T gerichtet. Findet nun eine Wechselwirkung mit Impuls-
übertrag q statt, so registriert der Detektor D Neutronen
mit Impuls k′, die unter dem Winkelpaar (ϑ, φ) gestreut
wurden. Aus den Zählraten des Detektors bestimmt man
dann die pro Oberflächenelement einer Einheitskugel dΩ
gestreuten Neutronen. Zusammen mit der Information der
Energieauflösung des Detektors sowie des Flusses primärer
Neutronen wird dann der Wirkungsquerschnitt (2.52) bzw
(2.54) bestimmt.

abc
Abbildung 7:

(Rotationsinvarianz um Strahlachse) sind die Messgrößen die so genannten Wirkungsquerschnitte. Für
elastische Streuung wird der differentielle Wirkungsquerschnitt dσ

dΩ (θ, φ), der die Anzahl der im Raum-
winkelelement dΩ gestreuten Neutronen pro einfallende Neutronenflussdichte angibt, gemessen. Dagegen
misst man bei elastischer Streuung, bei der die Neutronen ihre Energie durch Erzeugung oder Vernichtung
von Quasiteilchenanregungen im Festkörper ändern (E 6= E′), den partiellen differentiellen Wirkungs-
querschnitt, der die Anzahl der im Raumwinkelelement dΩ gestreuten Neutronen mit Energie im Intervall
zwischen E′ und E′+ dE′ pro einfallende Neutronenflussdichte und Energieintervall angibt. Die entspre-
chenden Wirkungsqerschnitte lassen sich wegen der schwachen Wechselwirkung zwischen Neutronenstrahl
und Probe in Bornscher Näherung, also 1. Ordnung Störungstheorie mittels Fermi’s Goldener Regel be-
rechnen. Es wird sich zeigen, dass der Wirkungsquerschnitt proportional zum magnetischen dynamischen
Strukturfaktor ist. Das quantenmechanische Problem lässt sich mittels des Hamiltonian

Ĥ = ĤFK + ĤN + ĤWW (2.46)

formulieren. Der Hamiltonoperator des Festkörpers ĤFK bestehe nur aus den magnetischen Anteilen und
sei gelöst:

ĤFK |α〉 = Eα |α〉 . (2.47)

Der Neutronenhamiltonian sei mit ebenen Wellen im Volumen V

〈r| k〉 =
1√
V
eik·r Ek =

k2

2mn
(2.48)

durch die Eigenwertgleichung
ĤN |k〉 = Ek |k〉 (2.49)

gelöst. Die Wechselwirkung werde durch einen Dipol-Wechselwirkungsterm ĤWW vermittelt.

2.6.1 Elastische Streuung

Bei elastischer Streuung ändert sich die Probe nicht, so dass wir für die Streuamplitude gemäß Fermis
Goldener Regel

dM =
2π

~

∣

∣

∣
〈k| ĤWW |k′〉

∣

∣

∣

2

dρk′(E) (2.50)

erhalten, wobei dρk′(E)′ die Dichte der Endzustände pro Energieeinheit ist. Mit der Energie der gestreuten
Neutronen (2.48) können wir das Matrixelement direkt mit dem Raumwinkelelement durch Lösung eines
Impulsintegrals in Verbindung bringen und erhalten

dM =
2π

~

∣

∣

∣
〈k| ĤWW |k′〉

∣

∣

∣

2 V

(2π)3
mn|k|

~2
dΩ. (2.51)

Wegen der Dichtenormierung der ebenen Wellen ist das Matrixelement nun gerade die Anzahl der im
Raumwinkelelement gestreuten Neutronen pro Zeiteinheit und der Wirkungsquerschnitt lässt sich mittels

dσ

dΩ
=

(

mnV

2π~2

)2

|〈k|HWW |k′〉|2 (2.52)
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berechnen.

2.6.2 Inelastische Streuung

Die Ableitung des differentiellen Wirkungsquerschnitts für die inelastische Neutronenstreuung erfolgt
nach dem gleichen Schema. Da nun die Anfangs- und Endzustände der Probe nicht mehr gleich sind,
ändert sich das durch ĤWW vermittelte Matrixelement unter Beachtung der Energieerhaltung

~ω = E − E′ = Eα′ − Eα (2.53)

zu
d2σ

dΩdE′ =
|k′|
|k|

(

mnV

2π~2

)2
∑

α,α′

e−βEα

∣

∣

∣〈k, α| ĤWW |k′, α〉
∣

∣

∣

2

δ (~ω − E′
α + Eα) (2.54)

wobei wir noch über die thermische Verteilung der Anfangszustände mit Bolzmannfaktor gemittelt und
über alle möglichen Endzustände summiert haben. Die Zustände |k, α〉 sind einfache Produktzustände
gemäß (2.48) und (2.46).
Für unsere spezielle Wechselwirkung zwischen dem magnetischen Dipolmoment des Neutrons und den
magnetischen Momenten der Elektronen im Festkörper berücksichtigen wir nur den Spinanteil lokalisierter
Elektronen. Das magnetische Dipolfeld der Elektronen

HDip(r) =
3er(er · µe) − µe

|r|3 (2.55)

am Ort r (er = r/|r|, Dipolmoment der Elektronen am Gitterplatz i, µe = −gµBSi (1.5)) wechselwirkt
nun mit dem magnetischen Moment der Neutronen (siehe (1.5))

µn = γµNSn. (2.56)

wobei Sn der Operator des Neutronenspins ist. Damit ist der Wechselwirkungsoperator gerade das ent-
sprechende Skalarprodukt

ĤWW = gγµNµBSn · 3er(er · Si) − Si

|r|3 . (2.57)

Über die Darstellung des Dipolfeldes

HDip(r) = ∇×
(

µe × r

|r|3
)

(2.58)

als Rotation sowie der Foriertransformation der Funktion f(r) = 1/|r| lässt sich das Matrixelement
des Wechselwirkungsoperators zwischen 2 verschiedenen Neutronenzuständen mit Wellenvektor k und k′

auswerten:
〈

k

∣

∣

∣

∣

Sn · ∇ × Si × (r − ri)

|r − ri|

∣

∣

∣

∣

k′
〉

=
4π

V
e−iq·riSi · (eq × (Si × eq)). (2.59)

Der Ortsvektor wurde in den Ortsvektor ri des Spins i und den Abstandsvektor r aufgespalten sowie der
Vektor des Impulsübertrages und ein entsprechender Einheitsvektor

q = k − k′ eq =
q

|q| (2.60)

eingeführt. Betrachten wir weiterhin den zusätzlichen Freiheitsgrad der Spinpolarisation in der Summe
in (2.54), so folgt für den partiellen differentiellen Wirkungsquerschnitt

d2σ

dΩdE′ =

(

2gγµNµBmn

~2

)2 |k′|
|k|

∑

α,α′

∑

σ,σ′

δ(~ω−Eα′ +Eα)e−βEαe−βEα′ |〈σα|Sn · S⊥(q) |σ′α′〉|2 . (2.61)

Dabei haben wir den Operator

S⊥(q) =
∑

i

eiq·rieq × (Si × eq) =
∑

i

eiq·ri (Si − (eq · Si)eq) (2.62)
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als den zu q senkrechten Anteil der Fouriertransformierten des Spinoperators definiert, für den

(S⊥(q))
†

= S⊥(−q) (2.63)

gilt. Zur Vereinfachung gehen wir von unpolarisierten Neutronen aus, sodass die entsprechenden Impuls-
Eigenzustände zu verschiedenen Polarisationen σ gerade

∑

σ,σ′

e−βEσ 〈σ|Sin |σ′〉 〈σ′|Sjn |σ〉 = δij (2.64)

erfüllen und sich unsere Formel (2.61) zu

d2σ

dΩdE′ =

(

2gγµNµBmn

~2

)2 |k|
|k′|S (q, ω) (2.65)

vereinfacht, wobei der dynamische Strukturfaktor

S (q, ω) =
∑

α,α′

e−βEα 〈α|S⊥(−q) |α′〉 · 〈α′|S⊥(q) |α〉 δ(~ω + Eα − Eα′) (2.66)

definiert wurde. Der Vorfaktor des partiellen differentiellen Wirkungsquerschnitts hat offensichtlich die
Dimension einer Länge

2gγµNµBmn

~2
=

gγe2

2mec2
=
gγ

2
2πλcα, (2.67)

wobei λc = h
mec

die Comptonwellenlänge und α = e2

~c ≈ 1
137 die Feinstrukturkonstante ist, so dass

sich zusammen mit der Dimension des dynamischen Strukturfaktors von inverser Energie (aus der δ-
Funktion) die korrekte Dimension des Wirkungsquerschnitts (Fläche/Energie) ergibt. Weiterhin ist es
üblich das Skalarprodukt der zum Impulsübertrag q transversalen Spinkomponenten als

S⊥(q) · S⊥(−q) =

3
∑

i,j=1

(δij − eqieqj)S
i(q)Sj(−q) (2.68)

zu schreiben und somit den dynamischen Strukturfaktor als

S(q, ω) =

3
∑

i,j=1

(δij − eqieqj)S
ij(q, ω) (2.69)

darzustellen, wobei die dynamischen Strukturfaktoren des Spinsystems als

Sij(q, ω) =
∑

α,α′

e−βEα 〈α|Si(q) |α′〉 〈α′|Sj(q) |α〉 δ(~ω + Eα − Eα′ ) (2.70)

definiert sind. Der partielle differentielle Wirkungsquerschnitt für die Neutronenstreuung an Proben mit
lokalisierten Spins ist proportional zum Anteil des dynamischen Strukturfaktors, der senkrecht zum Im-
pulsübertrag ist. Für den speziellen experimentellen Aufbau können wir nun noch die Lage des Impuls-
übertrags relativ zur Probe, genauer zur Magnetisierung15 der Probe wählen. Für q ‖ M = Mez spricht
man vom transversalen dynamischen Strukturfaktor

S⊥(q, ω) =
∑

α,α′

e−βEα

(

|〈α|Sx(q) |α′〉|2 + |〈α|Sy(q) |α′〉|2
)

. (2.71)

der sich gemäß (1.2) auch durch die Leiteroperatoren ausdrücken lässt. Diese Größe beschreibt gera-
de die ferromagnetischen Fluktuationen durch Spinwellen und erlaubt in linearer Spinwellentheorie das

15Im Falle des Antiferromagneten legt ein äußeres Magnetfeld die Richtung der Magnetisierung fest.
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Ausmessen der Dispersionsrelation. Im Falle der Abbildung der Spinoperatoren auf freie Bosonen erzeu-
gen und vernichten die Leiteroperatoren gerade ein Quasiteilchen mit definiertem Impuls, daher hat der
transversale dynamische Strukturfaktor für den Ferromagneten gerade die Form [9]

S⊥(q, ω) = NS

[

1 +
1

eβ~ω − 1

]

[δ(~ω − ǫq) − δ(~ω + ǫq)] (2.72)

sowie die Eigenschaft der „detailed balance“

S⊥(q,−ω) = e−β~ωS⊥(q, ω). (2.73)

Für den Antiferromagneten ist die zum Spinoperator im Impulsraum analoge Größe gerade

Sαk,st =
∑

ri

ζie
−ik·riSαi α ∈ {x, y, z,+,−} (2.74)

mit der Definition (4.12), da sie die Fluktuationen der gestaffelten Magnetisierung (Untergittermagneti-
sierung) beschreibt. Führen wir einen antiferromagnetischen Nestingvektor

Q =

D
∑

i=1

π

a
ei (2.75)

ein, so können wir die Gleichung (2.74) auch zu

Sk,St =
∑

i

ei(k+Q)·ri = Sk+Q (2.76)

umschreiben, wobei wir die Identität
eiQ·ri = ζi (2.77)

benutzt haben. Damit müssen wir zur Messung antiferromagnetischer Eigenschaften also den Bereich des
Wirkungsquerschnitts bei Impulsüberträgen im Bereich des Nestingvektors Q ansehen. Somit lässt sich
durch Messung des dynamischen Strukturfaktors wie beim Ferromagneten auch die Dispersionsrelation
des Antiferromagneten bestimmen [5]. Da jedoch die Erzeuger/Vernichter der antiferromagnetischen Ma-
gnonen noch über eine Bogoliubov-Transformation mit den Spinoperatoren verknüpft sind, erhält man
in linearer Spinwellentheorie für den zum Impulsübertrag transversalen dynamischen Strukturfaktor des
Quantenantiferromagneten [62]

S⊥,St(k, ω) = NS

[

1 +
1

eβ~ω − 1

]

|u∗k + vk|2 [δ(~ω − Ek) − δ(~ω + Ek)] (2.78a)

S⊥(k, ω) = NS

[

1 +
1

eβ~ω − 1

]

|u∗k − vk|2 [δ(~ω − Ek) − δ(~ω + Ek)] . (2.78b)

Es kommen noch die Koeffizienten der Bogoliubov-Transformation vor, deren Entwicklung für kleine
Wellenlängen hier nur angegeben wird

|u∗k + vk|2 ≈ 2
√
D

ka
(2.79a)

|u∗k − vk|2 ≈ ka

2
√
D
. (2.79b)

Über die Messung der Position der Reflexe (in der Theorie reine δ-Peaks) erhält man die Dispersionsre-
lation, die für kleine Wellenvektoren wie

Ek ≈ c0|k| (2.80)

gemäß linearer Spinwellentheorie verläuft. Es ist jedoch klar, dass eine Messung bei kleinen Impulsüberträ-
gen schwieriger wird, da der energieintegrierte Strukturfaktor klein wird, während das spektrale Gewicht
nahe des Nestingvektors groß wird.
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3 Quantenmechanische Beschreibungen der Spinwellen

Der Heisenberg-Hamiltonian enthält nun in jedem Fall nicht kommutierende Operatoren, so dass in D > 1
kein gemeinsames System von Eigenzuständen zu den auftretenden Operatoren existiert und der Hamilto-
nian prinzipiell nicht exakt diagonalisierbar ist. Ein Mean-Field Ansatz auf dem Level der Spinoperatoren
zur näherungsweisen Diagonalisierung des Modellhamiltonian liefert ein grundlegendes Verständnis für
das Vorhandensein magnetischer Ordnungen und beschreibt auch Temperaturabhängigkeiten der Ord-
nungsparameter [8].
Für weitere Berechnungen, insbesondere die Untersuchung von Korrelationsfunktionen, ist es nun sinnvoll
die Spinoperatoren auf andere Operatoren zumindest näherungsweise abzubilden und das daraus entste-
hende Modellsystem näher zu analysieren und zu lösen. Mittels der Holstein-Primakoff-Transformation
(HP), der Dyson-Maleev-Transformation (DM) und dem Schwinger-Bosonen-Ansatz haben sich 3 Boso-
nisierungstechniken etabliert, die ich im Folgenden beschreiben werde.

3.1 Spindarstellungen

Die Spinoperatoren lassen sich durch bosonische Operatoren mittels der Parametrisierung [63]

abc
Szi = S

‖
i = S − ni , ni = b†ibi (3.1a)

S+
i =

√
2S
(

1 − ni
2S

)
1+η
2

bi (3.1b)

S−
i =

√
2Sb†i

(

1 − ni
2S

)
1−η
2

. (3.1c)

für beliebiges η ausdrücken. Hierbei ist S der Gesamtspin aller Spinoperatoren, der im Festkörper dann an
jedem betrachteten Gitterplatz identisch sein muss. Die neuen Operatoren b†i und bi sollen nun Erzeuger
und Vernichter für Bosonen sein, erfüllen damit die Kommutatoren

[

bi, b
†
j

]

= δij ,
[

bi, bj
]

=
[

b†i , b
†
j

]

= 0 (3.2)

und die natürlichen Zahlen sowie die Null sind entsprechende Eigenwerte des Operators ni. Damit die
entsprechende Transformation die Eigenschaften des Spinsystems korrekt auf Bosonen abbildet, muss die
Spinalgebra (1.3) erfüllt sein, was man folgendermaßen sieht:

[

S+
i , S

−
i

]

= 2S

(

(

1 − ni
2S

)
1+η
2

bib
†
i

(

1 − ni
2S

)
1−η
2 − b†i

(

1 − ni
2S

)
1+η
2 + 1−η

2

bi

)

= 2S

(

(

1 − ni
2S

)
1+η
2
(

b†ibi +
[

bi, b
†
i

])(

1 − ni
2S

)
1−η
2 − b†i

(

1 − ni
2S

)

bi

)

= 2S

(

ni

(

1 − ni
2S

)

+ 1 − ni
2S

− bi†bi +
b†inibi

2S

)

= 2S



1 − ni
2S

−
b†i

[

bi, b
†
i

]

bi

2S





= 2 (S − ni) = 2S
‖
i . (3.3)

Dabei haben wir (3.2) sowie die Kommutatoridentität zum Vertauschen operatorwertiger Funktionen16

benutzt, die es uns erlaubt ni an der Taylorreihe von (1 − ni/2S)
(1±η)/2 vorbeizutauschen. Der Kommuta-

tor für verschiedene Plätze i 6= j ist trivial, da alle Operatoren, die in der Taylor-Entwicklung auftauchen,
vertauschbar sind. Somit folgt

[

S+
i , S

−
j

]

= 2δijS
‖
i falls wir auf bosonische Operatoren abbilden.

16Betrachtet man eine beliebige Funktion f(x) einer reellen Variablen x, so gilt für das Analogon der über die entsprechende

Taylor-Entwicklung definierten operatorwertigen Funktion f(Â) für den Kommutator
h

f(Â), Â
i

= 0, wie man sich mit der

trivialen Identität
h

Â, Ân
i

= 0 klar macht.
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Die Vertauschungsrelation von S
‖
i mit den Leiteroperatoren berechnet man mit ähnlichen Schritten

wie folgt

[

S
‖
i , S

−
i

]

=

[

S − ni,
√

2S
(

1 − ni
2S

)
1−η
2

bi

]

= −
√

2S

[

ni,
(

1 − ni
2S

)
1−η
2

bi

]

= −
√

2S
(

1 − ni
2S

)
1−η
2

[ni, bi] =
√

2S
(

1 − ni
2S

)
1−η
2

bi = S−
i . (3.4)

Wieder wurde der Besetzungszahloperator an der Taylor-Entwicklung der Wurzel vorbeikommutiert sowie
der elementare Kommutator

[ni, bi] = bi[b
†
i , bi] = −bi

benutzt. Nun ist der entsprechende Kommutator mit dem Absteigeoperator trivial durch hermitesche
Konjugation der Gleichung (3.4) zu erhalten, wenn man folgendes berücksichtigt:

S
‖
i =

(

S
‖
i

)†
[

â, b̂
]†

= −
[

â†, b̂†
]

. (3.5)

Für verschiedene Gitterplätze verschwindet der Kommutator wieder, so dass wir insgesamt die Spinalgebra
(1.3) erfüllen. Damit bildet die Transformation (3.1) die Spinoperatoren, mit denen der Hamiltonopera-
tor des Heisenberg-Modells dargestellt wird, auf ein Modell von (wechselwirkenden) Bosonen ab, dessen
elementare Anregungen im k-Raum die Spinwellen sind, wie wir später noch explizit herleiten werden.
Für den Operator S‖

i existiert (zusammen mit dem Operator S2
i ) ein System von Eigenfunktionen mit den

Eigenwerten mi = (−S, . . . , S) in ganzzahligem Abstand (siehe (1.1)). Wie man anhand der Gleichung
(3.1a) sieht, entspricht der Zustand ohne angeregtes Boson gerade dem Zustand mit dem höchsten Eigen-
wert S des Operators S‖

i . Für jedes angeregte Boson, wird der Eigenwert von S‖
i gerade um eine Einheit er-

niedrigt (siehe Abbildung 8), so dass man bei 2S angeregten Bosonen gerade den Zustand mit minimalem
Eigenwert erhält. Für eine mathematisch exakte Durchführung der Transformation muss der Fockraum
der Bosonen auf gerade die 2S + 1 Zustände pro Gitterplatz beschränkt werden (nicht-holonome Neben-
bedingung). Durch diese Beschränkung des Fockraums [64] entstehen in der Formulierung der Theorie
weitere Terme in der bosonischen Darstellung, die man gewöhnlich kinematische Wechselwirkung nennt.
Für den Fall ferromagnetischer Kopplung wurde bereits gezeigt [42, 46], dass diese Wechselwirkungsterme
für das Endergebnis keine Rolle spielen und somit vernachlässigt werden können, obwohl man prinzipi-
ell zwischen idealen und realen Spinwellenzuständen unterscheiden muss. Daher ist es üblich zumindest
bei Berechnungen bei tiefen Temperaturen die Nebenbedingung zu ignorieren [14]. Während diese Ver-
einfachung für den Ferromagneten bei tiefen Temperaturen einfach zu motivieren ist, da zumindest der
Grundzustand und Ein-Magnonen-Zustände keinen Überlapp mit nicht-physikalischen Zuständen haben,
enthalten die Spinwellenzustände des QAF nach der Diagonalisierung mittels Bogoliubov-Transformation
(siehe Appendix C) explizit Anteile nichtphysikalischer Zustände. Es lässt sich jedoch zeigen, dass der
Fehler in der Spinwellentheorie von der Ordnung e−αS mit einer positiven Konstante α ist und somit die
Entwicklung nach inversem Gesamtspin asymptotisch korrekt ist [5, 63].
Die Art und Weise wie die Leiteroperatoren auf Bosonen abgebildet werden ist aus der Transformation an
sich nicht so einfach zu erkennen, man beachte jedoch dass die Gleichungen (3.8b) und (3.8c) nur gemäß
der entsprechenden Taylor-Entwiklung der Wurzelfunktion definiert sind. Weiterhin ist anzumerken, dass
man im klassischen Grenzwert S → ∞ die Beschränkung des Fockraums der Bosonen wegfällt. Ebenso
wird bei tiefen Temperaturen die Berechnung von Erwartungswerten gute Ergebnisse liefern, da dann
gemäß Bose-Statistik nur niedrigliegende bosonische Zustände besetzt sind,somit die Beschränkung des
Fockraumes keine Rolle mehr spielt und damit n/2S der kleine Entwicklungsparameter ist. Elementare
Bestimmung der Taylor-Entwicklung ergibt

fη(x) = (1 − ax)
1±η
2 = 1 − a

2
(1 ± η) x− a2

8

(

1 + η2
)

x2 +
a3

48

(

−3 ± η + 3η2 ∓ η3
)

x3 + O(x4). (3.6)

Somit folgt für die Entwicklung der Wurzel nach inversen Potenzen des Gesamtspins (1/S Entwicklung):

(

1 − ni
2S

)
1±η
2

= 1 − (1 ± η)ni
4S

− (1 + η2)n2
i

32S2
− 3 ∓ η − 3η2 ± η2

384S3
+ O(S−4). (3.7)
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Abbildung 8: Abbildung des
Spinoperators (hier S = 2) auf
Bosonen gemäß (3.8a): Ganz
links ist der Zustand mit nied-
rigster Energie dargestellt (ange-
legtes Magnetfeld für freie Spins,
bzw. Minimierung der Ener-
gie aus der Austauschwechselwir-
kung), der in der bosonischen
Sprache gerade der Vakuumzu-
stand ist. Nach rechts nimmt die
Anzahl der Bosonen gerade um
eins zu und der Spinzustand hat
jeweils eine um eine Einheit klei-
nere Projektion auf die z-Achse.
Ganz rechts ist schließlich der
Zustand mit minimalem Sz =
−2, was gerade die Beschrän-
kung der Bosonenzahl auf 4 be-
deutet.

abc
Abbildung 8:

Setzt man nun diese Entwicklung in den Heisenberg-Hamiltonian ein und ordnet die entstehenden Terme
nach Potenzen von 1/S (respektive Potenzen der Erzeuger bzw. Vernichter), so erhält man die bekannte
1/S-Entwicklung oder Spinwellenentwicklung (nach Transformation in den k-Raum).

3.1.1 Holstein-Primakoff-Transformation

Für η = 0 ergibt sich aus (3.1) insbesondere die Holstein-Primakoff-Transformation [65]:

abc
Szi = S

‖
i = S − ni, ni = b†ibi (3.8a)

S+
i =

√
2S

√

1 − ni
2S
bi (3.8b)

S−
i =

(

S+
i

)†
=

√
2Sb†i

√

1 − ni
2S
. (3.8c)

Diese bildet insbesondere die Eigenschaft der Hermizität der Aufsteigeoperatoren korrekt ab und erzeugt
so einen hermiteschen Hamilton-Operator. Somit vereinfacht sich (3.7) zu

√

1 − ni
2S

≈ 1 − ni
4S

− n2
i

32S2
− n3

i

128S3
+O(S−4). (3.9)

3.1.2 Dyson-Maleev-Transformation

Es ist noch eine alternative Formulierung bekannt, die erstmals von Dyson [42] und Maleev [66] verwendet
wurde und zu einem Hamilton-Operator führt, der nur Wechselwirkungen mit 4 Erzeugern/Vernichtern
enthält und sich aus (3.1) für η = 1 ergibt. Die Transformation ist insofern exakt im Vergleich zur
HP-Trafo, als man die Darstellung der Spinoperatoren nicht bei endlichen inversen Potenzen des Spins
abbrechen muss. Um das Auftreten des 6-er Vertex im Hamiltonian zu vermeiden, benötigt man für
die Untergitter des Quanten-Antiferromagneten (QAF) zwei unterschiedliche Transformationen und han-
delt sich gleichzeitig einen nicht-hermiteschen Hamiltonoperator ein. Zunächst einmal die Definition der
Transformation für den Antiferromagneten 17

17Für den Ferromagneten benutzt man gewöhnlich die Transformation auf einem der beiden Untergitter, da nur kom-
binierte Terme von Aufsteige und Absteigeoperatoren bei der Entwicklung um den ferromagnetischen Grundzustand (Ko-
ordinatensystem durch (4.54a) gegeben) auftreten. Die identische Transformation auf beiden Untergittern hat im Falle

29



abc

A-Untergitter

S
‖
i = S − ni, ni = b†ibi

S+
i =

√
2S
(

1 − ni
2S

)

bi

S−
i =

√
2Sb†i

(3.10a)

B-Untergitter

S
‖
j = S − nj, nj = b†jbj
S+
j =

√
2Sbj

S−
j =

√
2Sb†j

(

1 − nj
2S

)

.

(3.10b)

Die Spinoperatoren in der Dyson-Maleev-Transformation erfüllt die Identitäten

S
‖
i,A = S

‖
i,B =

(

S
‖
i,B

)†
, S+

i,A =
(

S−
i,B

)†
, S−

i,A =
(

S+
i,B

)†
. (3.11)

Der zusätzliche Index bezeichnet das entsprechende Untergitter; man beachte jedoch, dass ein Gitterplatz
i immer entweder zum A-Untergitter oder zum B-Untergitter gehört und diese obigen Gleichungen nur
symbolisch gelten.
Wie wir später sehen werden, ergibt die Parametrisierung mit der DM-Transformation einfachere Terme,
mit denen sich die entsprechenden Ausdrücke für die Holstein-Primakoff-Transformation darstellen las-
sen. Weiterhin werden wir sehen, dass man mit beiden hier vorgestellten Transformationen die gleichen
physikalischen Ergebnisse erhält, so dass auch die DM-Transformation eine korrekte Herangehensweise
an den nicht diagonalisierbaren Heisenberg-Hamiltonian darstellt, obwohl in der DM-Transformation of-
fensichtlich die Identität S+

i =
(

S−
i

)†
nicht erfüllt ist und sich daher ein nicht-hermitescher Hamiltonian

ergibt. Wahrscheinlichkeitsdichte geht aber dennoch nicht verloren, da die Antihermizität für beide Un-
tergitter in gleicher Weise gilt und hermitesches Konjugieren der Operatoren prinzipiell nur die Rolle der
Untergitter vertauscht, die in den hier betrachteten Modellen ohnehin gleichwertig sind.

3.1.3 Schwinger-Bosonen

Ein etwas anderer Ansatz besteht in der Abbildung der Spin-Matrizen auf 2 harmonische Oszillatoren,
den so genannten Schwinger-Bosonen [12]. Dazu betrachten wir pro Gitterplatz einen 2-komponentigen
Spinor [26]

a† =
(

a†1, a
†
2

)

(3.12a)

a =

(

a1

a2

)

(3.12b)

der bosonische Operatoren mit der üblichen Algebra [ai, a
†
j ] = δij enthält und bilden den Spinoperator

wie folgt ab:
S = a†σa (3.13)

mit den Pauli-Matrizen [25]. Komponentenweise lässt sich das umschreiben zu

Sz = a†1a1 − a†2a2 (3.14a)

S+ = a†1a2 (3.14b)

S− = a†2a1. (3.14c)

Damit erhöht die Erzeugung eines Teilchens 1 die z-Komponente des Spins um 1/2, während die Er-
zeugung eines Teilchens 2 die z-Komponente um 1/2 vermindert. Auch dies ist eine Darstellung der
Spinoperatoren zu beliebigen Gesamtspin durch bosonische Operatoren. Abschließend möchte ich noch
kurz den Zusammenhang mit der Holstein-Primakoff bzw. Dyson-Maleev-Darstellung erwähnen. Die Dar-
stellung (3.14a) enthält noch keine Fixierung des Gesamtspins. Dazu müssen wir die Bosonen vom Typ
1 und 2 mit

a†2a2 =

√

a†2a2 + a†1a1 − a†1a1

2

=

√

2Ŝ − a†1a1

2

(3.15)

des QAF den Nachteil von Termen, die insgesamt 6 bosonische Operatoren enthalten. Obwohl es auch Arbeiten in dieser
Parametrisierung [21] gibt, wird hier nicht weiter darauf eingegangen.

30



Abbildung 9: Darstellung des Hilbertraumes der
Schwinger-Bosonen durch diskrete Punkte: Für fes-
ten Gesamtspin sind die erlaubten Zustände im
Schwinger-Bosonen-Formalismus auf Geraden mit
fester Gesamtzahl der Bosonen vom Typ 1 und Typ
2 (gestrichelte Linie: S=1, gepunktete Linie S=2).
Die Stufenoperatoren vermitteln Sprünge entlang der
Diagonalen.
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koppeln, (siehe Abbildung 9) wobei wir den Operator des Gesamtspins

Ŝ =
1

2
(a†1a1 + a†2a2) (3.16)

mit den üblichen Eigenwerten S = 0, 1/2, 1... eingeführt haben. Für festen Gesamtspin ersetzen wir den
Operator Ŝ durch den entsprechenden Eigenwert und erhalten

a†2a2 =

√

2S − a†1a1

2

. (3.17)

Für diagonale Typ 2 Operatoren a†2 = a2 folgt dann die Holstein-Primakoff-Darstellung (3.8) mit

a2 =
√

2S

√

1 − a†1a1

2S
. (3.18)

Setzt man dagegen

a2 = 1 − a†1a1

2S
a†2 = 1, (3.19)

so ergibt sich die Dyson-Maleev-Parametrisierung (3.10). Am Ende sei noch auf eine Vielzahl anderer
Bosonisierungstechniken z.B. [67] hingewiesen, die man in Standardliteratur zum Magnetismus [26, 51, 68]
findet.

3.2 Quanten Nichtlineares σ-Modell

Das Problem des Quantenantiferromagneten kann man auch mit einer effektiven Feldtheorie beschrieben
werden, die im Prinzip auch beliebige Kopplungen (nicht nur Nächste-Nachbar-Wechselwirkungen) be-
rücksichtigen kann. Die explizite mikroskopische Herleitung aus dem Heisenberg-Modell beruht auf der
Annahme quasiklassischen Verhaltens für S → ∞ [69] und der Berücksichtigung niederenergetischer An-
regungen (siehe auch [70, 71]). Der Ordnungsparameter, die Untergittermagnetisierung Ms, wird durch
einen von Ort und Zeit abhängigen Einheitsvektor

Ω(r, τ) (3.20)

mit O(3)-Symmetrie repräsentiert. Die Berechnung der Zustandssumme erfolgt über ein Funktionalinte-
gral [72]

Z[Ω] =

∫

D[Ω]δ(|Ω| − 1)e−Seff[Ω] (3.21)
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mit der effektiven Wirkung [11, 6, 73]

Seff[Ω] =
ρ0
s

2

∫

~β

0

dτ

∫

dDr





∣

∣

∣

∣

∣

D
∑

i=1

∂iΩ

∣

∣

∣

∣

∣

2

+
1

c20
|∂τΩ|2



 . (3.22)

Darin geht als Parameter die Spin-Steifigkeit ρ0
s, die die Änderung der Energie beim Drehen des Spins

aus dem Grundzustand angibt [63], sowie die Spinwellengeschwindigkeit c0 ein, die im Falle des Quan-
tenantiferromagneten mit Nächste-Nachbar-Wechselwirkung die Werte [51]

ρ0
s = JS2a2−D (3.23a)

c0 = J̃0Sa
√
D (3.23b)

haben. Durch Einführung zweier Kopplungskonstanten [11]

t =
T

ρs0
(3.24a)

g =
c0
ρs0

∼ 1

S
, (3.24b)

die klassisches Verhalten und Quantenverhalten beschreiben, lässt sich das Modell untersuchen und in 3
verschiedene Regimes unterteilen. Die entsprechende Einteilung erfolgt über die Berechnung der kritischen
Spinsteifigkeit ρcs für das konkrete magnetische Modell und den Vergleich mit der Spinsteifigkeit ρ0

s.

1. Geordnete Phase ρ0
s > ρcs

Der Magnet hat bei T = 0 einen endlichen Ordnungsparameter. Bei tiefen Temperaturen hat
die Spin-Spin-Korrelationslänge in D = 2 die exponentielle Abhängigkeit wie die des klassischen
Heisenberg-Modells [74]. Eine Realisierung hierfür ist der QAF mit Nächste-Nachbar-Wechselwir-
kung für beliebigen Spin, bei dem der Ordnungsparameter zwar Quantenkorrekturen enthält (siehe
(2.35)), die Ordnung aber durch Spinwellen nicht zerstört wird.

2. Ungeordnete Phase ρ0
s < ρcs

Es liegt keine makroskopische magnetische Ordnung vor, da die Quantenfluktuationen zu groß sind,
und die Spinkorrelationslänge folgt einem temperaturabhängigen Potenzgesetz.

3. Quantenkritische Phase
∣

∣ρ0
s − ρcs

∣

∣ ≈ T
Physikalische Eigenschaften des Heisenberg-Antiferromagneten werden durch die relative Tempera-
tur bestimmt und die Spinkorrelationslänge ist umgekehrt proportional zur Temperatur.
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Abbildung 10: Zerlegung des Spinoperators in transversa-
le und longitudinale Anteile gemäß der Wahl des lokalen
Koordinatensystems (4.7).
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Abbildung 10:

4 Modellsysteme

4.1 Heisenberg Quantenantiferromagnet mit Anisotropie

Ausgangspunkt der ersten Problemstellung ist der Heisenberg-Hamiltonian (1.34), zu dem ein zusätzlicher
Anisotropieterm addiert wird, so dass wir nun

Ĥ =
1

2

∑

ij

JijSi · Sj +
1

2

∑

ij

IijS
z
i S

z
j (4.1)

mit dem Spinoperator S zum Gesamtspin S mit S2 = S(S + 1) haben, wie schon in Abschnitt 1.3.1
eingeführt. Die Summe in unserem Hamilton-Operator im Ortsraum erstreckt sich über alle Gitterplätze
i, j unseres Festkörpers. Man beachte, dass der Vorfaktor 1/2 Konvention ist; in der Literatur findet man
häufig auch die alternative Darstellung ohne Vorfaktor, bei der dann die Summen über i und j nicht
mehr unabhängig sind

∑

i<j . . .. Wir haben keine Selbstwechselwirkung, d.h. die Kopplung verschwindet
für gleiche Indizes

Jii = 0. (4.2)

4.1.1 Vorbereitungen: Definition eines sphärischen Koordinatensystems

Mit dem klassischen Grundzustand (siehe Seite 15) können wir auf den Untergittern ein Koordinaten-
system wie folgt definieren: Zunächst ist der Einheitsvektor mi durch den Erwartungswert des Spins
festgelegt:

〈Si〉 = |〈Si〉|mi. (4.3)

Für unseren QAF mit Anisotropie sieht man sofort, dass der Erwartungswert im klassischen Grundzustand
dann

mi =

{

ez A-Untergitter
−ez B-Untergitter

(4.4)

ergibt und wir ein lokales rechtshändiges Orthonormalsystem {e(1)
i , e

(2)
i ,mi} an jedem Gitterplatz mit

den Bedingungen

e
(1)
i × e

(2)
i = mi (4.5a)

e
(1)
i · e(2)

i = e
(1)
i · mi = e

(2)
i · mi = 0 (4.5b)

e
(1)
i

2
= e

(2)
i

2
= m2

i = 1 (4.5c)

definieren können. Weiterhin gehen wir in eine so genannte sphärische Basis mit der Definition

e±
i = e

(1)
i ± ie

(2)
i ⇔ e

(1)
i = 1

2

(

e+
i + e−

i

)

e
(2)
i = 1

2i

(

e+
i − e−

i

) (4.6)

über, die es uns nun erlaubt die Spinoperatoren an jedem Gitterplatz wie folgt zu zerlegen (vgl. Abbil-
dung 10).

Si = S
‖
i mi + S⊥

i = Simi + S
(1)
i e

(1)
i + S

(2)
i e

(2)
i (4.7)
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Mit der Definition der Leiteroperatoren

S±
i = S

(1)
i ± iS

(2)
i (4.8)

folgt dann zusammen mit (4.6)

Si = S
‖
i mi +

1

2

∑

p=±
S−p
i e

p
i . (4.9)

Setzen wir die Definition der sphärischen Basis zusammen mit der Transformation der parallelen Kom-
ponente des Spins S‖

i in den Modellhamiltonian (4.1) ein, so folgt:

H = Ecl +H
‖
2 +H

‖
4 +H⊥ (4.10a)

H
‖
2 = −S

2

∑

ij

(Jij + Iij) (ni + nj) mi · mj (4.10b)

H
‖
4 =

1

2

∑

ij

(Jij + Iij)ninjmi · mj (4.10c)

H⊥ =
1

8

∑

ij

Jij
∑

p,p′=±
S−p
i S−p′

j e
p
i · ep

′

j . (4.10d)

Dabei entspricht Ecl der Energie des schon betrachteten klassischen Grundzustands (2.7) (siehe Abbil-
dung 4). Die parallelen Terme H‖

2 und H
‖
4 geben die Wechselwirkung der Spins in paralleler Richtung

wieder: Sind keine Bosonen angeregt „ni = 0“ (siehe Abbildung 8), so ergibt sich kein Beitrag, da die
Spins exakt (Anti-)Parallel sind und somit ihre Energie minimiert haben. Für angeregte Bosonen führt
H

‖
2 zu einer Energieerhöhung (beachte (4.14a)). Dagegen stellt H⊥ die Wechselwirkung der Komponen-

ten des Spins senkrecht zur Quantisierungsachse (hier: z-Achse) dar und berücksichtigt über (1.2) die
Terme aus den Aufsteige- und Absteigeoperatoren. Im Allgemeinen gilt Hn = O(S2−n/2),18 d.h. anhand
der Anzahl der auftretenden bosonischen Erzeuger bzw. Vernichter kann man auch die Potenz des Spins
gemäß einer 1/S-Entwicklung ablesen. Für die Entwicklung der Spinoperatoren nach Fluktuationen um
den klassischen Grundzustand müssen wir das Koordinatensystem gemäß des klassischen Grundzustandes
wählen, was die lokale z-Achse festlegt. Wegen der Rotationssymmetrie um die leichte Achse können wir
die beiden anderen Einheitsvektoren noch wie folgt wählen:

e
(1)
i = ey (4.11a)

e
(2)
i = −ζiex (4.11b)

mi = ζiez (4.11c)

mit der Definition

ζi =

{

1 A-Untergitter
−1 B-Untergitter

(4.12)

Damit sind die sphärischen Einheitsvektoren als (4.6)

e±
i = ey ∓ ζiiex (4.13)

geschrieben. Mit der Annahme der ausschließlichen Wechselwirkung zwischen nächsten Nachbarn, brau-
chen wir die dementsprechenden Skalarprodukte für i = j ± 1

mi · mj = −1 (4.14a)

e
p
i · ep

′

j = 2δp,p′ . (4.14b)

Dadurch sind die Beiträge (2.7) (4.10b) und (4.10c) negativ und (4.10d) wird zu

H⊥ =
1

2

∑

ij

Jij
(

S+
i S

+
j + S−

i S
−
j

)

. (4.15)

18Wir werden später abweichend von dieser Konvention der Benennung der Terme des Hamilton-Operators Beiträge der
Normalordnung berücksichtigen, so dass diese Zuordnung nur für die höchste Ordnung im inversen Gesamtspin gilt (siehe
auch Appendix A).
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Abbildung 11: Die reduzierte Brillouin-Zone des An-
tiferromagneten in D = 2 (grau unterlegt) hat ge-
nau die halbe Fläche der vollen Brillouin-Zone (ge-
strichelt umrandet). K und L sind ausgezeichneten
Punkte mit hoher Symmetrie, Γ der Zonenursprung.
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4.1.2 Bosonisierung

Holstein-Primakoff-Transformation Mit der Entwicklung der Spinoperatoren in der HP-Darstellung
(3.9) findet man den hermiteschen Operator:

H⊥ = H⊥
2 +H⊥

4 +O(1/S) (4.16a)

H⊥
2 =

S

2

∑

ij

Jij

(

bibj + b†i b
†
j

)

(4.16b)

H⊥
4 = −1

8

∑

ij

Jij

(

b†ibibibi + bib
†
jbjbj + b†ib

†
ibib

†
j + b†i b

†
jb

†
jbj

)

. (4.16c)

Dyson-Maleev Transformation Die Parametrisierung nach Dyson-Maleev ergibt bei Berücksichti-
gung von NN-Wechselwirkungen einen ähnlichen Hamiltonian, wenn man (3.10) einsetzt:

H⊥DM = H⊥
2 +H⊥DM

4 (4.17a)

H⊥DM
4 = −1

4

∑

ij

Jij

(

bib
†
jbjbj + b†i b

†
ibib

†
j

)

. (4.17b)

Man beachte, dass H⊥DM
4 nicht hermitesch ist.

(

H⊥DM
4

)†
= −1

4

∑

ij

Jij

(

b†jb
†
jbjb

†
i + bjb

†
ibibi

)

(4.18)

Allerdings vertauschen beim hermitesch Konjugieren lediglich die Untergitter ihre Rolle. Für den senk-
rechten Anteil des Holstein-Primakoff-Hamiltonians in 2. Ordnung (4.16a) gilt weiterhin

H⊥
4 =

1

2

[

H⊥DM
4 +

(

H⊥DM
4

)†]
. (4.19)

4.1.3 Fourier-Transformation

Damit zumindest der quadratische Anteil des Hamilton-Operators diagonalisierbar wird, müssen wir die
Symmetrie des Gitters ausnutzen und eine diskrete Fourier-Transformation durchführen. Für den Anti-
ferromagneten besteht die Einheitszelle mit voller Symmetrie19 des kubischen Gitters aus 2 Gitterplät-
zen (siehe Abbildung 12). Daher müssen wir eine Fourier-Transformation mit reduzierter Brillouin-Zone

19Mit der Symmetrie ist hier die Gittersymmetrie als auch Symmetrie des Quantenzustands. Dies ist hier zu beachten,
da wir im klassischen Grundzustand nur eine Elementarzelle konstruieren können, wenn diese mindestens 2 Gitterplätze
beinhaltet, an denen die Spins entgegengesetzt ausgerichtet sind.
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Abbildung 12: Quadratgitter des Quantenantifer-
romagneten in D = 2: Die Elementarzelle mit der
Gitterkonstanten a (rechts oben, hellgrau unterlegt)
hat zwar die volle Gittersymmetrie, jedoch erfüllt
sie nicht mehr die Translationsinvarianz im klassi-
schen Grundzustand und hat auch nicht die vol-
le Symmetrie des quantenmechanischen Grundzu-
stands. Dagegen zeigt die größere antiferromagneti-
sche Elementarzelle mit Gitterkonstante

√
2a (dun-

kelgrau unterlegt) die volle Translationssymmetrie.
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durchführen, was der größeren Einheitszelle des Antiferromagneten mit Symmetrie des klassischen Grund-
zustandes im Ortsraum entspricht (siehe Abbildung 11). Wir definieren dazu

abc
bi =

√

2

N

∑

k

eik·riAk A-Untergitter (4.20a)

bi =

√

2

N

∑

k

eik·riBk B-Untergitter. (4.20b)

Die Operatoren im k-Raum erfüllen nun die Vertauschungsrelationen
[

Ak, A
†
k′

]

=
[

Bk, B
†
k′

]

= δk,k′ . (4.21)

Alle anderen bosonischen Erzeuger/Vernichter vertauschen wie im Ortsraum. Mit der Vereinfachung
(2.6) können wir die Fouriertransformierte (B.11) der Spinwechselwirkung als J̃k = γ̃kJ̃0 schreiben.
Dabei ist J̃0 = 2DJ für das einfach kubische Gitter. Analoges folgt für die Fourier-Transformation der
Anisotropiewechselwirkung Iij . Mit der Identität

∑

ri

e±i(k−k′)·ri = Nδk,k′ (4.22)

lässt sich der Hamilton-Operator (4.10a) mit (4.16a) bzw. (4.17a) umformen zu

H = Ecl +H2 +H
‖
4 +H⊥

4 (Holstein-Primakoff) (4.23a)

H = Ecl +H2 +H
‖
4 +H⊥DM

4 (Dyson-Maleev), (4.23b)
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Abbildung 13: Bogoliubov-Koeffizienten gemäß (C.11) für die Diagonalisierung von (4.23a) in D = 2: Für
nicht-verschwindende Anisotropie λ 6= 0 sind die Koeffizienten für alle Wellenvektoren k endlich.

mit

H2 = H
‖
2 +H⊥

2 (4.24a)

H
‖
2 = SJ̃0 (1 + λ)

∑

k

(

A†
kAk +B†

kBk

)

(4.24b)

H⊥
2 = SJ̃0

∑

k

γ̃k

(

AkB−k +A†
kB

†
−k

)

(4.24c)

H
‖
4 =

2J̃0

N
(1 + λ)

∑

kk′
qq′

δk+k′+q+q′,0γ̃k+k′A†
kA−k′B†

qB−q′ (4.24d)

H⊥DM
4 = − J̃0

N

∑

kk′
qq′

δk+k′+q+q′,0

(

γ̃q′B†
kB

†
k′B−qA

†
q′ + γ̃kB−kA

†
k′A−qA−q′

)

(4.24e)

H⊥
4 = − J̃0

N

∑

kk′
qq′

δk+k′+q+q′,0

[

γ̃q′

(

B†
kB

†
k′B−qA

†
q′ +Aq′B†

−qBk′Bk

)

+γ̃k

(

BkA
†
k′A−qA−q′ +A†

−q′A
†
−qAk′B†

−k

)]

.

(4.24f)

Die prinzipielle Bedeutung der Terme im k-Raum entspricht dabei im Wesentlichen der Terme im Orts-
raum (4.10), wobei jetzt der explizit nicht-diagonale Term H⊥

2 sichtbar wird, der das klassische Modell
vom Quantenmodell unterscheidet. Weiterhin beachte man mit (B.15), dass die Wechselwirkung für kleine
Impulsüberträge nicht verschwindet. Die Anisotropie wurde dabei in Form des kleinen Parameters

λ =
Ĩ0

J̃0

(4.25)

ausgedrückt.

4.1.4 Diagonalisierung: Bogoliubov-Transformation

Wie in Appendix C beschrieben, lässt sich zumindest der quadratische Anteil von (4.23a) mittels einer
unitären Transformation diagonalisieren. Vergleichen wir (4.24c) mit (C.1) aus dem Appendix und setzen
in (C.2) fk = SJ̃0(1 + λ) sowie gk = SJ̃0γ̃k, so ergibt sich unmittelbar der diagonalisierte Hamiltonian

H2 =
∑

k

[

Ek

(

α†
kαk + β†

−kβ−k + 1
)

− (1 + λ) J̃0S
]

(4.26)

mit der Dispersionsrelation

Ek = J̃0S

√

(1 + λ)
2 − γ2

k. (4.27)
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Abbildung 14: Spinwellen-
Dispersionsrelation des Antiferro-
magneten mit Anisotropie: für kleine
Wellenlängen liegt eine quadratische
Dispersion mit Anregungslücke gemäß
(4.30) vor, die dann in einen linearen
Bereich übergeht und schließlich wegen
der Gittereffekte flacher wird. Darstel-
lung entlang von Geraden mit hoher
Symmetrie (siehe Abbildung 11).
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Abbildung 15: Zusammenhang zwischen der
Anregungslücke ∆0 und dem Anisotropiepara-
meter λ gemäß (4.29b)

abc
Abbildung 15:

Mit der Entwicklung (B.15) des Strukturfaktors ergibt sich

Ek ≈ J̃0S

√

2λ+ λ2 +
k2a2

D
= c0

√

∆2
0

c20
+ k2 = c0κ(k, λ) (4.28)

mit der Spinwellengeschwindigkeit c0 und der Anregungslücke ∆0

abc
c0 =

J̃0Sa√
D

(4.29a)

∆0 = c0

√
2D

a

√

2λ+ λ2 = J̃0S
√

(1 + λ)2 − 1. (4.29b)

Ohne Anisotropie (λ = 0) handelt es sich um eine lineare Dispersion mit Ek = c0 |k|, während man mit
Anisotropie eine Anregungslücke ∆0 hat und die Dispersion für kleine Wellenvektoren k quadratisch ist,
wie man mittels Taylor-Entwicklung von κ(k, λ) leicht sieht:

Ek = ∆0

(

1 +
c20

2∆2
0

k2

)

. (4.30)

Alternative Transformation Der oben beschriebene Weg liefert zwar für unser Modellsystem einen
diagonialisierten Hamilton-Operator, funktioniert aber nicht bei Anwesenheit eines Magnetfeldes (vgl.
Seite 39). Daher gehen wir hier einen etwas anderen Weg, indem wir zunächst Linearkombinationen der
ursprünglichen Operatoren im k-Raum bilden und anschließend diagonalisieren. Damit wird es möglich
sein, die Terme im Hamiltonian durch die Spinoperatoren im k-Raum auszudrücken und später mit
Messgrößen in Verbindung zu bringen. Zunächst definieren wir die bosonischen Erzeuger bzw. Vernichter

ck± =
1√
2

(Ak ±Bk) . (4.31)
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Die Linearkombination ändert die Kommutatoren (4.21) nicht, ebenso behält der Hamiltonian die Form
(C.1), so dass wir die Transformation gemäß (C.3) durchführen können, die nun folgendermaßen aussieht
(σ = ±):

(

ckσ
c†−kσ

)

=

(

uk −σvk

−σvk uk

)(

ψkσ

ψ†
−kσ

)

. (4.32)

Kanonische Kommutatorrelationen der neuen Operatoren
[

ψkσ, ψ
†
k′σ′

]

= δk,k′δσ,σ′ (4.33)

garantieren die Unitarität der Transformation und man erhält ein mit (C.6) vergleichbares Ergebnis.
Die Vorgehensweise ist äquivalent zur Bogoliubov-Transformation mit anschließender Linerarkombination
der Magnonenfreiheitsgrade, da alle Transformationen eindeutig umkehrbar sind, so dass wir folgende
Identität zeigen können:

ψkσ =
1√
2

(αk + σβk) ⇔
αk =

1√
2

(ψk+ + ψk−)

βk =
1√
2

(ψk+ − ψk−) .
(4.34)

Nach kurzer Rechnung haben wir auch den quadratischen Hamiltonian durch die Operatoren ψk± aus-
gedrückt:

H2 =
∑

kσ

[

Ek

(

ψ†
kσψkσ +

1

2

)

− J̃0S

2
(1 + λ)

]

. (4.35)

Im Wesentlichen bleiben die Ergebnisse für H2 auch für ein Modell des Quantenantiferromagneten im
Magnetfeld gleich und sind under Vernachlässigung der konstanten Energieverschiebung gleich20

H2 =
∑

kσ

Ekσ

(

ψ†
kσψkσ +

1

2

)

. (4.36)

4.2 Heisenberg QAF im Magnetfeld

4.2.1 Darstellung in gekippter Basis

Im Magnetfeld h = hez erhält man zum Heisenberg-Modell (4.1) einen zusätzlichen Zeemanterm:

H =
1

2

∑

ij

JijSi · Sj − h
∑

i

Szi +
1

2

∑

ij

IijS
z
i S

z
j . (4.37)

Da der klassische Grundzustand (siehe Seite 16) nun nicht mehr ein Zustand mit maximaler Unter-
gittermagnetisierung ist, sondern die Spins etwas in Richtung des Magnetfeldes kippen, müssen wir unser
Koordinatensystem etwas anders wählen, um die korrekte Entwicklung nach Fluktuationen um den klassi-
schen Grundzustand durchzuführen. Wie im vorherigen Abschnitt formulieren wir den Modellhamiltonian
(4.53) in einem an jedem Gitterplatz lokalem Koordinatensystem. Allerdings ist das Koordinatensystem
an benachbarten Gitterplätzen nicht mehr aus parallelen Einheitsvektoren aufgebaut. Wir nehmen an,
dass der richtige quantenmechanische Grundzustand vom klassischen Grundzustand nur derart abweicht,
dass der Kippwinkel der lokalen Magnetisierung durch einen renormierten Kippwinkel zu ersetzen ist. Wir
definieren daher den Einheitsvektor der Magnetisierung im Grundzustand wie in (4.3) und wie in (4.5) ein
lokales, rechtshändiges Orthonormalsystem

{

mi, e
(1)
i , e

(2)
i

}

, das jeweils auf allen Plätzen der Untergitter

20Für den QAF im homogenen Magnetfeld h erhält man einen zusätzlichen Term Hh = −h·
P

i Si, der zu einem anderen,
gekippten klassischen Grundzustand führt. Bei der Bosonisierung erhält man einerseits aus Hh auch Terme, die eine ungera-
de Anzahl bosonischer Operatoren entalten und andererseits führt die Darstellung in einer gekippten Basis zu Zusatztermen
im quadratischen Teil des Hamiltonians. Nach der Bogoliubov-Transformation ergeben sich dann 2 Magnonenzweige mit
unterschiedlicher Dispersion Ek+ 6= Ek−. Ebenso unterscheiden sich die Koeffizienten in der Bogoliubov-Transformation
uk+ 6= uk−, vk+ 6= vk−. Ohne Anisotropie ergibt sich dann bei endlichem Magnetfeld ein Spinwellenspektrum mit Anre-
gungslücke sowie unterschiedliche Spinwellengeschwindigkeiten c0± für die beiden Moden. [57]
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bis auf einen Verschiebungsvektor gleich ist (siehe Abbildung 5). Mit der sphärischen Basis (4.6) und der
Holstein-Primakoff-Transformation erhalten wir einen zu (4.10) analogen Ausdruck. Lediglich der Term
aus der Anisotropie

HA =
1

2

∑

ij

IijS
z
i S

z
j (4.38)

muss noch in das korrekte lokale Koordinatensystem transformiert werden. Dazu legen wir die lokalen
Koordinatensysteme folgendermaßen fest:

mi = ζinez +mex (4.39a)

e
(1)
i = ey (4.39b)

e
(2)
i = −ζinex +mez. (4.39c)

Hierbei ist ζi = ±1 wie in (4.12) definiert und das Magnetfeld senkrecht zur Anisotropie gelegt

h = hex. (4.40)

Die Parameter n und m (siehe Abbildung 5) sind gerade die Winkelfunktionen des Winkels ϑ:

n = cosϑ m = sinϑ ⇒ n2 +m2 = 1. (4.41)

Jetzt berechnen wir die entsprechenden Skalarprodukte für direkt nebeneinander liegende Einheitsvekto-
ren (i ∈ A , j ∈ B ⇒ ζiζj = −1)

mi · mj = −n2 +m2 (4.42a)

e±
i · e±

j = 2n2 (4.42b)

e±
i · e∓

j = 2m2 (4.42c)

e±
i · mj = ±2iζjnm (4.42d)

h · mi = hm (4.42e)

h · e±
i = ∓ihζin (4.42f)

mi · ez = ζin (4.42g)

e±
i · ez = ±im (4.42h)

mi · ex = m (4.42i)

e±
i · ex = ∓iζin. (4.42j)

Die letzten beiden Skalarprodukte tauchen auf, falls die Anisotropie parallel zum Magnetfeld ist

HA =
1

2

∑

ij

IijS
x
i S

x
j (4.43)

= EAcl +H
A‖
2 +H

A‖
4 +HA′

+HA⊥
4 (4.44)

mit den Beiträgen

EAcl = −1

2
n2S2

∑

ij

Iij (4.45a)

H
A‖
2 =

1

2
Sn2

∑

ij

Iij(ni + nj) (4.45b)

HA⊥
4 = −1

2
n2
∑

ij

Iijninj (4.45c)

HA′
=

in2m

2

∑

ij

Iijζi(S − ni)(S
−
i − S+

j ) (4.45d)

HA⊥ = −m
2

8

∑

ij

Iij(S
−
i − S+

i )(S−
j − S+

j ). (4.45e)
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Somit hat unser Hamiltonian des Heisenberg Antiferromagneten mit Anisotropie im Magnetfeld die Form

H = Ecl +H
‖
2 +H

‖
4 +H⊥ +H ′ (4.46)

mit den Anteilen21

H
‖
2 =

S

2

∑

ij

Kij(ni + nj) +
∑

i

hmni (4.47a)

H
‖
4 = −1

2

∑

ij

Kijninj (4.47b)

H⊥ =
1

8

∑

ijpp′

(

JijS
−p
i S−p′

j e
p
i · ep

′

j + Iijm
2pSpi p

′Sp
′

j

)

(4.47c)

H ′ =
1

2

∑

ij

(

Jijmi · S‖
i (S

−
j e+

j + S+
j e−

j ) + inmIijS
‖
i ζi(S

−
j − S+

j )
)

−1

2

∑

j

h · (S−
i e+

i + S+
i e−

i ). (4.47d)

In H
‖
2 , H‖

4 und H⊥ treten nach der Transformation auf Bosonen nur Terme mit ganzzahligen Potenzen
der Erzeuger bzw. Vernichter auf, während H ′ ungeradzahlige Potenzen der Operatoren enthalten. Im
Einzelnen folgt mit der „normalen“ Holstein-Primakoff-Transformation (3.8) und der Entwicklung (3.9)

H⊥ = H⊥
2 +H⊥

4 + O(b6) (4.48a)

H⊥
2 =

S

2

∑

ij

(

Lij(b
†
i b

†
j + bibj) +Mij(b

†
jbi + b†ibj)

)

(4.48b)

H⊥
4 = −1

8

∑

ij

(

Lij(b
†
ib

†
jnj + b†ib

†
jni + njbibj + nibibj) (4.48c)

+Mij(b
†
jnjbi + b†jnibi + b†injbj + b†inibj)

)

mit den Abkürzungen Lij = (Jijn
2 − Iijm

2) und Mij = (Jij + Iij)m
2. Die ungeraden Terme sind

H ′ = H ′
1 +H ′

3 + O(b5) (4.49a)

H ′
1 =

in
√

2S

2

∑

i

ζi(b
†
i + bi)



mS
∑

j

(2Jij + Iij) + h



 (4.49b)

H ′
3 =

in
√

2S

4





∑

ij

(

Jijζim(nibi + b†ini + 4nib
†
i + 4nibi)

+Iij(b
†
ini + nibi + 4njb

†
i + 4njbi)

)

+
1

2S
h
∑

i

(nibi − b†ini)

)

. (4.49c)

Für die weitere Behandlung müssen wir die Wechselwirkung auf nächste Nachbarn beschränken (2.6) und
können damit die relevanten Energien als Verhältnis der beiden Kopplungen gemäß (4.25) ausdrücken.
Mit der Definition des Austauschfeldes

hm = 2J̃0Sm (4.50)

21siehe auch (2.9) und (2.8); man beachte, dass die Richtung des Magnetfeldes noch nicht festgelegt ist.
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Abbildung 16: Antiferromagnet im Magnetfeld h > hc: Ist das äußere Magnetfeld größer als das durch
die Austauschwechselwirkung erzeugte effektive Magnetfeld, so geht der klassische AF in einen ferroma-
gnetischen Grundzustand über; alle Spins (dargestellt durch die gestrichelten Pfeile) zeigen in die gleiche
Richtung; der Ordnungsparameter gestaffelte Magnetisierung Ms verschwindet.

wird der quadratische Hamiltonian zu

H
‖
2 = J̃0Sα

∑

i

ni (4.51a)

H⊥
2 =

S

2

∑

ij

Jij

(

ñ2(b†i b
†
j + bibj) + m̃2(b†jbj + b†i bj)

)

(4.51b)

mit den Abkürzungen

α = (1 − 2m2)(1 + λ) +m2λ+
hm

J̃0S
(4.52a)

ñ2 = n2 − λm2 (4.52b)

m̃2 = (1 + λ)m2. (4.52c)

Diese wohlbekannte Formulierung [97, 41] stellt den Ausgangspunkt der konventionellen Spinwellentheorie
in 1/S-Entwicklung dar, liefert aber so komplizierte Wechselwirkungsterme, dass Berechnungen aufwändig
werden und zu Divergenzen führen. Daher beenden wir diese Betrachtungen mit der Darstellung im
Ortsraum und dem Hinweis auf die Literatur [21, 75].

4.2.2 Entwicklung um den ferromagnetischen Grundzustand für starkes Magnetfeld

Im Magnetfeld h = hez erhält man zum Heisenberg-Modell (1.34) einen Zusatzterm, so dass unser
Modell-Hamiltonian wie folgt aussieht:

H =
1

2

∑

ij

JijSi · Sj − h
∑

i

Szi . (4.53)

Ist das Magnetfeld stark (h > hc), so stellt sich der klassische Grundzustand des Ferromagneten (siehe
Abbildung 16) ein, um den wir entwickeln und so eine etwas andere Formulierung der Spinwellentheorie
des Antiferromagneten erhalten. Zur Bosonisierung gehen wir von (1.34) aus und setzen die Darstellung
des Spinoperators mit (1.4a) in sphärischer Basis (4.6) ein. Mit der Wahl

e
(1)
i = ey (4.54a)

e
(2)
i = −ex (4.54b)

mi = ez (4.54c)

erhalten wir wieder die Skalarprodukte (4.14b) für nächste Nachbarn sowie mi · mj = 1 für alle Gitter-
plätze. Mit der Holstein-Primakoff-Transformation (3.8) sowie deren 1/S-Entwicklung (3.9) ergibt sich
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Abbildung 17: Klassischer Grundzustand des Quantenantiferromagneten mit den Untergittern A und B in
einem Magnetfeld h < hc; hier nur die Spins entlang einer Achse gezeigt. Die Erwartungswerte der Spins
im Néel-Zustand 〈Si〉 sind durch blau und rot gestrichelte Pfeile dargestellt. Bei der vorliegenden Wahl
des Magnetfeldes entlang der z-Achse schließen die lokalen Momente einen Winkel θ mit der z-Achse ein.
Das Koordinatensystem ist so ausgerichtet, dass die Untergittermagnetisierung Ms in y-Richtung zeigt
(entspricht der Phasenwahl der spontanen Symmetriebrechung in (6.8)).

der Hamiltonian des wechselwirkenden Bose-Gases

H = E0 +H2 +H4 (4.55a)

E0 = N

(

J̃0S
2

2
− Sh

)

(4.55b)

H2 = −S
2

∑

ij

Jij

(

ni + nj − b†ibj − bib
†
j

)

+ h
∑

i

ni (4.55c)

H4 =
1

4

∑

ij

Jij

(

2ninj − b†inibj − b†jni.bi
)

(4.55d)

Darstellung im k-Raum Für die Fourier-Transformation definieren wir 2 bosonische Operatoren im
k-Raum gemäß des zu erwartenden antiferromagnetischen Zustandes mit größerer Elementarzelle:

bk,σ =
1√
N

(

∑

ri∈A
e−k·ribi + σ

∑

ri∈B
e−k·ribi

)

(4.56)

[

bk,σ, b
†
k′,σ′

]

= δk,k′δσ,σ′ (4.57)

ri ∈ A und ri ∈ B bezeichnen die Summen über die Untergitter A und B. Wie man leicht sieht,
sind die Fourier-Transformierten einer symmetrischen bzw. antisymmetrischen Linearkombination dieser
Operatoren

bi =
1√
N

∑

k

e−ik·ri (bk+ + bk−) i ∈ A (4.58a)

bi =
1√
N

∑

k

e−ik·ri (bk+ − bk−) i ∈ B (4.58b)

gerade die bosonischen Operatoren im Ortsraum. Wie im vorherigen Abschnitt erstrecken sich die k-
Summen wieder über die reduzierte Brillouin-Zonen, da wegen der unterschiedlichen Operatoren auf den
Untergittern die Einheitszelle größer ist. Setzt man (4.56) in (4.55a) ein, so erhält man unter ausschließ-
licher Berücksichtigung von NN-Wechselwirkungen (2.6) einen diagonalen quadratischen Hamiltonian im
k-Raum:

H2 =
∑

k,σ

(ǫkσ − µ) b†kσbkσ (4.59)
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Abbildung 18: Die erhaltene Dispersionsrelation des Ferromagneten beim Entwickeln um den ferroma-
gnetischen Grundzustand (gezeigt für D = 2). links: Die Mode ohne Anregungslücke hat für kleine k

eine quadratische Dispersion. rechts: Die +-Mode hat in der reduzierten Brillouin-Zone gemäß (4.60) eine
Anregungslücke, die für kleine k gerade dem kritischen Feld entspricht.

mit der Dispersionsrelation

ǫkσ = S
(

J̃0 + σJ̃k

)

(4.60)

für die beiden ferromagnetischen Magnonen-Moden, sowie dem chemischen Potential als Differenz zwi-
schen kritischem Feld und Magnetfeld

µ = 2SJ̃0 − h . (4.61)

Für ein einfach kubisches System liefert Entwicklung der Dispersionsrelation ǫkσ eine Mode mit σ = +
mit einer Anregungslücke von der Größe des kritischen Feldes eine Mode mit σ = −, die die antiferroma-
gnetischen Spin-Fluktuationen beschreibt und (siehe Abschnitt 6.5.1) eine quadratische Dispersion ohne
Anregungslücke hat, da aus (B.15) folgt:

ǫk+ = hc + O
(

k2
)

(4.62a)

ǫk− =
k2

2m
+ O

(

k4
)

(4.62b)

m =
1

2JSa2
. (4.63)

Hierbei haben wir die zu einer Teilchenmasse analoge Größe m eingeführt. Man beachte ebenfalls, dass
nach Definition des chemischen Potentials für das Magnetfeld h = ǫ0+ − µ gilt. Mit der Transformation
von (4.55d) wird dann das gesamte Modell im k-Raum formuliert

H4 =
J̃0

4N

∑

1···4
δ1+2,3+4

(

∑

σσ′

Γ̃σσ
′

1234b
†
1σb

†
2σb3σ′b4σ′

+
∑

σ

Γ̃σ1234b
†
1σb

†
2−σb3σb4−σ

)

(4.64a)

Γ̃σσ
′

1234
= σσ′(γ̃1−3 + γ̃2−4) − 1

2
(σ(γ̃1 + γ̃2) + σ′(γ̃3 + γ̃4)) (4.64b)

Γ̃σ1234 = γ̃2−4 − γ̃2−3 − γ̃1−4 + γ̃1−3 + σ(γ̃1 − γ̃2 + γ̃3 − γ̃4). (4.64c)
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5 Renormierung der Anregungslücke beim QAF mit Anisotropie

5.1 Motivation

Wie wir in Kapitel (4.1.4) gesehen hatten, hat das Spinwellenspektrum des QAF in erster Näherung eine
Anregungslücke ∆0, die über (4.29b) mit der Anisotropie zusammenhängt. In der Arbeit [21] wurde die
Renormierung der magnetischen Anisotropie für den zweidimensionalen Quantenantiferromagneten mit
Anisotropie gemäß (4.1) und NN-Wechselwirkung (2.6) betrachtet und die Spinwellenanregungslücke in
1/S-Entwicklung berechnet. Dabei wurde ein endlicher Beitrag in 1. Ordnung gefunden sowie ein formal
divergenter Beitrag in 2. Ordnung abgeschätzt. Die exakte Anregungslücke des Spinwellenspektrums kann
durch Ausmessen der Dispersion mittels Streuung kalter Neutronen bestimmt werden, wie es z. B. in [76]
für den zweidimensionalen QAF Pr2CuO4 besonders im Hinblick auf die Temperaturabhängigkeiten der
Anregungslücke diskutiert wird.22

Isotroper Quantenantiferromagnet Der isotrope Quantenantiferromagnet in zwei Dimensionen, wie
er zum Beispiel in den CuO2-Schichten der Hochtemperatursupraleiter realisiert ist, war schon öfters Un-
tersuchungsgegenstand [14, 6, 53, 55, 77] mit dem Ergebnis von Korrekturen zur Spinwellendispersion,
Untergittermagnetisierung und magnetischer Suszeptibilität in 1. Ordnung Spinwellenentwicklung. Da-
gegen scheinen die Korrekturen 2. Ordnung klein zu sein, wie auch z.B. in [78] experimentell mittels
inelastischer Neutronenstreuung verifiziert wurde. Die physikalische Erklärung dieses Verhaltens liegt in
der Erhaltung des Gesamtspins, da im isotropen Fall der Operator des Gesamtspins mit dem Hamilton-
Operator vertauscht. Daraus resultiert schließlich eine schwache Wechselwirkung zwischen langwelligen
Spinwellen [43, 79, 80], die nur kleine Korrekturen in 2. Ordnung ergibt.

Quantenantiferromagnet mit Anisotropien Der völlig isotrope Quantenantiferromagnet ist dage-
gen fast nie realisiert, da schwache Wechselwirkungen z.B. durch das Kristallfeld [35] oder Dipol-Dipol-
Wechselwirkungen die Isotropie brechen und somit keine Erhaltung des Gesamtspins mehr gilt. Da quali-
tative Aussagen auch bei komplizierteren Anisotropien korrekt bleiben sollten [21], wird zunächst nur der
einfachste Fall mit Easy-Axis-Anisotropie betrachtet, dessen Spinwellenspektrum eine Anregungslücke
hat. Es scheint, dass die 1/S-Korrekturen zur Anregungslücke endlich bleiben, da in der Hartree-Fock-
Näherung nur über Ein-Magnonen-Zustände integriert wird. Dagegen zeigen die 1/S2-Korrekturen so-
wohl im isotropen als auch im anisotropen Fall infolge der Ausbreitung von drei Spinwellen Divergenzen.
Während sich diese Infrarot-Divergenzen infolge der Erhaltung des Gesamtspins im isotropen Fall aufhe-
ben [43, 14, 53, 77, 55, 21], ist der Fall mit Anisotropie komplizierter und bisher nur wenig untersucht.
Experimentell ist das entsprechende Problem zum Beispiel durch den zweidimensionalen QAF Pr2CuO4

realisiert, der eine temperaturabhängige Anregungslücke weit unterhalb der Néel-Temperatur zeigt [81].
Bevor wir das schon in Kapitel 4.1 eingeführte Modell mit einer ungewöhnlichen Art Spinwellentheorie
angehen, soll kurz die Vorgehensweise in der Vorarbeit [21] skizziert werden. Ausgehend von (4.1) wird das
Spinmodell mittels einer Dyson-Maleev-Transformation, die auf beiden Untergittern gleich definiert ist,
auf Bosonen abgebildet. Anschließend werden die Spin-Green-Funktionen Gαα(ri−rj) = −

〈

T̂ (Sαi S
α
j )
〉

α ∈ {x, y} in Störungstheorie berechnet. Dabei wird sich der üblichen Spinwellentheorie des QAF sowie
Diagonalisierung durch Bogoliubov-Transformation (C.3) bedient. Unter Verwendung der Methode von
Belyaev [82] für die Green-Funktionen des dünnen Bose-Gases werden schließlich die Renormierungsfakto-
ren der Anregungslücke, der Spinwellengeschwindigkeit sowie der magnetischen Suszeptibilität berechnet.
Diese sind in 1. Ordnung endlich und in 2. Ordnung auf die Werte des isotropen Falls [6] zurückzuführen.
Für den Fall mit Anisotropie werden die Anregungslücke sowie die zusätzlichen Wechselwirkungsterme
summarisch berücksichtigt. So ergeben sich formal logarithmische Divergenzen der Renormierungsfakto-
ren Z̃i der Anregungslücke und der Spinwellengeschwindigkeit

Z̃i ≈ Zi

(

1 +
R

2

)

, i = c,∆, (5.1)

22Weitere Neutronenstreuexperimente an zweidimensionalen QAF mit Anisotropie wurden z. B. in [78] gemacht, wobei
insbesondere der Fokus auf die Korrespondenz zwischen Gitterabstand und Superaustauschkonstante J gelegt wurde.
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wobei Zi der entsprechende Renormierungsfaktor in 1. Ordnung ist und die Korrektur 2. Ordnung die
Form

R = − 1

(πS)2
ln

(

SJ̃0

3∆

)

∼ ln ∆ für R ≪ 1 (5.2)

hat. Die volle Analyse der 1/S-Entwicklung der Renormierungsfaktoren ist wegen der komplizierten Ver-
texfunktionen schwierig und steht noch aus.
Vorarbeiten unter Beschränkung auf den zweidimensionalen QAF mit S = 1/2 wurden mittels Entwick-
lung von Grundzustandsenergie, Untergittermagnetisierung, Suszeptibilität und Anregungslücke um das
Ising-Modell in Potenzen des Verhältnisses von transversaler und longitudinaler Austauschkopplung be-
reits in [83, 84, 56] gemacht (siehe ebenfalls [85, 6]). Man beachte weiterhin die zur Berechnung von
Renormierungsfaktoren benutzte Entwicklung in 1/(2DS), die auch auf den Fall des QAF mit Aniso-
tropie erweitert wurde [86]. Im Folgenden soll nun eine Spinwellentheorie benutzt werden, die auf der
Parametrisierung der Bogoliubov-Quasiteilchen mittels zweier hermitescher Operatoren fußt, um Kor-
rekturen zur Anregungslücke aufgrund von Quantenfluktuationen zu berechnen und die physikalische
Ursache der unerwartet großen Korrekturen zu verstehen. Abschließend sei noch auf eine Arbeit zum
QAF mit Anisotropie im schwachen Magnetfeld senkrecht zur Untergittermagnetisierung hingewiesen,
die die Renormierung des Spinwellengaps [87] durch das Magnetfeld betrachtet. Hier wird der Kipp-
winkel [41] durch die 3-Teilchen- und 5-Teilchen-Wechselwirkungen im Modell mit Magnetfeld (4.49a)
renormiert, welcher so zu einer Instabilität im Bereich starker Magnetfelder führt.

5.2 Hermitesche Parametrisierung

Ausgehend vom Hamilton-Operator (4.35) führen wir nun eine Transformation auf hermitesche Operato-
ren durch, die sich leichter interpretieren lassen, da sie zumindest in linearer Ordnung Spinwellentheorie
Operatoren für relevante physikalische Messgrößen sind. Später wird sich zeigen, dass diese Formulierung
auch bei der Berechnung der Korrelationsfunktionen Vorteile bringt. Man betrachte zunächst die Para-
metrisierung

abc
ψk+ =

√

χ0

2V Ek

(

χ−1
0 Φ̂k+ − iEk Π̂k+

)

(5.3a)

ψk− = i

√

χ0

2V Ek

(

χ−1
0 Φk− − iEkΠk−

)

. (5.3b)

Hierbei ist

χ0 =
1

2J̃0aD
(5.4)

die homogene antiferromagnetische Suszeptibilität. Die Messgrößen der Operatoren im Ortsraum sind
reell, so dass wir Hermitizität im Impulsraum erhalten

Φ†
kσ = Φ−kσ Π†

kσ = Π−kσ. (5.5)

Natürlich können wir diese lineare Abbildung zwischen den vier Operatoren ψkσ , ψ†
kσ und Πkσ, Φkσ auch

umkehren

Φk+ =

√

V χ0Ek

2

(

ψk+ − ψ†
−k+

)

(5.6a)

Πk+ = i

√

V

2χ0Ek

(

ψk+ − ψ†
−k+

)

(5.6b)

Πk− =

√

V

2χ0Ek

(

ψk− + ψ†
−k−

)

(5.6c)

Φk− = −i
√

V χ0Ek

2

(

ψk− − ψ†
−k−

)

. (5.6d)
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Die neuen Operatoren sind so gewählt, dass sie kanonisch konjugiert sind, d.h. sie erfüllen die fundamenta-
len Vertauschungsrelationen des Ortes und des Impulses [44, 52, 40]; hier in einer diskreten Formulierung
aufgeschrieben

[Φkσ,Πk′σ′ ] = −iV δk+k′,0δσ,σ′ . (5.7)

Der quadratische Hamiltonian bleibt auch unter dieser Transformation noch diagonal

H2 =
1

2V

∑

kσ

(

χ−1
0 Φ−k,σΦkσ + χ0E

2
kΠ−kσΠkσ

)

+ E0 (5.8)

und enthält eine negative Energieverschiebung

E0 = −
∑

kσ

(

1

2
Ek + J̃0S(1 + λ)

)

. (5.9)

Zum Umschreiben des Wechselwirkungsanteils schreiben wir zunächst die gesamte Transformation

Ak =
1

2
[(Φk+ + iΦk−) τk + (Πk− − iΠk+)µk] (5.10a)

Bk =
1

2
[(Φk+ − iΦk−) τk + (−Πk− − iΠk+)µk] (5.10b)

aus Bogoliubov-Transformation und hermitescher Parametrisierung auf. Die eingeführten Parameter sind
Linearkombinationen der Bogoliubov-Koeffizienten (C.11)

τk =
uk − vk√
2V χ0Ek

(5.11a)

µk =

√

χ0Ek

2V
(uk + vk) . (5.11b)

Eine zusätzliche Berücksichtigung eines Magnetfeldes wirkt sich nur insofern aus, als wir dann zwei
verschiedene Dispersionszweige Ekσ erhalten und infolgedessen die Bogoliubov-Transformation mit zwei
verschiedenen Parameter ukσ und vkσ durchführen müssen [80].

Der nächste Schritt ist nun die Operatoren Ak und Bk aus (4.24d) und (4.24e) bzw. (4.24f) zu elimi-
nieren und die erhaltenen Terme zu vereinfachen. Gemäß der Betrachtungen zum Funktionalintegral im
Phasenraum [88] müssen zur korrekten Berechnung der Größen mittels Funktionalintegral die Operato-
ren in der Wirkung symmetrisiert aufgeschrieben werden. Dies ist prinzipiell damit zu begründen, dass
a priori weder der Impuls noch der Ort in irgend einer Weise ausgezeichnet sind. Nun sind die in (5.3)
eingeführten Operatoren mathematisch äquivalent zu den Orts- bzw. Impulsoperatoren, so dass wir hier
ebenso die Anordnung der nicht vertauschenden Operatoren symmetrisieren müssen. Die explizite Berech-
nung der Terme für den quartischen Hamiltonian ist ziemlich langwierig, aber einfach und wird daher im
Appendix D behandelt, so dass man folgenden Wechselwirkungsanteil in hermitescher Parametrisierung
mit symmetrischen Vertexfunktionen erhält:

HHP
4 = H4 +H

(2)
4 +H

(0)
4 Holstein-Primakoff (5.12a)

HDM
4 = H4 +HAH

4 +H
(2)
4 +H

(2),AH
4 +H

(0)
4 Dyson-Maleev. (5.12b)
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Mit der Abkürzung k1 = 1, etc. sind nun die einzelnen Terme:

H4 = − 1

32N

∑

1234

δ1+2+3+4,0 (5.13a)

×
(

Γ4Φ
1234

∑

σσ′

Φ1σΦ2σΦ3σ′Φ4σ′ + Γ4Π
1234

∑

σσ′

Π1σΠ2σΠ3σ′Π4σ′

+Γ2Φ2Π
1234

∑

σ

Φ1σΦ2σΠ3−σΠ4−σ + Γ2Φ2Π
1234⊥

∑

σ

{Φ1σΦ2σ,Π3σΠ4σ}

+ ΓΦΠΦΠ
1234

{Φ1+,Π2+} {Π3−Φ4−}
)

H
(2)
4 =

J̃0

8

∑

1

[

(γ̃1 + 1 + λ) τ2
1

∑

σ

Φ−1σΦ1σ

+ (1 + λ− γ̃1)µ
2
1

∑

σ

Π−1σΠ1

]

=
1

2S
H2 (5.13b)

H
(0)
4 = −5N

16
J̃0(1 + λ) +

J̃0

2

∑

1

γ̃1. (5.13c)

Im Dyson-Maleev-Formalismus treten weitere antihermitesche Terme auf, was man aufgrund der Überle-
gungen auf Seite 35 auch erwarten würde

HAH
4 = − i

8N
J̃0

∑

1234

δ1+2+3+4,0 (5.14a)

×
(

Γ̃4Φ
1234

∑

σ

σΦ1σΦ2σΦ3σΦ4−σ + Γ̃4Π
1234

∑

σ

σΠ1σΠ2σΠ3σΠ4−σ

+Γ̃2Φ2Π
1234

∑

σ

σ {Φ1σΦ2σ,Π3σ}Π4σ + Γ̃2Π2Φ
1234

∑

σ

σ {Φ1σ,Π2σΠ3σ}Π4−σ

)

H
(2)AH
4 =

i

8
J̃0

∑

1

τ1µ1γ̃1
∑

σ

{Φ−1σ,Π1σ} (5.14b)

mit den Vertexfunktionen

Γ4Φ
1234

= τ1τ2τ3τ4 (γ̃1 + γ̃2 + γ̃3 + γ̃4 + 2(1 + λ) (γ̃1+2 + γ̃3+4)) (5.15a)

Γ4Π
1234 = µ1µ2µ3µ4 (−γ̃1 − γ̃2 − γ̃3 − γ̃4 + 2(1 + λ) (γ̃1+2 + γ̃3+4)) (5.15b)

Γ2Φ2Π
1234⊥ = 2τ1τ2µ3µ4 (3 (γ̃1 + γ̃2 + γ̃3 + γ̃4) + 2(1 + λ) (γ̃1+2 + γ̃3+4) − 2 (γ̃1+3 + γ̃2+4))(5.15c)

Γ2Φ2Π
1234‖ = τ1τ2µ3µ4 (γ̃1 + γ̃2 − γ̃3 − γ̃4 + 3(1 + λ) (γ̃1+2 + γ̃3+4)) (5.15d)

ΓΦΠΦΠ
1234

= 2τ1µ2τ3µ4 (−γ̃1 + γ̃2 + γ̃3 − γ̃4 + 2(1 + λ) (γ̃1+3 + γ̃3+4)) (5.15e)

Γ̃4Φ
1234 =

1

3
τ1τ2τ3τ4(γ̃1 + γ̃2 + γ̃3 − 3γ̃4) (5.15f)

Γ̃4Π
1234 =

1

3
µ1µ2µ3µ4(−γ̃1 − γ̃2 − γ̃3 + 3γ̃4) (5.15g)

Γ̃2Φ2Π
1234

=
1

2
τ1τ2µ3µ4(−γ̃1 − γ̃2 − 3γ̃3 + γ̃4) (5.15h)

Γ̃2Π2Φ
1234

=
1

2
τ1µ2µ3τ4(3γ̃1 + γ̃2 + γ̃3 − γ̃4), (5.15i)

die für λ = 0 in die in [73] diskutierte Form übergehen. Durch die Symmetrisierung sowie die Darstellung
nicht-vertauschender Operatoren als Antikommutator {A,B} = AB + BA erhält man die Relation für
alle antihermiteschen Anteile

(

HAH
)†

= −HAH, (5.16)
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so dass sich die Relation (4.19) ganz leicht überprüfen lässt, indem man die Identität {A,B}† =
{

A†, B†}

sowie die Symmetrie der Vertexfunktionen Γ1234 = Γ−1−2−3−4 benutzt.
Im Bereich tiefer Temperaturen sind nur Quasiteilchenanregungen bei kleinen Impulsen maßgeblich, so
dass wir auch nur Wechselwirkungen im Bereich kleiner Impulsüberträge berücksichtigen müssen. Daher
geben wir hier die Entwicklungen der Vertexfunktionen für kleine Eintritts- bzw. Austrittsimpulse an.
Für deren Bestimmung benutzen wir (4.30) sowie daraus abgeleitet die Entwicklung der Bogoliubov-
Koeffizienten

uk = u0 + u2k
2 + O(k4) (5.17a)

vk = v0 + v2k
2 + O(k4) (5.17b)

u0 =

√

1 + λ+ ∆̃0

2∆0
= −v0 (5.17c)

u2 = − c20(1 + λ)

4
√

2
√

1 + λ+ ∆̃0∆
5/2
0

(5.17d)

v2 = − c20(1 + λ+ 2∆̃0)

4
√

2
√

1 + λ+ ∆̃0∆
5/2
0

, (5.17e)

die für nicht-verschwindende Anisotropie nicht divergieren (vgl. Quantenantiferromagnet im Magnetfeld).
Das dimensionslose Gap

∆̃0 =
∆0

J̃0S
=
√

2λ+ λ2 (5.18)

wurde der Einfachheit halber eingeführt. Mittels der Definition (5.11a) findet man leicht die Entwicklung
der Vorfaktoren der Vertexfunktionen

τk = τ2k
2 + O(k4) (5.19a)

µk = µ0 + µ2k
2 + O(k4) (5.19b)

τ2 = − c20

4J̃0S
√

1 + λ+ ∆̃0∆3
0

√
V χ0

∼ λ−
3
2 (5.19c)

µ0 =

√

(1 + λ+ ∆̃0)χ0

V
∼ λ0 (5.19d)

µ2 = µ0
c20

2∆2
0

∼ λ−1 (5.19e)

und erhält mit (B.15) die Wechselwirkungen bei kleinen Impulsen

Γ4Φ
1234

≈ (8 + 4λ)τ4
2 k2

1k
2
2k

2
3k

2
4 + O(k10) ∼ λ−6 (5.20a)

Γ4Π
1234 ≈ 4λµ4

0 + 4λµ4
0µ2(k

2
1 + k2

2 + k2
3 + k2

4) −
a2

D
µ4

0(k1 · k2 + k3 · k4) + O(k4) ∼ λ (5.20b)

Γ2Φ2Π
1234⊥ ≈ 4τ2

2µ
2
0k

2
1k

2
2(6 + λ) + O(k6) ∼ λ−3 (5.20c)

Γ2Φ2Π
1234‖ ≈ 6τ2

2µ
2
0k

2
1k

2
2(1 + λ) + O(k4) ∼ λ−3 (5.20d)

ΓΦΠΦΠ
1234 ≈ 2τ2

2µ
2
0k

2
1k

2
3 + O(k4) ∼ λ−3 (5.20e)

Γ̃4Φ
1234 ≈ a2

6D
τ4
2 k2

1k
2
2k

2
3k

2
4 + O(k12) ∼ λ−6 (5.20f)

Γ̃4Π
1234

≈ a2

6D
µ4

0(k
2
1 + k2

2 + k2
3 − 3k2

4) + O(k4) ∼ (1 + 2
√

2λ) (5.20g)

Γ̃2Φ2Π
1234

≈ −2τ2
2µ

2
0k

2
1k

2
2 + O(k4) ∼ λ−3 (5.20h)

Γ̃2Π2Φ
1234 ≈ 2τ2

2µ
2
0k

2
1k

2
4 + O(k4) ∼ λ−3. (5.20i)

Wie man sieht, verschwinden alle Vertexfunktionen für kleine Impulse mindestens quadratisch, bis auf
Γ4Π

1234
, die einen endlichen Grenzwert bei nicht-verschwindender Anisotropie hat. Aufgrund der Erhaltung
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des Gesamtspins im Falle des isotropen QAF sind keine starken Wechselwirkungen zwischen Spinwellen
im Infrarot-Bereich erlaubt [75, 73]. Beim isotropen Heisenberg-QAF handelt es sich um eine schwache
Wechselwirkung der antiferromagnetischen Fluktuationen. Man beachte weiterhin, dass die Vorfaktoren
fast aller anderen Vertexfunktionen für kleine Anisotropien λ → 0 divergieren und so zum in [73] disku-
tierten endlichen Grenzwert für kleine Impulse werden.

5.2.1 Interpretation der Operatoren

Die oben dargestellte, etwas unkonventionelle Formulierung der Spinwellentheorie durch hermitesche Ope-
ratoren, scheint zunächst einmal das Problem komplizierter zu machen. Damit erkauft man sich allerdings
eine leichtere physikalische Interpretation der benutzten Operatoren. Wir formulieren dazu die Spinope-
ratoren und ihre Pendants für den Antiferromagneten, die gestaffelten Spinoperatoren im Impulsraum

Sχk =

√

1

N

∑

i

e−ik·riSχi (5.21a)

Sχst k =

√

1

N

∑

i

e−ik·riSχi ζi. (5.21b)

Gemäß der sphärischen Zerlegung gelten die Definitionen für χ ∈ {+,−, ‖, x, y}. Betrachtet man diese
Größen in linearer Spinwellentheorie, was dem Abbruch der Entwicklung (3.9) nach nullter Ordnung
entspricht, so erhält man

Szk =

√

1

N
S δk,Q (5.22a)

SzStk =

√

1

N

(

S δk,0 −
1

2

∑

σ

(τ2
kΦ−kσΦkσ + µ2

kΠ−kσΠkσ)

)

(5.22b)

Syk =
√
SτkΦk+ =

√

1

N
λ−1

k Φk+ (5.22c)

Sxk = −
√
SτkΦk− = −

√

1

N
λ−1

k Φk− (5.22d)

SyStk =
√
SµkΠk− =

S√
NaD

λkΠk− (5.22e)

SxStk =
√
SµkΠk+ =

S√
NaD

λkΠk+. (5.22f)

Hierbei haben wir die dimensionslose Konstante

λk = µka
DN

S
=

τk√
NS

(5.23)

eingeführt, um die korrekte Spinabhängigkeit aufzuzeigen. Betrachtet man die Gleichungen, so stellt man
fest, dass die ferromagnetische Magnetisierung (5.22a) für den statischen Fall (k = 0) verschwindet, wohl
aber für andere Wellenvektoren ungleich Null sein kann, da im Néel-Grundzustand wie auch im korrek-
ten Grundzustand eine langreichweitige Ordnung auftritt [11, 54]. Dagegen erhalten wir für k = 0 im
Wesentlichen die volle gestaffelte Magnetisierung des Néel-Zustandes in (5.22b), die um die Erwartungs-
werte aller Operatoren vermindert wird. Die Gleichungen ((5.22c)-(5.22f)) zeigen eine Proportionalität
der Spinoperatoren zu den eingeführten hermiteschen Operatoren.
Abschließend kann man also zusammenfassen, dass die Operatoren Φkσ die ferromagnetischen Fluktua-
tionen in den Richtungen senkrecht zur Anisotropie repräsentieren, während die Πkσ-Operatoren gerade
die antiferromagnetischen Fluktuationen senkrecht zur Anisotropierichtung darstellen.

5.2.2 Vorteile der hermiteschen Parametrisierung

1. Schwache Wechselwirkungen zwischen antiferromagnetischen Magnonen
Wie schon im Fall ohne Magnetfeld diskutiert [73, 80], verschwinden die Vertexfunktionen, die die
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Wechselwirkungen zwischen antiferromagnetischen Magnonen vermitteln, für kleine Impulse qua-
dratisch. Im Falle des QAF mit Anisotropie hat der Vertex (5.15b) zwar einen endlichen Wert
für k = 0, der aber für λ → 0 verschwindet (5.20b). Alle anderen Vertexfunktionen des Holstein-
Primakoff-Hamiltonian verschwinden sogar in höheren Ordnungen der Impulse (5.20) und sollten
daher für niederenergetische Anregungen unwichtig sein, solange die Anisotropie nicht verschwindet.
Ganz anders liegt der Fall beim gewöhnlichen Erzeuger-Vernichter-Zugang, wo alle Vertexfunktio-
nen der 2-Teilchen-Wechselwirkung in gewissen Grenzwerten infrarot-divergent sind [73]. Die auf-
tretenden Divergenzen kürzen sich allerdings in bisher berechneten physikalischen Größen bis zur
2. Ordnung in 1/S heraus (z. B. in [14]). Daher scheint der gewöhnliche Zugang zu kompliziert
für eine systematische Betrachtung des Quantenantiferromagneten; die hermitesche Parametrisie-
rung hat jedoch mathematisch günstigere Eigenschaften zur Beschreibung der Wechselwirkungen
zwischen relevanten Freiheitsgraden.

2. Physikalische Interpretation der Operatoren
Die Operatoren können gemäß der Betrachtungen in (5.2.1) mit physikalischen Größen in Verbin-
dung gebracht werden, ohne den Umweg über Bogoliubov-Koeffizienten machen zu müssen (siehe
hierzu [62]).

3. Nichtlineares-σ-Modell
Eine Verbindung zwischen der hermiteschen Parametrisierung und der zur Charakterisierung allge-
meiner Heisenberg-Antiferromagneten erfolgreichen Theorie des Nichtlinearen-σ-Modells (NLSM)
ist möglich. Während das NLSM nicht nur Heisenberg Magnete mit NN-Wechselwirkung beschrei-
ben kann, berücksichtigt es aber nur bestimmte Wechselwirkungen zwischen Magnonenfreiheitsgra-
den. Dagegen beschränken wir uns auf Heisenberg-Modelle mit NN-Wechselwirkung, berücksichtigen
aber zusätzliche Wechselwirkungsterme zwischen Spinwellen [80].

4. Endliche Ausdehnung des Antiferromagneten
Wie schon von Anderson in [44] vorgeschlagen, ist die Berücksichtigung von finite-size Effekten in der
Spinwellentheorie des Quantenantiferromagneten in der Hermiteschen Parametrisierung einfacher.23

Dennoch ist dieser Zugang lange Zeit in Vergessenheit geraten [73].

5.3 Freie Green-Funktion T = 0

Für eine störungstheoretische Behandlung unseres wechselwirkenden Modells von Bosonen, ausgedrückt
durch die hermiteschen Felder (5.3), brauchen wir zunächst einmal die ungestörten Korrelationsfunktionen
oder freie Propagatoren. Dazu gehen wir vom freien Spinwellenmodell mit dem quadratischen Hamiltonian
(4.35) aus. Für T = 0 ist der freie Propagator dann als Green-Funktion im Heisenberg-Bild gemäß

iGσσ′(k,k′, t− t′) = 〈0| T̂ [Ψkσ(t)Ψk′σ′(t)] |0〉 (5.24)

= 〈0|Ψkσe
− i

~
Ĥ(t−t′)Ψk′σ′ |0〉 (5.25)

= e−
i
~
Ekσ(t−t′)δk,k′δσ,σ′ (5.26)

gegeben, wobei der Zeitordnungsoperator T̂ analog zu (6.81) definiert ist und der normierte Vielteilchen-
grundzustand |0〉 die Eigenschaft

Ψkσ |0〉 = 0 (5.27)

hat. Im letzten Schritt haben wir die Eigenwertgleichung des Hamiltonian sowie den Kommutator (4.33)
benutzt. Die gleichzeitige Green-Funktion t = t′ ist dann durch

iGσσ′ (k,k′) = δk,k′δσ,σ′ = 〈ΨkσΨk′σ′〉 (5.28)

definiert. Mittels der Transformation auf Operatorebene (5.6a) erhalten wir sofort auch die Propagatoren
der hermiteschen Felder, die analog zu (5.28) als

iGAB =
〈

AB†〉 , A,B ∈ {Πkσ,Φkσ} (5.29)

23Das Problem der k = 0-Mode wird durch die Wahl von Wellenpaketzuständen behoben, die zwar keine Eigenzustände
sind aber deren Zeitentwicklung für die betrachteten Systeme sehr langsam verläuft.
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Abbildung 19: Berechnung der Selbstenergie in erster Ordnung Störungstheorie: Durchgehende Linien
entsprechen den (ungerichteten) Propagatoren der Π-Felder, gestrichelte Linien entsprechen den Propa-
gatoren der Φ-Felder. Die nicht-diagonalen Propagatoren sind entsprechend durch jeweils halb gestrichelte
und durchgezogene Linien dargestellt. Gemäß der Formel (5.33) wird jeweils noch über σ summiert.

definiert sind. Wie nicht anders zu erwarten sind die Propagatoren wieder diagonal im k-Raum. Wir
schreiben nun in Matrixform [38]

iGk,k′ =

(

〈ΠkσΠ−k′σ′〉 〈ΠkσΦ−k′σ′〉
〈ΦkσΠ−k′σ′〉 〈ΦkσΦ−k′σ′〉

)

=
V

2Ek

δk,k′δσ,σ′

(

χ−1
0 i
−i χ0E

2
k

)

. (5.30)

Damit erfüllt der Propagator die übliche Hermizitätsbedingung iG = (iG)†, ist aber nicht diagonal. Für
die spätere Darstellung im Frequenzraum ist eine Diagonalisierung nicht notwendig, da die Zeitableitung
im Frequenzraum ohnehin nicht-diagonale Terme erzeugt.

5.4 Hartree-Fock-Näherung

Im nächsten Schritt führen wir eine Störungtheorie erster Ordnung explizit durch. Dazu bedienen wir
uns diagrammatischer Methoden, um die einzelnen Schritte übersichtlich zu halten. Für diese Näherung,
die auf der Aufspaltung der Felder in ihre Erwartungswerte und entsprechende Fluktuationen beruht,
ersetzen wir jeweils vier Operatoren des Wechselwirkungsterms durch quadratische Anteile und Opera-
tormittelwerte, zum Beispiel

Π1Π2Π3Π4 → Π1Π2Π3Π4 +Π1Π2Π3Π4 +Π1Π2Π3Π4 +Π1Π2Π3Π4 +Π1Π2Π3Π4 +Π1Π2Π3Π4. (5.31)

Die Kontraktion zweier Operatoren wird nun durch deren Mittelwert zum Beispiel

Π1Π2 = 〈Π1Π2〉 =
V

2E1χ0
δ1+2,0 (5.32)

ersetzt und die Einträge in (5.30) benutzt. Diese Rechnung lässt sich grafisch durch die in Abbildung 19
dargestellten Gleichungen für die Selbstenergiebeiträge der Felder veranschaulichen. Unter Berücksichti-
gung der Symmetrien der Vertexfunktionen und der Hermizität von Gkk′ geben insbesondere die Terme
mit Antikommutator keinen Beitrag. Nach längerer, aber elementarer Rechnung unter Berücksichtigung
der Symmetrien der Vertexfunktionen (5.30) und der Eigenschaft (B.16), können wir den Wechselwir-
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Abbildung 20: Ergebnis der Auswertung der Integrale (5.33)

kungsterm des Holstein-Primakoff-Hamiltonian (5.13a) und (5.13b) durch den quadratischen Anteil

H4 =
1

4V S

∑

kσ

[

χ−1
0 Φ†

kσΦkσ

(

1 − CΦ − C̃Φ

1 + λ+ γ̃k

)

+ χ0E
2
kΠ†

kσΠkσ

(

1 − CΠ − C̃Π

1 + λ− γ̃k

)]

ersetzen. Wobei die Konstanten als Summen über die reduzierte Brillouin-Zone

CΦ =
1

N

∑

k

ǫk

(

1 − γ̃k

1 + λ− γ̃k

+
1 + γ̃k(1 + λ)

1 + λ+ γ̃k

)

(5.33a)

CΠ =
1

N

∑

k

ǫk

(

1 − γ̃k(1 + λ)

1 + λ− γ̃k

+
1 + γ̃k

1 + λ+ γ̃k

)

(5.33b)

C̃Φ =
4λ

N

∑

k

ǫk

(

γ̃k

1 + λ− γ̃k

− 2 + λ

1 + λ+ γ̃k

)

(5.33c)

C̃Π =
4λ

N

∑

k

ǫk

(

− γ̃k

1 + λ+ γ̃k

+
2 + λ

1 + λ− γ̃k

)

(5.33d)

gegeben sind. Man beachte, dass (5.33) bereits diagonal ist, was ein wesentlicher Vorteil dieser Art von
Störungstheorie in den hermiteschen Feldern ist.24

5.4.1 Renormierungsfaktoren

Die Konstanten (5.33) ergeben eine impulsabhängige Renormierung der Suszeptibilität25 und Energiedi-
spersion. Wir führen das Ergebnis auf den Hamiltonian des freien Magnonengases (5.8) zurück indem wir
die Ersetzungen

χ0 → χ = Zχ(k)χ0 (5.34a)

Ek → Z(k)Ek (5.34b)

24Würde man eine Störungstheorie in den Magnonen-Erzeugern und -Vernichtern aus (4.35) durchführen, so wäre der
entstehende Hamiltonian nicht mehr diagonal und eine erneute Bogoliubov-Transformation notwendig (siehe Abschnitt
7.1.2).

25Gemeint ist die Renormierung der Suszeptibilität durch Wechselwirkungen.
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Abbildung 21: Der Renormierungsfaktor Zχ ist in erster Ordnung Störungstheorie (enthält auch höhere
Ordnungen in 1/S) impulsabhängig. Der Wert ohne Anisotropie Zχ = 0.86 aus [73] wird im Grenzwert
λ → 0 erreicht (gepunktete Linie). links: Veranschaulichung der Impulsabhängigkeit entlang der Zonen-
linien hoher Symmetrie für S = 1/2, rechts: k = 0-Werte für verschiedene Spins gegen die Stärke der
Anisotropie aufgetragen.

machen wobei die Renormierungsfaktoren durch

Zχ(k) =

[

1 +
1

2S

(

1 − CΦ − C̃Φ

1 + λ+ γ̃k

)]−1

(5.35a)

Z(k) =

√

√

√

√

√

1 + 1
2S

(

1 − CΠ − C̃Π

1+λ−γ̃k

)

1 + 1
2S

(

1 − CΦ − C̃Φ

1+λ+γ̃k

) (5.35b)

gegeben sind. Für verschwindende Anisotropie λ = 0 verschwindet auch die Impulsabhängigkeit

1 − lim
λ→0

CΦ = 1 − lim
λ→0

CΠ =
2

N

∑

k

ǫk = C (5.36a)

lim
λ→0

C̃Φ = lim
λ→0

C̃Π = 0 (5.36b)

und wir erhalten das Ergebnis

Zχ =

[

1 +
C

2S

]−1

(5.37a)

Zc = 1 +
C

2S
(5.37b)

aus [73] (vgl. auch [89, 54, 55]), so dass die Magnonendispersion nur gemäß

H4 =
C

2S

1

2V

∑

kσ

(

χ−1
0 Π†

kσΠkσ + χ0E
2
kΠ†

kσΠkσ

)

=
C

2S
H2 (5.38)

reskaliert wird [47, 85].
Aus der speziellen Form der Dispersion für kleine Impulse (4.30) ist es auch möglich aus (5.35b) den
Renormierungsfaktor des Gaps

Z∆ =
∆

∆0
= Z(0) =

√

√

√

√

√

1 + 1
2S

(

1 − CΠ − C̃Π

λ

)

1 + 1
2S

(

1 − CΦ − C̃Φ

2+λ

) (5.39)
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Abbildung 23: Darstellung der Spinwellen-
renormierung Zc für verschiedene Spins als
Funktion der Anisotropie. Der Grenzwert
λ → 0 kann nicht ausgeführt werden, da für
λ = 0 die Form der Dispersion von (4.30) in
Ek = c0|k| übergeht und damit die relevan-
ten Impulse durch (5.45) beschränkt sind.
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Abbildung 23:

sowie einen Renormierungsfaktor der Spinwellengeschwindigkeit

Zc =

√

Z2
∆ +

(2λ+ λ2)Z1

2
(5.40)

Z1 = − C̃Φλ
2(CΠ − 1 − 2S) + C̃Π[2C̃Φ(1 + λ) + (2 + λ)2(CΦ − 1 − 2S)]

2λ2[C̃Φ + (2 + λ)(CΦ − 1 − 2S)]2
(5.41)

zu definieren, so dass die Dispersion in Hartree-Fock-Näherung für kleine Impulse dann die Form

Ek = Z∆∆0

(

1 +
Z2
c c

2
0

2Z2
∆∆2

0

k2

)

(5.42)

hat.
Der Dyson-Maleev-Hamiltonian hat die Zusatzterme (5.14), die aber in der Hartree-Fock-Näherung kei-
nen zusätzlichen Beitrag geben, so dass beide Formulierungen sowohl in der linearen Spinwellentheorie
als auch in der 1. Ordnung Störungstheorie äquivalent sind. Wegen der schwachen Wechselwirkung bei
kleinen Impulsen (5.20) ist auch in höheren Ordnungen bei nicht-verschwindender Anisotropie λ 6= 0 kein
wesentlicher Beitrag zu erwarten.

Koeffizienten der 1/S-Entwicklung Die oben angegebenen Renormierungsfaktoren sind bei Anwe-
senheit der Anisotropie in 1. Ordnung Störungstheorie berechnet, d.h. konsistent bis zur Ordnung 1/S,
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aber enthalten noch höhere Terme. Eine Entwicklung nach inversem Gesamtspin ergibt schließlich:

Zχ(k) = 1 +
Z

(1)
χ (k)

2S
+ O(1/S2) (5.43a)

Z(k) = 1 +
Z(1)(k)

2S
+ O(1/S2) (5.43b)

Z∆ = 1 +
Z

(1)
∆

2S
+ O(1/S2) (5.43c)

Zc = 1 +
Z

(1)
c

2S
+ O(1/S2) (5.43d)

mit den Koeffizienten

Z(1)
χ (k) = 1 − CΦ − C̃Φ

1 + λ− γ̃k

(5.44a)

Z(1)(k) =
1

2

(

CΦ − CΠ +
C̃Φ

1 + λ+ γ̃k

− C̃Π

1 + λ− γ̃k

)

(5.44b)

Z
(1)
∆ = Z(1)(0) (5.44c)

Z(1)
c = Z

(1)
∆ +

λ2 + 2λ

4
Z

(1)
1 (5.44d)

Z
(1)
1 =

C̃Φλ
2 + C̃Π(2 + λ)2

2(2λ+ λ2)2
. (5.44e)

5.4.2 Vergleich der Ergebnisse

Betrachtet man das Ergebnis für die Renormierungsfaktoren (siehe Abbildungen 21, 22 und 23), so
nähern sich alle Renormierungsfaktoren für den klassischen Grenzfall S → ∞ dem Wert 1. Dies ist
klar, da alle hier berechneten Korrekturen höherer Ordnung in 1/S sind. Für Spinsysteme mit großem
Gesamtspin spielen höhere Korrekturen und somit Quantenfluktuationen eine geringere Rolle und die
Renormierungsfaktoren sind nahe bei 1.

Die Abhängigkeit des Renormierungsfaktors Zχ vom Wellenvektor wird weiterhin für verschwindende
Anisotropie klein. Das Ergebnis von [73] für λ → 0 wird reproduziert (siehe Abbildung 21). Stärkere
Anisotropien schlagen sich so im Renormierungsfaktor der Suszeptibilität nieder, dass χ nun eine rich-
tungsgemittelte Suszeptibilität ist und somit im Falle von Anisotropien erhöht wird. Die Suszeptibilität
ist dann keine Zahl mehr, sondern wird zu einem Tensor, dessen Richtungsmittelwert um so mehr ab-
weicht je stärker der damit verbundene Ellipsoid von der Kugelgestalt abweicht. Insofern ist das Ergebnis
für Zχ ein klassisch zu erwartendes Ergebnis und liefert kaum neue Erkenntnisse.
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Ganz anders sieht es beim Renormierungsfaktor des Gaps Z∆ aus: Bei großen Anisotropien ist die
Anregungslücke auch groß (siehe Abbildung 15). Daher spielen für starke Anisotropien die Wechselwirkun-
gen zwischen den antiferromagnetischen Fluktuationen eine geringe Rolle und der Renormierungsfaktor
wird kleiner, d.h. das aus linearer Spinwellentheorie berechnete Gap stimmt gut mit dem realen Gap
überein. Dagegen ist das Gap für kleine Anisotropien klein und Quantenfluktuationen wirken so auf die
Eigenschaften der Quasiteilchen, dass das Gap auch in Mean-Field-Berechnungen stark renormiert wird
(für S = 1/2 ergibt sich nahe bei λ = 0 ein endlicher Faktor von Z∆ ≈ 2.84). Eine Erhöhung des Spins
verringert wieder den Effekt gemäß der 1/S-Entwicklung der Wechselwirkung.

Am schwierigsten ist die Renormierung der Spinwellengeschwindigkeit zu verstehen. Dies liegt daran,
dass beim Verschwinden der Anisotropie λ → 0 die Form der Dispersion grundlegend geändert wird.
Während für λ = 0 eine Goldstone-Anregung mit Ek = c|k| vorliegt, ist bei endlicher Anisotropie die
Form der Dispersion nach oben gebogen und hat für kleine Wellenvektoren quadratische Abhängigkeit
(4.30). Daher ist es nicht außergewöhnlich, dass sich Zc für λ→ 0 nicht den bekannten Ergebnissen nähert,
sondern ähnlich wie Z∆ groß wird.26 Die physikalische Interpretation von Zc als Renormierungsfaktor ist
nur im Bereich linearer Dispersion sinnvoll: Mit dem Zusammenhang (4.28) haben wir für große k eine
lineare Dispersion, so dass die Definition von Zc nur im Bereich

∆

c
≪ |k| ≪ 1

a
(5.45)

Sinn macht. Weiterhin ist zu beachten, dass die Renormierungsfaktoren zu verschiedenen Spins sich
schneiden (z. B. die von S = 1/2 und S = 1 bei etwa λ = 0.7). Sie bleiben aber für alle λ immer größer
als 1 und erreichen 1 im Grenzwert S → ∞. Die Schnittpunkte scheinen vielmehr ein Artefakt des Modells
zu sein, welches für kleine Spins und große Anisotropien eher in das Ising-Modell übergeht und somit
unterschiedliche Spinwellengeschwindigkeiten hervorruft.
Abschließend sollte man das Ergebnis des Renormierungsfaktors der Anregungslücke hervorheben. Der
Einfluss von Wechselwirkungen hat für kleine Anisotropien einen großen Effekt und vergrößert das Gap
wesentlich. Insbesondere die Kopplung zwischen longitudinalen und transversalen Fluktuationen der Fel-
der, die in der Parametrisierung (5.3) eingeführt werden, erzeugt wohl ähnliche Divergenzen für kleine
Anisotropien bzw. für kleine Anregunslücken, wie sie auch in [21] beschrieben sind. Der Fall λ ≪ 1 ist
auch in realen Systemen am ehesten realisiert, da die Effekte des Kristallfeldes auf die Austauschkopp-
lungen (1.45) eher klein sind, bzw. die schwachen Dipol-Dipol-Wechselwirkungen auch mittels Easy-Axis-
Anisotropie modelliert werden können. [21, 81]
Die Störungstheorie 1. Ordnung scheint zwar schon einige interessante Effekte zu zeigen, jedoch wäre noch
zu überprüfen, ob in höheren Ordnungen Störungstheorie noch neue Effekte auftreten, insbesondere die
in [21] gefundenen großen Beiträge zur Renormierung der Anregungslücke. Dazu müsste man die gemäß
Abbildung 19 durchgeführte Näherung der Selbstenergie auf die 2. Ordnung erweitern. Weiterhin wur-
den in [75] sowohl Eigenschaften des Quantenantiferromagneten mit Anisotropie im Magnetfeld als auch
bei endlichen Temperaturen untersucht. Daher scheint es sinnvoll unsere Theorie auch auf diese beiden
Aspekte zu erweitern. Aus diesem Grund wird im nächsten Abschnitt kurz der T 6= 0-Formalismus für
die benutzte hermitesche Parametrisierung vorgestellt.

5.5 Matsubara-Methode

Analog zur Formulierung des Vielteilchenproblems im Phasenraum mittels Funktionalintegralformalis-
mus (siehe Appendix F) behandeln wir die hermiteschen Operatoren im k-Raum nun als Orts- und
Impulsvariablen mit Modenindex (k, σ) und erhalten so ein Funktionalintegral über C-Zahlen.27 Die

26Der numerische Wert für λ → 0 ist Zc ≈ 3.26, hat aber wegen der Beschränkung der relevanten Impulse (5.45) keine
physikalische Bedeutung.

27Im Phasenraum handelt es sich um reelle Variablen. Da wir unsere Feldoperatoren Π und Φ aber mit reellen Eigenwerten
im Ortsraum gewählt haben, sind die entsprechenden Eigenwerte der Operatoren im Impulsraum nicht mehr reell und somit
auch die Felder im Funktionalintegral komplex.
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Fourier-Tranformation in den Frequenzraum lautet

Πkσ(τ) =

∫

ω

e−iωτΠKσ (5.46a)

Φkσ(τ) =

∫

ω

e−iωτΦKσ (5.46b)

wobei

K =

{

(k, iωn) T > 0
(k, ω) T = 0

(5.47)

einem (D + 1)-Wellenvektor entspricht und

∫

ω

=

{ 1
~β

∑∞
n=−∞ T > 0

∫

dω
2π T = 0

(5.48)

eine Abkürzung für die Summation / Integration ist. Mit der Relation

∫

~β

0

dτei(ωn+ωm)τ = δ−n,m~β (5.49)

sowie der Fourier-Darstellung der δ-Funktion lässt sich die Gaußsche Wirkung des Modells schreiben als

S0[ΠKσ,ΦKσ] =
1

2

∑

σ

∫

K

(

χ−1
0 Φ−KσΦKσ + χ0E

2
kΠ−KσΠKσ − ω(Φ−KσΠKσ − Π−KσΦKσ)

)

=
1

2

∑

σ

∫

K

(

Φ−KσΠ−Kσ
)

(

χ−1
0 −ω
ω χ0E

2
k

)(

ΦKσ
ΠKσ

)

(5.50)

wobei
∫

K

=

∫

dDk

(2π)D

∫

ω

. (5.51)

Führen wir nun einen 4-komponentigen Vektor

ΨK =









ΦK+

ΦK−
ΠK+

ΠK−









(5.52)

ein, so lässt sich vereinfachend

S0[Ψ] =
1

2

∫

K

Ψ
+
KH̃ΨK (5.53)

mit der Matrix

H̃ = 12 ⊗
(

χ−1
0 −ω
ω χ0E

2
k

)

(5.54)

schreiben, wobei die Matrix H̃ in Abwesenheit von Magnetfeldern diagonal in σ ist. Die Korrelations-
funktionen in Gaußscher Näherung erhält man schließlich, indem man die volle Wirkung im Funktio-
nalintegral (F.7) durch die Wirkung (5.53) ersetzt, das entsprechende Gaußsche Integral löst und die
Fourier-Koeffizienten der Imaginärzeit-Korrelationsfunktionen

GK,K′ = V δK,−K′H̃−1 =
V δK,−K′

E2
k + ω2

(

χ0E
2
k ω

−ω χ−1
0

)

(5.55)

berechnet. Die formale Gleichheit mit dem Propagator (5.30), der ohne Pfadintegralformalismus abge-
leitet wurde, aber nicht so einfach auf den Fall T 6= 0 verallgemeinert werden kann, zeigen wir durch
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Abbildung 25: Wahl der Integrationswege C
und C′ sowie Pole des Integranden in (5.58a)
auf der imaginären Achse bei den bosonischen
Matsubara-Frequenzen iωn (kleine Kreuze auf
der imaginären Achse) sowie die Quasiteil-
chenresiduen bei ±Ek (große Kreuze).

abc
Abbildung 25:

Rücktransformation in die Imaginärzeit-Darstellung mittels (F.10). Anstatt das ω-Integral direkt zu lö-
sen, führen wir die Berechnung der Matsubara-Summe mittels eines komplexen Integrals [38] aus und
nehmen dann den Grenzwert T → 0.

1

~β

∞
∑

n=−∞
F (iωn) =

i

2π~

∫

C

F (ω)dω

1 − ζeβω
ζ =

{

1 Bosonen
−1 Fermionen.

(5.56)

Der Integrand auf der rechten Seite, der über den Weg C integriert wird (siehe Abbildung 25) hat einfache
Pole an den Punkten, die den Matsubara-Frequenzen entsprechen und sammelt über den Residuen-
Satz [90] gerade die Summe auf der linken Seite auf. In unserem Fall ist

F1(iωn) ∼
e−iωnτ

E2
k − (iωn)2

F2(iωn) ∼
ωe−iωnτ

E2
k − (iωn)2

(5.57)

was asymptotisch schneller als 1
ω abfällt, so dass wir den Integrationsweg C′ (siehe Abbildung 25) schließen

und den Weg C durch den Weg C′ ersetzen können:

G0
ΠΠ(k, τ) =

V

2π~iχ0

∫

C′

e−ωτdω

(E2
k − ω2)(1 − eβω)

(5.58a)

G0
ΠΦ(k, τ) =

V

2π

∫

C′

ωe−ωτdτ

(E2
k − ω2)(1 − eβω)

. (5.58b)

Der Integrand von (5.58a) hat Pole an ω0 = ±Ek mit den Residuen

a−1 =
e±Eτ

2Ek(1 − e±βE)
, (5.59)

so dass wir unter Berücksichtigung der Umlaufrichtung

G0
ΠΠ(k, τ) =

V

2Ekχ0

cosh(Ekτ) + cosh(Ek(τ + ~β))

cosh(~βEk)
(5.60a)

G0
ΦΦ(k, τ) =

V χ0Ek

2

cosh(Ekτ) + cosh(Ek(τ + ~β))

cosh(~βEk)
(5.60b)

G0
ΠΦ(k, τ) = − iV

2

− sinh(Ekτ) + sinh(Ek(τ + ~β))

cosh(~βEk) − 1
= −G0

ΦΠ(kτ) (5.60c)

erhalten. Ausführung des Grenzwertes T → 0 lässt die Brüche verschwinden und ergibt dann direkt die
Einträge in (5.30).
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5.6 Zusammenfassung

Im vorangegangenen Kapitel haben wir das Problem des Quantenantiferromagneten mit Anisotropie
auf einen Zugang mittels hermitescher Operatoren abgebildet. In dieser Darstellung sind die physika-
lischen Freiheitsgrade des Spinsystems (Spinfluktuationen) durch die Operatoren repräsentiert, so dass
Ergebnisse für die Korrelationsfunktionen leichter interpretiert werden können als im konventionellen
Spinwellenzugang mit Magnonenerzeugern und -Vernichtern. Daneben haben die Wechselwirkungsverti-
zes für lange Wellenlängen endliche Grenzwerte und erzeugen keine Singularitäten in der Störungstheorie.
Schließlich wurde mittels Störungstheorie der Einfluss der Wechselwirkung auf die Magnonendispersion
in erster Ordnung berechnet und dieser in Renormierungsfaktoren quantifiziert. Für die Renormierung
der Suszeptibilität durch Wechselwirkungen ergeben sich die aus der Literatur bekannten Grenzwerte
der Renormierungsfaktoren in 1/S-Entwicklung, während die Spinwellengeschwindigkeit sowie die An-
regungslücke durch die Wechselwirkungen für kleine Anisotropien (λ ≪ 1) stark renormiert werden,
was am Übergang von quadratischer zu linearer Dispersion für λ → 0 liegt. Wie auch in [21] sind die
Renormierungsfaktoren in erster Ordnung Störungstheorie endlich, vergrößern aber sowohl die Spinwel-
lengeschwindigkeit als auch die Anregungslücke für kleine Anisotropien, so dass die Berücksichtigung von
Anisotropien bei der Beschreibung von realen Systemen für tiefe Temperaturen wichtig wird.
Eine Analyse in höheren Ordnungen Störungstheorie sowie die Betrachtung von Magnetfeldern steht
ebenso noch aus wie die Berechnung der Temperaturabhängigkeiten der entsprechenden Größen, die auch
im Experiment gemessen werden [81].
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6 Anomale longitudinale Fluktuationen im wechselwirkenden Bose-

Gas bei BEC von Magnonen

6.1 Überblick

Im Folgenden werden wir eine Beschreibung des Quantenantiferromagneten (QAF) in einem homogenen
Magnetfeld ausarbeiten, die es erlaubt das Modellsystem auf das wechselwirkende Bose-Gas abzubilden.
Wir werden sehen, wie die endliche Untergittermagnetisierung Ms des QAF als Ordnungsparameter mit
dem Ordnungsparameter eines Bose-Einstein-Kondensats von Magnonen (MBEC) in Verbindung gebracht
werden kann. Unter Verwendung von Symmetrieeigenschaften des wechselwirkenden Bose-Gases lassen
sich Eigenschaften der Korrelationsfunktionen im Bereich langer Wellenlängen ableiten, die sich auf unser
System übertragen lassen. Auf diese Weise erhalten wir ein nicht-pertubatives Ergebnis der antiferroma-
gnetischen Spin-Spin-Korrelationsfunktion des QAF im Magnetfeld für T = 0. Daraus lässt sich mittels
des Fluktuations-Disspiations-Theorems der entsprechende longitudinale Strukturfaktor S‖(q, ω) berech-
nen. Dieser beruht auf Fluktuationen des gestaffelten Spins in Richtung von Ms, die gerade als Richtung
der Symmetriebrechung im Ortsraum ausgezeichnet ist. Es wird sich zeigen, dass S‖(q, ω) in den Dimen-
sionen 1 < D ≤ 3, für die unsere Theorie gültig ist, einen kontinuierlichen Beitrag enthält. Weiterhin lässt
sich das spektrale Gewicht dieses kritischen Kontinuums experimentell durch Einstellen des Magnetfeldes
nahe des kritischen Magnetfeldes hc des QAF kontrollieren und bietet somit einen Zugang für Messungen
der Eigenschaften des wechselwirkenden Magnonengases in der symmetriegebrochenen Phase.

6.2 Motivation

Das Konzept des Quasiteilchens, wie es zum Beispiel in [91] eingeführt wird, geht davon aus, dass sich
das Ensemble eines Vielteilchensystems durch die Wechselwirkungen der Teilchen untereinander wie ein
System schwach wechselwirkender Teilchen mit veränderten Eigenschaften (veränderte Masse, veränderte
Dispersionsrelation etc.) verhalten. In unserem Fall entstehen die betrachteten Quasiteilchen (Magno-
nen) bei Anregungen des Spin-Vielteilchensystems. Nun ist es möglich aus den Eigenschaften der Qua-
siteilchen auf kollektive Eigenschaften des Gesamtsystems zu schließen. Dieses Konzept hat sich in der
Festkörpertheorie in der Beschreibung von elektronischen Anregungen (z.B. Exzitonen, Plasmonen), wie
auch Anregungen der Kristallstruktur (Phononen) und magnetischen Anregungen (Magnonen) mit Er-
folg durchgesetzt und erlaubt die Vorhersage vieler Eigenschaften von Festkörpern wie spezifische Wärme,
thermische Ausdehnungskoeffizienten oder magnetische Suszeptibilität.
Die oben erwähnten Magnonen sind bosonische Quasiteilchen, daher sollte es möglich sein, allgemeine
Eigenschaften des wechselwirkenden Bose-Gases in magnetischen Systemen zu finden. Wir zielen hier
vor allem auf das Phänomen der Bose-Einstein-Kondensation (BEC),28 das in den letzten Jahren in den
Mittelpunkt vieler Forschungsprojekte gerückt ist und auch am Beispiel der Bose-Einstein-Kondensation
von Magnonen (MBEC) untersucht wird [93, 94, 6].
Tatsächlich gibt es bereits experimentelle Nachweise des MBEC mittels zweier verschiedener Modellsyste-
me. In [93] wird vom MBEC bei Spin-Singulett-Systemen in TlCuCl3 bei Anwesenheit eines Magnetfeldes
berichtet, wenn infolge der Zeeman-Energie die Singulett-Triplett-Anregungslücke verschwindet. Oberhalb
eines kritischen Feldes kondensieren dann Magnonen mit S = 1 und erzeugen damit eine langreichwei-
tige magnetische Ordnung, die sich durch Messung der Magnetisierung identifizieren lässt. Bei den hier
relevanten Systemen handelt es sich jedoch um Antiferromagneten wie Cs2CuCl4 in einem Magnetfeld,
das senkrecht zur einfachen magnetischen Kristallachse angelegt wird und bei dem ein feldgetriebener
Phasenübergang mit kritischen Exponenten wie beim BEC beobachtet wurde [94], obwohl über die Ergeb-
nisse kontrovers diskutiert wird.29 Der Grundzustand dieser Modellsysteme ist im klassischen wie auch
im quantenmechanischen Fall ein Ferromagnet, falls ein Magnetfeld h angelegt wird, das stärker als das
Austauschfeld hc ist. Ausgehend von diesem Grundzustand, der ebenso wie der Heisenberg-Hamiltonian
eine U(1)-Symmetrie aufweist, ergibt sich eine spontane Symmetriebrechung, wenn das Magnetfeld klei-
ner als das Austauschfeld wird (h < hc). Wir erhalten dann eine langreichweitige Ordnung, wie sie
vom klassischen Néel-Zustand des Antiferromagneten bekannt ist. Gemäß dem betrachteten Modell des

28Einen Überblick über die Theorie der BEC des nicht-wechselwirkenden Bose-Gases gibt [92].
29Weiterhin gibt es einen Kondensationsmechanismus von Magononen in YIG mittels parametrischen Pumpen [95].
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wechselwirkenden Magnonengases ist die Bosonendichte am Punkt des Quanten-Phasenübergangs zum
Antiferromagneten für verschwindende Temperatur gleich Null, so dass Mehrteilchenwechselwirkungen
keine Rolle spielen. Für endliche Temperaturen gehört der Phasenübergang natürlich zur gleichen Uni-
versalitätsklasse wie die Bose-Einstein-Kondensation des wechselwirkenden Bose-Gases.
Anders als bei Experimenten mit fester Teilchenzahl kann im vorliegenden System die zum chemischen
Potential äquivalente Größe h− hc experimentell durch Einstellen des Magnetfeldes nahe des kritischen
Feldes variiert weden. Dies schränkt die Wahl der in Frage kommenden Materialien allerdings auf sol-
che mit kleiner Austauschwechselwirkung [41] ein, da die zugänglichen Magnetfeldstärken begrenzt sind.
Mögliche Materialien auf metallorganischer Basis sind zum Beispiel in [96] beschrieben. Man beachte wei-
terhin, dass die Zweidimensionalität bei tiefen Temperaturen insbesondere bei schwachen intraplanaren
Kopplungen aufgrund von Anisotropien oder Dipol-Dipol-Wechselwirkungen aufgehoben wird [96, 97].
Ist nun das Magnetfeld kleiner als das kritische Feld, so befinden wir uns im Bereich langreichweitiger
Néel-Ordnung, d.h. der Ordnungsparameter des QAF, die Untergittermagnetisierung Ms, ist ungleich
Null. Wir werden später die Proportionalität von M2

s mit der Dichte der kondensierten Magnonen her-
ausstellen und so die Verbindung zwischen dem Phasenübergang des Antiferromagneten und dem der
Bose-Einstein-Kondensation aufzeigen. Eine genauere Analyse zeigt weiterhin, dass die Untergitterma-
gnetisierung proportional zum Erwartungswert des Magnonenvernichters im Grundzustand ist und somit
der Parameter der spontanen Symmetriebrechung. Wie in [98] diskutiert, besteht für endliche Systeme
nicht wechselwirkender Bosonen ein Unterschied zwischen Bose-Einstein-Kondensation und spontaner
Symmetriebrechung. In diesem Fall ist der Ordnungsparameter nicht identisch mit dem Quadrat des
Parameters der spontanen Symmetriebrechung. Wir können jedoch auf eine strenge Unterscheidung ver-
zichten, da wir nur den thermodynamischen Grenzfall N → ∞ betrachten, in dem beide Formulierungen
äquivalent sind.
In früheren Arbeiten zur theoretischen Behandlung des MBEC [99, 100, 101, 102, 103] wurde vor allem die
Art des Quantenphasenübergangs durch Magnetfeld behandelt, also die Eigenschaften direkt am Phasen-
übergang untersucht. Weiterhin ist bekannt, dass die Störungstheorie des wechselwirkenden Bose-Gases
auch weit weg vom kritischen Punkt des Quantenphasenübergangs zusammenbricht [23, 104, 105]. Auf-
grund des Goldstone-Theorems sind beim spontanen Brechen einer kontinuierlichen Symmetrie Anregun-
gen ohne Anregungslücke vorhanden, die zu Infrarot-Divergenzen in der Störungstheorie führen und nicht-
analytische Korrekturen einiger Korrelationsfunktionen erzeugen [104, 106]. Bestätigungen dieses Verhal-
tens mittels einer einfacheren Analyse ohne Verwendung von Ward-Identitäten sind z. B. in [107, 108]
beschrieben und wohl auf die Tatsache zurückzuführen, dass der Quasiteilchenzerfall energetisch nicht
verboten ist [123]. Darauf kommen wir noch in Abschnitt 6.9.1 zurück. Allerdings heben sich diese Kor-
rekturen bei der Berechnung der Observablen des Bose-Gases weg, so dass sie bisher nicht nachmessbar
scheinen. Die Interpretation spezieller Korrelationsfunktionen im Modell des MBEC als Spinkorrelationen
sollte es ermöglichen, das anomale Verhalten dieser Korrelationsfunktionen experimentell zu beobachten.
In den nachfolgenden Berechnungen werden Ergebnisse der feldtheoretischen Renormierungsgruppe [106]
benutzt, um das korrekte Ergebnis der antiferromagnetischen Spin-Spin-Korrelationsfunktion des QAF
im homogenen Magnetfeld für T = 0 bei langen Wellenlängen herzuleiten.

6.3 Heisenberg-Quantenantiferromagnet im Magnetfeld

Wir starten mit dem Modell des Heisenberg-QAF im starken Magnetfeld in seiner gewöhnlichen Beschrei-
bung im k-Raum (siehe Abschnitt 4.2.2). Schon mit dem Abbruch der Entwicklung für die Leiteropera-
toren haben wir Wechselwirkungen zwischen drei oder mehr Teilchen vernachlässigt, was beim dünnen
Bose-Gas eine gute Näherung ist. Die Fourier-Transformation des H4 ist aufwendig, da wir das Produkt
von vier verschiedenen Operatoren ausführen müssen. Gemäß der Entwicklung der Dispersionsrelationen
(4.62) erwarten wir, dass die Moden mit dem positiven Index keinen merklichen Beitrag zur Wechsel-
wirkung haben, da ihr Energiespektrum eine hier groß angenommene Anregungslücke hat und wir an
dem Infrarot-Verhalten interessiert sind. Diese Moden können ausintegiert werden und man erhält so ein
effektives Modell mit renormierten Kopplungskonstanten, die dann diese Moden als Ganzes berücksich-
tigen. Wir ordnen den neuen Kopplungen aber kein anderes Symbol zu, da weder die renormierte noch
die reine Kopplung bekannt ist und ohnehin im Experiment gemessen, bzw. an experimentelle Kurven
angepasst werden muss. Wir können daher hier alle Terme, die Operatoren zur positiven Mode enthalten,
weglassen; später werden wir diese im Sinne der Renormierungsgruppe dadurch berücksichtigen, dass
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wir renormierte Kopplungskonstanten, Wellengeschwindigkeit usw. einsetzen. Gemäß (6.57) hängen dann
die renormierten Größen mit den ursprünglichen zusammen. Die Z-Faktoren sind dann im allgemeinen
unbekannt, aber von der Ordnung 1. Ohne Berücksichtigung der +-Mode ergibt sich aus (4.64a) unser
Modellhamiltonian

H4 =
J̃0

4N

∑

1···4
δ1+2,3+4Γ̃

−−
1234

b†
1−b

†
2−b3−b4− + O (bk+) (6.1)

in diskreter Formulierung. Für die quantenfeldtheoretische Betrachtung führen wir Feldoperatoren gemäß

bk− =
1√
NaD

ψk (6.2)

ein, wobei der Kommutator
[

ψk, ψ
†
k′

]

= (2π)
D
δ (k − k′) (6.3)

aus den Vertauschungsrelationen (4.57) für die Operatoren mit diskretem Impuls folgt. Im thermody-
namischen Limes N → ∞ müssen wir den Grenzübergang von der diskreten k-Summe zum Integral
1
V

∑

k −→
∫

dDk

(2π)D machen und erhalten den quadratischen Hamiltonian zu

Hred
2 =

∫

dDk

(2π)D

(

k2

2m
− µ

)

ψ†
kψk, (6.4)

wobei wir die Näherung (4.62b) benutzt haben und die Mode mit Anregungslücke vernachlässigt ha-
ben, da uns nur Energieskalen interessieren, die weit unterhalb des Magnetfeldes h liegen. Ebenso lässt
sich der Wechselwirkungsterm auf kontinuierliche Notation umschreiben, wobei gleichzeitig die effektive
Wechselwirkung Uq aus (4.64b) hervorgeht und proportional zu einer Stufenfunktion mit einem Cutoff30

Λ0 ≈ a−1 wird:

abc
Hred

4 =
1

2

∫

k

∫

k′

∫

q

Uqψ
†
k+qψ

†
k′−qψkψk′ (6.5)

Uq =
1

χ0
Θ (Λ0 − |q|) . (6.6)

Hier benutzen wir die übliche Abkürzung
∫

k
=
∫

dDk

(2π)D für das D-dimensionale Impulsintegral. χ0 ist die

bereits in (5.4) eingeführte antiferromagnetische Suszeptibilität. Für die folgenden Betrachtungen wird
also der Hamiltonian

H = E0 +Hred
2 +Hred

4 (6.7)

benutzt, der den Heisenberg-Hamiltonian auf das wechselwirkende Bose-Gas abbildet. An dieser Stelle sei
angemerkt, dass die Wechselwirkung (6.6) nur für den QAF im starken Magnetfeld im thermodynami-
schen Grenzwert eine Konstante ist. Betrachtet man den Quanten-Ferromagneten (QFM) im Magnetfeld,
so stellt sich heraus, dass die Wechselwirkung bei kleinen Impulsüberträgen quadratisch im Impuls ver-
schwindet und somit vorhandene ferromagnetische Magnonen zu schwach wechselwirken, um die speziellen
Eigenschaften des Bose-Einstein-Kondensats zu beobachten. Zwar sind auch im QFM aufgrund der spon-
tanen Symmetriebrechung gemäß dem Goldstone-Theorem Magnonen ohne Anregungslücke vorhanden,
diese können aber nicht kondensieren.

Für den Heisenberg-QAF in der üblichen Formulierung [44, 52, 47] erhält man nach Holstein-Primakoff-
Transformation und Diagonalisierung mittels Bogoliubov-Transformation ebenfalls einen Wechselwir-
kungsteil, der allerdings Vertexfunktionen enthält, die einerseits von der Richtung des Impulsübertrags
abhängen und andererseits für kleine Wellenvektoren in einigen Grenzwerten singulär sind [73]. Es wurde
zwar gezeigt [43], dass die daraus resultierenden Divergenzen in der Störungstheorie bis zur Ordnung
1/S2 in den physikalischen Messgrößen verschwinden. Dennoch ist diese Art der Abbildung des QAF auf
ein System wechselwirkender Bosonen kein geeigneter Startpunkt für die Beschreibung des MBEC.

30Der Wert des Cutoff Λ0 ist hier willkürlich gewählt und regularisiert die Ultraviolett-Divergenzen der Theorie. Der
Wert liegt im Bereich für das Modell relevanter Größenordnungen (hier die Gitterkonstante). Die letztendlich berechneten
Größen dürfen am Ende allerdings nicht von der Wahl des Cutoffs abhängen.
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6.4 Spontane Symmetriebrechung

Wie beim wechselwirkenden Bose-Gas haben die Feldoperatoren in (6.7) für positives chemisches Potential
µ einen endlichen Erwartungswert im Grundzustand, dessen physikalische Interpretation das Auftreten
einer langreichweitigen magnetischen Ordnung, nämlich der antiferromagnetischen Magnetisierung ist.

Wie in der Abbildung 17 gezeigt, sind die Spins im klassischen Grundzustand gegenüber der z-Achse
um einen Winkel θ gekippt. Wenig unterhalb des kritischen Feldes hc ist der Winkel klein und der Mo-
dellhamiltonian (6.7) eine gute Näherung, da kleine Kippwinkel einem verdünnten Bose-Gas entsprechen.
Für kleinere Magnetfelder müssen wir im Prinzip 3-Teilchenwechselwirkungen (siehe Abbildung 31) be-
rücksichtigen, aber das Verhalten der Korrelationsfunktionen wird qualitativ durch die Symmetrien des
Systems bestimmt [23, 106], so dass die Korrelationsfunktionen auch für größere Kippwinkel noch korrekt
sind. Weiterhin sei auf eine alternative Formulierung hingewiesen, bei der die Spinoperatoren entlang
der Achse der lokalen Magnetisierung des klassischen Grundzustandes quantisiert werden, was die De-
finition gedrehter Koordinatensysteme an jedem Gitterpunkt erfordert [73, 97] (siehe auch Abschnitt
4.2.1). Zunächst einmal sei der Fall kleiner Winkel θ ≪ 1 betrachtet, bei dem die Spinwellentheorie
gemäß Abschnitt 4.2.2 für große S korrekt ist. Eine Darstellung des Modells mittels projizierter Boso-
nen [100, 101] (siehe Seite 96), die als eine konsistente Entwicklung in der Bosonendichte auch höhere
Terme der 1/S-Entwicklung enthält, ändert jedoch nur die Vorfaktoren der Wechselwirkung. Die zusätz-
lichen Vorfaktoren werden analog zum Vorgehen von in [11, 109] berücksichtigt, indem die Endergebnisse
durch die echte Spinwellengeschwindigkeit c und die echte Suszeptibilität χ ausgedrückt werden, die im
Experiment schließlich gemessen werden.31

Um nun schließlich zur Beschreibung des QAF zu gelangen, müssen wir spontane Symmetriebrechung
fordern. Das Feld im Grundzustand hat dann einen endlichen Erwartungswert und somit nicht mehr die
gleiche Symmetrie, wie der Hamiltonian (6.7). Wir spalten das Feld nun explizit in einen Anteil ∆ψk ohne
endlichen Erwartungswert im Grundzustand (〈0 |∆ψk| 0〉 = 0)und einen Feldbeitrag für die k = 0-Mode
auf

ψk = (2π)
D
δ (k)ψ0 + ∆ψk. (6.8)

Damit erhalten wir einen Hamilton-Operator, der ungerade Potenzen des neuen Feldes enthält

H = Ẽ0 + H̃1 + H̃2 + H̃3 + H̃4. (6.9)

In der symmetriegebrochenen Phase befindet sich das System im Grundzustand in einem Minimum. Erset-
zen wir die Operatoren im Hamiltonian durch komplexe Variablen (ψ†

k → ψ∗
k) in der Funktionalintegral-

Formulierung des Problems, so müssen wir H̃1 = 0 fordern. Mit

H̃1 =
(

U0 |ψ0|2 − µ
)

(ψ∗
0∆ψ0 + ψ0∆ψ

∗
0) (6.10)

wird dann das eingeführte chemische Potential

µ = U0 |ψ0|2 (6.11)

festgelegt [110] und die Energieverschiebung ist dann

Ẽ0 = −1

2
V U0 |ψ0|4 . (6.12)

In der symmetriegebrochenen Phase haben wir dann wieder einen Hamiltonian, der in den Feldern ∆ψk

nicht mehr diagonal ist

H̃2 =
1

2

∫

k

[(

k2

2m
+ Uk |ψ0|2

)

(

∆ψ†
k∆ψk + ∆ψ†

−k∆ψ−k

)

(6.13)

+U−kψ
∗2
0 ∆ψ−k∆ψk + Ukψ

2
0∆ψ

†
k∆ψ†

−k

]

.

31Damit ist unser Vorgehen analog zu dem in der Quantenelektrodynamik, die als renormierbare Quantenfeldtheorie zwar
Divergenzen physikalischer Größen enthält, die allerdings in renormierten Größen (Masse, Ladung) definiert werden. Die
Theorie ist dann erst festgelegt, wenn jede renormierte Größe durch ein Experiment bestimmt wurde. Jede weitere Messung
bestätigt oder widerlegt die Theorie dann.
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Eine alternative Formulierung

H̃2 =
1

2

∫

k

(

∆ψ†
k,∆ψ−k

)

H̃

(

∆ψk

∆ψ†
−k

)

+
1

2
V

∫

k

ǫ̃k (6.14)

mittels Dispersion und Matritze

ǫ̃k =
k2

2m
+ Uk |ψ0|2 (6.15)

H̃ =

(

ǫ̃k Ukψ
2
0

Ukψ
∗2
0 ǫ̃k

)

(6.16)

zeigt unmittelbar, dass der quadratische Anteil diagonalisierbar ist. Mit der Identifizierung ∆ψk → Ak

und ∆ψ−k → B−k sieht man sofort, dass (6.14) genau die Form von (C.1) hat und somit mittels
Bogoliubov-Transformation diagonalisiert werden kann. Wir erhalten dann den diagonaliserten Hamilto-
nian zu

H2 =
1

2

∫

k

ǫk

(

α†
kαk + β†

−kβ−k

)

+ E0 (6.17)

mit der Dispersionsrelation

ǫk =

√

ǫ̃2k − U2
k |ψ0|4 = c0|k| + α|k|3 + O(k5) (6.18)

sowie der Geschwindigkeit der Magnonen (4.29a) und der Anharmonizitätskonstante

c0 =
J̃0Sa√
D

(6.19a)

α =
1

8
√

m3µ
. (6.19b)

Somit handelt es sich bei Vernachlässigung der Wechselwirkungsterme in (6.9) um ein lineares Spektrum,
wie wir es schon in (4.28) gefunden hatten. Wie man anhand der Abbildung 17 abliest, gilt für den
Neigungswinkel

s sin θ = Ms, (6.20)

wobei wir die Untergittermagnetisierung pro Volumenelement Ms und die Spindichte s als

Ms =
1

N

∑

ri

ζi 〈Syi 〉 (6.21)

s =
S

aD
(6.22)

definiert haben (siehe (4.12)). Hinreichend nahe am kritischen Magnetfeld hc ist der Winkel θ klein, so
dass näherungsweise

θ ≈ Ms

s
(6.23)

gilt. Die Untergittermagnetisierung bringen wir nun mit den anderen Größen in Verbindung, indem wir die
Summe explizit auswerten. Mit der Definition (6.21) sowie elementaren Relationen der Drehimpulsalgebra
(1.2) erhalten wir zunächst

Ms =
1

NaD

∑

ri

ζi
1

2i

〈

S+
i − S−

i

〉

. (6.24)

Für die Berechnung in linearer Spinwellentherorie reicht nun die Berücksichtigung der Terme nullter
Ordnung in (3.9), so dass die Stufenoperatoren einfach proportional zu den Erzeugern / Vernichtern sind:

S+
i = 2Sbi =

(

S−
i

)†
. (6.25)
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Abbildung 26: Übertragung der Symmetriebrechung gemäß
(6.8) auf die hermitesche Parametrisierung. Lediglich das
Φ-Feld erhält einen endlichen Erwartungswert im Grundzu-
stand. Damit nimmt der Grundzustand die niedrigste Ener-
gie im vorliegenden Potential („mexican hat“) an. Die Anre-
gung entlang der Talsohle entspricht dem Goldstone-Boson
(Anregung ohne Anregungslücke).

abc
Abbildung 26:

Abbildung 27: Divergentes Diagramm in Einschleifen-
Näherung mit 3-Punkt-Vertex: Der Beitrag zum anoma-
len Propagator (2 eintretende Teilchen mit 4-Impulsen k
und −k) ist proportional zum Quadrat des 3-Punkt-Vertex
und enthält in Gaußscher Näherung ein divergentes Integral
(siehe [106]).

abc
Abbildung 27:

Zusammen mit der Fourier-Transformation für k = 0 aus (4.58) hebt sich ζi gerade weg und man erhält

Ms =

√
2S

2
√
NaD

〈b0− − b0+〉 . (6.26)

Mit der Kontinuumsformulierung (6.2) sowie der Parametrisierung der Felder in der symmetriegebroche-
nen Phase (6.8) lesen wir Ms mit der Definition des Betrages einer komplexen Zahl direkt ab:

Ms =

√
2S

2i
√
aD

(ψ0 − ψ∗
0) =

√

2s |ψ0|2. (6.27)

Somit ist die Spinwellengeschwindigkeit proportional zum Neigungswinkel und das Quadrat des Neigungs-
winkels ist proportional zum Ordnungsparameter:

abc
c0 = 2θJaS

√
D (6.28a)

θ2 ≈ M2
s

s2
≈ 2ρ0

s
= 2

(

1 − h

hc

)

, (6.28b)

Wir haben die Dichte des Kondensats ρ0 = |ψ0|2 definiert und für das letzte Gleichheitszeichen (6.11)
sowie die Definition des chemischen Potentials (4.61) benutzt. Man beachte, dass (6.28b) gerade die
Entwicklung des Ergebnisses

cos θ =
h

hc
(6.29)

aus [111] für kleine Kippwinkel θ ist.

6.5 Reelle Parametrisierung

Wie bereits erwähnt, führt die Parametrisierung (6.8) zu verschiedenen komplizierten kubischen und
quartischen Termen aus dem Wechselwirkungsanteil des Hamiltonian, deren Behandlung im Rahmen der
Störungstheorie zu Divergenzen führt. Ein Beispiel ist der Beitrag zum anomalen Propagator, der in
Abbildung 27 gezeigt ist und später noch zur Diskussion der Gültigkeit unserer Theorie herangezogen
wird (siehe Abschnitt 6.9.2).

Aufgrund der U(1)-Symmetrie des Modells [40] können wir durch Forderung der Invarianz der Kor-
relationsfunktionen und Vertexfunktionen unter einer Phasenrotation Ward-Identitäten formulieren, die
die Berechnung des Verhaltens einiger Korrelationsfunktionen für kleine Impulse ohne Störungstheorie
ermöglichen. Die Darstellung des Feldoperators mittels zweier hermitescher Felder, die die longitudi-
nalen und transversalen Fluktuationen beschreiben, erlaubt die Anwendung der Ward-Identitäten, die
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auch auf die hermitesche Parametrisierung abgebildet werden müssen (siehe Appendix G). Analog zur
Parametrisierung in Abschnitt (5.3) sowie ähnlichen Parametrisierungen in früheren Arbeiten zur Spin-
wellentheorie [44, 99, 73, 80], führen wir eine Transformation auf hermitesche Operatoren Π̂k und Φ̂k

durch
ψk =

√

s
2θ Π̂k + i√

2sθ
Φ̂k

=
√
ρ0 Π̂k + i

2
√
ρ0

Φ̂k.
(6.30)

Die hermiteschen Feldoperatoren erfüllen

Π̂†
k = Π̂−k Φ̂†

k = Φ̂−k (6.31)

und stellen somit Operatoren mit reellen Eigenwerten im Ortsraum dar und sind wie Ort und Impuls
kanonisch konjugiert

[

Π̂k, Φ̂k′

]

= i (2π)
D
δ(k + k′). (6.32)

Die ungewöhnliche Normierung wurde so gewählt, dass Π̂k dem transversalen Feld des Nichtlinearen-
σ-Modells entspricht und somit eine mögliche Abbildung zwischen dem Spinsystem als wechselwirkende
Magnonen und den Feldern im Nichtlinearen-σ-Modell möglich ist [73, 80, 109].

6.5.1 Physikalische Interpretation der Parametrisierung

Die eingeführten hermiteschen Operatoren Π̂k und Φ̂k lassen sich in linearer Ordnung Spinwellentheorie
mit den Fouriertransformierten der gestaffelten Spinoperatoren (2.74) in Verbindung bringen. Lineare
Spinwellentheorie bedeutet nun S+

i =
√

2Sbi , S
−
i =

√
2Sb†i , so dass sich aus (2.74) eine Linearkombination

der Operatoren bkσ ergibt, die man dann mittels (6.2) und (6.30) zu

Π̂k =
1

ms
Sxk,St =

1

ms

∑

ri

ζie
−k·riSxi (6.33a)

Φ̂k =
ms

s
Syk,St =

ms

s

∑

ri

ζie
−k·riSyi (6.33b)

umformen kann. Dabei haben wir die Untergittermagnetisierung pro Gitterplatz ms = Ms

aD eingeführt. Die
Symmetriebrechnung überträgt sich auch auf die hermiteschen Operatoren, wobei wir die Phase o.B.d.A.
derart festlegen, dass nur Φ̂k einen endlichen Erwartungswert hat:

〈

Φ̂k

〉

= (2π)2 δ(k)φ0 , 0 ≤ φ0 ≤ S. (6.34)

Dies manifestiert sich im physikalischen System durch die Untergittermagnetisierung, die als Ordnungs-
parameter identifiziert werden kann: Legen wir ein Feld an das System an und bilden den thermodynami-
schen Grenzwert N → ∞ und lassen anschließend das Feld verschwinden, so hat das System anschließend
immer noch eine endliche Untergittermagnetisierung. Im Ortsraum hat die Untergittermagnetisierung
eine definierte Richtung, die im Feldraum gerade dem Φ-Feld entspricht (siehe Abbildung 26). Gemäß der
Normierung der hermiteschen Operatoren können wir den Neigungswinkel durch den Erwartungswert φ0

ausdrücken
sθ2 = φ0. (6.35)

6.6 Pfadintegralformulierung der Korrelationsfunktionen

Wie im Appendix F dargestellt, lässt sich der Imaginärzeit-Zeitentwicklungsoperator mittels Funktional-
integral

U(τ ′′, τ ′) =

∫

D [Π,Φ] e−S[Π,Φ] (6.36)

berechnen. Das System wird nun durch die Euklidsche Wirkung

S [Π,Φ] =

∫

dτ

(

1

2

∫

k

(iΠ−k(τ)∂τΦ−k(τ) − i (∂τΠk(τ)) Φk(τ)) −H [Πk(τ),Φk(τ)]

)

(6.37)
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beschrieben, die ein Funktional von komplexwertigen Feldern über die Imaginärzeit ist. Die Felder im
Frequenzraum K = (iω,k) sind nun durch Fourier-Transformation der Felder in Imaginärzeit gegeben

ΠK =

∫

dτeiωτΠk(τ) (6.38a)

ΦK =

∫

dτeiωτΦk(τ). (6.38b)

Die Felder ergeben sich einfach durch Substitution der Feldoperatoren Π̂k → Πk(τ) und Φ̂k →
(2π)Dδ(k)φ0 + Φk(τ), wobei im Falle des longitudinalen Feldes der endliche Erwartungswert wie in
Abbildung 26 berücksichtigt wird. Damit lässt sich die Ableitung nach der Imaginärzeit in (6.37) einfach
durchführen und mit den Ersetzungen

∂τΦk(τ) → iωΦK , ∂τΠK(τ) → iωΠK (6.39)

transformieren. Mit der Abkürzung
∫

K =
∫

dω
2π

∫

dDk
(2π)D für das statt dem Imaginärzeitintegral auftretende

Frequenzintegral schreibt man sich die Wirkung

S0 [Π,Φ] = −1

2

∫

K

[(Π−KΦK − ΠKΦ−K)ω +H [ΠK ,ΦK ]] (6.40)

auf. Ausgehend vom Hamiltonian (6.7) müssen wir nun die reelle Feldparametrisierung sowie die Fourier-
Transformation in den Frequenzraum durchführen. Wie für die komplexen Felder erhält man bei spontaner
Symmetriebrechung ein Feld mit endlichem Erwartungswert, so dass man

Ψk =
√
ρ0 Πk +

i

2
√
ρ0

(

(2π)
D
δ(k)φ0 + Φk

)

(6.41)

einsetzen muss. Auch in dieser Parametrisierung ergeben sich Terme, die linear, quadratisch, kubisch und
quartisch in den Operatoren sind:

H = Ẽ0 +H1 +H2 +H3 +H4 (6.42a)

Ẽ0 = E0 −
µV φ2

0

4ρ0
+
U0V φ

4
0

32ρ2
0

(6.42b)

H1 =

(

−µ φ0

2ρ0
+
U0φ

3
0

8ρ2
0

)

Φ̂0 (6.42c)

H2 =

∫

k

[

ρ0

(

k2

2m
− µ+

φ2
0U0

4ρ0

)

Π̂−kΠ̂k

+
1

4ρ0

(

k2

2m
− µ+

φ2
0

4ρ0
(2Uk − U0)

)

Φ̂−kΦ̂k

]

+
V

2

∫

k

(

k2

2m
− µ

)

. (6.42d)

Das chemische Potential bestimmt wieder die Stärke der Symmetriebrechung über die Bedingung, dass
H1 verschwinden muss, so dass man aus (6.42c) sofort

µ = U0sρ0 (6.43)

folgern kann, wenn man die Dichte der kondensierten Bosonen mittels ρ0 = φ2
0 durch den Erwartungswert

des Φk-Feldes im Grundzustand ausdrückt. Dann lässt sich auch der echt quadratische Anteil vereinfachen
zu:

H2 =

∫

k

(

k2χ0c
2
0Π̂−kΠ̂k + χ−1

0 Φ̂−kΦ̂k

)

. (6.44)
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6.7 Gaußsche Wirkung des Modells

Betrachtet man nun nur den wechselwirkungsfreien Anteil des Hamiltonian, so erhält man die freie Wir-
kung (Gaußsche Wirkung) [24]

S0 [Π,Φ] =
1

2

∫

K

[

k2χ0c
2
0Π−KΠK + χ−1

0 Φ−KΦK

+ω (Π−KΦK − Φ−KΠK)] (6.45)

=
1

2

∫

K

~ΨT
−KH̃−K,K ~ΨK

mit der Definition ~ΨT
K = (ΠK ,ΦK) und der Matrix

H̃K,K′ =

(

k2c20χ0 ω
−ω χ−1

0

)

δK,−K′ , δK,−K′ = (2π)Dδ(ω + ω′)δ(k + k′). (6.46)

Mittels der Funktionalintegralformulierung lassen sich nun die Korrelationsfunktionen in Gaußscher Nä-
herung berechnen. Dazu schreiben wir als Beispiel die Definition der Korrelationsfunktion für die Π-Felder
hin und ersetzen mit dem Quellentrick die Felder im Integral durch die Ableitungen nach den entspre-
chenden Quellen ~J = (j1, j2), wobei gleichzeitig ein Exponentialfaktor eingeführt wird. Man beachte, dass
alle Größen im K-Raum definiert sind und somit gleichzeitig noch eine Impulsvariable tragen bzw. H̃
gemäß (6.46) eine Diagonalmatrix im K-Raum ist

〈ΠΠ〉0 =

∫

D [Π,Φ] ΠΠe−S0[Π,Φ]

∫

D [Π,Φ] e−S0[Π,Φ]

=
∂j1∂j1

∫

D [Π,Φ] e−S0[Π,Φ]+
R

K
~J ·~Ψ

∫

D [Π,Φ] e−S0[Π,Φ]

∣

∣

∣

∣

∣

~J=0

. (6.47)

Das Funktionalintegral im Zähler ist nun nur ein unendliches Produkt verschobener Gaußscher Integrale,
das sich mittels Variablensubstitution lösen lässt und dann zusammen mit dem Nenner als Exponential-
faktor des inversen Propagators

〈ΠΠ〉0 = ∂j1∂j1e
1
2

R

K
~JT (H̃)

−1 ~J
∣

∣

∣

~J=0

= ∂j1

2
∑

i=1

1

2

(

ji

(

H̃
)−1

1i
+
(

H̃
)−1

i1
ji

)

e
1
2

R

K
~JT (H̃)

−1 ~J

∣

∣

∣

∣

∣

~J=0

=
(

H̃
)−1

11
(6.48)

geschrieben werden kann [112, 113] (siehe auch: Appendix G). Beim Ausführen der 2. Ableitung gemäß
Produktregel ergibt die innere Ableitung des Exponentialfaktors keine zusätzlichen Terme, da die Quellen
am Ende zu Null gesetzt werden. Ebenso erhält man die Korrelationsfunktionen der anderen Felder durch
Ableitungen nach Kombinationen der Quellen ji

(

H̃
)−1

K,K′
=

(

〈ΠKΠK′〉0 〈ΠKΦK′〉0
〈ΦKΠK′〉0 〈ΦKΦK′〉0

)

. (6.49)

Die Matrix ist nur für K = 0 singulär, da

det H̃ = k2c20 + ω2 (6.50)

und somit lassen sich die Korrelationsfunktionen in Gaußscher Näherung

(

H̃
)−1

K,K′
=

1

k2c20 + ω2

(

χ−1
0 −ω
ω k2c20χ0

)

δK,−K′ (6.51)
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einfach durch Matrixinversion berechnen. Mittels der Separation in longitudinale und transversale Fluk-
tuationen erhalten wir nun das gleiche Verhalten der Korrelationsfunktionen wie in Formel 2.27 in [23].
Somit können wir deren Ergebnisse übernehmen, indem wir die physikalischen Größen mit den entspre-
chenden Parametern in [23] identifizieren.32

Gtt ∼ − c20
ω2 + c20k

2
↔ 〈ΠΠ〉

Glt ∼ − ω

ω2 + c20k
2

↔ 〈ΠΦ〉 [23] 2.27

Gll ∼ − k2

ω2 + c20k
2

↔ 〈ΦΦ〉 .

6.8 Volle Korrelationsfunktionen

Berechnet man nun die korrekten Korrelationsfunktionen, so stellt sich heraus, dass sowohl die transver-
sale Korrelationsfunktion 〈ΠKΠK′〉 als auch die gemischten Korrelationsfunktionen 〈ΠKΦK′〉 die gleiche
Form wie in (6.51) haben und für den Infrarot-Bereich lediglich die Größen durch die renormierten Größen
ausgedrückt werden müssen. Um die Ergebnisse aus [106] benutzen zu können, müssen wir die Felder in
reeller Parametrisierung gegenüberstellen:

Castellani et al.

Ψ = Ψl + iΨt

Gij = 〈ΨiΨj〉 , i, y ∈ {l, t}

QAF im Magnetfeld

Ψ =

√

s

2
Π +

i√
2s

Φ = Ψ̃t + iΨ̃l

Ψ̃t =

√

s

2
Π , Ψ̃l =

1√
2s

Φ.

Der Vergleich zeigt nun, dass unsere Parametrisierung nur durch einen Phasenfaktor abweicht:

Ψt = −iΨ̃t Ψl = iΨ̃l. (6.52)

Mit obigen Relationen lassen sich unsere Korrelationsfunktionen direkt durch die Gij ausdrücken

〈ΠΠ〉 = −s
2
Gtt (6.53a)

〈ΦΦ〉 = −2sGll (6.53b)

〈ΠΦ〉 = −2Glt (6.53c)

und somit die Ergebnisse direkt übernehmen. Wir erhalten dann die korrekten Korrelationsfunktionen
ausgedrückt durch renormierte Größen c und χ

〈ΠKΠK′〉 =
χ−1

ω2 + c2k2
δK,−K′ (6.54)

〈ΠKΦK′〉 = Z‖
ω

ω2 + c2k2
δK,−K′ . (6.55)

Dabei ist c die renormierte Spinwellengeschwindigkeit, sowie

χ−1 =
2c2mρ0

sρ
=

Msρ

2smc2ρ0
=
χ0Zρ
Z2
c

(6.56)

die renormierte gestaffelte Suszeptibilität ausgedrückt durch die SättigungsmagnetisierungMs, die Dichte
der kondensierten Phase ρ0 und die Gesamtdichte ρ sowie der Z-Faktoren

Zρ =
ρ

ρ0
(6.57a)

Zc =
c

c0
(6.57b)

Z‖ =
mc2

ρ

dρ0

dµ
, (6.57c)

32Das Minuszeichen ergibt sich durch eine andere Definition der Felder (Phasenfaktor), der zur Vergleichbarkeit mit dem
nichtlinearen σ-Modell anders gewählt wurde (siehe Abschnitt 3.2).
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die dimensionslos sind und die Größen in linearer Spinwellentheorie bzw. Gaußscher Näherung mit den
korrekten Größen verbinden. Gemäß der Entwicklung in inversen Potenzen des Gesamtspins S, werden
alle Renormierungsfaktoren im klassischen Grenzwert S → ∞ zu Eins. Damit ist die Gaußsche Näherung
in D ≤ 3 für die oben genannten Korrelationsfunktionen qualitativ richtig, obwohl einige Feynman-
Diagramme Divergenzen für kleine Impulse (Infrarot-Divergenzen) aufweisen. Jedoch behalten die Korre-
lationsfunktionen ihre Form durch die in Appendix G vorgestellten Ward-Identitäten, die alle Divergenzen
aufheben lassen. Die exakten Ergebnisse für die Korrelationsfunktionen hängen von Renormierungsfakto-
ren ab, die sich als Ableitungen thermodynamischer Größen darstellen lassen. Im Experiment wird eine
endliche Anzahl von Renormierungsfaktoren gemessen und so die Theorie festgelegt.
Ganz anders verhält sich die longitudinale Korrelationsfunktion: Die Ward-Identitäten ergeben keine Be-
dingungen, die die Form in Gaußscher Näherung beibehalten, so dass sich in D ≤ 3 nichtanalytische
Beiträge ergeben, die von der Aufsummation der am stärksten divergenten Feynman-Digaramme stam-
men. Unter Anwendung einer Dimensionanalyse der Felder bzw. Korrelationsfunktionen33 erhalten wir

[ρ] = ED [c] = 1 [ω] = [m] = E ⇒ [Gij ] = E , i, j ∈ {t, l}. (6.58)

Somit ergibt sich die Korrelationsfunktion (Formel 4.26 in [23]) zu34

Gll =
2mc2

8ρ0ρ

(

dρ0

dµ

)2
ω2

ω2 + c2k2
+















4m2c0ρ0

64π2ρ2
ln

(

K

Λ0

)

D = 3

−4m2c0n0K4−ǫ
8ρ2ǫkǫ

1 < D < 3.

(6.59)

Hierbei ist Λ0 der in (6.5) eingeführte Cutoff und ǫ der Abstand zur oberen kritischen Dimension sowie
KD die Oberfläche der D-dimensionalen Einheitskugel [114]

ǫ = 3 −D (6.60)

KD =
21−D

πD/2Γ (D/2)
(6.61)

Schreiben wir die formale Abkürzung ln (K/Λ0) = − 1
2 ln

(

Λ2
0/(ω

2/c2 + k2)
)

in eine leichter zu inter-
pretierende Form und verwenden die Definition der Z-Faktoren (6.57), so lässt sich die longitudinale
Korrelationsfunktion umschreiben zu

〈ΦKΦK′〉 = δK,−K′ χ

[

−Z2
‖

ω2

ω2 + c2k2

+KD+1
(mc)3

Z2
ρρ0















ln

(

(mc2)

ω2/c2 + k2

)

D = 3

2

3 −D

(

ω2

c2
+ k2

)

D−3
2

D < 3









.

Das Vorhandensein eines nicht-analytischen Terms in der longitudinalen Korrelationsfunktion des wech-
selwirkenden Bose-Gases wurde zuerst in [104] und schließlich in [105] in Zusammenhang mit superfluidem
Helium diskutiert. Bisher nur wenig beachtet wurde jedoch der Beitrag in D = 3, so dass die Gaußsche
Näherung auch in diesem Fall nicht korrekt ist. Wir werden später das Ergebnis in drei Dimensionen
noch relativieren (siehe Abschnitt 6.9.2). Die hier berechnete Eigenschaft der Korrelationsfunktion ist
nichts anderes als eine anomale Dimension des ΦK-Feldes, welche eine generelle Eigenschaft von Syste-
men mit Brechung kontinuierlicher Symmetrien ist. Wie schon in [115, 116, 117, 118, 119] diskutiert,
führen Goldstone-Anregungen (ohne Energielücke) zu anomalen longitudinalen Fluktuationen. Obwohl
die Korrelationsfunktion (6.62) ebenso wie die Korrelationsfunktionen (6.54) nur für kleine Kippwin-
kel θ berechnet wurden, bleiben sie qualitativ auch für größerer Kippwinkel korrekt, solange 3-Teilchen-
Wechselwirkungen eine untergeordnete Rolle spielen (siehe Abschnitt 6.9.2).

33Wir bezeichnen die Skalendimension mit dem Zeichen [. . .].
34Da in [106] die Energie relativ zur Masse der Teilchen gemessen wird, muss man die Dimension der Felder bzw.

Korrelationsfunktionen ausrechnen und dann Potenzen von Energie als m = 1

2
einfügen, um das korrekte Verhalten zu

berechnen.
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6.8.1 Effektive Gaußsche Wirkung

Möchte man thermodynamische Größen z.B. die Zustandssumme Z in Gaußscher Näherung mit der
Wirkung (6.45) berechnen, so erfordert dies die Lösung des Funktionalintegrals

Z =

∫

D [Π,Φ] e−S0[Π,Φ]

=

∫

D [Π] e−S̃[Π]

∫

D [Φ] e−S̃[Φ]−S̃[Π,Φ]. (6.62)

Hierbei haben wir die Integrationen nach den beiden Feldsorten aufgeteilt sowie die Terme in der Wirkung
auseinandergezogen und die Definitionen

S̃ [Π] =
1

2

∫

K

χ0c
2
0k

2Π−KΠK (6.63a)

S̃ [Φ] =
1

2

∫

K

χ−1
0 Φ−KΦK (6.63b)

S̃ [Π,Φ] =
1

2

∫

K

ω (Π−KΦK − Φ−KΠK) (6.63c)

gemacht. Formal ist das 2. Funktionalintegral über die Φ-Felder lösbar, da es sich um ein verschobenes
Gaußsches Integral handelt. Wir können dazu die nicht-diagonalen Terme der Wirkung umschreiben zu

S̃ [Φ] + S̃ [Π,Φ] =
1

2

∫

K

[

(

√

χ−1
0 ΦK +

√
χ0ωΠK

)2

+ χ0ω
2Π−KΠK

]

(6.64)

und dann die Freiheitsgrade der longitudinalen antiferromagnetischen Fluktuationen ausintegrieren, um
zu einem effektiven Modell der transversalen Fluktuationen

∫

D [Φ] e−S̃[Φ]−S̃[Π,Φ] =
1

det S̃ [Φ]
e−

1
2χ0

R

K
ω2Π−KΠK (6.65)

zu gelangen. Somit lässt sich (6.62) umschreiben zu

Z =

∫

D [Π] e−S
(2)
eff

[Π] (6.66)

S
(2)
eff [Π] =

χ0

2

∫

K

[

ω2 + c0k
2
]

Π−KΠK . (6.67)

Zusammenhang mit dem Nichtlinearen σ-Modell Betrachten wir das Nichtlineare σ-Modell (siehe
Abschnitt (3.2)) mit dem Einheitsvektor

|Ω| = 1 Ω = Ωmm + Ω⊥e⊥, (6.68)

so lässt sich dessen Komponente in Richtung der lokalen Untergittermagnetisierung als

Ωm =
√

1 − Ω2
⊥ (6.69)

schreiben, wobei Ω⊥ gerade die Fluktuationen senkrecht zur Untergittermagnetisierung sind, die wir
gemäß (6.33) durch

Ω⊥ = Π (6.70)

ausdrücken können. Eine Taylor-Entwicklung nach kleinen Fluktuationen35 ergibt [73]

Ωm =
√

1 − Π2 ≈ 1 − Π2

2
Ω⊥ = Π (6.71)

35Für große S sind die Quantenfluktuationen klein, so dass wir eine ähnliche Näherung machen wie die ursprüngliche
Herleitung des Quanten Nichtlinearen σ-Modells [69] (siehe Abschnitt 3.2).
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und erzeugt damit aus (3.22) einen Gaußschen Anteil der Wirkung

S0[Π] =
ρ0

2

∫

~β

0

dτ

∫

dDr

[

D
∑

i=1

(∂iΠ)
2

+
1

c20
(∂τΠ)

2

]

, (6.72)

was im K = (k, ω)-Raum genau unserem effektiven Modell mit ausintegrierten Feldern entspricht. Wenn
man den Bereich linearer Dispersion betrachtet und χ0c0 = ρ0

s sowie ρ0
s/c

2
0 = χ0 (siehe (3.23)), so geht

die obige Gaußsche Wirkung in (6.67) über [73, 74].
Jedoch ist dieses Vorgehen nicht korrekt, da die effektive Wirkung in unserem Fall gerade nicht durch
die Gaußsche Wirkung ersetzt werden kann, denn die vollen Korrelationsfunktionen behalten nicht die
Gaußsche Form (6.62). Daher scheint das Vorgehen zur Herleitung des Nichtlinearen σ-Modells für den
Quantenantiferromagneten im Magnetfeld nicht korrekt zu sein [80].

6.9 Dynamischer Strukturfaktor

Die anomale Dimension der longitudinalen Korrelationsfunktion 〈ΦKΦK′〉 des wechselwirkenden Magno-
nengases (siehe (6.62)) ist experimentell durch Neutronenstreuung zugänglich, bei der die magnetischen
Momente der Neutronen an die von den Magnonen erzeugten magnetischen Momente koppeln. Im Ex-
periment wird der Streuquerschnitt pro Winkelelement (differentielle Streuquerschnitt) ermittelt, der im
unmittelbaren Zusammenhang mit dem dynamischen Strukturfaktor S‖(k, ω) steht (vgl. Abschnitt 2.6).
Dazu betrachten wir zunächst die gestaffelten Spinoperatoren im k-Raum

S
‖
St,k =

∑

ri

ζie
−k·riSyi . (6.73)

Dann ist der dynamische Strukturfaktor definiert als [38]

S‖(k, ω) =
∑

n

∣

∣

∣

〈

αn
∣

∣S
‖
St,k

∣

∣α0

〉

∣

∣

∣

2

δ [~ω − (En − E0)] (6.74)

mit den exakten Eigenzuständen des Hamiltonian |αn〉 zur Energie En

Ĥ |αn〉 = En |αn〉 . (6.75)

Mittels der Identität

δ(x) = − 1

π
lim
η→0

ℑ
(

1

x+ iη

)

, (6.76)

die man leicht mit der Darstellung der δ-Distribution als Grenzwert der Lorentzkurve

δ(x) =
1

π
lim
η→0

η

x2 + η2
(6.77)

verifiziert, erkennt man, dass der Strukturfaktor zu

S‖(k, ω) = − 1

π
ℑ
∑

n

〈

α0

∣

∣S
‖
St,k

†∣
∣αn
〉〈

αn
∣

∣S
‖
St,k

∣

∣α0

〉

~ω − (En − E0) + iη
(6.78)

umgeschrieben werden kann. Da es sich um Erwartungswerte des Grundzustandes handelt, können wir
den Term

1

π
ℑ
∑

n

〈

α0

∣

∣S
‖
St,k

†∣
∣αn
〉〈

αn
∣

∣S
‖
St,k

∣

∣α0

〉

~ω + (En − E0) − iη

addieren, da er für positive Frequenzen keinen Imaginärteil hat, da En > E0 gilt. Damit wird der dyna-
mische Strukturfaktor zu

S‖(k, ω) = − 1

π
ℑ
∑

n

∣

∣

∣

〈

α0

∣

∣S
‖
St,k

∣

∣αn
〉

∣

∣

∣

2
(

1

~ω − (En − E0) + iη
− 1

~ω + (En − E0) − iη

)

. (6.79)
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Wir zeigen nun, wie dies mit der Realzeit-Korrelationsfunktion im Frequenzraum zusammenhängt. Dazu
brauchen wir zunächst die Definition der Ortsraum-Korrelationsfunktion

i~ 〈ΦXΦY 〉 =
〈

α0

∣

∣

∣T̂
(

Φ̂XΦ̂Y

)∣

∣

∣α0

〉

X = (tx,x) (6.80)

mit dem Zeitordnungsoperator

T̂
(

Φ̂XΦ̂Y

)

= Φ̂XΦ̂Y Θ(tx − ty) + Φ̂Y Φ̂XΘ(ty − tx). (6.81)

Die Definition der Fourier-Transformation bzw. der inversen Transformation lautet in unserem Fall

i~ 〈ΦXΦY 〉 =

∫

k

∫

k′

∫

dω

2π
ei(k·x−k′·y) e−iω(tx−ty) i~ 〈ΦkΦk′〉ω (6.82a)

i~ 〈ΦkΦk′〉ω =

∫

x

∫

y

∫

dt e−i(k·x−k′·y) eiωt i~ 〈ΦXΦY 〉 . (6.82b)

Benutzt man nun noch die Spektraldarstellung der Stufenfunktion

Θ (t− t′) = −
∫ ∞

−∞

dω

2πi

e−iω(t−t′)

ω + iη
, (6.83)

ersetzt die zeitabhängigen Operatoren durch Operatoren im Schrödinger-Bild Φ̂x,S mittels

Φ̂X = e
i
~
ĤtxΦ̂x,Se

− i
~
Ĥtx (6.84)

und fügt nun Eigenzustände |αn〉 zum vollen Hamiltonian Ĥ (6.75) ein

Ĥ |αn〉 = En |αn〉 , (6.85)

so kann man am folgenden Ausdruck nach dem Vertauschen einiger Integrationen die Fouriertransfor-
mierten der Operatoren

Φ̂k,S =

∫

x

e−ik·xΦ̂x,S (6.86)

ablesen. Mit der Spektraldarstellung der δ-Distribution

2πδ(ω) =

∫ ∞

−∞
dt eiωt (6.87)

ergibt sich nach Multiplikation mit i folgender Ausdruck:

〈ΦkΦk′〉ω =
1

~

∑

n

∫

dω′

2πi

(

〈

α0

∣

∣Φ̂k,S

∣

∣αn
〉〈

αn
∣

∣Φ̂−k′,S

∣

∣α0

〉

2πδ(ω − ω′ + (E0 − En)/~)

+
〈

α0

∣

∣Φ̂−k′,S

∣

∣αn
〉〈

αn
∣

∣Φ̂k,S

∣

∣α0

〉

2πδ(ω + ω′ + (En − E0)/~)
)

. (6.88)

Setzen wir nun k = −k′, so erkennen wir mit dem Zusammenhang (6.33) die rechte Seite der Glei-
chung (6.79), so dass dann der dynamische Strukturfaktor durch den Imaginärteil ℑ der Realzeit-
Korrelationsfunktion

S‖(k, ω) = −M
2
s

πs2
ℑ 〈ΦkΦ−k〉ω (6.89)

gegeben ist (Fluktuations-Dissipations-Theorem [120, 121]). Für dessen Berechnung müssen wir nun die
mittels der Renormierungsgruppe erhaltenen Imaginärzeit-Korrelationsfunktionen (6.62) durch die Erset-
zung

iω → [ω + iη]

zur Realzeit-Korrelationsfunktion fortsetzen. In allen Dimensionen tritt gemäß (6.62) der Term aus der
Berechnung der Korrelationsfunktion in Gaußscher Näherung (siehe (6.51)) auf:

ω2

ω2 + c2k2
=

(iω2)

(iω)2 − c2k2
→ ℑ (ω + iη)2

(ω + iη)2 − c2k2
=

−2ωηc2k2

(ω2 − η2 − c2k2)2 + 4η2ω2
. (6.90)
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Mit einer Taylor-Entwicklung nach η erhält man schließlich die Definition der Delta-Distribution (6.77)
und kann somit den Grenzwert η → 0 durchführen:

lim
η→0

ℑ (ω + iη)2

(ω + iη)2 − c2k2
= −π ωc2k2

ω2 + c2k2
δ

(

ω2 − c2k2

√

2(ω2 + c2k2)

)

= −πω
2
δ(ω − c |k|). (6.91)

Im letzten Schritt wurde die Regel

δ (f(x)) =
∑

i

1

|f ′(xi)|
δ(x− xi) ∀xi : f(xi) = 0 (6.92)

ausgenutzt sowie der Vorfaktor mit den Eigenschaften der Delta-Distribution umgeschrieben. Damit ist
der dynamische Strukturfaktor (6.79) in D = 3

S‖(k, ω) =
χs2

M2
s

[

ωZ2
‖

2
δ(ω − c|k|) +

(mc)3

Z2
ρρ0

Θ(ω − c|k|)
]

. (6.93)

Für 1 < D < 3 enthält die Korrelationsfunktion einen anderen analytischen Ausdruck, dessen Imaginärteil
nach Wick-Rotation noch zu berechnen ist

(

ω2

c2
+ k2

)

D−3
2

=

(

k2 − (iω)2

c2

)

D−3
2

→ ℑ
(

k2 − ω2

c2

)

D−3
2

= ℑeln(k2−ω2/c2)D−3
2 . (6.94)

Mit der Definition der Winkelfunktionen eix = cosx + i sinx sowie ln(a) = ln |a| + iπΘ(−a) ∀a ∈ R
können wir den Imaginärteil

ℑ
(

k2 − ω2

c2

)

D−3
2

=

(

k2 − ω2

c2

)

D−3
2

sin [π(D − 3)/2]Θ(ω − c|k|) (6.95)

bilden. Beachtet man weiter den Grenzwert limx→0 sin(x)/x = 1, so kann man dieses Ergebnis für
0 < ω

c . kG (siehe (6.116)) mit (6.93) zu

S‖(k, ω) =
χs2

M2
s





Z2
‖

2
c|k|δ(ω − c|k|) + CD

(mc)3

Z3
ρρ0

Θ(ω − c|k|)
(

ω2

c2 − k2
)

3−D
2



 (6.96)

zusammenfassen unter Verwendung der dimensionslosen Konstante

CD = KD+1

sin
(

πD−3
2

)

πD−3
2

, (6.97)

die für die relevanten Dimensionen C2 = π−3 und C3 = 1/(8π2) ist.

6.9.1 Quasiteilchenzerfall

Aufgrund des 3-er Vertex in (6.9) ist sowohl die Erzeugung eines Magnons durch Streuung von 2 anderen
Magnonen möglich, als auch der Zerfall eines Magnons in 2 oder mehr Magnonen. Ist kein Magnetfeld vor-
handen, so kann kein spontaner Zerfall von Magnonen des isotropen Antiferromagneten mit Untergittern
stattfinden [43]. Betrachten wir den Zerfall eines Magnons mit dem Impuls k in 2 Magnonen mit Impulsen
k1 und k2 (siehe Abbildung 31), so lauten die Bedingungen der Energieerhaltung und Impulserhaltung:36

Ek = Ek1 + Ek2 (6.98a)

k = k1 + k2. (6.98b)
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Abbildung 28: Neben dem δ-Peak an der Stelle ω = c|k| hat der dynamische Strukturfaktor in D = 2 noch
einen kontinuierlichen Anteil mit Wurzel-Divergenz vom zusätzlichen Beitrag der Korrelationsfunktion
(6.62) (links). Dagegen hat der dynamische Strukturfaktor in D = 3 neben dem δ-Peak noch einen
kontinuierlichen Anteil, der konstant ist (rechts).
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Abbildung 29: Veranschaulichung des
gestaffelten Strukturfaktors für beliebi-
ge Dimensionen 1 < D ≤ 3

abc
Abbildung 29:

Ob die Gleichungen (6.98) erfüllt werden können, hängt von der Form der Dispersion ab. Für unser
Bogoliubov-Spektrum der Form (6.18)

Ek ≈ c0|k| + α|k|3 (6.99)

hängt die Möglichkeit des Quasiteilchenzerfalls in D > 1 vom Vorzeichen des Koeffizienten α ab [122]. Für
kleine Impulse sind die Impulse des zerfallenden Teilchens mit Impuls k und eines entstehenden Teilchens
mit Impuls k1 nahezu kolinear, so dass sich (6.98) zu

1 − cosϑ =
3α

c0
(k − k1)

2 (6.100)

vereinfachen lässt, wobei k · k1 = kk1 cosϑ (siehe Abbildung 31). Somit kann spontaner Quasiteilchen-
zerfall nur für α > 0 eintreten, was in unserem Fall verwirklicht ist (6.19b) und so zu einer endlichen
Dämpfung der Magnonen führt [122].37 Obwohl wir den anharmonischen Term nicht berücksichtigt ha-
ben, ist der Fall α = 0 ausreichend, um Divergenzen der Störungstheorie der in Abbildung 27 gezeigten
Diagrammen hervorzurufen, die im nächsten Abschnitt zur Abschätzung der Gültigkeit unserer Ergeb-
nisse herangezogen werden. Gerade dieser Zerfallsprozess steht wohl in engem Zusammenhang mit den

36Da wir nur Anregungen mit kleinen Impulsen betrachten, spielt in der Gleichung (6.98b) der Gitterimpuls keine Rolle.
37Dies ist auch für das Phononenspektrum des flüssigen Helium (4He) bei kleinen Impulsen der Fall.
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Abbildung 30: Während für α > 0 der Quasiteilchenzerfall möglich ist und zu Divergenzen in der Stö-
rungstheorie führt (links), gibt es für α < 0 keine Möglichkeit die Energie-Impulserhaltung (6.98) zu
erfüllen und erst höhere Terme erlauben einen spontanen Zerfall (rechts).

Abbildung 31: Geometrie der Impulse beim Quasiteilchen-
zerfall (links), Darstellung des 3-er Vertex für den Zerfall
eines Quasiteilchens mit Impuls k in zwei Quasiteilchen mit
Impuls k1 und k2 in diagrammatischer Sprache (rechts)

abc
Abbildung 31:

anomalen longitudinalen Fluktuationen [123] und verursacht sowohl in der Bogoliubov-Theorie des wech-
selwirkenden Bose-Gases [124] als auch in der konventionellen 1/S-Entwicklung des QAF in starkem
Magnetfeld konzeptionelle Schwierigkeiten [41].

6.9.2 Verallgemeinertes Ginzburg-Kriterium

Zur korrekten Interpretation des Ergebnisses (6.96) müssen wir die Bereiche der Gültigkeit der For-
mel abschätzen. Dazu folgen wir [23] und betrachten zunächst die Korrelationsfunktion der Felder nach
Symmetriebrechung mit dem Hamiltonian (6.9).

GK = −
(

〈

∆ΨK∆Ψ†
K

〉 〈

∆Ψ−K∆Ψ−K
〉

〈

∆Ψ†
K∆Ψ†

−K
〉 〈

∆Ψ−K∆Ψ†
−K
〉

)

= (GK)ij i, j ∈ {1, 2} . (6.101)

Für die Green-Funktion gilt die gewöhnliche Dyson-Gleichung in Matrix-Notation

G−1
K = G−1

0,K − ΣK ⇔ GK =
1

G−1
0,K − ΣK

K = (iω,k) . (6.102)

Betrachtet man nun das wechselwirkende Bose-Gas in der Darstellung vor der Diagonalisierung mittels
Bogoliubov-Transformation und setzt den freien Propagator wie im Fall ohne Symmetriebrechung als
Diagonalmatrix an

G0,K =

(

G0(K) 0
0 G0(−K)

)

(6.103)

mit
G0(K) =

1

iω − ǫk + µ
=

1

iω − k2

2m + µ
, (6.104)

so stecken alle Informationen über die Nebendiagonalelemente des vollen Propagators in der Selbstenergie
ΣK , die aus 2 Anteilen besteht:

1. Beitrag der Symmetriebrechung: Betrachtet man den nicht diagonalen Propagator (6.16) aus dem
Hamiltonian mit Symmetriebrechung (6.9), so sind dessen Nebendiagonalelemente direkt propor-
tional zur Dichte der Bosonen in der symmetriegebrochenen Phase.
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2. Beiträge aus der Wechselwirkung: Durch die Symmetriebrechung erhält man neben den quartischen
Wechselwirkungstermen auch kubische Terme (die linearen Terme verschwinden per Wahl des che-
mischen Potentials). Daraus ergeben sich ebenfalls Beiträge zu den Nebendiagonalelementen der
Selbstenergie.

Beide Beiträge divergieren für kleine k → 0, aber Ward-Identitäten, die man aus der U(1)-Symmetrie
herleiten kann (siehe Appendix G), garantieren die Wohldefiniertheit der Theorie und erhalten die Form
der Gaußschen Korrelationsfunktionen 〈ΠΠ〉 und 〈ΦΠ〉. Berechnet man nun die Selbstenergie bis zur 2.
Ordnung Störungstheorie, so gilt:

(

ΣK
)

12
=
(

Σ
(0)
K

)

12
+
(

Σ
(1)
K

)

12
(6.105)

mit den oben genannten Beiträgen
(

Σ
(0)
K

)

12
= µ = U0sρ = U0 |Ψ0|2 (6.106a)

(

Σ
(1)
K

)

12
= AK . (6.106b)

Die 3-Teilchen-Wechselwirkung taucht nun bei Symmetriebrechung auf und ist proportional zu U0Ψ0.
Insgesamt können wir das Diagramm aus Abbildung 27

AK ∼ Γ2
3

∫ Λ0

q

GqGk+q (6.107)

berechnen. Dabei ist
∫ Λ0

q

=

∫

q

Θ(Λ0 − q) (6.108)

das regularisierende Integral mit dem Cutoff, den wir später auf eine typische Energie setzen werden.
Nun benutzen wir das Ergebnis des Propagators in Bogoliubov-Näherung

Gq ∼
1

q̃2
. (6.109)

Hierbei haben wir skalierte Impulse eingesetzt q̃ =
(

ω
c0
, q
)

= (ω̃, q). Weiterhin wird die Energie in

Einheiten der Masse gemessen 2m = 1. Mit der Dichte des Kondensats ρ0 = |ψ0|2 lässt sich das Integral
unter Berücksichtigung der korrekten Dimension (siehe (6.58)) abschätzen

AK ∼ U2
0 ρ0

∫

dω′

2π

∫

dDq

(2π)D
1

q̃2
1

(k̃ + q̃)2
. (6.110)

Nun nähern wir den 2. Propagator für kleine |k̃| ≪ |q̃| zu (k̃ + q̃)2 ≈ (|k̃| + |q̃|)2 und erhalten einen
richtungsunabhängigen Integranden, so dass sich das Integral in Polarkoordinaten lösen lässt. Mit der
Substitution dω̃ = c0 dω

′ ergibt sich

AK ∼ U2
0 ρ0

(2m)2

(2π)D+1

∫ Λ0

q̃

1

q̃2(k̃ + q̃)2
= U2

0 ρ0c0KD+1(2m)2
∫ Λ0

0

q̃D dq̃

q̃2(k̃ + q̃)2
. (6.111)

Man beachte, dass im letzten Integral nur noch über die Beträge des Impulsübertrags q̃ = |q̃| integriert
wird. Nun lässt sich einfach abschätzen

∫ Λ0

0

q̃ dq̃

(k̃ + q̃)2
= ln

(

q̃ + k̃
)∣

∣

∣

Λ0

0
≈ ln

(Λ0

k̃

)

D = 3

∫ Λ0

0

q̃D−2 dq̃

(k̃ + q̃)2
≈ −

(

k̃ + q̃
)D−3

∣

∣

∣

∣

Λ0

0

≈ k̃D−3 1 < D < 3.

(6.112)

und schließlich der Einschleifen-Beitrag zum Nebendiagonalelement der Selbstenergie

AK ∼ U2
0 ρ0c0 (2m)

2

{

ln
(

Λ0

K

)

D = 3
KD−3 1 < D < 3

(6.113)
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Abbildung 32: In 2 Dimensionen bleibt der Ginzburg-Impuls auch für kleine Kippwinkel θ noch endlich;
die Frequenz ω der Neutronen ist in Experimenten so wählbar, dass ω/c . kG (links). In 3 Dimensionen
dagegen führt die exponentielle Abhängigkeit bei kleinen Kippwinkeln θ zu sehr kleinen Werten des
Ginzburg-Impulses, so dass es experimentell schwierig wird das Ginzburg-Kriterium zu erfüllen.

berechnen. Die nicht-analytischen Korrekturen zur longitudinalen Korrelationsfunktion werden erst dann
wichtig, wenn der divergente Beitrag zur Selbstenergie der Störungstheorie größer wird als der Beitrag
der reinen Symmetriebrechung. Wir können daher einen Ginzburg-Impuls kG definieren, für den beide
Anteile etwa gleich groß sind. Unterhalb von kG sind dann die nicht-analytischen Korrekturen wichtig,
da auch der Beitrag der Einschleifennäherung unterhalb von kG wegen der Infrarotdivergenzen gemäß
(6.113) groß wird. Für kG sind beide Beiträge gleich und wir erhalten mit c20 = µ/m:

1 ≈

(

Σ
(1)
kG

)

12
(

Σ
(0)
kG

)

12

=

√

U3
0 ρ0 (2m)

3

{

kD−3
G 1 < D < 3

ln
(

Λ0

kG

)

D = 3.
(6.114)

Setzt man nun den Cutoff auf typische Impulse Λ0 ≈ 2mc0 und drückt den kritischen Impulsübertrag
durch die Dichte der kondensierten Bosonen sowie deren Masse und die Spinwellengeschwindigkeit aus,
so ergibt sich mit (6.6), (6.28b) und (4.63)

[

U3
0 ρ0(2m)3

]− 1
2 =

1

2
√

2
ρ0

(

a√
Dθ

)

≈ ρ0

(mc)3
, (6.115)

wobei wir im letzten Schritt Faktoren O(1) weggelassen haben, mittels (6.57) die korrekte Spinwellenge-
schwindigkeit eingefügt haben und mit (6.28a) mc0 =

√
Dθ/a eingesetzt haben. Schließlich können wir

den Ginzburg-Impuls für beliebige Dimensionen abschätzen und somit den Bereich der Gültigkeit der
Korrelationsfunktion (6.62) sowie des dynamischen Strukturfaktors (6.96) eingrenzen:

kG ≈















mc e
− ρ0

(mc)3 D = 3

mc

(

mc

ρ
1/D
0

)
D

3−D

1 < D < 3
. (6.116)

Anhand dieser Darstellung sieht man bereits, dass der maßgebliche Impuls in 3 Dimensionen exponentiell
klein wird, während in 2 Dimensionen ein Potenzgesetz gilt.

6.9.3 Spektrales Gewicht des kontinuierlichen Anteils

Für die experimentelle Messung ist weniger der dynamische Strukturfaktor allein, als das spektrale Ge-
wicht der einzelnen Anteile wichtig, da im Experiment immer nur eine endliche Energieauflösung erreicht
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wird. Vor dessen Betrachtung wollen wir zunächst den Vorfaktor L des kontinuierlichen Anteils des Struk-
turfaktors näher betrachten und dessen Abhängigkeit vom Neigungswinkel θ ableiten:

L =
χs2

M2
s

CD
(mc)3

Zρ
ρ0 ∼ c3

M2
s ρ0

∼ θ−1 ∼ 1√
hc − h

. (6.117)

Mit den Relationen (6.28b) und (6.28a) findet man sofort, dass der Vorfaktor besonders groß wird, wenn
der Neigungswinkel klein ist also für Magnetfelder h knapp unterhalb des kritischen Feldes hc. Wohl
wissend, dass die gesamte Ableitung nur für kleine Neigungswinkel exakt ist, ist das Ergebnis auch für
nicht zu große θ gültig. Messungen des Neutronenstreuquerschnitts detektieren nun Abweichungen, die
von der anomalen Dimension der longitudinalen Korrelationsfunktion herrühren um so besser, je kleiner
hc − h ist, also bei Magnetfeldern nahe des kritischen Punktes. Also sind weiche Antiferromagneten mit
kleiner Wechselwirkung J̃0 besser geeignet, da in diesem das kritische Magnetfeld leichter experimentell
zugänglich ist. Berechnen wir nun explizit die entsprechenden spektralen Gewichte der Terme in (6.96).
Für den Beitrag Iδ von der δ-Funktion und den kontinuierlichen Anteil Ic erhalten wir

Iδ =

∫ ckG

0

dω
χs2Z2

‖
2M2

s

c|k| δ(ω − c|k|) =
χs2Z2

‖
2M2

s

c|k| für |k| < kG (6.118)

Ic =

∫ ckG

0

dωC3
χs2(mc)3

M2
sZ

3
ρρ0

Θ(ω − c|k|) = C3
χs2(mc)3

M2
sZ

3
ρρ0c

(kG − |k|). (6.119)

Damit der kontinuierliche Anteil messbar ist, muss dessen spektrales Gewicht vergleichbar mit dem des
δ-Peaks sein, so dass wir als Kriterium deren Gleichheit fordern

Ic
Iδ

=
2C3(mc)

3

Z3
ρρ0Z2

‖

kG − |k|
|k| ∼ (mc)3

ρ0

kG − |k|
|k| ≈ (mc)3

ρ0

kG
|k| . (6.120)

Somit ist der Beitrag des Kontinuums für Impulse |k|, die kleiner als der Ginzburg-Impuls kG sind,
größer als der Beitrag des δ-Peaks und experimentell auflösbar. Maßgeblich für kG ist die Einstellung
des chemischen Potentials µ durch das Magnetfeld (4.61) und über (6.28b) der Kippwinkel θ, der für die
Anwendbarkeit der Berechnungen klein sein muss. Drückt man nun den Ginzburg-Impuls durch θ aus, so
ergibt sich

kG ≈
√

3θ

a
e
− S

6
√

3θ (6.121)

und ist somit für kleine Winkel θ sehr klein (siehe Abbildung 32). Somit dürfte es kaum möglich sein
Ic/Iδ ≈ 1 zu erhalten und die Eigenschaften der longitudinalen Fluktuationen des MBEC sind wohl in 3
Dimensionen nicht nachmessbar.
Für 2 Dimensionen berechnet man den Beitrag des δ-Peaks wie in (6.118) und für den kontinuierlichen
Anteil erhält man für |k| < kG

Ic = C2
χs2(mc)3

M2
sZ

3
ρρ0

∫ ckG

c|k|

dω
√

ω2/c2 − k2
= C2

χs2(mc)3

M2
sZ

3
ρρ0

c ln

(

kG +
√

k2
G − k2

|k|

)

≈ C2
χs2(mc)3

M2
sZ

3
ρρ0

c ln

(

kG
|k|

)

, (6.122)

somit ist das Verhältnis der beiden Anteile nun

Ic
Iδ

∼ (mc)3

ρ0|k|
ln

(

kG
|k|

)

=
kG
|k| ln

(

kG
|k|

)

für |k| < kG (6.123)

und der Ginzburg-Impuls hängt linear mit dem Kippwinkel zusammen

kG ≈ 4
√

2θ

Sa
. (6.124)

Damit ist kG für kleine Winkel θ zwar auch klein, aber für endliche Winkel θ < 1 ist sicherlich |k| . kG
erreichbar und somit die anomale Dimension der longitudinalen Korrelationsfunktion über die Messung
des dynamischen Strukturfaktors mittels Neutronenstreuung für zweidimensionale Systeme nachweisbar.
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6.10 Zusammenfassung

Im vorangegangenen Kapitel haben wir ein nicht-triviales Ergebnis der Behandlung des wechselwirkenden
Bose-Gases mittels Renormierungsgruppe benutzt: Während 2 Korrelationsfunktionen durch eine Gauß-
sche Wirkung beschrieben werden können, ändert sich die longitudinale Korrelationsfunktion qualitativ.
Auch in D = 3, wo bisher die Gaußsche Näherung als hinreichend gut gilt, ergibt sich ein kontinu-
ierlicher Anteil in der 〈φφ〉-Korrelationsfunktion (6.62), der in engem Zusammenhang mit einer durch
Goldstone-Bosonen bei Brechung kontinuierlicher Symmetrien induzierten anomalen Dimension der lon-
gitudinalen Felder steht. Die Übertragung dieses Ergebnisses des wechselwirkenden Bose-Gases auf die
magnetischen Anregungen des Quantenantiferromagneten im Magnetfeld erlaubt es nun, bisher noch
nicht zugängliche Eigenschaften des Bose-Gases nachzumessen. Die großen longitudinalen Fluktuationen
der kondensierten Magnonen erzeugen nun einen Beitrag zum longitudinalen gestaffelten Strukturfaktor
(6.96). Dieses Hauptergebnis des vorangegangenen Kapitels wurde bereits in [119] unter Verwendung des
Nichtlinearen-σ-Modells für den zweidimensionalen Quantenantiferromagneten diskutiert. Unter Verwen-
dung eines ähnlichen Modells wurde auch in [125] die Korrelationsfunktion der Felder im Nichtlinearen-
σ-Modell hergeleitet. Unter Beschränkung auf D = 2 wird ein zu (6.62) analoger Ausdruck benutzt, um
den dynamischen Strukturfaktor herzuleiten.38

Gemäß der in Abschnitt 6.9.2 diskutierten Beschränkungen ist der Effekt des kontinuierlichen Anteils
in S‖(k, ω) sowohl in zwei als auch in drei Dimensionen groß, solange das Magnetfeld so eingestellt ist,
dass |k| kleiner als der Ginzburg-Impuls (6.116) ist. Zumindest in 2 Dimensionen sollte die anomale Di-
mension der longitudinalen Fluktuationen mittels Neutronenstreuexperimenten beobachtbar sein. In der
Vergangenheit wurden zum Beispiel an La2CuO4 als Realisierung des zweidimensionalen QAF bereits die
Spinwellenrenormierung sowie der elastische Beitrag des dynamischen Strukturfaktors ohne Magnetfeld
nachgewiesen, mangels Auflösung ist jedoch der kontinuierliche Anteil nicht beobachtet worden [126].

38Es werden weiterhin noch Effekte endlicher Temperaturen diskutiert, sowie die Möglichkeit von Messungen mittels NMR
erwähnt.
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7 Erweiterung des Modells, Korrekturen

Die im letzten Kapitel herausgestellten Ergebnisse sind zwar qualitativ auf reale Systeme übertragbar,
jedoch wurden erhebliche Vereinfachungen gemacht, deren Auswirkungen auf die Ergebnisse im folgen-
den berechnet werden sollen. Dazu werden insbesondere die Renormierungsfaktoren (6.57) quantitativ
bestimmt, da diese zum direkten Vergleich mit dem Experiment notwendige Vorfaktoren in den Messgrö-
ßen darstellen. An dieser Stelle wird eine konsequente Dichteentwicklung durchgeführt, während es auch
die Möglichkeit zur Berechnung in 1/S-Entwicklung mit konventioneller Spinwellentheorie [80, 127] gibt.
Bisher gibt es nur zuverlässige Werte der Renormierungsfaktoren ohne angelegtes Magnetfeld [55, 56, 80].
Zur Überprüfung der Konsistenz der Herangehensweise werden später noch thermodynamische Größen
bestimmt und mit bekannten Ergebnissen verglichen.

7.1 Entwicklung in der Bosonendichte für beliebigen Gesamtspin S

In der gewöhnlichen Spinwellentheorie wird der inverse Spin als groß angenommen, was auch im Fall von
S = 1/2 zu respektablen Ergebnissen führt, und dann die exakte Holstein-Primakoff-Transformation (3.8)
nach inversen Potenzen des Spins entwickelt. Im Wesentlichen ist diese Entwicklung auch für beliebige
Spins gerechtfertigt, solange die Bosonendichte klein bleibt. Dabei wird allerdings vergessen, dass der aus
der Entwicklung entstehende Hamilton-Operator nicht normalgeordnet ist und aus der Normalordnung
weitere Terme in der gleichen Ordnung der Bosonendichte aber höherer Ordnung in 1/S entstehen.
Betrachtet man anschließend den klassischen Grenzwert S → ∞ so spielt das keine Rolle. Für reale
Systeme ist S ≈ O(1), so dass der wirklich kleine Parameter wohl die Bosonendichte ist. Mittels der
in [101] entwickelten Methode (siehe Appendix A), gehen wir nun vom Modellsystem (4.53) aus und
entwickeln wie in Abschnitt 4.2.2 um den klassischen Grundzustand im starken Magnetfeld und erhalten
so einen Hamiltonian eines wechselwirkenden Bose-Gases

H = H‖ +H⊥ (7.1)

unter der Annahme von kleiner Bosonendichte, der sich wieder aus parallelem Anteil und senkrechten An-
teil zusammensetzt. Da sich die Transformation der z-Komponente des Spins nicht durch die Korrekturen
zur Normalordnung ändert, hat der parallele Anteil die bekannte Form

H‖ = H
‖
2 +H

‖
4 (7.2a)

H
‖
2 = −S

2

∑

ij

Jij(b
†
ibi + b†jbj) + h

∑

i

b†ibi (7.2b)

H
‖
4 =

1

2

∑

ij

Jijb
†
ibib

†
jbj . (7.2c)

Nur der senkrechte Anteil enthält die veränderten Leiteroperatoren

H⊥ =
1

4

∑

ij

Jij
(

S+
i S

−
j + S−

i S
+
j

)

, (7.3)

so dass dieser bis zur dritten Ordnung in der Bosonendichte die Form

H⊥ = H⊥
2 +H⊥

4 +H⊥
6 (7.4)
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H⊥
2 =

S

2

∑

ij

(b†i bj + b†jbi) (7.5a)

H⊥
4 =

K − 1

2
S
∑

ij

Jij

(

b†i b
†
jbjbj

+b†ib
†
ibibj + b†jb

†
jbjbi + b†jb

†
ibibi

)

(7.5b)

H⊥
6 =

S

2

∑

ij

Jij

[

(K − 1)2
(

b†ib
†
i b

†
jbibjbj + b†jb

†
jb

†
i bjbibi

)

+
1

2
(L− 2K + 1)

(

b†ib
†
jb

†
jbjbjbj + b†i b

†
ib

†
ibibibj

+b†jb
†
jb

†
jbjbjbi + b†jb

†
ib

†
ibibibi

)]

(7.5c)

hat. Dabei sind die Konstanten aus der Normalordnung (A.4) (A.9)

K =

√

1 − 1

2S
(7.6a)

L =

√

1 − 1

S
, S ≥ 1. (7.6b)

Betrachtet man den quadratischen Anteil

H2 = H
‖
2 +H⊥

2 = −S
2

∑

ij

Jij(b
†
i bi + b†jbj − b†i bj − bib

†
j) + h

∑

i

b†ibi, (7.7)

so ist dieser unverändert (siehe Abschnitt 6.4), d.h. die Korrekturen ändern die Ergebnisse der linearen
Spinwellentheorie in keiner Weise. Ebenso bleibt die Definition der antiferromagnetischen Magnonen über
die Bogoliubov-Transformation unverändert. Mit der Entwicklung der Funktionen K und L (A.10) sieht
man, dass H⊥

4 Terme der Ordnung 1/S oder höher und H⊥
6 der Ordnung 1/S2 oder höher enthält.

7.1.1 Diskrete Formulierung

Wir starten mit der Formulierung des Hamiltonian gemäß (4.59) und der Dispersion (4.60) und führen
direkt den endlichen Erwartungswert der Mode ohne Anregungslücke („gapless“-Mode) gemäß der spontan
gebrochenen Symmetrie im Grundzustand ein:

bk− =
√
NaDb0δk,0 + ∆bk−. (7.8)
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Berücksichtigt man nun die Wechselwirkungsterme (7.5b), so spaltet sich der Hamiltonian in Terme auf,
die ein bis vier bosonische Operatoren enthalten.39

H0 =
J̃0

N
(NaD)2|b0|4Γ̃4−

0000
(7.9a)

H1 =
(

b†0−b0 + b0−b
∗
0

)√
NaD

(

2 |b0|2 J̃0a
DΓ̃4−

0000
− µ0

)

(7.9b)

H2 =
1

2

∑

kσ

[

fkσ

(

b†kσbkσ + b−kσ†b−kσ

)

g∗kσb−kσbkσ + gkσb
†
kσb

†
−kσ

]

(7.9c)

H3 = J̃0

√

aD

N

∑

123

(

δ1,2+3

[

i123b
†
1−b2−b3− + j123b

†
1−b2+b3+ + k123b

†
1+b2−b3+

]

(7.9d)

+δ1+2,3

[

i∗321b
†
1−b

†
2−b3− + j∗321b

†
1+b

†
2+b3− + k∗321b

†
1+b

†
2−b3+

])

H4 =
J̃0

N

∑

1234

δ1+2,3+4

(

∑

σσ′

Γ̃2σ2σ′
1234

b†
1σb

†
2σb3σ′b4σ′ + Γ̃−+−+

1234
b†
1−b

†
2+b3−b4+

)

(7.9e)

Der Operator der Mode ohne Anregungslücke ∆bk− wurde zu bk− umbenannt und die übliche Abkürzung
1 = k1 eingeführt. Die Vertexfunktion bei verschwindenden Impulsen im quadratischen und quartischen
Hamiltonian hat den Wert40

Γ̃4−
0000

= 1/2 − 2(K − 1)S = 1 + O(1/S) (7.10)

und die anderen Funktionen sind durch

fkσ = J̃0S(1 + σγ̃k) − µ0 + 2J̃0a
DΓ̃4−

0000
(1 − σγ̃k) |b0|2 (7.11a)

gkσ = 2J̃0a
D

[−σ
2
γ̃k − (K − 1)S(1 − σγ̃k)

]

b20 (7.11b)

i123 = b∗0

(

Γ̃4−
0123

+ Γ̃4−
1023

)

(7.11c)

j123 = b∗0

(

Γ̃2−2+
0123

+ Γ̃2−2+
1023

)

(7.11d)

k123 = b∗0Γ̃
−+−+
0123

(7.11e)

Γ̃2σ2σ′
1234

=
σσ′

4
(γ̃1−3 + γ̃2−4) +

1

2
(K − 1)S (σ(γ̃1 + γ̃2) + σ′(γ̃3 + γ̃4)) (7.11f)

Γ̃−+−+
1234

=
1

2
(γ̃2−4 − γ̃2−3 − γ̃1−4 + γ̃1−4) + 2(K − 1)S (−γ̃1 + γ̃2 − γ̃3 + γ̃4) (7.11g)

gegeben sind. Der quadratische Anteil (7.9c) kann wieder mittels Bogoliubov-Tranformation diagonalisiert
werden, indem neue Operatoren αkσ durch

bkσ = ukσαkσ + vkσα
†
−kσ (7.12a)

b†−kσ = vkσαkσ + ukσα
†
−kσ (7.12b)

eingeführt werden (vgl. Appendix C). Die Bogoliubov-Koeffizienten sind durch die Gleichungen

u2
kσ = 1 + v2

kσ =
1

2

(

fkσ

Ekσ
+ 1

)

(7.13)

ukσvkσ = − gkσ

2Ekσ
(7.14)

39Die Terme der Wechselwirkung (7.5c) wurden vernachlässigt, da sie dritter Ordnung in der Bosonendichte ist; sie können
aber später in einer Mean-Field Behandlung noch berücksichtigt werden.

40Die führende 1 in der 1/S Entwicklung reproduziert wieder den entsprechenden Ausdruck (6.7).
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definiert [111]. Dann hat unser Hamiltonian die Form

H2 =
∑

kσ

Ekσ(α†
kσαkσ) + E0 (7.15)

mit der Dispersion

Ekσ =

√

f2
kσ − |gkσ|2 (7.16)

(siehe Abbildung 33) und der zusätzlichen Nullpunktsenergie

E0 =
1

2

∑

kσ

(Ekσ − fkσ). (7.17)

Das chemische Potential

µ0 = 2 |b0|2 J̃0a
DΓ̃4−

0000
, (7.18)

das sich aus der Bedingung H1 = 0 ergibt, enthält bereits Terme der 1/S Entwicklung, da das Vorgehen
keine konsequente Spinwellenentwicklung, sondern eine konsistente Entwicklung in der Bosonendichte ist.
Das lineare Spektrum der Mode mit σ = −1 wird nicht angetastet

Ek− = c0 |k| + O(k3). (7.19)

Jedoch ändert sich bereits die Spinwellengeschwindigkeit

c0 = 2aJ

√

2aD|b0|2DΓ̃4−
0000

√

(S + aD |b0|2 (2Γ̃4−
0000

+ 1 − 2(K − 1)S), (7.20)

da sie auch Korrekturen in 1/S durch die Normalordnung enthält. Benutzt man die Entwicklung (7.10),
so erhält man wieder das bekannte Ergebnis (6.28a) aus [24] für kleine Neigungswinkel θ

c0 = 2Ja
√
DθS(1 + O(θ2) + O(1/S)). (7.21)

7.1.2 Korrekturen durch Mean-Field Ansatz

Für eine störungstheoretische Behandlung unseres wechselwirkenden Vielteilchensystems bietet sich ei-
ne Mean-Field-Näherung an: Hierbei wird die Wechselwirkung zwischen den Quasiteilchen (Magnonen)
dadurch repräsentiert, dass man den Mittelwert der Teilchendichte bzw. die entsprechenden Erwartungs-
werte der Erzeuger-Vernichter-Kombinationen berechnet und diesen mit den Quasiteilchen wechselwirken
lässt. Dies ist um so besser, je größer die Dimensionalität ist, da in diesem Fall einzelne Quantenfluktuatio-
nen weniger Einfluss haben. Im wesentlichen werden beim Mean-Field Ansatz die Operatoren durch ihre
Mittelwerte und die Fluktuationen um den Mittelwert ersetzt und anschließend Fluktuationen höherer
Ordnung (hier ab 3. Ordnung) weggelassen.

Mean-Field Erwartungswerte Zur Durchführung der eben erläuterten Rechnung benötigt man zu-
nächst die Erwartungswerte

n =
1

N

∑

i

〈

b†ibi
〉

=
〈

b†i bi
〉

=
1

N

∑

kσ

〈

b†kσbkσ
〉

(7.22a)

δ =
1

N

∑

i

〈bibi〉 = 〈bibi〉 =
1

N

∑

kσ

〈bkσb−kσ〉 (7.22b)

m =
1

2DN

∑

<ij>

〈

b†i bj
〉

=
〈

b†i bj
〉

=
1

N

∑

kσ

σγ̃k

〈

b†kσbkσ
〉

(7.22c)

∆ =
1

2DN

∑

<ij>

〈bibj〉 = 〈bibj〉 =
1

N

∑

kσ

σγ̃k 〈bkσb−kσ〉 , (7.22d)
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die unter Berücksichtigung der Translationsinvarianz analog zu [111] im Ortsraum berechnet werden.
Die T = 0 Werte der Funktionen werden mittels der Transformation (7.8) für die Felder mit endlichem
Erwartungswert im Grundzustand (k = 0 –Mode) sowie der Bogoliubov-Transformation (7.12a) und die
elementaren Erwartungswerte

〈

αkσα
†
kσ

〉

=
〈

β−kσβ
†
−kσ

〉

= 1 (7.23a)
〈

α†
kσαkσ

〉

=
〈

β†
−kσβ−kσ

〉

= 0 (7.23b)

bestimmt und ergeben

n =
1

N

∑

kσ

v2
kσ + aD |b0|2 (7.24a)

δ =
1

N

∑

kσ

ukσvkσ + aDb20 (7.24b)

m =
1

N

∑

kσ

σγ̃kv
2
kσ − aD |b0|2 (7.24c)

∆ =
1

N

∑

kσ

σγ̃kukσvkσ − aDb20. (7.24d)

Zwei dieser Funktionen sind prinzipiell komplexwertig und erfüllen die Identitäten δ∗ =
〈

b†i b
†
i

〉

und
∆∗ =

〈

b†ib
†
j

〉

. Wir werden diese später passend zur Wahl der Richtung der Symmetriebrechung reell
wählen.

Mean-Field Näherung Gemäß der Mean-Field Näherung (vgl. Abschnitt (5.4)) ersetzen wir nun
alle Wechselwirkungsterme der Entwicklung (7.4) im Ortsraum durch quadratische Terme, indem wir die
oben hergeleiteten Mean-Field Korrelationsfunktionen (7.22) benutzen. So werden alle quartischen Terme
durch jeweils 6 quadratische Terme ersetzt, zum Beispiel

b†ib
†
jbjbj → ∆∗bjbj + δb†ib

†
j + 2mb†jbj + 2nb†jbj . (7.25)

Auf diese Weise ergibt sich aus H‖
4 und H⊥

4 eine Mean-Field Korrektur der Wechselwirkungen der Form

HMF
4 =

1

2

∑

ij

Jij(Ab
†
i bi +Bb†ibj + Cb†i b

†
j +Db†ib

†
i + h.c.) (7.26)

mit den Abkürzungen

A = 4m(K − 1)S + n (7.27a)

B = 4n(K − 1)S +m (7.27b)

C = 2δ(K − 1)S + ∆ (7.27c)

D = 2∆(K − 1)S. (7.27d)

Vergleicht man den entstehenden Hamiltonian mit dem der linearen Spinwellentheorie, so fallen zusätzli-
che Terme des HMF

4 auf, die nicht im bekannten quadratischen Anteil (7.7) auftreten. Trotzdem ist der
gesamte Hamiltonian im Impulsraum mittels Bogoliubov-Transformation diagonalisierbar. Führen wir
die Fourier-Transformation (4.56) aus, so ergibt sich mit der Mean-Field Korrektur

HMF
4 =

1

2
J̃0

∑

kσ

{

(A+ σBγ̃k)b†kσbkσ + (σCγ̃k +D)b†kσb
†
−kσ + h.c.

}

. (7.28)

In Matrixschreibweise ergibt sich wieder

HMF
2 =

1

2

∑

kσ

(

b†kσ, b−kσ

)

(

ǫ̃kσ α∗
kσ

αkσ ǫ̃kσ

)(

bkσ
b†−kσ

)

+ Ẽ0 (7.29)
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Abbildung 33: Vergleich der Ener-
giedispersion des QAF im Magnetfeld
(Goldstone-Mode) ohne Mean-Field-
Korrekturen (durchgehende Kurve) mit
derjenigen mit Mean-Field-Korrekturen
(gestrichelte Kurve) für festes chemi-
sches Potential und festen Gesamtspin
S = 1/2. Der lineare Bereich nahe k =
0 wird flacher (kleinere Spinwellenge-
schwindigkeit); für große Wellenvekto-
ren ist der Einfluss der Wechselwirkun-
gen auf die Magnonendisperion klein.

abc
Abbildung 33:

mit den Abkürzungen

ǫ̃kσ = J̃0(A+ σBγ̃k) + J̃0S(1 + σγ̃k) − µ0 (7.30a)

αkσ = J̃0(σCγ̃k +D) (7.30b)

und einem Beitrag zur Grundzustandsenergie41

Ẽ0 = −1

2

∑

kσ

ǫ̃kσ. (7.31)

Energie-Dispersion Benutzt man die Bogoliubov-Transformation für Bosonen
(

bkσ
b†−kσ

)

=

(

ũkσ ṽkσ

ṽkσ ũkσ

)(

ckσ
c†−kσ

)

, (7.32)

so wird der Hamilton-Operator wieder diagonal

H =
∑

kσ

Ẽkσ(c
†
kσckσ +

1

2
) + Ẽ0 (7.33)

und man erhält die Magnonendispersion

Ẽkσ =

√

ǫ̃2kσ − |αkσ|2. (7.34)

Die Bogoliubov-Koeffizienten sind gemäß Appendix C durch ũkσ =
√

ǫ̃kσ+Ẽkσ

2Ẽkσ
und ṽkσ = − αkσ

|αkσ |

√

ǫ̃kσ−Ẽkσ

2Ẽkσ

gegeben.

Spinwellengeschwindigkeit Die neue Dispersionsrelation muss gemäß dem Goldstone-Theorem wei-
terhin gapless und linear sein

Ẽk− = |k| c+ α |k|3 + O(|k|5), (7.35)

so dass wir die renormierte Spinwellengeschwindigkeit c als Ableitung

c =

√

√

√

√

1

2

∂2Ẽ2
k−

∂k2

∣

∣

∣

∣

∣

k=0

=
J̃0a√
D

√

(B + S)(A−B − µ

J̃0

) − (D − C)C

=
J̃0a√
D

√

(C −D)(C −B − S) (7.36)

41Es gibt allerdings noch weitere Terme zur Grundzustandsenergie in dieser Ordnung der Bosonendichte. Man berück-
sichtige weiterhin, dass die Spinwellentheorie keine variationelle Methode ist und somit die in Spinwellentheorie berechnete
Grundzustandsenergie durchaus niedriger sein kann als die exakte Grundzustandsenergie.
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Abbildung 35: Renormierungsfaktoren
der Spinwellengeschwindigkeit zu ver-
schiedenem Gesamtspin S für kleine
chemische Potentiale.
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Abbildung 35:

berechnen können. Der in (6.57b) eingeführte Renormierungsfaktor ergibt sich dann einfach durch Division
Zc = c/c0.42 Im letzten Ausdruck wurde das Ergebnis (7.40) für das chemische Potential benutzt.

Quasiteilchenzerfall Wie bereits in Abschnitt 6.9.1 diskutiert, ist bei negativem kubischem Koeffizient
α aus (7.35) der spontane Quasiteilchenzerfall nicht verboten. Für kleine Magnetfelder bleibt der Koeffi-
zient in konventioneller Spinwellenentwicklung auch bei Vorhandensein von Wechselwirkungen kleiner als
Null [47, 43, 77, 41]. Dagegen liegt an der Stelle des kritischen Feldes hc die ferromagnetische Dispersion
(2.29) vor. Daher muss α gerade an einem Crossover-Feld h∗ sein Vorzeichen wechseln. In Magnetfeldern
h > h∗ sind dann die Magnonen instabil, so dass die konventionelle Spinwellentheorie zusammenbricht.
Gerade dieser Zusammenhang steht im engen Zusammenhang mit den in [23] hergeleiteten anomalen
Fluktuationen der longitudinalen Korrelationsfunktion. In der Dichteentwicklung lässt sich der kubische
Koeffizient mittels Entwicklung der Dispersionsrelation zu

α =
J̃0a

3

√
D

(B − C + S)[6B + 9C − 3D + 6S + (C −D) cos(4φ)]

96
√

(D − C)(B − C + S)
(7.37)

42Wegen der Abweichungen zwischen reiner Spinwellengeschwindigkeit (6.28a) und der Spinwellengeschwindigkeit in 1.
Ordnung Bosonendichte, gehen wir hier zunächst von (7.20) als ungestörte Spinwellengeschwindigkeit aus und betrachten
Zc als Renormierungsfaktor durch Mean-Field Korrekturen.
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Abbildung 36: Darstellung des Koeffizienten
(7.37) zur Abschätzung der Stabilität der anti-
ferromagnetischen Magnonen im starken Ma-
gnetfeld. Für große Gesamtspins wird der Ko-
effizient gemäß α ∼ S3/2 größer.
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Abbildung 36:

bestimmen.43 Da C > D wird α für kx = ky zuerst negativ wie auch in [41] bereits durch numerische
Lösung der Dyson-Gleichung berechnet. Gemäß Abbildung 36 wechselt α für diesen Fall sein Vorzeichen
unabhängig vom Gesamtspin etwa an der Stelle µ = 0.23 · 2J̃0S, was einem Crossover-Feld h∗ ≈ 0.77hc
entspricht und somit der Wert h∗ = 2/

√
7hc aus [41] reproduziert wird.

Chemisches Potential Aus der Bedingung Ek−|k=0 = 0 gemäß Goldstone-Theorem ergibt sich eine
quadratische Gleichung für das chemische Potential

ǫ̃2k−
∣

∣

k=0
= |αk−|2

∣

∣

k=0
(7.38)

mit den 2 Lösungen

µ1 = J̃0(A−B −D + C) (7.39a)

µ2 = J̃0(A−B − C +D). (7.39b)

Die physikalische Lösung ergibt sich einerseits aus dem Grenzwert ohne Mean-Field Korrekturen und
andererseits aus der Bedingung eine physikalischen Dispersion mit einer reellen Spinwellengeschwindigkeit
0 < c2 = J̃2

0a
2/D[∓(B + S)(C −D) + (D−C)C] (oberes Zeichen für µ1, unteres Zeichen für µ2). Durch

Anwendung der Bedingung oder Vergleich mit (7.18) ist die richtige Lösung

µ = µ1 = J̃0(A−B −D + C). (7.40)

Das Ausnutzen der Bedingung Ẽk− = 0 zur Berechnung von µ macht die Transformation der Wechsel-
wirkungsterme in den Impulsraum sowie der expliziten Berechnung der Terme mit Symmetriebrechung
überflüssig und somit die Berücksichtigung von H6 möglich. Die Bedingung H1 = 0 ergibt das gleiche
Ergebnis, wenn man die Renormierung durch H3 mittels Mean-Field Korrekturen explizit berechnet:

µ

J̃0

= aD|b0|22Γ̃4−
0000

+
1

N

∑

kσ

[

(1 − σγ̃k)v2
kσ2Γ̃4−

0000
(7.41)

−2(K − 1)Sukσvkσ − σγ̃kukσvkσ(1 − 2(K − 1)S)
]

. (7.42)

Damit führt die Berücksichtigung von Diagrammen wie in Abbildung 37 ebenfalls zur Bedingung (7.40).

Untergittermagnetisierung Mittels der Definition der Untergittermagnetisierung senkrecht zum Ma-
gnetischen Feld [24] (vgl. (2.33))

Ms =
∑

i

〈ζiSyi 〉 (7.43)

43Der Winkel φ ist durch die Parametrisierung des Impulses kx = k sinφ , ky = k cos φ in Polarkoordinaten definiert (hier
in D = 2).

89



Abbildung 37: Durch die Renormierung des chemischen Potentials mit-
tels Einschleifendiagrammen dieser Art (Die Wechselwirkung ist in (7.11)
gegeben) wird die Korrektur von (7.9d) in Mean-Field-Näherung berück-
sichtigt, so dass die Energiedispersion gemäß des Goldstone-Theorems
für k → 0 verschwindet.
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Abbildung 38: Vergleich der Untergit-
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Wechselwirkungen M0

s und den aus der
Mean-Field-Näherung gemäß (7.46).
Beide Näherungen sind nur für klei-
ne chemische Potentiale korrekt, da für
µ = 2J̃0S der Wert aus [6] erreicht wer-
den sollte (gepunktete Linie).
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Abbildung 39:

und der Darstellung des Spinoperators Syi mittels einer Holstein-Primakoff-Transformation (A.8)

Syi =
1

2i

√
2S
[

b†i − bi + (K − 1)(b†ib
†
ibi − b†ibibi)

]

+ O(b5) (7.44)

können wir die Mean-Field Korrekturen zu (6.27) berechnen. Dazu wird wie in (7.25) die Ersetzung

b†ib
†
ibi → biδ

∗ + 2nb†i , (7.45)

sowie analoges für den hermitesch konjugierten Term gemacht. Dann ergibt sich schließlich44

Ms =
√

2SNaD [1 + (K − 1)(−δ + 2n)] b0. (7.46)

Wie bei den anderen Größen auch, enthält Ms aufgrund der Entwicklung in Bosonendichte Terme höherer
Ordnungen in 1/S.
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magnetisierung normierte ferromagne-
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Abbildung 41:

Dichte Die gesamte Bosonendichte ist durch

ρ =
1

N

∑

i

〈

b†i bi
〉

=
1

N

∑

k

〈

b†kbk
〉

= n (7.47)

gegeben, so dass der Renormierungsfaktor (6.57a) durch

Zρ =
ρ

ρ0
=

n

|b0|2
(7.48)

mit den Mean-Field Konstanten verknüpft ist.

Ferromagnetische Magnetisierung Aus Symmetriegründen ist nur die z-Komponente der ferroma-
gnetischen Magnetisierung ungleich Null. Mit (3.8a) ergibt sich so die Rechenvorschrift

M =
1

N

∑

i

〈Szi 〉 =
1

N

∑

i

(

S −
〈

b†ibi
〉)

= S − n, (7.49)

die man auch mittels (2.31) aus der freien Energie berechnen kann, die sich für T = 0 trivial aus der
Grundzustandsenergie ergibt.

44Bei der Wahl einer anderen Richtung der Symmetriebrechung im Ortsraum muss natürlich die Phase des Erwartungs-
werts b0 angepasst werden.
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Abbildung 42:

7.1.3 Numerische Auswertung

Zur Berechnung der Ausdrücke in (7.24) müssen wir den thermodynamischen Grenzwert ausführen
1
V

∑

k →
∫

dDk
(2π)D und die entsprechenden Integrale über die 1. Brillouin-Zone berechnen. Da das Haupt-

ergebnis dieser Arbeit (6.96), welches anomale Eigenschaften der Bose-Einstein-Kondensation zeigt, am
besten in zweidimensionalen Systemen nachmessbar ist [24] (siehe Abschnitt 6.9.2), beschränken wir uns
hier auf den Fall D = 2.45 Die zweidimensionalen Integrale über die reduzierte (antiferromagnetische)
Brillouin-Zone (siehe Abbildung 11) hängen für das Quadratgitter nur vom Strukturfaktor

γ̃k =
1

2
[cos(kxa) + cos(kya)] (7.50)

ab. Mit der Eigenschaft (siehe (2.75))
γ̃k = −γ̃k+Q (7.51)

können wir die Summation über σ durch die Auswertung der Integrale in der vollen Brillouin-Zone
berücksichtigen (siehe Abbildung 46) und erhalten

1

N

∑

kσ

v2
kσ = aD

∫

k

v2
k− (7.52a)

1

N

∑

kσ

ukσvkσ = aD
∫

k

uk−vk− (7.52b)

1

N

∑

kσ

σγ̃kv
2
kσ = −aD

∫

k

γ̃kv
2
k− (7.52c)

1

N

∑

kσ

σγ̃kukσvkσ = −aD
∫

k

γ̃kuk−vk− (7.52d)

mit der Abkürzung
∫

k =
∫

dDk
(2π)D .

Einfaches Aufintegrieren Da die Bogoliubov-Koeffizienten der σ = − Mode an der Stelle k = 0
wegen der verschwindenden Dispersion E0− divergieren, sind alle Integranden in (7.52) divergent. Da die
Dispersion linear ist (7.19), folgt für kleine Wellenvektoren u2

k− ∼ 1/|k| and v2
k− ∼ 1/|k|. In D = 2 ist

45In den letzten Jahren hat das Interesse an zweidimensionalen QAF wegen der nunmehr experimentellen Realisierung
stark zugenommen [56].
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Abbildung 43: Plot des Renormie-
rungsfaktors des chemischen Potenti-
als, welches das chemische Potential
des Systems ohne Wechselwirkungen
mit dem chemischen Potential in Mean-
Field-Näherung verbindet: Zµ = µ

µ0
.

Gezeigt sind die Kurven zu verschie-
denem Gesamtspin in 1. Ordnung Stö-
rungstheorie in der Bosonendichte, die
jedoch alle Ordnungen in 1/S enthal-
ten.
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Abbildung 43:

das Integrationsmaß in Polarkoordinaten gerade k dk dφ, so dass die Divergenz für kleine k verschwin-
det. Im gesamten Integrationsgebiet treten keine weiteren Divergenzen auf, so dass die Integrale (7.52)
existieren.46 Wegen der C4 Rotationssymmetrie, müssen wir nur einen Quadranten berechnen:

∫

k

f(k) ≈ 1

(π − ǫ)2

∫ π
a

−ǫ
d kx

∫ π
a

−ǫ
d kyf(k). (7.53)

ǫ ist ein kleiner Parameter, der den Integranden über die ganze Fläche endlich hält; mit dem Vorfaktor
korrigieren wir die kleinere Integrationsfläche unter der Annahme eines Beitrages, der dem Mittelwert des
Integrals entspricht. Zum Vergleich der Ergebnisse können wir auch eine Integration in Polarkoordinaten
auf einem Kreis um k = 0 mittels

∫

k

f(k) =
1

(2π)2

∫ r

0

k dk

∫ 2π

0

dφf(k) +

∫

k

f(k)Θ(|k| − r) r < π. (7.54)

durchführen, was zu ähnlichen Ergebnissen (mit einer Abweichung um 0.1%) führt. Dieses Vorgehen ist
für alle Dimensionen D > 1 möglich, wohl aber für D = 3 aufwendiger.

Auswertung unter Verwendung der Zustandsdichte in D = 2 In zwei Dimensionen können wir
die Integrale wie in Appendix E beschrieben auf eindimensionale Integrale zurückführen, was wir mit der
Einführung elliptischer Integrale erkaufen. Die Berechnung der Integrale (7.52) ergibt keine anderen Werte
wie die obigen Methoden, ist aber deutlich schneller, so dass wir alle Berechnungen darauf aufbauen.47

7.1.4 Berechnung bei konstanter Dichte

Sind die Integrale für festen Spin S berechnet, so wird die vorgegebene Dichte mittels (7.40) zu einem
chemischen Potential zugeordnet.48 Der Vergleich mit dem chemischen Potential ohne Wechselwirkung
(7.18) ergibt dann den Renormierungsfaktor der chemischen Potentials

Zµ =
µ

µ0
, (7.55)

der jedoch physikalisch nur das echte chemische Potential µ = h−hc mit demjenigen ohne Wechselwirkung
verknüpft. Für Vergleiche mit dem Experiment müssen die entsprechenden Größen gegen das chemische
Potential aufgetragen werden. Eigentlich ist das chemische Potential durch die Wahl des Magnetfeldes

46Auch in D = 3 existieren alle Integrale nach gleichem Argument.
47Die Zurückführung der Integrationen auf eindimensionale Integrale ist in beliebigen Dimensionen möglich, aber in D > 2

ist die entsprechende Zustandsdichte analytisch unbekannt.
48Diese rechnerische Prozedur kann als Mean-Field-Berechnung bei festem Ordnungsparameter [97], welcher hier die

Dichte des Kondensats von Magnonen ρ0 ist, angesehen werden.
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vorgegeben und die Bosonendichte ändert sich bei Berücksichtigung der Wechselwirkung. Jedoch ist die
Berechnung der Änderung des Bosonendichte durch Wechselwirkungen nicht direkt möglich. In jedem
Fall gibt es aber eine eindeutige Zuordnung zwischen dem chemischen Potential und der Bosonendichte
sowohl ohne Wechselwirkung (7.18) als auch mit Wechselwirkung (diese kann aber nicht einfach inver-
tiert werden). Ein großer Wert von Zµ drückt eine starke Renormierung der Dichte des Kondensats aus.
Anschließend werden alle weiteren Größen in Abhängigkeit des physikalischen chemischen Potentials be-
rechnet, indem diese erst als Funktion des wechselwirkungsfreien chemischen Potentials ermittelt werden
und dann die funktionelle Abhängigkeit mittels (7.55) auf das korrekte chemische Potential abgebildet
wird.

7.2 Interpretation der Ergebnisse

Renormierung der Spinwellengeschwindigkeit Wie man anhand von Abbildung 33 sieht, ändert
sich die Magnonendispersion (7.34) durch die Wechselwirkungen in Mean-Field-Näherung quantitativ
nur wenig. Gezeigt ist die Dispersion der Mode ohne Anregungslücke Ek−, die sich außerhalb der an-
tiferromagnetischen Brillouin-Zone zu Ek+ fortsetzt für kleines chemisches Potential und Gesamtspin
S = 1/2. Für größeres chemisches Potential fällt die Renormierung noch kleiner aus, ebenso wie für
S → ∞ die Korrekturen verschwinden. Dennoch beeinflussen die Korrekturen für kleine Wellenvekto-
ren die Eigenschaften des Systems bei tiefen Temperaturen. Anhand des Verhaltens für kleine k lässt
sich eine renormierte Spinwellengeschwindigkeit und ein Renormierungsfaktor nach (6.57b) definieren.
Wie oben bereits angedeutet, lassen sich insbesondere für die Spinwellenrenormierung zwei verschiedene
Spinwellengeschwindigkeiten ohne Wechselwirkungen zugrunde legen. Daher entstehen Renormierungen
aufgrund von 2 Effekten:

1. Normalordnung
Aufgrund des Normalordnungsprozesses ergibt sich eine Spinwellenrenormierung, die gerade das
Verhältnis zwischem dem Wert (7.20) und dem Wert in [24] (6.28a) ist.

2. Mean-Field Korrekturen
Zusätzlich ergibt sich eine Renormierung aufgrund der Mean-Field Korrekturen, die gerade das
Verhältnis zwischen (7.20) und (7.36) ist.

Abbildung 35 zeigt die verschiedenen Renormierungsarten der Spinwellengeschwindigkeit: Während der
Einfluss der Normalordnung bereits Korrekturen in der Bosonendichte mit sich bringt, die ZNO

c mit stei-
gendem chemischen Potential ansteigen lässt, ist der Einfluss der Wechselwirkungen bei kleinen Dichten
singulär49 und wird für größere Dichten kleiner, so dass sich insgesamt eine größere Spinwellengeschwin-
digkeit ergibt (Ztot

c > 1). Man beachte ebenso, dass die Renormierungsfaktoren im klassischen Grenzwert
S → ∞ zu 1 werden, wie man es auch von einer strikten 1/S-Entwicklung erwartet.

Untergittermagnetisierung Die Mean-Field-Korrekturen zur Untergittermagnetisierung fallen für
kleine Dichten groß aus (vgl. Abbildung 39). Die Vergrößerung von Ms bei kleinen Dichten spiegelt
die Renormierung der Dichte des Kondensats selbst wieder. Für große chemische Potentiale, also für klei-
ne Magnetfelder h sollten die Werte der Untergittermagnetisierung z.B. aus [6, 89] erreicht werden, d.h.
die Wurzelfunktion (siehe Abbildung 38) sollte nach unten renormiert werden und so für µ = 2J̃0S den
Wert ohne Magnetfeld (gepunktete Linie in Abbildung 39) erreichen, wobei gemäß der Analyse in [97]
ein Maximum durchlaufen wird. In der Tat ist der Renormierungsfaktor für µ/(2J̃0S) > 0.06 kleiner als
1, jedoch nimmt die Untergittermagnetisierung in Mean-Field-Näherung zu unphysikalischen Werten hin
ab, so dass alle Ergebnisse nur für chemische Potentiale µ = 0.2 · 2J̃0S korrekt sind. Das ebenfalls in [97]
gefundene Verhalten nahe dem kritischen Feld wird quantitativ reproduziert, wobei in der genannten
Arbeit der spontane Magnonenzerfall und deren Einfluss auf die Untergittermagnetisierung nicht weiter
untersucht wurde. Mit unserem Ansatz der Entwicklung in der Bosonendichte, die eine streng monotone
Funktion des chemischen Potentials ist, erwarten wir ohnehin die besten Ergebnisse für kleine Dichten.

49Das Verhalten für µ → 0 lässt sich mit den Mitteln aus Abschnitt 7.1.3 nicht bestimmen.
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Dichte / Ferromagnetische Magnetisierung Da sowohl die Dichterenormierung (7.48) als auch
die Magnetisierung (7.49) nur von der Mean-Field-Funktion n abhängen, gibt es nur kleine Effekte. Die
funktionelle Abhängigkeit der Dichterenormierung Zρ von µ wird erst beim Auftragen von (Zρ − 1)/2S
sichtbar (vgl. Abbildung 40) und ist klein. Dagegen zeigt sich in der ferromagnetischen Magnetisierung
ein ähnliches Verhalten bei kleinen chemischen Potentialen wie in [102, 111, 97], obwohl das Verhalten
nahe des kritischen Feldes besonders im Falle S = 1/S nicht aufgelöst ist (siehe Abbildung 41). Ebenso
ergeben sich für h→ 0 die gleichen unphysikalischen Werte wie schon für die Untergittermagnetisierung,
so dass die Berechnungen aller Größen nur für nicht zu große chemische Potentiale Sinn machen.

7.3 Zusammenfassung

Im vergangenen Kapitel wurde untersucht, wie sich die Eigenschaften des in Kapitel 6 betrachteten Bose-
Gases ändern, wenn wir Näherungen weglassen und insbesondere Einflüsse der Wechselwirkungen berück-
sichtigen. Dazu wurden Werte von zuvor eingeführten Renormierungsfaktoren berechnet, die insbesondere
mit Messgrößen in Experimenten verknüpft sind. Es stellt sich heraus, dass gerade der Ansatz der Ent-
wicklung in der Bosonendichte geeignet zu sein scheint, um Eigenschaften des Quantenantiferromagneten
im starken Magnetfeld oberhalb eines kritischen Feldes h∗ zu beschreiben. Aufgrund von Wechselwirkun-
gen bricht gerade in diesem Bereich die konventionelle Spinwellentheorie in 1/S-Entwicklung zusammen,
da die Magnonen nicht mehr stabil gegenüber dem spontanen Zerfall sind.

Unser Ansatz ist aber gerade in dem Bereich kleiner Dichten (kleinem chemischen Potentials µ = hc−
h) gut, wie der Vergleich der Untergittermagnetisierung und der ferromagnetischen Magnetisierung mit
Ergebnissen in [97, 41]. Die in [97] gefundene logarithmische Abhängigkeit der Untergittermagnetisierung
nahe des kritischen Feldes konnte jedoch nicht eindeutig bestätigt werden, obwohl das Verhältnis zwischen
der Untergittermagnetisierung in Mean-Field-Näherung und dem Wert ohne Wechselwirkungen (6.28b)
für µ→ 0 groß wird (siehe Abbildung 39).50

Erstaunlich gut ist auch die Übereinstimmung des Wertes h∗ ≈ 0.23hc mit dem Wert in [41],
so dass auch die Methode zur Berechnung der Spinwellenrenormierung geeignet ist. Diese setzt sich
im Vergleich zu den Ergebnissen aus [24] insbesondere aus mehreren Beiträgen zusammen, die unter-
schiedliche Abhängigkeiten vom chemischen Potential haben (siehe Abbildung 34). Eine Divergenz der
Spinwellengeschwindigkeit für µ → 0 ist in jedem Fall nicht ungewöhnlich, da auch der Imaginärteil
der Magnonen-Selbstenergie aufgrund der Quasiteilchenzerfälle groß wird und beide mit der Kramers-
Kroning-Relation [134] verknüpft sind.

Die Herangehensweise ist neben numerischen Problemen im Bereich kleiner Dichten konsistent und
enthält durch die Renormierung des chemischen Potentials auch die Korrekturen aus der Renormierung
des Kippwinkels [111] in konventioneller Spinwellentheorie. Zu Klären bleibt jedoch noch, inwiefern Dia-
gramme wie in Abbildung 27 zur Spinwellenrenormierung beitragen [127].

50Eine logarithmische Abhängigkeit würde der Exaktheit unserer Theorie für kleine Dichten widersprechen [123].
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Appendix A Verallgemeinerung der Bosonisierung für Spinope-

ratoren zum Gesamtspin S ≥ 1
2

Die übliche Holstein-Primakoff-Transformation (3.8) bzw. Dyson-Maleev-Transformation ((3.10)) ist ei-
nerseits nur für kleine Bosonendichten gültig und andererseits treten unter Berücksichtigung der Nor-
malordnung51 weitere Terme in der 1/S-Entwicklung auf. Eine etwas andere Parametrisierung unter
Berücksichtigung der Normalordnung in [101] geht von den Matrixelementen der Drehimpulsoperatoren
aus:

(

S+
)

M,M−1
=

(

S−)
M−1,M

=
√

(S +M)(S −M + 1) (A.1a)

(Sz)M,M = M. (A.1b)

Die folgende Transformation auf Bosonen mit
[

β, β†] = 1 (A.2)

ist bei festem Gesamtspin für M = S, S− 1 also bei kleinen Anregungen aus dem Grundzustand exakt:52

abc
Sz = S − β†β (A.3a)

S+ =
√

2Sβ† (1 + (K − 1)β†β
)

(A.3b)

S− =
√

2S
(

1 + (K − 1)β†β
)

β (A.3c)

mit der Größe

K =

√

1 − 1

2S
(A.4)

die für S = 1
2 verschwindet. In diesem Fall bildet die Holstein-Primakoff-Transformation auch unter

Berücksichtigung der Normalordnung auf ein Modell von Bosonen mit Hardcore-Abstoßung an gleichen
Gitterplätzen ab:

S+ =
√

2Sβ†(1 − β†β). (A.5)

Für beliebige S erhält man die Transformation aus der Holstein-Primakoff-Transformation, wenn man bis
zur linearen Ordnung der Bosonendichte entwickelt und die Terme aus der Normalordnung berücksichtigt.
Wir starten also mit der HP-Parametrisierung und benutzen die Entwicklung

√
1 − x = 1 −

∞
∑

n=1

(2n− 3)!!

(2n)!!
xn (A.6)

mit der Doppelfakultät m!! = m(m− 2) · · · 3 · 1 und erhalten so

S+ =
√

2Sβ†
[

1 −
∞
∑

n=1

(2n− 3)!!

(2n)!!

(

β†β

2S

)n
]

(A.7)

Führen wir nun die Normalordnung (bezeichnet durch N ) der auftretenden Erzeuger bzw. Vernichter
aus, so ergeben sich bei Anwendung von (A.2) zusätzliche Terme, die wir bis zur linearen Ordnung
berücksichtigen:

(

β†β

2S

)n

= N
(

β†β

2S

)n

+

(

1

2S

)n

β†β + O(β†β)2.

51Bei der üblichen Besetzungszahldarstellung von Operatoren, auch Normalordnung genannt, stehen alle Vernichter rechts
von den Erzeugern.

52Für den Antiferromagneten ist der Grundzustand derart, dass gerade nicht alle Spins im Zustand mit maximaler magne-
tischer Quantenzahl M bezüglich eines globalen Koordinatensystems sind. Jedoch haben wir an benachbarten Gitterplätzen
gerade gedrehte Koordinatensysteme, und somit spielt der gestaffelte Spin die Rolle des Gesamtspins.
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Also können wir den Aufsteiger umschreiben zu

S+ =
√

2Sβ†
[

1 +

(

1 −
∑

n=1

(2n− 3)!!

(2n)!!

(

1

2S

)n

− 1

)

β†β

]

+O(β5)

≈
√

2Sβ†(1 + (K − 1)β†β).

Somit ändert sich in der Entwicklung nach der Bosonendichte quantitativ der Vorfaktor des Wechselwir-
kungsterms, was sich aber in die renormierten Größen (z. B. c und χ) definieren lässt, die ohnehin bei
realen Messungen aus dem Experiment bestimmt werden müssen. Daher erhält man auch mit der verein-
fachten Parametrisierung ohne explizite Berücksichtigung von 1/S-Korrekturen durch Normalordnung die
gleichen Ergebnisse und insbesondere der kontinuierliche Anteil des dynamischen Strukturfaktors taucht
ebenfalls auf.

Für den Fall S ≥ 1 lässt sich diese Methode weiterführen, so dass wir nun die Matrixelemente zwischen
den drei Zuständen zu M = S, S − 1, S − 2 exakt mittels Bosonen abbilden. Unter Berücksichtigung der
Normalordnung ergibt sich die korrekte Holstein-Primakoff-Transformation bis zur 2. Ordnung in der
Bosonendichte zu

S+ =
√

2Sβ†
(

1 + (K − 1)β†β +
1

2
(L− 2K + 1)β†β†ββ

)

(A.8)

mit der zusätzlichen spinabhängigen Funktion

L =

√

1 − 1

S
, S ≥ 1 (A.9)

In der Praxis wird aber die Funktion L(S) keine Rolle spielen, da sie nur die 3-Teilchen-Wechselwirkung
renormiert, die dann höherer Ordnung in der Bosonendichte ist. Eine Entwicklung der Funktionen K und
L nach inversen Potenzen des Spins

K − 1 = − 1

4S
+ O(

1

S2
) (A.10a)

L− 2K + 1 = − 1

16S2
+ O(

1

S3
) (A.10b)

ergibt dann wieder das wohl bekannte Ergebnis der Spinwellentheorie.

Appendix B Strukturkonstanten bei Festkörpern

Zur Darstellung von Wechselwirkungen im Impulsraum definiert man im Falle von diskreten Austausch-
konstanten mit Gittersymmetrie Jij eine entsprechende Fouriertransformierte

J̃k =
∑

~δ

J~δe
−ik·~δ (B.11)

wobei ~δ die Summation über alle Differenzvektoren des Gitters darstellt (siehe Abbildung 44) und J~δ die
entsprechende Austauschkonstante für den Abstandsvektor ~δ = ri − rj . Man definiert nun die Struktur-
konstante über

γ̃k =
J̃k

J̃0

. (B.12)

In dieser Arbeit werden nur Nächste-Nachbar-Wechselwirkungen berücksichtigt (siehe Abbildung 44), so
dass wir die Strukturkonstanten als

γ̃k =
1

z

∑

δ

e−ik·δ (B.13)
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Abbildung 44: Nächste
Nachbar-Wechselwirkung
zwischen Spins (dargestellt
als rote und blaue Punkte)
entlang den Differenz-
vektoren δi für die Kette
(links), das Quadratgitter
(mitte) und das einfach
kubische Gitter (rechts).

abc
Abbildung 44:

schreiben können, wobei die Summe nun über alle z Nächste-Nachbar-Verbindungsvektoren läuft. Der
Einfachheit halber werden weiterhin nur hyperkubische Gitter mit der Gitterkonstanten a betrachtet,
deren Strukturkonstante

γ̃k =
1

D

D
∑

i=1

cos(kia) k =

D
∑

i=1

kiei (B.14)

ist. Eine Taylor-Entwicklung für kleine Impulse k ergibt dann

γ̃k = 1 − a2k2

2D
+ O(k4). (B.15)

Andere Gittertypen mit den entsprechenden Strukturfaktoren werden zum Beispiel in [68] für D = 2 oder
in [52, 47, 57, 89] diskutiert.
Spezielle Eigenschaft bei Summation im Impulsraum: Seien f(k) und g(k) beliebige Funktionen mit
Gittersymmetrie, so gilt insbesondere

∑

kq

f(k)g(k)γ̃k+q =
∑

kq

f(k)g(q)γ̃kγ̃q (B.16)

wie man mittels Einfügen der Fouriertransformierten von f und g zeigen kann.

Appendix C Bogoliubov-Transformation

Ein wichtiges Diagonalisierungsverfahren für die Spinwellentheorie ist die Bogoliubov-Transformation, die
mittels einer Drehung im Raum der beiden Moden des Antiferromagneten den Hamiltonian diagonalisiert.
Gegeben sei dazu ein quadratischer Hamiltonian

H2 =
∑

k

[

fk

(

A†
kAk +B†

kBk

)

+ gk

(

A†
kB

†
−k +AkB−k

)]

(C.1)

mit entsprechend bosonischen Operatoren deren Vertauschungsrelationen (4.21) lauten. Die Funktionen
fk sowie gk seien gerade Funktionen der Impulse k

f−k = fk g−k = gk, (C.2)

was bei Systemen mit Inversionssymmetrie immer erfüllt ist. Um nun (C.1) zu diagonalisieren, führen
wir eine Bogoliubov-Transformation [38] durch, die folgendermaßen parametrisiert ist

(

Ak

B†
−k

)

=

(

uk −vk

−vk uk

)(

αk

β†
−k

)

. (C.3)
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Damit diese Transformation unitär ist, also eine Drehung darstellt, müssen wir fordern, dass die Opera-
toren αk und βk wieder bosonische Vernichter sind:

[

αk, α
†
k′

]

=
[

βk, β
†
k′

]

= δk,k′ . (C.4)

Elementare lineare Algebra liefert nun die Rücktransformation (falls die Determinante der Transformati-
onsmatrix nicht verschwindet, was natürlich bei der hier betrachteten unitären Transformation der Fall
ist):

β†
−k =

1

u2
k − v2

k

(

vkAk + ukB
†
−k

)

(C.5a)

αk =
1

u2
k − v2

k

(

ukAk + vkB
†
−k

)

. (C.5b)

Die Bedingung (C.4) liefert mit (C.5a) zusammen die Relation

u2
k − v2

k = 1, (C.6)

die die Unitarität der Transformation garantiert. Hierbei haben wir o.B.d.A. angenommen, dass die
Parameter uk und vk reell sind. Für komplexe Parameter ergeben sich die entsprechenden Gleichungen
(C.6) mit komplexen Beträgen und die Operatoren αk und βk weichen um Phasenfaktoren von den in
(C.3) definierten Operatoren ab. Geht man von komplexen Koeffizienten aus, so ist das Gleichungssystem
überbestimmt, d.h. die Koeffizienten können noch mit einer beliebigen Phase multipliziert werden, was
die U(1)-Symmetrie von (C.1) widerspiegelt [14]. Wir müssen nun die Parameter in (C.3) so wählen, dass
der Hamiltonian (4.24c) diagonal wird. Einfaches Einsetzen liefert unter Ausnutzung des kanonischen
Kommutators zur Normalordnung der Operatoren zunächst

H2 =
∑

k

{(

α†
kαk + β†

−kβ−k + 1
)

[

fk

(

u2
k + v2

k

)

− 2gkukvk

]

+
(

α†
kβ

†
−k + β−kαk

)

[

gk

(

v2
k + u2

k

)

− 2fkukvk

]

+ fk

(

v2
k − u2

k

)

}

(C.7)

Der nicht-diagonale Anteil soll durch die Transformation eliminiert werden, was unmittelbar die Bedin-
gung

0 = gk

(

v2
k − u2

k

)

− 2fkukvk (C.8)

ergibt, die nach der Substitution x = v2
k sowie unter Ausnutzung von(C.6) auf eine quadratische Gleichung

in x führt:
4f2

k

(

x+ x2
)

= gk

(

4x2 + 4x+ 1
)

.

Somit sind die Lösungen

x± = −1

2
±
√

1

4
− g2

k

(g2
k − f2

k)
=

1

2

(

−1 ± fk
√

f2
k − g2

k

)

(C.9)

Mit der Definition
ǫ2k = f2

k − g2
k (C.10)

erhalten wir dann die Parameter vk und uk zu

abc
vk =

gk

|gk|

√

fk − ǫk
2ǫk

(C.11a)

uk =
√

1 + v2
k =

√

fk + ǫk
2ǫk

(C.11b)

wobei die Lösung x− ausgeschlossen wurde, da vk ∈ R vorausgesetzt und die Unitaritätsbedingung (C.6)
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ausgenutzt wurde. Weitere nützliche Relationen sind

u2
k + v2

k =
fk

ǫk
⇒ u2

k =
1

2

(

fk

ǫk
+ 1

)

(C.12a)

ukvk =
gk

2ǫk
(C.12b)

Damit wird der Hamiltonian (C.7) diagonal und wir bekommen eine Absenkung der Grundzustandsener-
gie:

H2 =
∑

k

[

ǫk

(

α†
kαk + β†

kβk + 1
)

− fk

]

. (C.13)

Appendix D Transformation des quartischen Hamiltonian

Hier gehen wir vom Wechselwirkungsanteil des Dyson-Maleev-Hamiltonian in (4.23b) bzw. des Holstein-
Primakoff-Hamiltonian in (4.23a) aus. Mit den Abkürzungen k1 = 1 für die Impulse sowie den Abkür-
zungen für die Operatoren

p+
1 = Φk1+τk1 (D.1a)

p−1 = Φk1−τk1 (D.1b)

x−1 = Πk1−µk1 (D.1c)

x+
1 = Πk1+µk1 (D.1d)

sieht man mit τ1µ1 = 1/V , dass auch diese Operatoren kanonisch sind
[

p−1 , x
−
2

]

=
[

p+
1 , x

+
2

]

= −iδ1+2,0 (D.2)

Damit wird die Transformation (5.6a) zu:

A1 =
1

2

(

p+
1 + ip−1 + x−1 − ix+

1

)

(D.3a)

B1 =
1

2

(

p+
1 − ip−1 − x−1 − ix+

1

)

. (D.3b)

ImH
‖
4 (4.24d) taucht der Dichteoperator auf, den wir hier allgemein berechnen, wobei f1+2, g3+4 beliebige,

impulsabhängige Funktionen sind
∑

12

δ1+2+3+4,0f1+2A
†
1A−2 =

∑

12

δ1+2+3+4,0f1+2

[

p+
1 p

+
2 + p−1 p

−
2 + x−1 x

−
2 + x+

1 x
+
2

+2
(

p+
1 x

−
2 − p−1 x

+
2

)]

−Nδ3+4,0f0 (D.4a)
∑

34

δ1+2+3+4,0g3+4B
†
3B−4 =

∑

34

δ1+2+3+4,0g3+4

[

p+
3 p

+
4 + p−3 p

−
4 + x−3 x

−
4 + x+

3 x
+
4

2
(

p+
3 x

+
4 − p+

3 x
−
4

)]

−Nδ1+2,0g0. (D.4b)

Beim Ausmultiplizieren ergeben sich nun auch Terme von nicht kommutierenden Operatoren, die wir in
einer symmetrisierten Form schreiben müssen [88]. Dazu betrachte man den Term

4p+
1 x

−
2 p

−
3 x

+
4 =

{

p−3 , x
−
2

}{

x+
4 , p

+
1

}

+ 2i
(

p+
1 x

+
4 δ2+3,0 − x−2 p

−
3 δ1+4,0

)

+ δ2+3,0δ1+4,0. (D.5)

In unserem Fall sind die Funktionen in (D.4) f1+2 = (1 + λ)γ̃1+2 sowie g3+4 = 1, so dass wir den
parallelen Hamiltonian in symmetrisierter Form mit quartischen Terme sowie quadratische Korrekturen
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und Grundzustandsenergie schreiben können als:

H
‖
4 = − 1

8N
J̃0

∑

1234

δ1+2+3+4,0(1 + λ) (D.6)

×
[(

p+
1 p

+
2 p

+
3 p

+
4 + p−1 p

−
2 p

−
3 p

−
4 + x−1 x

−
2 x

−
3 x

−
4 + x+

1 x
+
2 x

+
3 x

+
4

) 1

2
(γ̃1+2 + γ̃3+4)

+
(

p+
1 p

+
2 p

−
3 p

−
4 + x+

1 x
+
2 x

−
3 x

−
4

)

(γ̃1+2 + γ̃3+4)

+
(

p+
1 p

+
2 x

−
3 x

−
4 + x+

1 x
+
2 p

−
3 p

−
4

)

(γ̃1+2 + γ̃3+4 − 2 (γ̃1+2 + γ2+4))

+
({

p+
1 p

+
2 , x

+
3 x

+
4

}

+
{

p−1 p
−
2 , x

−
3 x

−
4

}) 1

2
(γ̃1+2 + γ̃3+4)

+
{

p+
1 , x

+
2

} {

x−3 , p
−
4

}

(γ̃1+3 + γ̃2+4)
]

+
1

4
J̃0

∑

1

(1 + λ)
(

p+
−1p

+
1 + p−−1p

−
1 + x−−1x

−
1 + x+

−1x
+
1

)

− 5N

16
J̃0(1 + λ).

Die Vorgehensweise für den senkrechten Anteil (4.24e) bzw. (4.24f) ist analog: Dazu multipliziert man
zunächst die 3 im Impuls symmetrischen Operatoren und erhält so

∑

123

δ1+2+3+4,0 B
†
1B

†
2B−3 =

∑

123

δ1+2+3+4,0
1

23

[

p+
1 p

+
2 p

+
3 + ip−1 p

−
2 p

−
3 − x−1 x

−
2 x

−
3 + ix+

1 x
+
2 x

+
3

+p+
1 p

−
2 p

−
3 + 3p+

1 x
−
2 x

−
3 + p+

1 x
+
2 x

+
3 + ip−1 p

+
2 p

+
3 + ip−1 x

−
2 x

−
3 + 3ip−1 x

+
2 x

+
3

−3x−1 p
+
2 p

+
3 − x−1 p

−
2 p

−
3 − x−1 x

+
2 x

+
3 + ix+

1 p
+
2 p

+
3 + 3ix+

1 p
−
2 p

−
3 + ix+

1 x
−
2 x

−
3

+2
{(

p+
1 p

−
2 x

+
3 − ip−1 p

+
2 x

−
3 + x−1 p

−
2 x

+
3 + ix+

1 p
+
2 x

−
3

)]

− N

23

(

p+
−3 + ip−−3 + ix+

−3

)

. (D.7)

∑

234

A†
2A−3A−4 δ1+2+3+4,0 =

∑

234

δ1+2+3+4,0
1

23

[

p+
2 p

+
3 p

+
4 + ip−2 p

−
3 p

−
4 + x−2 x

−
3 x

−
4 − ix+

2 x
+
3 x

+
4

+ip+
2 p

+
3 p

−
4 + 3p+

2 p
+
3 x

−
4 − ip+

2 p
+
3 x

+
4 + p−2 p

−
3 p

+
4 + p−2 p

−
3 x

−
4

+3x−2 x
−
3 p

+
4 + ix−2 x

−
3 p

−
4 + ix−2 x

−
3 x

+
4 + x+

2 x
+
3 p

+
4 + 3ix+

2 x
+
3 p

−
4 + x+

2 x
+
3 x

−
4

+ 2
(

ip+
2 x

−
3 p

−
4 − ip+

2 x
−
3 x

+
4 + p−2 x

+
3 p

+
4 − p−2 x

+
3 p

−
4

)]

− N

23

(

p+
−4 + ip−−4 + x−−4 + ix+

−4

)

(D.8)

Nun muss noch der 4. Operator eingesetzt werden und ausmultipliziert sowie zusammengefasst werden.
Nun teilen wir den Hamiltonian in einen explizit hermiteschen und antihermiteschen Anteil auf:

H⊥DM
4 = HDM,H

4 +HDM,AH
4 +H

DM⊥(2)
4 (D.9)

mit dem hermiteschen Anteil

HDM,H
4 = − J̃0

8N

∑

1234

δ1+2+3+4,0 γ̃4

{

p+
1 p

+
2 p

+
3 p

+
4 + p−1 p

−
2 p

−
3 p

−
4 − x−1 x

−
2 x

−
3 x

−
4 − x+

1 x
+
2 x

+
3 x

+
4

+p+
1 p

−
2 p

−
3 p

+
4 + 3p+

1 x
−
2 x

−
3 p

+
4 + p+

1 x
+
2 x

+
3 p

+
4 + p−1 p

+
2 p

+
3 p

−
4 + p−1 x

−
2 x

−
3 p

−
4 + p−1 x

+
2 x

+
3 p

−
4

−3x−1 p
+
2 p

+
3 x

−
4 − x−1 p

−
2 p

−
3 x

−
4 − x−1 x

+
2 x

+
2 x

−
4 − x+

1 p
+
2 p

+
3 x

+
4 − 3x+

1 p
−
2 p

−
3 x

+
4 − x+

1 x
−
2 x

−
3 x

+
4

2
(

p+
1 p

−
2 x

+
3 x

−
4 + p−1 p

+
2 x

−
3 x

+
4 − x−1 p

−
2 x

+
3 p

+
1 − x+

1 p
+
2 x

−
3 p

−
4

)}

(D.10)
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sowie den antihermiteschen Anteil

HDM,AH
4 = −i J̃0

8N

∑

1234

δ1+2+3+4,0 γ̃4

[

−p+
1 p

+
2 p

+
3 p

−
4 + p−1 p

−
2 p

−
3 p

+
4 + x−1 x

−
2 x

−
3 x

+
4 + x+

1 x
+
1 x

+
3 x

−
4

+p+
1 p

−
2 p

−
3 p

−
4 + 3p+

1 x
−
2 x

−
3 p

−
4 − p+

1 x
+
1 x

+
3 p

−
4 + p−1 p

+
2 p

+
3 p

+
4 + p−1 x

−
2 x

−
3 p

+
4 + 3p−1 x

+
2 x

+
3 p

+
4

−3x−1 p
+
2 p

+
3 x

+
3 − x−1 p

−
2 p

−
3 x

+
4 − x−1 x

+
2 x

+
3 x

+
4 + x+

1 p
+
1 p

+
3 x

−
4 + 3x+

1 p
−
2 p

−
3 x

−
4 + x+

1 x
−
2 x

−
3 x

−
4

+ 2
(

p+
1 p

−
2 x

+
3 x

+
4 − p−1 p

+
2 x

−
3 x

−
4 − x−1 p

−
2 x

+
3 p

−
4 − x+

1 p
+
2 x

−
3 p

+
4

)]

(D.11)

und die Korrektur zum quadratischen Term

H
DM⊥(2)
4 =

J̃0

2

∑

1

γ̃1

(

p+
1 p

+
−1 + p−1 p

−
−1 − x−1 x

−
−1 − x+

1 x
+
−1

)

. (D.12)

Zur Berechnung der Vertexfunktionen müssen wir die Strukturfaktoren in den Impulsen symmetrisieren
sowie nicht vertauschende Operatoren als Antikommutator schreiben:
∑

1234

δ1+2+3+4,0 γ̃4

(

p+
1 x

+
2 x

+
3 p

+
4 − x+

1 p
+
2 p

+
3 x

+
4

)

=
1

4

∑

1234

δ1+2+3+4,0

{

p+
1 p

+
2 , x

+
3 x

+
4

}

(γ̃1 + γ̃2 − γ̃3 − γ̃4)

+2i

(

∑

1

p+
−1x

+
1

∑

3

γ̃3 −
N

2

∑

1

γ̃1p
+
−1p

+
1

)

. (D.13)

(Analog der Term mit Großbuchstaben) Die gemischten Terme werden wie in (D.5) symmetrisiert, so
dass der senkrechte Wechselwirkungsanteil ohne quadratische Korrekturen nun folgendermaßen lautet

HDM,H
4 = − J̃0

8N

∑

1234

δ1+2+3+4,0

×
[

(

p+
1 p

+
2 p

+
3 p

+
4 + p−1 p

−
2 p

−
3 p

−
4 + x−1 x

−
2 x

−
3 x

−
4 − x+

1 x
+
3 x

+
3 x

+
4

) 1

4
(γ̃1 + γ̃2 + γ̃3 + γ̃4)

+
(

p+
1 p

+
2 p

−
3 p

−
4 − x−1 x

−
2 x

+
3 x

+
4

) 1

2
(γ̃1 + γ̃2 + γ̃3 + γ̃4)

+
(

p+
1 p

+
2 x

−
3 x

−
4 + p−1 p

−
2 x

+
3 x

+
4

) 1

2
3 (γ̃1 + γ̃2 − γ̃3 − γ̃4)

+
({

p+
1 p

+
2 , x

+
3 x

+
4

}

+
{

p−1 p
−
2 , x

−
3 x

−
4

}) 1

4
(γ̃1 + γ̃2 − γ̃3 − γ̃4)

+
{

p−1 , x
−
2

}{

x+
3 , p

+
4

} 1

2
(−γ̃1 + γ̃2 + γ̃3 − γ̃4)

]

. (D.14)

Auch der antihermitesche Anteil wird symmetrisiert und nicht vertauschende Operatoren als Antikom-
mutator geschrieben, da diese Darstellung für die Störungstheorie einfacher zu handhaben ist und sich
der Holstein-Primakoff-Hamiltonian einfach ablesen lässt. Dazu brauchen wir die einzelnen Terme, z.B.:

∑

1234

δ1+2+3+4,0 γ̃4

(

p−1 x
−
2 x

−
3 p

+
4 − 3p+

1 x
−
2 x

−
3 p

−
4

)

=
1

2

∑

1234

δ1+2+3+4,0

{

p−1 , x
−
2 x

−
3

}

p+
4 (γ̃4 − 3γ̃1)

− iN

2

∑

1

γ̃1x
−
−1p

+
1 − 3i

∑

1

x−−1p
+
1

∑

2

γ̃2.

Damit wird der antihermitesche Wechselwirkungsterm zu

HDM,AH
4 = −i J̃0

8N

∑

1234

δ1+2+3+4,0 (D.15)

×
[(

p+
1 p

+
2 p

+
3 p

−
4 − p−1 p

−
2 p

−
3 p

+
4 − x+

1 x
+
2 x

+
3 x

−
4 + x−1 x

−
2 x

−
3 x

+
4

)

(γ̃3 − γ̃4)
({

p−1 , x
−
1 x

−
3

}

p+
4 −

{

p+
1 , x

+
2 x

+
3

}

p−4 −
{

x−1 , p
−
2 p

−
3

}

x+
4 +

{

x+
1 , p

+
2 p

+
3

}

x−4
)

× 1

2
(−3γ̃1 − γ̃2 − γ̃3 + γ̃4)

]

.
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Kombinieren wir nun alle Wechselwirkungsterme aus (D.6) und (D.14), so erhalten wir den gesamten
hermiteschen Wechselwirkunganteil zu

HDM
4 = − J̃0

8N

∑

1234

δ1+2+3+4,0 (D.16)

×
[

(

p+
1 p

+
2 p

+
3 p

+
4 + p−1 p

−
2 p

−
3 p

−
4

) 1

4
(γ̃1 + γ̃2 + γ̃3 + γ̃4 + 2(1 + λ) (γ̃1+2 + γ̃3+4))

+
(

x−1 x
−
2 x

−
3 x

−
4 + x+

1 x
+
2 x

+
3 x

+
4

) 1

4
(−γ̃1 − γ̃2 − γ̃3 − γ̃4 + 2(1 + λ) (γ̃1+2 + γ̃3+4))

+p+
1 p

+
2 p

−
3 p

−
4

1

2
(γ̃1 + γ̃2 + γ̃3 + γ̃4 + 2(1 + λ) (γ̃1+2 + γ̃3+4))

+x+
1 x

+
2 x

−
3 x

−
4

1

2
(−γ̃1 − γ̃2 − γ̃3 − γ̃4 + 2(1 + λ) (γ̃1+2 + γ̃3+4))

+p+
1 p

+
2 x

−
3 x

−
4

1

2
(3 (γ̃1 + γ̃2 − γ̃3 − γ̃4) + 2(1 + λ) (γ̃1+2 + γ̃3+4 − 2 (γ̃1+3 + γ̃2+4)))

+p−1 p
−
2 x

+
3 x

+
4

1

2
(3 (γ̃1 + γ̃2 − γ̃3 − γ̃4) + 2(1 + λ) (γ̃1+2 + γ̃3+4 − 2 (γ̃1+3 + γ̃2+4)))

+
{

p+
1 p

+
2 , x

+
3 x

+
4

} 1

4
(γ̃1 + γ̃2 − γ̃3 − γ̃4 + 2(1 + λ) (γ̃1+2 + γ̃3+4))

+
{

p−1 p
−
2 , x

−
3 x

−
4

} 1

4
(γ̃1 + γ̃2 − γ̃3 − γ̃4 + 2(1 + λ) (γ̃1+2 + γ̃3+4))

+
{

p+
1 , x

+
2

} {

x−3 , p
−
4

} 1

2
(−γ̃1 + γ̃2 + γ̃3 − γ̃4 + 2(1 + λ) (γ̃1+3 + γ̃2+4))

]

.

Aus der symmetrischen Darstellung ergibt sich ebenfalls eine quadratische Korrektur HDM(2)
4 sowie

H̃DM,AH
2 und ein Beitrag zur Grundzustandsenergie H(0)

4

HDM
2 =

J̃0

2

∑

1

[

(γ̃1 + 1 + λ)
(

p+
−1p

+
1 + p−−1p

−
1

)

(D.17a)

+ (−γ̃1 + 1 + λ)
(

x−−1x
−
1 + x+

−1x
+
1

)]

H̃
DM,AH(2)
4 = i

J̃0

2

∑

1

γ̃1

({

p+
−1x

+
1

}

+
{

p−−1, x
−
1

})

H
(0)
4 =

1

2
J̃0

∑

1

γ̃1 −
5N

16
J̃0(1 + λ). (D.17b)

Durch die Symmetrisierung sowie die Darstellung nicht-vertauschender Operatoren als Antikommutator
{A,B} = AB + BA ergibt sich der Wechselwirkungsterm in der Holstein-Primakoff-Darstellung ganz
leicht. Die Relationen

(

HDM,AH
4

)†
= −HDM,AH

4

(

H̃
DM,AH(2)
4

)†
= −H̃DM,AH(2)

4

folgen aus der Eigenschaft {A,B}† =
{

A†, B†} sowie der Symmetrie der Vertexfuntionen unter Punkt-
spiegelung am Ursprung und ergeben sofort die Gleichheit der wichtigen Wechselwirkungsterme in beiden
Darstellungen

HHP
4 = HDM,H

4 H
HP(2)
4 = H

DM(2)
4 . (D.18)

Unter Beachtung aller Abkürzungen können wir die relevanten Wechselwirkungsterme dann auch mit
Vertexfunktionen aufschreiben (siehe (5.12)) und weiterrechnen.

Appendix E Berechnung von Integralen im Impulsraum

In der Störungstheorie des QAF ist es notwendig, Summen über die volle, bzw. reduzierte Brillouin-
Zone (siehe Abbildung 11) auszuführen, die neben Parametern den Strukturfaktor (B.13) als einzige
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Impulsabhängigkeit aufweisen, d.h. der Form

A =
1

N

∑

k∈1. BZ

F (γ̃k) = aD
∫

1. BZ

dDk

(2π)D
F (γ̃k) (E.1a)

B =
2

N

∑

k∈red. BZ

F (γ̃k) = aD
∫

red. BZ

dDk

(2π)D
F (γ̃k) (E.1b)

sind. Insbesondere in D = 2 lassen sich die zweidimensionalen Integrale auf eindimensionale Integrale
zurückführen, indem man die Zustandsdichte der Tight-Binding Dispersion

f(γ) =
1

4π2

∫ π

−π
d kx

∫ π

−π
d ky δ(γ − γ̃k) =

2

π
Ke(1 − γ2) (E.2)

einführt [51, 128], wobei das vollständige Elliptische Integral erster Art als

Ke(m) =

∫ 1

0

dx√
1 − x2

√
1 −mx2

(E.3)

definiert ist und das asymptotische Verhalten

Ke(m) =

{

Θ(m)
[

π
2 + π

8m+ O(m2)
]

m ≪ 1
1
2 ln

(

16
1−m

)

|1 −m| ≪ 1
(E.4)

hat. Somit folgt für die Zustandsdichte das asymptotische Verhalten

f(γ) =

{

1
π − γ−1

2π + 5(γ−1)2

16π + O(γ − 1)2
2
π2 (4 ln 2 − ln 4 − ln γ) + O(γ)

. (E.5)

Die Integrale (E.1) lassen sich zu

abc
A =

∫ 1

0

dγ f(γ) [F (γ) + F (−γ)] (E.6a)

B = 2

∫ 1

0

dγ f(γ)F (γ) (E.6b)

umschreiben. Man beachte, dass γ ≥ 0 in der reduzierten Brillouin-Zone, während in der vollen Brillouin-
Zone −1 ≤ γ ≤ 1 gilt (siehe Abbildungen 46 und 11).

Appendix F Pfadintegral im Phasenraum

Gemäß der Pfadintegralformulierung der Quantenmechanik lässt sich der Zeitentwicklungsoperator zwi-
schen den (Orts-)Zuständen eines Teilchens |xf (tf )〉 und |xi(ti)〉 mit dem Hamilton-Operator

H =
p2

2m
+ V (r) (F.1)
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abc
Abbildung 46:

schreiben als [112, 113, 132]

U(tf ,xf ; ti,xi) = lim
N→∞

∫

dDx1 · · ·
∫

dDxN−1

∫

dDp1

(2π~)D
· · ·
∫

dDpN

(2π~)D

×exp







i

~

N−1
∑

j=0

[

pj+1 · (xj+1 − xj) −
1

N

p2
j+1

2m
+ V (xj)

]







(F.2)

=

∫ x(tf )=xf

x(ti)=xi

D[x,p]e
i
~

R tf
ti

[p·∂tx−H[p,x]].

Die Imaginärzeit-Version des Zeitentwicklungsoperators hängt unmittelbar mit der Zustandssumme zu-
sammen und ergibt sich durch die Ersetzung

τ = it → ∂τ = −i∂t. (F.3)

Der Imaginärzeitentwicklungsoperator ist nun ein Funktionalintegral

U(xf , τ ; xi, τ
′) =

∫ x(τ)=xf

x(τ ′)=xi

D[x,p]e−S[x,p] (F.4)

mit der Euklidschen Wirkung in symmetrischer Form53

S[x,p] =

∫ τ

τ ′
dτ ′′

(

1

2
(ip · ∂τ ′′x − i(∂τ ′′p) · x) +H [x,p]

)

. (F.5)

Die Zustandssumme lässt sich nun als

Z = tre−βĤ

=

∫

x(β~)=x(0)

D[x,p]e−S[x,p] (F.6)

schreiben.54 Die Verallgemeinerung auf Vielteilchensysteme ergibt dann eine Integration über die Koor-
dinaten und Impulse aller Teilchen sowie die Wirkung (F.5), die sich nun additiv aus den Wirkungen

53Sobald der Hamilton-Operator derart symmetrisiert ist, dass nicht-vertauschende Operatoren als Antikommutator auf-
treten, nimmt die Euklidsche Wirkung die Form (F.5) und die Pfadintegralformulierung ist konsistent [88].

54Für den angegebenen Hamiltonian (F.1) lässt sich das N-fache Gauß-Integral trivial lösen und das Funktionalintegral
nur über die Ortskoordinaten definieren; die Formel (F.6) bleibt aber für beliebige Hamilton-Operatoren gültig.
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aller Teilchen zusammensetzt. Eine allgemeine Formulierung des Pfadintegrals ist auch mit komplexen
Variablen möglich [112], wenn man sowohl Zeitentwicklungsoperator als auch Zustandssumme in der Ba-
sis der kohärenten Zustände berechnet sowie den Hamilton-Operator mittels Erzeugern und Vernichtern
darstellt (siehe auch Abschnitt Appendix G).

Funktionalintegral-Mittelwerte von Operatoren α und β sind durch

G(α, τ ;β, τ ′) = −
〈

T̂ (α̂(τ)β†(τ ′))
〉

= −
∫

D[x,p]e−S[x,p]α(τ)β†(τ ′)
∫

D[x,p]e−S[x,p]
(F.7)

gegeben, wobei 〈. . .〉 ein thermischer Mittelwert und T̂ (. . .) der Wick-Zeitordnungsoperator [38] ist. Für
zeitunabhängige Systeme hängt die Korrelationsfunktion (F.7) nur noch von der Imaginärzeitdifferenz
ab, so dass wir

Gαβ(τ − τ ′) =

{

G(α, τ − τ ′;β, 0) τ > τ ′

G(α, 0;β, τ ′ − τ) τ < τ ′
(F.8)

definieren und für endliche Temperaturen β = 1/kBT die Kubo-Martin-Schwinger Randbedingung für
Bosonen

Gαβ(τ − ~β) = Gαβ(τ) (F.9)

herleiten können [129]. Dann lassen sich alle Größen auch im Frequenzraum ausdrücken, indem wir die
Korrelationsfunktionen wie auch die Felder fouriertransformieren:

Gαβ(τ) =















1

~β

∞
∑

n=−∞
e−iωnτGαβ(iωn) T > 0

∫

dω

2π
e−iωτGαβ(ω) T = 0

(F.10)

⇔
Gαβ(iωn) =

∫

~β

0

dτeiωnτGαβ(τ) T > 0

Gαβ(ω) =

∫ ∞

0

dτeiωτGαβ(τ) T = 0

(F.11)

x(τ) =















1

~β

∞
∑

n=−∞
e−iωnτx(iωn) T > 0

∫

dω

2π
e−iωτx(τ) T = 0.

(F.12)

ebenso der Impuls p(τ). ωn = 2πn
~β bezeichnet hier die bosonischen Matsubara-Frequenzen. Die Funktio-

nalintegrale behalten dann noch ihre alte Form, jedoch wird nun über Felder mit Frequenzlabel integriert
und in der Euklidschen Wirkung können wir die Ableitungen nach der Imaginärzeit explizit ausführen.

Appendix G Funktionalintegralformulierung, Ward-Identitäten

des wechselwirkenden Bose-Gases

Die Ward-Identitäten, die aus der Symmetrie der Wirkung unter U(1)-Transformationen resultieren,
spielen eine zentrale Rolle bei der Berechnung der Korrelationsfunktionen (6.53a) der hermiteschen Felder.
Daher soll hier die Formulierung in [23] mit bereits bekannten Formulierungen aus [130, 40] verglichen
werden. Während in [23] eine Quelle Aµ in der Wirkung auftritt, wird sich zeigen, dass ein zusätzliches
Hubbard-Stratonovitch-Feld, welches an die Felder koppelt, eine Umformulierung des Modells ist. Wir
starten dazu mit dem effektiven Hamiltonian (6.7) der „-“ Felder bei niedrigen Energien

H =

∫

dDk

(2π)D
ǫkΨ†

kΨk +
1

2

∫

dDq

(2π)D
Uqρ(−q)ρ(q) (G.1)
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mit der Dispersionsrelation ǫk = J̃0S(1−γk)+(2J̃0S−h) ≈ k2/2m−µ, (2m)−1 = JSa, dem chemischen
Potential µ = 2J̃0S−h, der konstanten, bei verschwindendem Impulsübertrag endlichen Wechselwirkung
Uq = Θ(Λ − |ǫk|)χ−1

0 sowie der Fouriertransformierten der Dichte ρ(q) =
∫

dDk
(2π)D Ψ†

kΨk+q.

G.1 Funktionalintegraldarstellung eines Systems wechselwirkender Bosonen

Während in [23] die Ward-Identitäten in hermitescher Parametrisierung (transversales/longitudinales
Feld) hergeleitet werden, wollen wir hier zunächst den Weg von [130] einschlagen und starten von
der Funktionalintegraldarstellung mittels kohärenter Zustände und Euklidscher Wirkung, wie sie zum
Beispiel in [112] hergeleitet wird. Mit obigem Hamiltonian erhalten wir folgende Wirkung im Impuls-
Imaginärzeitraum ausgedrückt durch die komplexen Felder ΨK und Ψ̄K

S[Ψ̄,Ψ] = S0[Ψ̄,Ψ] + Sint[Ψ̄,Ψ] (G.2a)

S0[Ψ̄,Ψ] =

∫

K

Ψ̄K(−iω + ǫk)ΨK (G.2b)

Sint[Ψ̄,Ψ] =
1

2

∫

K̄

Uk̄ρ̄K̄ρK̄ . (G.2c)

Hierbei ist K = (iω,k) ein 4-Vektor, der aus (Matsubara-) Frequenz sowie Wellenvektor besteht. Man be-
achte, dass die Dispersionsrelation ǫk alle Energien relativ zum chemischen Potential misst und Uk eine (im
allgemeinen impulsabhängige) Dichte-Dichte Wechselwirkung ist. Das Integralzeichen

∫

K = (βV )−1
∑

ωk

ist eine Abkürzung für die Summe im k-Raum und das Frequenzintegral für T = 0. Die Dichte imK-Raum
ist gegeben durch das Integral ρK̄ =

∫

K Ψ̄KΨK+K̄ .

G.1.1 Entkopplung: Hubbard-Stratonovitch-Transformation

Da die Wechselwirkung bilinear in der Dichte ist, kann sie mittels einer Hubbard-Stratonovitch-Trans-
formation entkoppelt werden [131]. Dabei wird die Identität in Form eines Funktionalintegrals über neue
bosonische Felder in die Wirkung eingefügt und anschließend ein verschobenes Gauß-Funktionalintegral
gelöst, was dann zur inversen Wechselwirkung (siehe [112]) in der euklischen Wirkung führt. Nun haben
wir auf folgende Theorie mit 3 Feldern Φ = (Ψ, Ψ̄, ϕ) und der euklischen Wirkung

S[Ψ̄,Ψ, ϕ] = S0[Ψ̄,Ψ] + S0[Φ] + S1[Ψ̄,Ψ, ϕ] (G.3)

S0[ϕ] =
1

2

∫

K

[Uk]−1ϕ∗
KϕK (G.4)

S1[Ψ̄,Ψ, ϕ] = i

∫

K

∫

K̄

Ψ̄K+K̄ΨKϕK̄ (G.5)

abgebildet. Das Hubbard-Stratonowich-Feld ist im Ortsraum reell, d.h. die Fourierkomponenten sind
hermitesch und erfüllen

ϕ∗
K = ϕK . (G.6)

G.2 Erzeugende Funktionale

G.2.1 Erzeugendes Funktional der Green-Funktionen (Korrelationsfunktionen)

Wir führen nun 3 verschiedene Quellenfelder J = (j̄, j, J∗) ein, die im folgenden mit der gleichen Vektor-
notation verwendet werden wie die Felder Φ = (Ψ, Ψ̄, ϕ). Mit dem Skalarprodukt

(J,Φ) =

∫

K

(

j̄KΨK + Ψ̄KjK + J∗
KϕK

)

(G.7)

und der Identität

Φe(J,Φ) =
δ

δJ
e(J,Φ) (G.8)
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sieht man leicht, dass

G [J ] =
1

Z0

∫

D [Φ] e−S[Φ]+(J,Φ) (G.9)

das erzeugende Funktional der Green-Funktionen ist, da diese als Funktionalintegralmittelwerte definiert
sind. Hierbei bezeichnet

Z0 =

∫

D [Φ] e−S0[Φ] (G.10)

die großkanonische Zustandssumme des nicht-wechselwirkenden Systems. Die einfachen Green-Funktionen
ergeben sich durch (mehrfache) Funktionalableitung von G[J ] nach den Quellenfeldern und Nullsetzen
der Quellen gemäß der Taylor-Entwicklung

G [J ] =
∞
∑

n=0

1

n!

∫

K1

· · ·
∫

Kn

G
(n)
K1···Kn

JK1 · · · JKn (G.11)

wobei die Entwicklungskoeffizienten G(n)
K1···Kn

die einfachen Green-Funktionen n-ter Ordnung bezeichnen.

G.2.2 Erzeugendes Funktional der zusammenhängenden Green-Funktionen

Nicht zusammenhängende n-Punkt Green-Funktionen werden mittels der Definition des erzeugenden
Funktionals

G [J ] = eGc[J] ⇔ Gc [J ] = lnG [J ] (G.12)

eliminiert. Analog zu den einfachen Green-Funktionen hat auch Gc [J ] folgende Funktional-Taylorent-
wicklung

Gc [J ] =
∞
∑

n=0

1

n!

∫

K1

· · ·
∫

Kn

G
(n)
c K1···Kn

JK1 · · · JKn . (G.13)

Damit können wir auch die zusammenhängenden Green-Funktionen durch Funktionalableitungen nach
den Quellenfeldern gemäß

G
(n)
c K1···Kn

=
δ(n)Gc

δjKn · · · δjK1

(G.14)

erhalten.

G.2.3 Erzeugendes Funktional der irreduziblen Vertizes

Im Formalismus der exakten Renormierungsgruppe werden Integrodiffentialgleichungen abgeleitet, die
das Verhalten der irreduziblen Vertexfunktionen unter Skalentransformationen beschreiben. Um die be-
treffenden Vertexfunktionen im Funktionalintegralformalismus zu erhalten, müssen wir eine (Funktional-)
Legendretransformation des erzeugenden Funktionals Gc[J ] bezüglich der Quellenfelder durchführen, also
eine Funktion definieren, die als Variable die Ableitung von Gc[J ] nach den Quellen

Φ =
δGc[J ]

δJ
(G.15)

hat. Für jedes gegebene Gc[J ] lässt sich (G.15) zum Funktional J = J [Φ] invertieren und wir können so
die Legendretransformation zu einem nur von Φ abhängigen Funktional explizit ausführen

L [Φ] = (J,Φ) −Gc[J ]
= (J [Φ],Φ) −Gc [J [Φ]] .

(G.16)

Nach Definition erhalten wir nun die Quellenfelder durch Funktionalableitung nach den Feldern

J =
δL

δΦ
. (G.17)
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L[Φ] ist schon fast das gesuchte Funktional, aber wir müssen noch die freie Wirkung abziehen, damit die
zweite Funktionalableitung nur die Selbstenergie ergibt. Um dies explizit zu sehen, bilden wir zunächst
die 2. Funktionalableitung von L[Φ] indem wir zunächst die Kettenregel wie folgt aufschreiben und (G.17)
benutzen

δ

δΦ
=

δJ

δΦ

δ

δJ
=

δ

δΦ

δL[Φ]

δΦ

δ

δJ

=
δ(2)L[Φ]

δΦδΦ

δ

δJ
. (G.18)

Bilden der Ableitung von (G.15) liefert

1 =
δΦ

δΦ
=
δ(2)L[Φ]

δΦδΦ

δ(2)Gc
δJδJ

. (G.19)

Setzen wir nun die Felder gleich Null, was auch J = 0 impliziert, und identifizieren die 2. Ableitung von
Gc als 2-Punkt Green-Funktion

G−1 = − δ(2)Gc
δJδJ

∣

∣

∣

∣

J=0

, (G.20)

so folgt

1 = − δ(2)L

δΦδΦ

∣

∣

∣

∣

Φ=0

G ⇔ G−1 = − δ(2)L

δΦδΦ

∣

∣

∣

∣

Φ=0

. (G.21)

Mittels der Dyson-Gleichung [91]
G−1 = G−1

0 − Σ (G.22)

bringen wir den freien PropagatorG−1
0 = −iω+ǫk mit der Selbstenergie Σ in Verbindung und konstruieren

nun ein erzeugendes Funktional, dessen 2. Funktionalableitung bei verschwindenden Feldern gerade die
Selbstenergie als irreduziblen Vertex 2. Ordnung ergibt. Mit der Subtraktion der freien Wirkung S0[Φ]
für die offensichtlich

δ(2)S0[Φ]

δΦδΦ
= −iω + ǫk = G−1

0 (G.23)

gilt, erhalten wir das gesuchte erzeugende Funktional Γ[Φ] als

Γ[Φ] = L[Φ] − S0[Φ] (G.24)

da die 2. Ableitung offensichtlich die Selbstenergie ist

δ(2)Γ[Φ]

δΦδΦ

∣

∣

∣

∣

Φ=0

=
δ(2)L[Φ]

δΦδΦ

∣

∣

∣

∣

Φ=0

− δ(2)S0[Φ]

δΦδΦ

∣

∣

∣

∣

Φ=0

(G.25)

= −G−1 −G−1
0 = Σ. (G.26)

Über die Taylor-Entwicklung, deren Koeffizienten die irreduziblen Vertexfunktionen sind, können wir nun

Γ[Φ] =
∞
∑

n=0

1

n!

∫

K1

· · ·
∫

Kn

Γ
(n)
K1···Kn

ΦK1 · · ·ΦKn (G.27)

als erzeugendes Funktional erkennen. Insbesondere ist die Selbstenergie ΣK K′ = Γ
(2)
K K′ der 2. Koeffizient

der Entwicklung.

G.3 Dyson-Schwinger Bewegungsgleichungen

Für die folgende Herleitung der Dyson-Schwinger-Bewegungsgleichungen für bosonische Felder folgen
wir [133]. Zunächst stellen wir fest, dass das Integral über eine totale Funktionalableitung verschwindet.
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Da physikalisch relevante Felder nur eine endliche Ausdehnung haben, verschwindet der Integrand am
Rand der Integration und wir erhalten mit dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung:

0 =

∫

D[Φ]
δ

δΦ
e−S[Φ]+(J,Φ) =

∫

D[Φ]

(

J − δS(Φ)

δΦ

)

e−S[Φ]+(J,Φ). (G.28)

Nach dem Ausführen der Produktregel stellen wir fest, dass die Ableitung der Wirkung nach den Feldern
eine Funktion der Felder selbst ist. Somit kann der Quellentrick wieder verwendet werden und wir erhalten
nach dem Vorziehen der Ableitung vor das Funktionalintegral

(

J − δS

δΦ

(

δ

δJ

))∫

D[Φ]e−S[Φ]+(J,Φ) = 0. (G.29)

Da die Zustandssumme des freien Systems nicht von den Quellen abhängt, können wir einfach mit 1/Z0

multiplizieren und erhalten dann gerade das erzeugende Funktional der Korrelationsfunktionen (G.9)

(

J − δS

δΦ

(

δ

δJ

))

G[J ] = 0. Dyson-Schwinger-Gleichung (G.30)

Für unseren Fall müssen wir nun explizit die Ableitung der Wirkung nach den Feldern durchführen. Mit
(G.3) folgen dann 3 Dyson-Schwinger-Gleichungen für die 3 auftretenden Felder

(

jK + (iω − ǫk)
δ

δj̄K
− i

∫

Q

δ

δj̄K+Q

δ

δjQ

)

G[J ] = 0 (G.31a)

(

j̄K + (iω − ǫk)
δ

δjK
− i

∫

Q

δ

δjK+Q

δ

δjQ

)

G[J ] = 0 (G.31b)

(

j∗K − [Uk]
−1 δ

δJ−K
− i

∫

Q

δ

δjQ+K

δ

δj̄Q

)

G[J ] = 0. (G.31c)

Mit (G.8) erhalten wir die folgenden Identitäten für die Ableitungen von Gc[J ] nach den Quellenfeldern,
wobei es sich auf der rechten Seite um Erwartungswerte handelt.

δGc
δJK

= ϕK (G.32a)

δGc
δj̄K

= ΨK (G.32b)

δGc
δjK

= Ψ̄K . (G.32c)

Die Definition des erzeugenden Funktionals Gc[J ] erlaubt es die ersten Ableitungen in (G.31) mittels

δG[J ]

δJ
=
δGc[J ]

δJ
eGc[J] (G.33)

umzuformen, sowie die zweiten Ableitungen nach gleichem Schema durch Ableitungen des Funktionals
Gc[J ] mit

δ(2)G[J ]

δJδJ ′ =

(

δ(2)Gc[J ]

δJδJ ′ +
δGc[J ]

δJ

δGc[J ]

δJ ′

)

eGc[J] (G.34)

darzustellen. Man beachte, dass J und J ′ Quellen zu den 3 Feldern in Φ zu beliebigen, aber festen
Impulsen sind. Mit der Definition der Quellen als Ableitungen der Lagrangedichte (G.17) können wir
insbesondere folgende Ableitungen des erzeugenden Funktionals der irreduziblen Vertizes berechnen.

δΓ

δϕK
=

δL

δϕK
− δS0[J ]

δϕK
= J∗

K − ϕK [UK ]−1 (G.35a)

δΓ

δΨK
= j̄K − (ǫk − iω)Ψ̄K (G.35b)

δΓ

δΨ̄K
= jK − (ǫk − iω)ΨK . (G.35c)
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Unter Benutzen von (G.32) können wir die Ableitungen des erzeugenden Funktionals irreduzibler Green-
Funktionen einsetzen und die Terme in (G.31) wiederfinden und erhalten schließlich

δΓ

δΨ̄K
− i

∫

Q

(

δ(2)Gc
δj̄K+QδJQ

+ ΨK+QϕQ

)

= 0 (G.36a)

δΓ

δΨK
− i

∫

Q

(

δ(2)Gc
δjK+Q

δJQ + ΨK+QϕQ

)

= 0 (G.36b)

δΓ

δϕK
− i

∫

Q

(

δ(2)Gc
δjQ+Kδj̄Q

+ Ψ̄Q+KΨQ

)

= 0. (G.36c)

Die Dyson-Schwinger-Bewegungsgleichungen enthalten nur noch Ableitungen der erzeugenden Funktio-
nale Γ[J ] und Gc[J ].

G.4 Invarianz der Korrelationsfunktion unter U(1)-Transformation

Die Ward-Identitäten verbinden Korrelationsfunktionen verschiedener Ordnungen und Felder miteinan-
der. Ihre Herleitung beruht darauf, dass die Korrelationsfunktionen die gleichen Symmetrien wie das
Modellsystem aufweisen müssen. In der Formulierung mittels erzeugender Funktionale sind die Korrelati-
onsfunktionen beliebiger Ordnungen durch Bilden der Funktionalableitungen der erzeugenden Funktionale
zu berechnen. Also müssen auch die erzeugenden Funktionale als solche invariant unter der entsprechen-
den Symmetrietransformation (hier U(1)) sein.
Schreiben wir zunächst die lokale U(1)-Eichtransformation für unsere Felder im Ortsraum auf, die einfach
die Fouriertransformierten der Felder aus der Wirkung (G.3) bezüglich K = (iω,k) sind [40]:

abc
Ψ(X) → Ψ′(X) = eiα(X)Ψ(X) (G.37a)

Ψ̄(X) → Ψ̄′(X) = e−iα(X)Ψ̄(X). (G.37b)

X = (r, τ) ist eine Abkürzung für die Koordinaten im Imaginärzeit-Ortsraum α(X) eine beliebige Funk-
tion. Das Hubbard-Stratonovitch-Feld sei invariant unter dieser Transformation:

ϕ(X) → ϕ(X). (G.38)

Bei der Durchführung der Eichtransformation stellt man fest, dass der Wechselwirkungsteil der Euklid-
schen Wirkung

S1[Φ] = i

∫

dXΨ̄(X)Ψ(X)ϕ(X). (G.39)

invariant ist. Dagegen ergibt die Entwicklung des Phasenfaktors bis zur linearen Ordnung in α(X) einen
Zusatzterm in der Gaußschen Wirkung

S0[Ψ̄
′,Ψ′] = S0[Ψ̄,Ψ]+i

∫

dXΨ̄(X)(∂τα(X))Ψ(X)+i

∫

dX

∫

dDr′Ψ̄(X)(α(X ′)−α(X))ǫ(r−r′)Ψ(X ′).

(G.40)
Hierbei ist ǫ(r) =

∫

dDk
(2π)D ǫk die Fouriertransformierte der Dispersion. Man beachte die Notation

∫

dX =
∫

dτ
∫

dDr für ein komplettes Integral über alle Ortskoordinaten X = (τ, r) und die Benennung der
Variablen X ′ = (τ, r′) die die gleiche Imaginärzeitkoordinate wie X hat. Setzen wir dies in das erzeugende
Funktional (G.9) ein, entwickeln konsequent bis zur ersten Ordnung in α(X) und fordern die Invarianz,
so ergibt sich

0 =
1

Z0

∫

D [Φ] eS[Φ]+(J,Φ)

[

i

∫

dXΨ̄(X)(∂τα(X))Ψ(X)

+i

∫

dX

∫

dDr′Ψ̄(X)(α(X ′) − α(X))ǫ(r − r′)Ψ(X ′) + (J̄ ,Φ) − (Ψ̄iα, J)

]

. (G.41)

Des weiteren wird diese Gleichung nun im (iω,k)-Raum dargestellt, was bei Fourier-Transformation
im Wesentlichen die Ersetzungen

∫

dX →
∫

K
, ∂τ → −iω sowie die entsprechenden Funktionen im K-

Raum ergibt. Da α(X) eine beliebige Funktion ist, ist auch die entsprechende Fouriertransformierte α(Q)
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beliebig. Um diese Funktion zu eliminieren, führen wir eine Funktionalableitung nach α(Q) durch und
benutzen den Quellentrick, indem wir Felder vor dem Exponentialfaktor e(J,Φ) durch die Ableitungen
nach den konjugierten Quellen ersetzen

Ψ̄ → δ

δj
Ψ → δ

δj̄
, (G.42)

was der Identität (G.8) entspricht. Weiterhin können wir die Funktionalableitungen nach den Quellen aus
dem Funktionalintegral ziehen und erhalten mit der Definition (G.9) die Master-Ward-Identität

0 =

∫

K

{

δ(2)G

δj̄KδjK+Q
(iω̄ − ǫk+q + ǫk) + j̄K+Q

δG

δj̄K
− jK

δG

δjK+Q

}

. (G.43)

Da Ableitungen des erzeugenden Funktionals G[J ] auftreten, kann man sich nun Integralgleichungen
herleiten, die beliebige Green-Funktionen (n+2)-ter Ordnung mit solchen n-ter Ordnung verknüpfen,
indem man n-fache Funktionalableitungen nach den Quellenfeldern ausführt und anschließend J = 0
setzt. Zur weiteren Vereinfachung von (G.43) formen wir die Gleichungen (G.35) nach den Quellenfeldern
um, ersetzen diese in (G.43) zu

0 =

∫

K

{

(iω − ǫk+q + ǫk)
δ(2)Gc

δj̄KδjK+Q
+

δΓ

δΨK+Q
ΨK − δΓ

δΨ̄K
Ψ̄K+Q

}

(G.44)

vereinfachen. Mit der Dyson-Schwinger-Gleichung (G.36c) können wir nun eine Funktionalableitung von
Gc[J ] mit dem Frequenzfaktor ω̄ eliminieren und erhalten für unsere Master-Ward-Identität

0 = iω̄

(

δΓ

δϕK
− i

∫

K

Ψ̄K+QΨK

)

+ i

∫

K

(ǫk+q − ǫk)
δ(2)Gc

δj̄KδJK+Q
+ i

∫

K

(

ΨK
δΓ

δΨK+Q
− Ψ̄

δΓ

δΨ̄K

)

. (G.45)

G.4.1 Äquivalente Formulierung ohne Hubbard-Stratonovitch Feld

Im folgenden werden wir zeigen, dass diese Ward-Identität äquivalent zu den Ward-Identitäten in [23]
ist, die ja verhindern, dass die Korrelationsfunktionen mit transversalen Feldern in Gaußscher Näherung
(6.51) anomale Dimensionen erhalten. (Lediglich für die Korrelationsfunktion der longitudinalen Fluk-
tuationen (6.62) gibt es keine weiteren Ward-Identitäten, die Auftreten von Singularitäten verhindern
würden.)
Dazu starten wir von der Formulierung in [23], die etwas von unserer Vorgehensweise abweicht. Ohne
Hubbard-Stratonovitch Transformation wurden die entsprechenden Freiheitsgrade durch ein Quellenfeld
µ(r, τ) = −i 〈φ(r, τ)〉 sowie durch Einführung eines zusätzlichen Vektorfeldes gemäß Substitution des Im-
pulses mit dem kanonischen Impuls (∇ → i(−i∇−A)) eingeführt (analog zur Formulierung der Wirkung
des Modells geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld). Die funktionale Ward-Identität hat dadurch
eine etwas andere Form, aber enthält nur Ableitungen eines erzeugenden Funktionals Γ̃[ψ̄, ψ,Aν ], das von
3 verschiedenen Feldern abhängt (Aν = (µ,A)) und durch folgende Gleichung mit unserem Funktional
in Verbindung gebracht werden kann:

ω̄
δΓ̃

δµ
= iω̄

δΓ̃

δφ∗Q
= iω̄

(

δΓ

δφ∗K
− i

∫

K

ψ̄K+QψK

)

. (G.46)

Dagegen wird die Ward-Identität bei Castellani et al. im Ortsraum (x = (r, τ)) berechnet:

Γ̃i(x)σijψj0(x) + ∂νΓ̃;ν = 0. (3.5)

Hierbei bedeuten die Symbole Γ̃i(x) = δΓ̃
δψi(x)

, Γ̃;ν(x) = δΓ̃
δAν(x) sowie σij =

(

0 −1
1 0

)

. Weiterhin

ist zu beachten, dass die Felder schon in longitudinalen und transversalen Anteil aufgespalten sind mit
ψ = ψl + iψt und die Indizes i, j ∈ {l, t}. Nach der Fourier-Transformation erhalten wir mit kν = (iω,k)

∫

K

(

δΓ̃

δψt K+Q
ψl K +

δΓ̃

δψl K

)

+ ikν
δΓ̃

δAν
= 0. (G.47)
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Nun bringen wir die transversalen und longitudinalen Anteile der Felder mit Hilfe der Wirtinger-Ablei-
tungen

∂f

∂z
=

1

2

(

∂f

∂x
− i

∂f

∂y

)

(G.48a)

∂f

∂z̄
=

1

2

(

∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)

(G.48b)

in Verbindung. Gewöhnlich sind die Ableitungen einer komplexen Funktion f : C → C mit der Aufspaltung
der Variable in Realteil und Imaginärteil z = x + iy definiert. Einfache Linearkombination ergibt die
Relation

z
∂f

∂z
− z̄

∂f

∂z̄
= i

(

x
∂f

∂y
− y

∂f

∂x

)

, (G.49)

die die Wirtinger-Ableitungen mit Ableitungen nach Real- und Imaginärteil verbindet. Mit den ent-
sprechenden Relationen für die Funktionalableitungen lässt sich die Ward-Identität im K-Raum (G.47)
umformulieren zu

i

∫

K

(

δΓ

δψK+Q
ψK − δΓ

δψ̄K
ψ̄K+Q

)

+ iω̄
δΓ

δµQ
+ q

δΓ

δAQ
= 0. (G.50)

In unserer Ward-Identität (G.45) treten Ableitungen von Gc nach den Quellenfeldern auf, die es nun
durch Ableitungen des Funktionals Γ̃ zu ersetzen gilt. Unter Beachtung der Euklidschen Wirkung in der
Formulierung von [23]

S
[

ψ̄, ψ;Aν
]

= S0

[

ψ̄, ψ,Aν
]

+ Sint

[

ψ̄, ψ
]

(G.51)

S0

[

ψ̄, ψ
]

=

∫ β

0

dτ

∫

dDr

{

ψ̄(r, τ)(∂τ − µ(r, τ))ψ(r, τ) + ψ̄(r, τ)
(−i∇− A)2

2m
ψ(r, τ)

}

,

in der das zusätzliche Feld Aν nur in der Gaußschen Wirkung vorkommt, erhalten wir mit (G.12) durch
Legendretransformation das entsprechende erzeugende Funktional der irreduziblen Vertexfunktionen (vgl.
(G.24))

Γ̃
[

ψ̄, ψ,Aν
]

= (J,Φ) +Gc[J,Aν ] − S0[ψ̄, ψ,Aν ]. (G.52)

Wie man anhand der Wirkung (G.51) sieht, erhält man die Korrelationsfunktion durch Ableitung des
erzeugenden Funktionals δGc/δµ =

〈

ψ̄ψ
〉

, aber man muss beachten, dass die betrachteten Felder wegen
der Symmetriebrechung in unserem Modell einen endlichen Erwartungswert haben. Dieser taucht in der
Euklidschen Wirkung nicht auf und muss somit dazu addiert werden, damit wir die korrekten zusam-
menhängenden Korrelationsfunktionen erhalten. Also gilt für die Funktionalableitung des erzeugenden
Funktionals irreduzibler Vertexfunktionen

δΓ̃

δA0
= −

〈

ψ̄ψ
〉

+ ψ̄0ψ0 = −
〈

ψ̄ψ
〉

connected
. (G.53)

Wir betrachten nun die Terme in der Master-Ward-Identität (G.45), die die kinetische Energie enthalten
und benutzen

ǫk+q − ǫk = q ·
(

k + q
2

m

)

, (G.54)

um den Wellenvektor q aus dem Integral herauszuziehen. Vergleicht man (G.50) nun mit (G.45), so stellt
man fest, dass beide identisch sind, falls

δΓ̃

δAK

∣

∣

∣

∣

∣

A=0

= −
∫

K

(

k + q
2

m

)

δ(2)Gc
δj̄KδjK+Q

(G.55)

gilt. Für den Beweis von (G.55) müssen wir lediglich die Funktionalableitung an allen Termen auf der
rechten Seite von (G.52) ausführen. Dazu schreiben wir zunächst die Gaußsche Wirkung im Impulsraum
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auf, die man durch Fourier-Transformation (ψ(r, τ) =
∫

K e
i(k·r−ωτ)ψK , µ(r, τ) =

∫

K e
i(k·r−ωτ)µK ,

A(r, τ) =
∫

K
ei(k·r−ωτ)AK) erhält:

S0[ψ̄, ψ] =

∫

K

∫

Q

ψ̄K+QS̃K,QψK (G.56)

S̃K,Q = δ(Q)(−iω +
k2

2m
) − µQ +

(A2)Q
2m

− q

2m
· AK − AQ

m
· k (G.57)

mit den Abkürzungen (A2)Q =
∫

Q′ AQ−Q′ ·AQ′ für die Quellenfelddichte und ρQ =
∫

K
ψ̄K−QψK für die

Felddichte. Nach Definition ist die Funktionalableitung der Gaußschen Wirkung bis auf ein Vorzeichen
gerade das entsprechende konjugierte Feld

δS0

δAQ
= −

∫

K

(

k + q
2

m

)

ψ̄K+QψK +
1

m

∫

K

ρKA−Q−K = −J−Q. (G.58)

Einschieben einer zusätzlichen Integration mittels f(0, Q) =
∫

K′ δ(K
′)f(K ′, Q) und Verschieben der

Integrationsvariablen liefert dann

δS0

δAQ
= − 1

m

∫

K

∫

K′
[δ(K −K ′)k′ − AK−K′ ] ψ̄K′+ Q

2
ψK−Q

2
. (G.59)

Damit hebt nun die rechte Seite von (G.59) gerade die nicht-zusammenhängenden Terme der Korrelati-
onsfunktion weg und wir erhalten die volle zusammenhängende Korrelationsfunktion, die ja gerade die
Funktionalableitung von Gc ist

δΓ̃

δAQ
= − 1

m

∫

K

∫

K′
[δ(K −K ′)k −AK−K′ ]

〈

ψ̄K′+ Q
2
ψK−Q

2

〉

connected

= − 1

m

∫

K

∫

K′
[δ(K −K ′)k −AK−K′ ]

δ(2)Gc
δj̄K−Q

2
δjK′+ Q

2

. (G.60)

Für verschwindendes AK = 0 erhalten wir (G.55), können dies in (G.45) ersetzen und erhalten damit
gerade die Ward-Identität in der Formulierung (G.50). Mit den Abkürzungen

δΓ̃

δµQ

∣

∣

∣

∣

∣

µ=0

= Γ0
Q[ψ̄, ψ] = −

∫

K

δ(2)Gc
δj̄K−Q

2
δjK+ Q

2

(G.61)

δΓ̃

δAQ

∣

∣

∣

∣

∣

A=0

= ΓQ[ψ̄, ψ] = −
∫

K

k

m

δ(2)Gc
δj̄K−Q

2
δjK+ Q

2

(G.62)

für die Vertexfunktionen schreiben wir die Ward-Identität zu

0 = iω̄Γ0
Q[ψ̄, ψ] − q · ΓQ[ψ̄, ψ] −

∫

K

(

ψk
δΓ̃

δψK+Q
− ψ̄K+Q

δΓ̃

δψ̄K

)

(G.63)

um.

G.4.2 Formulierung mittels hermiteschen Feldern

Die physikalisch relevanten Freiheitsgrade des wechselwirkenden Magnonengases werden am besten durch
die in (6.30) eingeführte Zerlegung des bosonischen Feldoperators in 2 hermitesche Felder beschrieben.
Daher ist es nun sinnvoll auch unsere Ward-Identität durch reelle Felder darzustellen. Anders als in
(6.30) legen wir hier der Einfachheit halber keinen Wert auf sinnvolle Vorfaktoren und zerlegen einfach
in 2 hermitesche Felder ψiK mittels
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abc
ψK =

1√
2

(ψ1K + iψ2K) (G.64a)

ψ̄K =
1√
2

(ψ1−K − iψ2−K) . (G.64b)

Da es sich im Ortsraum um reelle Felder handelt, folgt sofort ψ̄iK = ψi−K . Man beachte, dass ψ1K ∼ ΠK

das transversale Feld darstellt, während ψ2K ∼ ΦK das longitudinale Feld repräsentiert (siehe Zerlegung
in (6.30)). Auch für die Quellenfelder müssen wir eine entsprechende Zerlegung

jK =
1√
2

(j1K + i j2K) (G.65a)

j̄K =
1√
2

(j1−K − i j2−K) (G.65b)

definieren, womit dann unser Skalarprodukt

(Φ, J) =

∫

K,i

ji−KψiK (G.66)

lautet mit den Abkürzungen Φ = (ψ1K , ψ2K), J = (j1K , j2K). Die Definition der erzeugenden Funktionale
G[J ], Gc[J ] sowie Γ̃[Φ] bleibt gleich, wenn man von den anderen Variablenbezeichnungen absieht. Die
explizite Form der Euklidschen Wirkung ist nun nicht mehr diagonal in den hermiteschen Feldern, was
analog zu (6.45)

S0[ψ1, ψ2] =
1

2

∫

K

(ǫk(ψ1−Kψ1K + ψ2−Kψ2K) + ω(ψ1−Kψ2K − ψ2−Kψ1K)) (G.67)

lautet. Einfache Ableitung ergibt

δΓ̃

δψ1K
= j1−K − ǫkψ1−K + ωψ2−K (G.68)

und die entsprechende Relation mit Ersetzung 1 ↔ 2. Mit den Ableitungen nach den komplexen Feldern
bringt man die Ableitungen des erzeugenden Funktionals irreduzibler Vertexfunktionen unter Verwendung
von (G.65) und (G.68) in Verbindung.

δΓ̃

δψK
δΓ̃

δψ̄K















=
1√
2

(

δΓ̃

δψ1K
∓ i

δΓ̃

δψ2K

)

. (G.69)

Damit können wir (G.63) auf reelle Felder übertragen und erhalten

∫

K

(

ψ1K−Q
2

δΓ̃

δψ1K+ Q
2

− ψ2K−Q
2

δΓ̃

δψ1K+ Q
2

)

+ ω̄Γ0
Q[ψ1, ψ2] −

1

i
q · ΓQ[ψ1, ψ2] = 0 (G.70)

mit den Vertizes ΓνQ, die wir auch durch Integrale über zusammenhängende Korrelationsfunktionen der
hermiteschen Felder darstellen können.

abc
Γ0
Q[ψ1, ψ2] = −1

2

∫

K

(

δ(2)Gc
δj1−K+ Q

2
δj1K+ Q

2

+
δ(2)Gc

δj2−K+ Q
2
δj2K+ Q

2

)

(G.71a)

ΓQ = −1

i

∫

K

k

m

δ(2)Gc
δj1−K+ Q

2
δj2K+ Q

2

. (G.71b)

Man beachte, dass sich in die Frequenzkomponente (G.71a) nur normale Korrelationsfunktionen eingehen
und sich Imaginärteile wegheben, während der Impulsanteil (G.71b) rein imaginär ist und nur Korre-
lationsfunktionen zwischen longitudinalen und transversalen Feldern eingehen. Insgesamt enthält dann
(G.70) nur reele Terme.
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