0 Einleitung

Magnetismus: Eines der &ltesten physikalischen Phinomene, noch heute unverstanden?
Magnetische Eigenschaften sind schon seit etwa 3000 Jahren bekannt. Schon die alten Griechen wussten
von den ferromagnetischen Eigenschaften des Eisenerzes Magnetit. Mit der Erfindung des Kompasses im
Mittelalter verstanden die Européder erstmals den Magnetismus technisch einzusetzen, aber von einem
grundlegendem Versténdnis auf mikroskopischer Ebene war man noch weit entfernt. Die Formulierung
der Magnetostatik und Elektrodynamik erlaubte schlielich die quantitative Beschreibung magnetischer
Eigenschaften durch die Definition des Magnetfeldes und der Magnetisierung [1]. Doch noch Anfang des
20. Jahrhunderts wurde nachgewiesen, dass es auf der Grundlage klassischer Elektronen keine spontane
Magnetisierung geben kann (Bohr-van-Leuven-Theorem). Weiterhin gab es semiklassische Modelle wie
das Ising Modell [2], die mehr phdnomenologisch magnetische Eigenschaften beschrieben. Erst mit der
Entwicklung der Quantenmechanik war es moglich, den Ursprung des Magnetismus als Quanteneffekt zu
ergriinden. Es folgten Arbeiten zur exakten Losung spezieller Probleme, wie der Quantenantiferromagnet
(QAF) in einer Dimension mittels Bethe-Ansatz [3], ebenso wie die Entwicklung der Spinwellentheorie.
Allerdings sind viele der Modelle zur Beschreibung des Magnetismus nicht exakt 16sbar und mit verschie-
denen Niherungen noch heute Gegenstand der Forschung.

Magnetismus in ausgewéhlten Anwendungsbeispielen Ein Meilenstein der modernen Festkorper-
physik war sicherlich die Entdeckung der Hochtemperatursupraleitung [4]. Heutzutage ist der technische
Einsatz von Supraleitern nicht mehr wegzudenken und die Erh6hung der Sprungtemperatur {iber die Sie-
detemperatur fliisssigen Stickstoffs machte die Verwendung der Supraleiter erschwinglich. Dennoch sind
die Mechanismen, die zur Supraleitung in den LayCuQ4-Verbindungen! (immer mit Metallionen dotiert)
fithren, heute noch nicht vollstdndig verstanden. Eine schwache, attraktive Wechselwirkung zwischen
den Elektronen in einem Metall fithrt zum Phdnomen der Supraleitung, wie schon seit der BCS-Theorie
der konventionellen Supraleiter bekannt ist [8, 9]. Doch die Frage nach dem Ursprung der Wechselwir-
kung wird noch kontrovers diskutiert. Neben neueren Theorien, die sich mit dem Ursprung der d-Wellen
Kopplung beschéftigen [10], gab es besonders in den Jahren nach 1986 viele Arbeiten zum Antiferroma-
gnetismus in Supraleitern [11, 12, 13, 14|. Die Hochtemperatursupraleiter sind eine sehr gute Realisierung
eines zweidimensionalen S = 1/2 Antiferromagneten mit lokalisierten Spins. Daher kénnten auch Quan-
teneigenschaften des Magnetismus zur erforderlichen attraktiven Wechselwirkung fiihren [15, 16].
Magnetische Sensoren auf der Basis des GMR-Effekts [17, 18] werden vor allem in Festplatten zum Aus-
lesen der in Form magnetischer Doménen gespeicherten Informationen benutzt. Obwohl es in den letzten
Jahren Fortschritte in der Erhhung der Speicherdichte durch Anderung der Geometrie der magnetischen
Doménen gegeben hat (perpendicular recording [19]), riicken immer mehr andere Technologien in den
Vordergrund (z.B. MRAM [20]). In Zukunft wird auch die Spintronik, also die auf der Manipulation von
Spins beruhende Elektronik eine grofere Rolle spielen. Die Untersuchung der Grundlagen des Magne-
tismus lohnt sich im Hinblick auf das Erschliefsen neuer Anwendungsbereiche magnetischer Effekte oder
Materialien.

Uberblick In der vorliegenden Arbeit beschriinken wir uns auf die Beschreibung magnetischer Eigen-
schaften von Isolatoren mit lokalisierten Spins mit antiferromagnetischer Ordnung. Dazu wird im ersten
Kapitel das grundlegende Modell (Heisenberg-Modell) hergeleitet und motiviert, indem der quantenme-
chanische Ursprung der Austauschwechselwirkung erklirt wird sowie klassische Effekte als Ursprung des
Magnetismus ausgeschlossen werden. Im 2. Kapitel werden einige Konzepte zum klassischen Grundzu-
stand von Heisenberg-Magneten eingefiihrt, sowie die quantenmechanische Beschreibung der Spingrund-
zustdnde wie auch elementarer Anregungen hergeleitet. Um den Kontakt zu Experimenten zu finden,
definieren wir elementare Messgrofien an Heisenberg-Magneten und geben einige Literaturergebnisse der-
selben an. Besonderes Augenmerk legen wir dabei auf die Untergittermagnetisierung des Antiferroma-
gneten sowie der Mdoglichkeit, mittels Neutronenstreuexperimenten die magnetischen Eigenschaften des
Festkorpers zu bestimmen. Im dritten Kapitel wird schliefflich die Spinwellentheorie und die rigorose Ab-

1Diese sind eine der besten Realisierung des zweidimensionalen Quantenantiferromagneten [5, 6], der in den spéteren
Ausfiihrungen noch eine zentrale Rolle spielen wird. Weitere Realisierungen dieses Modellsystems sind CuCls-2N(C5Ds5
sowie Ba-Cu3Og [7].



bildung der Spinfreiheitsgrade auf ein System wechselwirkender Bosonen diskutiert und auf alternative
feldtheoretische Formulierungen hingewiesen.

In den folgenden Kapiteln ist die Arbeit im Wesentlichen zweigeteilt:

e Kapitel 5 beschéftigt sich mit der Behandlung von Anisotropien in magnetischen Systemen, die
in realen Systemen wegen geringerer Gittersymmetrie (kein kubisches Gitter) fast immer auftreten
und zu speziellen Eigenschaften dieser realen Systeme fithren. Einerseits kann eine starke Aniso-
tropie die effektive Dimensionalitdt verringern: Liegt eine starke Wechselwirkung zwischen Nach-
barspins in 2 Richtungen innerhalb einer Ebene und eine schwache Wechselwirkung zwischen den
Spins verschiedener Ebenen vor, so kann man in gewissen Temperaturbereichen von einem effek-
tiv zweidimensionalen System sprechen. In Kapitel 5 beschrinken wir uns insbesondere auf eine
Ising-Anisotropie und die damit verbundene Anregungsliicke der Quasiteilchen, die sich auch in
thermodynamische Messgrofen niederschlagt. Mittels einer bereits von Anderson vorgeschlagenen
Parametrisierung, die gegeniiber der konventionellen Spinwellentheorie einige Vorteile hat, gehen
wir das Problem der Verinderung der Anregungsliicke unter Beriicksichtigung von Wechselwirkun-
gen zwischen Spinwellen in Hinblick auf gefundene Singularitéten [21] an. Fiir explizite Rechnungen
am Ende wird insbesondere der zweidimensionale Quantenantiferromagnet herausgestellt, da Rech-
nungen in 2 Dimensionen insbesondere wegen der Anwendung in den Hochtemperatursupraleitern
interessant sind. Daneben spielen Quantenfluktuationen in 2 Dimensionen wegen der wenigen néchs-
ten Nachbarn eine sehr grofe Rolle, ohne jedoch eine langreichweitige Ordnung (fiir 7" = 0) wie in
einer Dimension vollig zu zerstéren. In einer Analyse mit erster Ordnung Storungstheorie werden
die bisherigen Ergebnisse aus [21] bestétigt, wobei sich der physikalische Ursprung auftretender
Effekte tibersichtlicher gestaltet.

e In den folgenden Kapiteln wird die Theorie des Magnetismus mit einem anderen Forschungsgebiet
verkniipft: Die Anregungen in Heisenberg-Magneten werden Spinwellen oder Magnonen genannt
und folgen der Bose-Statistik. Gerade diese Teilchen zeigen das Phinomen der Bose-Einstein-
Kondensation und sind seit der experimentellen Realisierung desselben [22] ein wichtiges Forschungs-
gebiet. Wir werden zeigen wie man mittels antiferromagnetischer Festkorper auch ein solches Bose-
Einstein-Kondensat realisieren und so spezielle Eigenschaften des wechselwirkenden Bose-Gases
nachmessen kann. Auf dem Weg dahin formulieren wir in Kapitel 4 die wichtigen Modellsyste-
me, fithren in einige Methoden der Festkorpertheorie ein und zeigen einige Eigenheiten im Aufbau
der Spinwellentheorie des Heisenberg-Antiferromagneten im homogenen Magnetfeld auf. Im Kapi-
tel 6 stellen wir zunéchst die Relevanz der anschliefenden Berechnung durch Vergleich mit bereits
gemachten Experimenten heraus und formulieren anschlieffend ein vereinfachtes Modell wechselwir-
kender Bosonen. Unter Verwendung nicht trivialer Eigenschaften der Korrelationsfunktionen des
wechselwirkenden Bose-Gase [23], die auf der Nichtanwendbarkeit der Gaufischen Naherung fiir das
Bose-Gas in 1 < D < 3 beruhen, leiten wir die Form der Spin-Spin-Korrelationsfunktionen her.
Experimentell iiberpriifbare Eigenschaften manifestieren sich schlieflich im dynamischen Struktur-
faktor S| (k,w), der mittels Neutronenstreuung gemessen werden kann. Am Ende des 6. Kapitels
werden noch die Grenzen der Anwendbarkeit der Theorie diskutiert. Das schon sehr vereinfachte
Modell in Kapitel 6 [24] enthélt noch einige freie Parameter (Renormierungsfaktoren) und bietet
daher nur den Ausgangspunkt fiir quantitative Vorhersagen. Im Kapitel 7 werden diese Vereinfa-
chungen aufgegeben und wir berechnen entsprechende Gréfen approximativ durch eine Entwicklung
in der Bosonendichte sowie einen Mean-Field-Ansatz bei T" = 0. Dabei stellt sich durch Vergleich
mit Literaturergebnissen fiir Standardgrofen aus Kapitel 2 die Beschrankung der Theorie auf kleine
Bosonendichte heraus, wie schon in [24] diskutiert. Trotzdem ergeben sich Ergebnisse fiir den Fall
starker Magnetfelder, die mit konventioneller Spinwellentheorie in der Formulierung mit Magonen-
erzeugern und -Vernichtern nicht berechnet werden kénnen.

Im Appendix geben wir schlieflich einige wichtige Konzepte der Festkorperphysik, der Pfadintegralfor-
mulierung der Quantenmechanik und der Theorie der Renormierungsgruppe wieder und fiihren einige
etwas technischere Rechnungen explizit aus.



1 Austauschwechselwirkung und Heisenberg-Modell

1.1 Spinalgebra

Die Spinoperatoren sind durch die Spinalgebra
[gkvgl] :6kl’m§im k7l7m€ {mayvz} (11)
definiert. Elementare Rechnungen mit den Leiteroperatoren an den Gitterpliatzen ¢

Sy=1 (S+ ,g;)

7

X o & SF =574 6V 1.2
sg:%(sj+5;) / (12)

ergeben folgende zu (1.1) dquivalente Vertauschungsrelationen
(57,57 ] = 20,587 (1.34)
|37, 55] = 0,5, (1.3b)
Ein gemeinsames System von Eigenzustdnden zu Spinoperatoren kann nur zum Quadrat des Spinoperators
S? und zu einer Komponente S* gefunden werden [25]. Die 25 + 1 Eigenzusténde |S,S%) fiir festen
Gesamtspin S (an festem Gitterplatz i) bilden den Hilbertraum und geniigen den Eigenwertgleichungen
§215,8%) = S(S+1)[S,5%) (1.4a)
§718,8%) = §%|8,5%) (1.4b)

wobei die z-Komponente in ganzzahligem Abstand von —S bis S lduft.

1.2 Magnetische Dipol-Dipol Wechselwirkungen

Die Anwesenheit des magnetischen Dipolmoments p eines Spins kann in der klassischen Elektrodynamik
als ein um eine Fliche A kreisender Strom I gesehen werden mit = I'A/c. Im Grenzwert A — 0, I — oo
verschwinden alle hoheren Multiplomomente und wir erhalten einen reinen Dipol. Mit der relativistischen
Quantenmechanik taucht jedoch der Spin eines Elektrons als intrinsische Eigenschaft des Elektrons auf,
genauer: aus den Symmetrien der Gleichung ergeben sich 2 Casimir-Operatoren (Masse und Spin), die
invariante Messgrofien sind. Das magnetische Moment von freien Elektronen mit Gesamtspin S ist

nw=gupS, up= ch Bohrsches Magneton (1.5)
2mec

mit dem Landé g-Faktor g ~ 2.00231934. Der Spin S wie auch das resultierende magnetische Moment
sind vektorielle Grofsen, deren Komponenten nicht gleichzeitig messbar sind, da die entsprechenden Ope-
ratoren nicht kommutieren (1.1). Wihrend der Hilbertraum zum Spinoperator diskrete Zustédnde enthélt
(1.4), spielt die Quantisierung fiir S — oo keine Rolle mehr und man kann den Spin in z-Richtung als
S* = Scosv mit dem Maf dv) sin¥ darstellen.

Unter dem Deckmantel der vereinfachten Darstellung des kollektiven Magnetismus als Ausrichtung der
Spins scheinen die magnetostatischen Dipol-Wechselwirkungen der Spins der Ursprung des Magnetismus
zu sein. Dazu tragen auch die Erfahrungen mit die magnetischen Wechselwirkungen von makroskopi-
schen Ferromagneten im Alltag bei. Jedoch ist der physikalische Ursprung des Magnetismus quantenme-
chaninscher Natur, da die klassischen Effekte wie die Dipol-Dipol-Wechselwirkung viel zu schwach sind.
Im Einzelfall kénnen klassische magnetostatische Effekte nur zu Anisotropien bei endlichen Festkérpern
(Formanisotropie) fithren und so die makroskopischen Eigenschaften beeinflussen, jedoch nicht die we-
sentlichen Eigenschaften veréndern.

Fiir unsere elementare klassische Betrachtung benutzen wir das Wechselwirkungspotential zweier Dipole
mit den Dipolmomenten p; und pe im Abstand R

V=

fi - o — 3(er - p)(er - pia) R
ot

B , e.= (1.6)



S Sy S, Abbildung 1: Geometrie zur Abschétzung der klassischen Grund-

zustandsenergie des Ferromagneten unter Annahme von Dipol-

Dipol-Wechselwirkungen. Zur Minimierung der Energie bleibt nur

9 (% 9 noch der Winkel ¢, den die Spins auf der Kette mit den Verbin-
P dungsvektoren einschlieffen.

Abbildung 2:  Geometrie zur Abschitzung der klassischen
D EYR Grundzustandsenergie des Antiferromagneten mit Dipol-Dipol-
Wechselwirkung

Dieses Potential fallt mit % ab, ist also schwach, aber langreichweitig und hat das Maximum Vj,.x =
2‘“’1—!”2' und das Minimum Vi, = —Viax. Zur Abschétzung der Energiebeitrige betrachten wir hier
den klassischen ferromagnetischen Grundzustand, d.h. alle Spins sind parallel. Fiir Systeme in einer
Dimension gibt es nun bei Fixierung der Ebene, in der alle Spins liegen, noch einen Freiheitsgrad, den
Einstellwinkel ¢ beziiglich der Verbindungsvektoren (sieche Abbildung 1). Damit vereinfacht sich das

Wechselwirkungspotential zwischen den auf der Kette aufgereihten Spins ¢ und j zu

1
Vij = R—3(1 — 3cos® ) uifi;. (1.7)
ij
R;; = ali — j| bezeichnet den Abstand der Gitterplétze ¢ und j und p; bzw. p; den Betrag der Dipolmo-
mente. Fiir den kollektiven Winkel ¥ = 0 bzw. ¢ = 7 wird fiir jedes Paar von Gitterplidtzen das Potential
(1.7) minimal, so dass dann die Grundzustandsenergie als Summe iiber alle Potentiale zu berechnen ist

1
)

Setzt man den Abstand in (1.7) ein und spaltet die Summe in eine Summe iiber alle Gitterpliatze und
eine Differenzsumme mit Index k = |i — j| auf, so ergibt sich fiir gleiche Spins an allen Gitterplatzen

1 & w2\ 1 N 2(gupS)? = 1
FM __ _
Eo™ =3 D Z (*25)5_*?T22ﬁ (19)

k=—o00 k=1

Benutzen wir den Wert der Riemannschen Zeta-Funktion

(@)=Y ki C(3) ~ 12 (1.10)
k

und setzen typische Werte fiir den Gitterabstand von a ~ 2 — 3A sowie einen Spin von O(1) ein, so
ergibt sich eine Energie pro Gitterplatz, deren numerischer Wert etwa der Temperatur Tp ~ 0.3K ent-
spricht. (Fast keine Beitrdge von iibernéchsten Nachbar-Wechselwirkungen gehen in die Summe ein.).
Das Ergebnis éndert sich bei Betrachtung héherer Dimensionen nicht wesentlich [26]. Damit tragt die
Dipol-Dipol-Wechselwirkung nicht zu kollektiven magnetischen Phinomenen wie Ferromagnetismus bei,
da die auftretenden Energien viel kleiner als die typischen Temperaturen sind, bei denen ein Ferro-
magnet thermodynamisch stabil ist. Mit anderen Worten: Thermische Fluktuationen wiirden bei reiner
Dipol-Dipol-Wechselwirkung den ferromagnetischen Zustand schon weit unterhalb der Curie-Temperatur
Tc ~ 1000K zerstoren. Fiir den Antiferromagneten, der im klassischen Bild im Néel-Grundzustand
vorliegt (siehe Abbildung 2 ), dndert sich die Berechnung nur wenig. Da wir von einem Zustand mit
antiparallelen Spins in dquidistanten Abstédnden ausgehen, ist die Energie (1.7) minimal, wenn sich die



Spins abwechselnd in den Winkeln ¥ = 5 und ¥ = —3 ausrichten. Dann ist die Grundzustandsenergie
diese Zustandes

2

B4 = Zv” - ZZ onS) gt - 083 ) (1.11)
in der gleichen Groéfenordnung wie fiir den ferromagnetischen Fall. Somit diirfte man bei Zimmertempe-
ratur auch keinen antiferromagnetischen Zustand beobachten konnen. Weiterhin liegt die Energie des Fer-
romagneten (1.9) niedriger, so dass auch beim Abkiihlen eines Festkorpers auch unterhalb von 7'~ 0.3K
niemals ein antiferromagnetischer Zustand auftreten diirfte. Fiir D > 1 sind die klassischen Ergebnis-
se schwieriger zu berechnen, da die Summen komplizierter auszuwerten sind [26, 27|, aber sind &hnlich
schlecht mit experimentellen Ergebnissen vereinbar. Offensichtlich ist fiir die magnetische Ordnung ein
viel groferer Energiebeitrag verantwortlich, der aus den quantenmechanischen Eigenschaften der Elek-
tronen als Fermionen herriihrt.

1.3 Austauschwechselwirkung
1.3.1 Direkter Austausch

Wie wir gesehen hatten, kann die klassische Dipol-Dipol-Wechselwirkung nicht fiir kollektive magnetische
Phédnomene verantwortlich sein, da diese im Ortsraum zu schnell abfillt und somit zu kleine Energie-
beitriage liefert. Vielmehr ist die so genannte Austauschwechselwirkung zwischen benachbarten Spins der
Ursprung des kollektiven Magnetismus in Isolatoren. Wir zeigen gleich wie die Austauschwechselwirkung
aus dem Zusammenspiel von Elektron-Elektron-Wechselwirkung (Coulomb-Wechselwirkung) und dem
Pauli-Prinzip entsteht. In der folgenden Ableitung 16sen wir dazu das wechselwirkende 2-Elektronen-
Problem approximativ.

Unser Modellsystem besteht aus 2 Elektronen im Feld von 2 raumfesten Kernen (Born-Oppenheimer-
Niherung) mit positiver Punktladung Ze. Wir vernachléssigen weiterhin die Spin-Bahn-Kopplung, was
bedeutet, dass die resultierenden Wellenfunktionen separabel in Ortswellenfunktion und Spinfunktion
ist. Weiterhin sei die Elektron-Elektron-Wechselwirkung klein gegen die Elektron-Kern-Wechselwirkung
und als Storung aufzufassen. Die Einelektronenzustéinde lassen sich in einem unendlichdimensionalen
Hilbertraum klassifizieren. Wir nehmen aber an, dass nur die 2 Zustdnde mit den niedrigsten Energien
merklich beitragen (grofier Energicabstand zu den hoher angeregten Zustédnden). Der Hamiltonoperator
im Ortsraum ist durch

H = Hy+H, (1.12a)
Hy = Hy+ Hp (1.12b)
o2
H = & (1.12¢)
T — 72

gegeben. Bekannt seien weiterhin die Losungen der 1-Teilchen Schrédinger-Gleichungen an den Kernen 1
und 2

Hoi1¢a(r1) = Eqda(r1) (1.13a)
Hupdp(re) = Eydp(ra). (1.13b)

Fiir eine {ibersichtlichere Stérungstheorie seien die Zustdnde zu den Energien E, am Kern 1 und Ej
am Kern 2 nicht entartet und orthogonal. Um nun das Pauli-Prinzip ins Spiel zu bringen, miissen wir
die Mehrelektronenzustdnde mittels Slaterdeterminante als total antisymmetrische Zustédnde aus den
Einelektronenzusténden zusammensetzen. Mit dem Spinanteil x(o;) fiir das i-te Elektron gilt nun fiir die
vier moglichen Zweiteilchenwellenfunktionen

—L(e ba(r1)x(o1)  da(r2)x(o2) \ _ T oo
1/)(7'177'270'170'2) = \/§ 1 t( X ) < 172 ,0109 ‘\I/> (1.14)



Die Zusténde |o109) in denen das erste Elektron den Spin o1 € {1, |} und das zweite Elektron den Spin
o9 triagt werden nun durchnummeriert

|W1) 1T (1.15a)
|Ws) IT1) (1.15D)
W) = [I1) (1.15¢)
[Pq) = [L1) (1.15d)
und der Hamilton-Operator als 4 x 4 Matrix
Ey— Kap — Jap 0 0 0
_ 0 Eo+Ka  —Jab 0
H= 0 —Jab EO + K(Lb 0 (116)
0 0 0 EO + Kab - Jab
mit den Abkiirzungen
Ey=E,+E, (1.17)
fiir die Energie des ungestorten Problems sowie dem Coulomb-Integral
2
Ku = / d’ry / d*ra [ ¢a(r1)P ——— |ov(ra)*, (1.18)
|71 — 7o

das auch fiir nicht antisymmetrische (einfache Produktzusténde) auftreten wiirde und letztendlich nur zu
einer Engergieverschiebung fiihrt. Das wichtige Austauschintegral

(&

Jab:/dB’"l/d3’"2¢2(7“1)¢§(7’2)7%(”2)%(7“2) (1.19)

2
[r1 — 7o

beschreibt schliefslich gerade die Energiekorrektur, die entsteht wenn die beiden ununterscheidbaren Elek-
tronen ihre Rolle tauschen. Diagonalisiert man die Matrix (1.16) so erhélt man einen Singulett-Zustand

1

L/ Uy) — |U 1.20
W) 7 (192) — [¥3)) (1.20)
mit dem Eigenwert
FEs=Fo+ Ko+ Jap (1.21)
sowie drei energieentartete Triplett-Zustdnde
L\ _ _
v, = |¥y) =11,1) (1.22a)
W) = () + () = [1,0) (1.:22b)
’ V2
‘\p§3>> = U =1,-1) (1.22¢)
mit den Eigenwerten
Ei=FEo+ Ko — Jap (1.23)
so dass unser vereinfachtes Modell durch
H ‘\Ps> = Es ‘\Ils> (1.24)
H ‘xp§“> - E \@gi>> . ie{1,2,3} (1.25)

gelost wird. Die gefundenen Zustdnde sind aber auch gerade die Zusténde, die man bei der Kopplung
zweier Drehimpulse bzw. Spins erhélt. Der Zustand |S, S*) bezeichnet einen Zustand mit Gesamtspin S
und z-Komponente —5 < S* < S. Betrachtet man nun den Hamilton-Operator

1

H =
4

(Es + Ey) — (Es — Ey) Sy - S (1.26)



mit den Spinoperatoren S; geméf (1.1), so stellt man fest, dass dieser die gleichen Eigenwerte hat und
somit dquivalent zu unserem vereinfachten Hamilton-Operator (1.16) ist. Um dies zu sechen miissen wir 2
S = % Spins zu den oben genannten Singulett und Triplett Zustdnden koppeln, die dann Eigenzustédnde
zur Menge der Operatoren {S?, 5%, 87,52} sind

§215,8%) = S(S+1)]S,57) S=0,1 (1.27a)
8718,8%) = 571,57 (1.27b)
S2|S,8%) = S2|S,5%) = % S, 57) . (1.27¢)
Mit der Operatorgleichung . . .
S=5+5 (1.28)
kénnen wir sofort die Eigenwerte des Skalarproduktoperators
SN 1/« . .
S-S =3 (52 - Sg) (1.29)
bestimmen
PN 1
S1-S201,5%) = 1 [1,5%) (1.30a)
PN 3
S1-5210,0) = 1 [0,0). (1.30b)

Mit der Definition E = %(ES + 3E}) ergibt sich dann der Heisenberg-Hamiltonian
H=E—JyS -8, (1.31)

Explizite Berechnungen der Kopplungskonstante J,; konnen nur durch Auswertung des Integrals (1.19)
bei bekannten Atomeigenfunktionen erfolgen, sind aber weniger genau, da die Annahme orthogonaler
Zustande das Ergebnis quantitativ verdndert (H; aus (1.12a) koppelt die Orbitalzustédnde). Elektronen
in realen Festkorpern sind im allgemeinen an verschiedenen Gitterplitzen lokalisiert, so dass man besser
zur Entwicklung der Wellenfunktion in Wannier-Wellenfunktionen (Eigenfunktionen in Ortsdarstellung
bei periodischem Potential) iibergeht. Der Hamiltonian (1.31) lésst sich fiir mehr als 2 Elektronen zum
Austausch-Hamiltonian nach Heisenberg

1 1 s s
Hex = —5 .Z’ Jnn’ij <Z + S»L N Sj> (132)
gnn

verallgemeinern wobei SA’l und Sj die Spinoperatoren an den Gitterplatzen ¢ und j bezeichnen und J,s;
die Austauschkonstante durch Wechselwirkung des Orbitalzustandes n am Gitterplatz ¢ mit dem Zustand
n’ am Gitterplatz j darstellt. Wegen der Unabhéngigkeit der Summationen ldsst sich auch

Jij == Jnwij (1.33)

definieren und der Hamiltonian ohne Grundzustandsenergie schreiben als

N 1 A A
H= 5Z‘Jijsy.:;j. (1.34)
ij

Gemifs unseres Modells héngen die Kopplungen J;; nur von den Austauschintegralen ab, die aber fiir
weit voneinander entfernte Elektronen sehr klein sind. Daher koppeln nur die Spins in unmittelbarer Néhe
merklich. In den weiteren Ausfithrungen beschrénken wir uns sogar auf die Kopplung néchster Nachbarn
(2.6).

Die Werte der Kopplungskonstanten hiangen stark von der Natur der Mehrelektronenzustéinde ab, so
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Abbildung 3: Veranschaulichung der RKKY-Wechselwirkung: Ein
S X lokalisierter Spin (groker Pfeil) erzeugt eine Oszillation der Spin-
Sa “Few dichte der Leitungselektronen (gestrichelte Pfeile) mit der Periode

kra; diese wechselwirkt mit benachbarten Spins.

dass sie sowohl positiv als auch negativ sein konnen (fiir gleiche Orbitalzustinde an benachbarten Ato-
men kann sich sogar das Vorzeichen des Austauschintegrals in Abhéngigkeit vom Abstand &dndern). Fir
Jij < 0 fiir nichste Nachbarn stellt sich wohl jeweils der Zustand mit maximalem Gesamtspin ein (Fer-
romagnet). Der interessantere Fall ist jedoch J;; > 0 fiir néchste Nachbarn, da sich hier die Spins im
klassischen Grundzustand antiparallel ausrichten,? aber die konkreten physikalischen Eigenschaften des
Gesamtsystems nicht vom klassischen Grundzustand herriihren, sondern vielmehr quantenmechanischer
Natur sind.

1.3.2 Indirekter Austausch

Superaustausch-Wechselwirkung Beim Superaustausch, dessen Name von der im Vergleich zum
direkten Austauschmechanismus groften Stirke der Wechselwirkung bei groffen Abstédnden motiviert ist,
wird die Wechselwirkung zwischen 2 magnetischen Ionen durch ein dazwischenliegendes nicht-magneti-
sches Ton, meist O%~, vermittelt. Die Elektronenzustinde beider magnetischer Ionen iiberlappen mit denen
des nicht magnetischen Ions, daher ist es auch notwendig 2. Ordnung Strérungstheore zur Bestimmung
der Wechselwirkung anzuwenden. Der Superaustausch kann entweder unter expliziter Beriicksichtigung
von Orbitalgeometrien hergeleitet werden [28, 29] oder ist implizit im Hubbardmodell

H=UY nini +»_tijcl,cio (1.35)

ijo

enthalten.® Analysen des Modells bei halber Fiillung unter der Annahme des Hiipfterms als Stérung [30]
ergibt den effektiven S = % Heisenberg-Hamiltonian

Heg = Ey + Z J”SZ . Sj (136)
ij
mit der Kopplung J;; = th#f’ Fiir néchste-Nachbarn Hiipfen ergibt sich dann der Heisenberg-Ha-
miltonian mit Néchste-Nachbar Wechselwirkung (2.6). Wichtige Materialien mit antiferromagnetischer
Kopplung durch Superaustausch sind das schon lange bekannte MnO [28] sowie LaaCuOy4 [5], was erst
mit der Entdeckung der Hochtemperatursupraleiter in den Fokus riickte.

RKKY-Austauschwechselwirkung Die Rudermann - Kittel - Kasuya - Yosida - Wechselwirkung
(RKKY-WW) soll hier nur kurz Erwihnung finden, da im Falle dieser Wechselwirkung auch lokalisier-
te Spins vorliegen, die eine gewisse Ahnlichkeit mit den lokalisierten Spins in magnetischen Isolatoren
haben. Die RKKY-WW tritt vor allem in Metallen mit lokalisierten 4f-Elektronen auf, die jedoch keine
Austauschwechselwirkung mit den Nachbarspins spiiren. Vielmehr wird iiber die Leitungselektronen ei-
ne indirekte Austauschwechselwirkung vermittelt. Im einfachen Bild haben wir einen lokalisierten Spin,

2Hier werden nur Gittertypen behandelt, die sich eindeutig in gekoppelte Untergitter aufteilen lassen. In Festkérpern, fiir
die das nicht moglich ist, lasst sich kein eindeutiger klassischer Grundzustand bestimmen, man spricht dann von Frustration.
3In der iiblichen Notation besteht das Hubbardmodell aus einem Energiebeitrag zur potentiellen Energie U und einem
kinetischen (Hiipf-)Term mit der Stérke ¢;;, die das Hiipfen vom Gitterplatz i zum Gitterplatz j beschreibt. Die Operatoren

_ T . fonis ; y ! : T _
Nic = ¢;,Cic erfiillen fermionische Antivertauschungsrelationen {cw, Cja/} =i 5(,’0/
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der eine oszillierende Spinpolarisation der Leitungselektronen induziert (siche Abbildung 3), die dann
wieder mit dem néchsten Spin wechselwirkt und je nach Abstand eine ferromagnetische oder antiferro-
magnetische Kopplung bewirkt. Mit der Modellannahme einer Kontakt-Austausch-Wechselwirkung der
Leitungselektronen mit dem lokalen Moment kénnen wir ein effektives Feld der Leitungselektronen einfiih-
ren und erhalten mittels der Lineare-Antwort-Theorie des Elektronengases einen effektiven Hamiltonian
fiir die Wechselwirkung der lokalisierten Spins an den Gitterpldtzen o und [ mit dem Abstand r

1 .
Hprkxy = *JQV E E x(q)e' TG, . 8. (1.37)
iJoa

Hierbei bezeichnet x(q) die magnetische Suszeptibilitdt der Leitungselektronen, die fiir freie Elektronen
auch als Lindhard-Funktion (in D=3) bekannt ist und J die Stirke der Kontakt- Austauschwechselwirkung
zwischen den lokalisierten Spins und den Leitungselektronen. Anhand der Formel (1.37) erkennt man,
dass das Vorzeichen der effektiven Kopplung Oszillationen mit dem Abstand ausfiihrt, die den Friedel-
Ostzillationen &hnlich und gleichem physikalischen Ursprungs sind.

Doppelaustausch Der mit dem Auftreten des CMR-Effekts [31, 32, 33, 34, 35] (Collosal Magnetore-
sistance)? in Verbindung gebrachte Doppelaustausch beruht im wesentlichen auf dem Hiipfmechanismus
zweier Elektronen zwischen magnetischen Ionen unterschiedlicher Valenz und einem vermittelnden nicht-
magnetischen Ion. Da die Wechselwirkung ferromagnetischer Art ist, wird hier nicht weiter darauf einge-
gangen. Die technische Anwendung des CMR zum Auslesen magnetischer Doménen in Speichermedien
sei allerdings noch angemerkt.”

1.4 Magnetismus lokalisierter Elektronen und Hundsche Regeln

In den nachfolgenden Kapiteln werden die Effekte diskutiert, die aufgrund von kollektiven Eigenschaf-
ten lokalisierter (Elektronen-)Spins in einem Festkorper auftreten. Wahrend freie Elektronen den Spin
S =1/2 tragen, treten im Festkorper lokalisierte Gesamtspins der Elektronen eines Atoms oder Molekiils
auf.

Die einfache Hartree-Fock-Niherung [38, 26] zur selbstkonsistenten Berechnung der Mehrelektronenzu-
stdnde an Atomen scheitert an dem Vorhandensein nichtlokaler Wechselwirkungen. Den korrekten Elek-
tronenzustand, charakterisiert durch den Gesamtspin und den Gesamtdrehimpuls, kann man mittels der
Hundschen Regeln durch Betrachtung der Elektronen am Atom ermitteln. Geméfs der Ndherung der
wasserstoffihnlichen Atome mit nur einem Elektron haben alle Elektronenzustinde zu gleicher Haupt-
quantenzahl die gleiche Energie. Bei Mehrelektronenzusténden bleibt dies insofern weiterhin giiltig, als
dass die Energieabsténde von Zustdnden mit unterschiedlichen Hauptquantenzahlen grofs bleiben und
somit unter Beriicksichtigung der Antisymmetrie der Elektronenwellenfunktion (Pauli-Prinzip) die inne-
ren Schalen (mit kleiner Hauptquantenzahl n) zunéchst aufgefiillt werden. Vollstindig gefiillte Schalen
tragen geméfs der Drehimpulsaddition weder einen Gesamtspin noch einen Bahndrehimpuls. Diejenigen
Elektronen in einer nicht vollstdndig gefiillten Schale bilden nun ein Mehrelektronensystem, das verschie-
dene Zusténde einnehmen kann, die man bei Vorhandensein von Russel-Saunders-Kopplung durch den
Gesamtspin S, den Gesamtbahndrehimpuls L und den Gesamtdrehimpuls J charakterisieren kann. Der
konkrete Grundzustand |S, L, J) wird durch die folgenden Hundschen Regeln festgelegt [35].

1. Die Elektronen besetzen die 2(21 + 1) Einelektronenzustdnde der Unterschale zu festem Bahndre-
himpuls [ derart, dass der Gesamtspin S = .57, S7 = £1/2 maximiert ist. Die Bevorzugung
verschiedener Ortszusténde ist eine direkte Folge des Pauli-Prinzips und der Coulomb-Abstoffung.

2. Ist der Zustand nicht eindeutig bestimmt, so stellt sich der Grundzustand derart ein, dass der
Gesamtbahndrehimpuls L = )", /; maximiert ist.

3. Die Spin-Bahn-Wechselwirkung favorisiert schlieflich den Gesamtdrehimpuls J = S 4+ L bei mehr
als halb gefiillten Schalen und J = |S — L| bei weniger als halb gefiillten Schalen.

4Der Widerstand eines Materials #ndert sich beim Anlegen eines Magnetfeldes um GréRenordnungen.
5Ein dhnlicher Effekt, der GMR. (Gigant Magnetoresistance) [17, 18, 35], wird bereits seit langem in handelsiiblichen
Festplatten verwendet [36]. Der EMR-Effekt (Extraordinary Magnetoresistance) ist erst seit kurzem bekannt [37]
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Im Prinzip lassen sich diese Regeln durch Storungstheorie bestétigen, indem man zu fester Elektronenzahl
Produktwellenfunktionen aus den Einelektronenwellenfunktionen bildet, die Eigenzustéinde zum Potential
des Kerns und der inneren Elektronen sind. Beriicksichtigt man nun die Matrixelemente der Elektron-
Elektron-Wechselwirkung und diagonalisiert den entstehenden Hamiltonian, so sind die Grundzustidnde
gerade durch die obigen Regeln festgelegt. (Fiir eine explizite Ableitung der Regeln anhand aller vorkom-
menden Konfigurationen siehe [26].)

Die obigen Uberlegungen an freien Atomen bzw. Ionen gelten im Wesentlichen auch fiir Atome in Fest-
korpern. Diese tragen dann im Falle von Isolatoren (Elektronen sind nicht beweglich) einen Gesamtspin,
der mit dem Gesamtspin benachbarter Atome oder Ionen wechselwirken kann.

1.5 Symmetrien des Heisenberg Modells

ohne Magnetfeld: Der reine Heisenberg-Hamiltonian (1.34) hat eine SU(2) Symmetrie, die als iso-
morph zur SO(3)-Rotationsinvarianz betrachtet werden kann, das heifit er &ndert sich bei einer globalen
Rotation mit dem Winkel ¢ um eine Achse n, die in der Quantenmechanik durch den Operator

U(n,e) = e’ (1.38)

beschrieben wird, nicht [9]. Hierbei bezeichnet J = >, S; den Gesamtdrehimpuls des Systems. Die
Rotationsinvarianz o
H=UT'HU (1.39)

sieht man am einfachsten durch Ausnutzung der Eigenschaft der Spinoperatoren
(S, J°] = ie*P7 87 (1.40)

als Vektoroperatoren. Entwicklung des Drehoperators fiir infinitesimale Drehungen um den Winkel e
ergibt dann die Transformation der a-Komponente des Spinoperators

U tn,e)SPU(nye) ~ S +ie(—n-JSH+Sn-J)

= S - eZnﬂeamS? = Z Rog(n,€)S? (1.41)
By B
mit der Transformationsmatrix
Rop(n,e) = 0ap + € vaftrﬁv (1.42)
¥

die infinitesimale Drehungen um die Achse n beschreibt. Fiir endliche Winkel ist Rog(m, «) dann die
entsprechende SO(3)-Rotationsmatrix, die ja gerade das Skalarprodukt invariant lisst. Daraus folgt nun
die Rotationsinvarianz des gesamten Hamiltonian, der nur eine Summe von Spin-Skalarprodukten ist.

im Magnetfeld: Der Hamiltonian

H= %ZJUSZ--SF}LZS; (1.43)
(%] 7

weicht von (1.34) gerade um einen Magnetfeldterm ab und ist so nicht mehr vollstindig rotationsinva-
riant, da das Magnetfeld (hier in z-Richtung gewéhlt) von aufien vorgegeben ist. Lediglich Rotationen
um die Magnetfeldachse n || h lassen den Hamiltonian invariant, was letztendlich einer U(1)-Symmetrie
entspricht. Wie sich noch zeigen wird, hidngt die Symmetrie des quantenmechanischen Grundzustandes
von der Wahl der Austauschwechselwirkung (ferromagnetisch oder antiferromagnetisch) und im anti-
ferromagnetischen Fall noch von der Stérke des Magnetfeldes ab (spontane Symmetriebrechung) (siche
Abbildungen 16 und 17).
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Brechung der Symmetrie durch Gitterstruktur: In realen Festkorpersystemen sind die Matri-
xelemente der Austauschwechselwirkung im Ortsraum oft nicht isotrop, so dass man das allgemeine
Spinmodell

= 5303 Jiasiis? (1.44)
ij af

benutzen muss in dem der Austauschtensor
Jij,ocﬁ mit Oé,ﬂ S {xvyvz} (145)

vorkommt. Damit ist die Rotationssymmetrie explizit gebrochen; iibrig bleibt meist eine Rotationssym-
metrie um eine Achse (uniaxiale Anisotropie), falls kein Magnetfeld anliegt. Je nach Art und Stérke der
Anisotropie unterscheidet man folgende Spezialfille

1. Ising-Modell: J,, = J alle anderen Matrixelemente verschwinden
Im diesem einfachsten Modell magnetischer Systeme wird nur die z-Komponente des Spinoperators
beriicksichtigt.

1
Hysing = 5 > JiiSiSE =Y hS; (1.46)
(%] 7

Da sich die Zusténde eines Spinmodells nach dem Gesamtspin sowie dessen Projektion auf die z-
Achse klassifizieren lassen sind die Eigenzusténde des Modells explizit bekannt und ergeben so ein
semiklassisches Spinmodell, das nur durch diskrete Quantenzahlen beschrieben werden kann. Seit
der Beschreibung des Ising-Modells [2] wurden damit einige magnetische Phénomene beschrieben.
Wegen der starken Vereinfachung auf die z-Komponente des Spins, sind physikalische existieren Rea-
lisierungen dieses Spinmodells nur in stark anisotropen Materialien wie z.B. DyPO,4 oder CoCs3Cl.
Das Modell hat dennoch seine Daseinsberechtigung als Ausgangspunkt zur Beschreibung kollektiver
Eigenschaften und Untersuchung von Phaseniibergéngen.

2. XY-Modell: J;, = Jyy = J alle anderen Matrixelemente verschwinden

Hxy = % > i (SEST 4+ SYSY) + > hSE = % > JijSi-S;— SiS: =Y hSE (1.47)
ij i iJ i

Hier werden nur die Spinkomponenten in einer Ebene beriicksichtigt was eine gute Naherung fiir
magnetische Systeme ist, falls eine starke Anisotropie die Spins in eine Ebene zwingt. Anhand
der 2. Formulierung siecht man allerdings eine gewisse Ahnlichkeit mit dem Heisenberg-Modell mit
Ising-Anisotropie fiir A = —1 (sieche auch (4.1), (4.25)). Fiir eine exakte Losung in D # 1 ist das
Modell schon zu kompliziert, eignet sich jedoch wie das Ising-Modell als Modell zur Beschreibung
von Phaseniibergéngen und insbesondere zur Berechnung kritischer Exponenten [39].

3. Heisenberg-Modell mit Ising Anisotropie: Jyp = Jyy = J,J.. = J +1 6
Dieses Heisenbergmodell enthélt sozusagen beide erstgenannten Modelle und beschreibt die vollen
Eigenschaften der Spinoperatoren inklusive deren Algebra (1.1)

4. Dzyaloschinski-Moriya-Anisotropie
Als ein etwas ausgefalleneres Modell sei noch die Spin-Wechselwirkung tiber ein Kreuzprodukt

N 1
H=3 > (JiSi- Sj+dij - (Si x 8))) (1.48)

i

genannt, das ebenfalls ein Spezialfall von (1.44) ist und nur bei bestimmter Symmetrie der Kris-
tallstruktur angewendet werden kann.”

6Die Spezialfiille I = —J und I > J ergeben schlieRlich wieder das X-Y-Modell bzw. das Ising-Modell
7In der Verbindung LasCuOy, die uns noch hiufiger begegnen wird, spielt die Dzyaloshinski-Moriya-Anisotropie eine
starkere Rolle als die Dipol-Dipol-Wechselwirkungen, wenngleich beide Anisotropien vernachlédssigt werden kénnen [5]
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2 Grundzustande und elementare Anregungen von Heisenberg-
Magneten

2.1 Klassische Betrachtungen
2.1.1 Klassischer Grundzustand

Die Spinwellentheorie beruht im wesentlichen auf einer Entwicklung um den klassischen Grundzustand in
Potenzen der Quantenfluktuationen. Mittels dieser Methode kénnen wir sowohl approximative Ausdriicke
fiir Grundzustdnde und angeregte Zustédnde als auch Erwartungswerte von Operatoren also physikalische
Messgrofen bestimmen. Die allgemeine Entwicklung eines Operators

O =04+ i O (50)n (2.1)
n=0

erfordert also die Kenntnis des klassischen Wertes O.). In der Praxis wird die Entwicklung nach wenigen
Potenzen 60 abgebrochen, unter der Annahme kleiner Quantenfluktuationen (bzw. kleiner thermischer
Erwartungswerte von 50) Fiir unser Spinmodell ist nun der Spinoperator zu entwickeln. Da Drehimpulse
J fiir J — oo klassisches Verhalten zeigen, miissen wir in (1.34)

setzen, wobei m; der Richtungsvektor des klassischen Spins ist, und den Grenzwert S — oo ausfiihren
wobei sich die Gesamtenergie nicht &ndern darf, was

JijS? = ijl = const Sh = h' = const (2.3)

erfordert. Der klassische Grundzustand eines Heisenberg-Magneten im homogenen Magnetfeld ergibt sich
dann als Ergebnis der Minimierung von

1
HCIZEZJZImIm]—thI (2.4)
ij i

nach den Komponenten der klassischen Vektoren {m;} [5, 40].

Beispiele
1. Ferromagnet, Nachste-Nachbar-Kopplung (keine Frustration, hyperkubisches Gitter)

Jij=J <0 fir nachste-Nachbarn (2.5)

Dies ist der einfachste Fall sowohl fiir die Spinwellentheorie als auch den klassischen Grundzustand,
da hier alle Spins in die gleiche Richtung zeigen, die fiir verschwindendes Magnetfeld beliebig und
fiir h # 0 durch das Magnetfeld festgelegt ist.

2. Antiferromagnet (mit Ising-Anisotropie, hyperkubisches Gitter, keine Kopplung innerhalb der Un-
tergitter (4.1))

(a) ohne Magnetfeld h =0
Wir nehmen nur Né#chste-Nachbar-Wechselwirkungen an, die alle gleich stark sind, wie man
es auf einem einfach kubischen Gitter mit gleichen Gitterplédtzen erwarten wiirde:

Jij=J>0 fiir néchste Nachbarn (NN)

I;=1>0 fiir NN. (2:6)

Man beachte, dass die Richtung der lokalen Magnetisierung durch die Anisotropie festgelegt ist.
Ohne Anisotropie sind alle Richtungen gleichwertig (SU(2)-Symmetrie). Die Anisotropieenergie
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A A A-Untergitter A Abbildung 4: Klassischer Grundzustand
oo (Néel-Zustand) des Antiferromagneten ohne
M; | angelegtes Magnetfeld. Auf den Untergittern

i a sind die Spins jeweils in positive oder nega-

i . - > tive z-Richtung ausgerichtet. Die Untergitter-

magnetisierung My = Se, ist maximal.

B-Untergitter
\/ Y

zwingt die Spins dann aber im klassischen Grundzustand auf dem A-Untergitter jeweils einen
Zustand in Richtung der z-Achse und auf dem B-Untergitter entgegengesetzt einzunehmen
(siehe Abbildung 4). Mit der Minimierungsbedingung m; - m; = —1 ergibt sich die klassische
Grundzustandsenergie zu )
S

Ecl = 9

(Jij + Lij) - (2.7)
ij
Natiirlich ist auch der Zustand mdglich, bei dem die Untergitter ihre Rollen vertauschen, wir
gehen aber 0.B.d.A. davon aus, das die Spins auf dem A-Untergitter in positive z-Richtung

zeigen.

(b) im homogenen Magnetfeld

Prinzipiell kann man hier je nach Richtung des Magnetfeldes noch 2 Félle unterscheiden: Ist das
Magnetfeld parallel zur Anisotropie, so sind die Spins des einen Untergitters in einem stabilen
Gleichgewicht und die anderen Spins in einem labilen Gleichgewicht sobald das Magnetfeld
stirker wird als die Anisotropie. In diesem Fall ist ein so genannten Spin-Flop-Ubergang mog-
lich, der hier allerdings nicht untersucht werden soll. Fiir Magnetfelder senkrecht zur Aniso-
tropie h = he, ist die Beschreibung des klassischen Grundzustandes einfacher. Die klassische
Grundzustandsenergie schreibt sich als

52
Ea=-% ZKZ-J- — ShmN (2.8)
ij
mit der Abkiirzung
Kij = Jij(n* —m®) + Lijn® (2.9)

wobei die Skalarprodukte durch entsprechende Winkelfunktionen
n = cos v m = sin =n2+m?=1 (2.10)

ausgedriickt werden, die sich geméfs Abbildung 5 ergeben. Elementare Losung des Minimie-
rungsproblems ergibt schliefilich
h

- —gind 2.11
Ty " (211)
mit den Abkiirzungen A = I/J und dem kritischen Feld (2.13), Jo = 2D.J

3. Antiferromagnet (ohne Anisotropie, hyperkubisches Gitter, Néchste-Nachbar-Wechselwirkung)
Ohne Anisotropie erhalten wir aus (2.11) das bekannte Resultat fiir den Kippwinkel [41]

m = (2.12)

1
he'
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Abbildung 5: Die Entwicklung um den
klassischen Grundzustand des QAF im
Magnetfeld geht von lokalen Koordina-
tensystemen mit Koordinatenachse ent-
lang der Magnetisierung aus, die hier
um den Winkel 9 gegeniiber der z-
Achse gekippt ist.

4. Antiferromagnet (ohne Anisotropie, im starken Magnetfeld A > h.) Uberschreitet das angelegte
Magnetfeld einen kritischen Wert k., der gerade dem Austauschfeld

(2.13)

entspricht, so tritt eine ferromagnetische Ordnung ein, d.h. im klassischen Bild richten sich alle Spins
am duferen Magnetfeld aus. Diesen Fall erhalten wir auch als Grenzwert von (2.12) fiir h — h,
(siche Abbildung 16).

2.2 Quantenmechanische Grundzustiande

Bevor man elementare quantenmechanische Anregungen eines Modellsystems betrachtet, sollte man sich
ein Bild vom Grundzustand machen und dessen Symmetrien und Eigenschaften diskutieren.

2.2.1 Ferromagnet

Fiir den Quantenferromagneten mit Néchste-Nachbar-Wechselwirkung (2.5) im homogenen Magnetfeld
h = he ist der quantenmechanische Grundzustand [42]

N

0) e = H |S3) (2.14)
i=1

§718) = 515 (2.15)

gerade der Zustand, dessen Quantenzahlen dem klassischen Grundzustand entsprechen. Der rigorose Be-
weis dieser Aussage benutzt die Eigenwertgleichung der z-Komponente (2.15) des Spinoperators und die
Darstellung der ibrigen Komponenten (transversaler Anteil) als Produkte von Auf- und Absteigeope-
ratoren (1.2). Letztere tragen nicht bei, da sie den Grundzustand wegen S;'|S;) = 0 vernichten. Die
Grundzustandsenergie des Ferromagneten

Eorm = —N(DJS? + hS) (2.16)
ist bekannt und lésst sich aus der Maximalitét der Matrixelemente (S; - S;) und (S7) herleiten [8].

2.2.2 Antiferromagnet

Man kénnte nun analog zu (2.14) den Zustand

INeel) = T 1) [T 1) (2.17)

€A i€EB

als einen moglichen Grundzustand des Quantenantiferromagneten mit Néchster-Nachbar-Wechselwirkung
ohne Magnetfeld aufschreiben, da dieser genau dem klassischen Grundzustand entspricht. Hierbei bezeich-
nen A und B die Untergitter des hyperkubischen Gitters und die Eigenzustdnde zum Spinoperator sind
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nach (2.15) definiert. Berechnungen des Energieerwartungswertes ergeben die klassische Grundzustand-
senergie (2.7), wiahrend |Néel) allerdings kein Eigenzustand des Hamiltonian ist. Eine Anwendung von
(1.34) liefert auch Anteile eines Zustandes mit nicht mehr vollstindig antiparallelen Nachbarn. Dennoch
liegt beim Quantenantiferromagneten in 3 Dimensionen und in 2 Dimensionen fiir 7' = 0 ein geordneter
Zustand vor [6], so dass der Néel-Zustand eine gewisse Relevanz hat und man den korrekten Zustand
durch eine so genannte Spinwellenentwicklung um den klassischen Grundzustand erhalten kann und auch
Aussagen fiir T > 0 machen kann [43]. Die Energie des korrekten Grundzustands liegt dann nach dem Va-
riationsprinzip der Quantenmechanik [25] niedriger oder gleich hoch wie (2.7). Eine genauere Abschétzung
der Grundzustandsenergie [8] liefert die Néherung

—S(S+1)DJN < Ey < —S%DJN. (2.18)

Die entsprechenden Schranken konvergieren fiir den klassischen Grenzfall S — oo, aber sind fiir kleine
Spins S = % nur eine grobe Niherung

%DJN < Ey < fiDJN (2.19)

Lediglich in einer Dimension ist der Grundzustand des QAF durch den Bethe-Ansatz [3]| exakt bestimmbar
und liefert die Energie [8]

1
Eyp=1=—-JN (ln2 — Z) = —0.443JN. (2.20)

Neben einigen allgemeinen Aussagen zu Eigenschaften des Grundzustandes in endlichen Systemen wie
Marshall’s Theoreme,® bleibt das Problem der Bestimmung des Grundzustandes in D # 1 ungeldst.
Ergebnisse zur Grundzustandsenergie in Spinwellentheorie entnehme man fiir Spezialfille aus [44, 6].
Anders als beim Ferromagneten liefern also hier schon die quantenmechanischen Spinfluktuationen einen
Beitrag zur Grundzustandsenergie und machen das Modell des QAF bereits bei 7' = 0 interessant.

2.3 Angeregte Zustinde: Spinwellen

Thermodynamische Eigenschaften bei niedrigen Temperaturen kann man ndherungsweise durch niedrig
liegende angeregte Zustédnde bestimmen. Um die Art der Zustidnde zu veranschaulichen sei hier der einfach
angeregte Zustand des Heisenberg-Ferromagneten bestimmt [42]. Zu dessen Konstruktion betrachten wir

einen Zustand 1

1) = —
i V28
mit verringerter z-Komponente des Spins am Gitterplatz i, der wegen der Orthogonalitédt aller Spinzu-
stdnde auch orthogonal ist (i| j) = d; ;. Wenden wir den Hamiltonoperator des Heisenberg-Ferromagneten

(1.43) auf den Zustand an, so wird der Zustand durch den parallelen Anteil reproduziert, wiahrend der
senkrechte Anteil durch die Aufsteigeoperatoren gerade verschobene Zusténde erzeugt:

S 10 png = [S1) -+ S = 1) -+ |Sn) (2.21)

H i) = (Eo,pm + 1) i) + SZ Jij (i) = 13)) - (2.22)

Die eigentlichen Spinwellenzusténde lassen sich fiir translationsinvariante Systeme (J;; héngt nur vom
Abstand der Gitterpunkte ¢ und j ab) durch eine Linearkombination der Zusténde (2.21) konstruieren [9,
8]. Dazu definieren wir den Zustand

k) = \/% Ze—’“ i) (2.23)

als Fourierreihe der lokalisierten Zustédnde mit der neuen Quantenzahl k. Mit dem iiblichen Formalismus
der Fouriertransformation des Hamiltonian (Multiplikation mit e~%*""  Summation iiber alle Gitterplitze,

8Marshall’s Theoreme: Der exakte Grundzustand des Quantenantiferromagneten ist sowohl ein Eigenzustand zum Opera-
tor des Gesamtspins S2 als auch der z-Komponente des Gesamtspins S? zum Eigenwert 0 und lisst sich als Linearkombina-
tion der einzelnen Spinzustidnde an allen Gitterpliatzen schreiben, wobei die Entwicklungskoeffizienten einer Vorzeichenregel
geniigen miissen [45].
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Benutzen der Summendarstellung des Kronecker-Symbols) kénnen wir den so definierten Zustand als
Eigenzustand zum Eigenwert

B = Borw+h+ 5 (Jo = Ji), (2.24)
wobei Jp, = S5 Jse 9k die fouriertransformierte Wechselwirkung (B.11) ist, ermitteln.
HI|k) = Ey |k) (2.25)
Eigenschaften des Spinwellenzustandes

Spin-1-Anregungen Da es sich beim angeregten Zustand um eine Linearkombination von Zustéan-
den mit jeweils um eine Einheit verringerten Gesamtspin handelt, ist der Zustand |k) auch ein Eigen-
zustand zum Gesamtspinoperator S* = 3. S7, der gegeniiber dem Grundzustand einen um eine Einheit
kleineren Eigenwert hat

S*|k)y=(NS—-1)|k). (2.26)

Daher lassen sich die Quasiteilchenanregungen (Spinwellen) als Spin-1-Teilchen d.h. Bosonen verstehen.

Delokalisierung Da der Zustand |k) eine Linearkombination von allen Spinzusténden mit jeweils
an einem Gitterplatz erniedrigten Gesamtspin ist, ist die Erniedrigung des Gesamtspins auf das gesamte
Gitter verteilt. Berechnet man die Wahrscheinlichkeit fiir das Antreffen eines reduzierten Spins an der

Stelle 7 )
. 2 _ L1
(ilk)" = (2.27)

so ist die Wahrscheinlichkeit wie bei ebenen Wellen der Einteilchen-Quantenmechanik iiberall konstant.
Transversalitdt Die hier betrachteten Spinwellenzusténde sind transversale Wellen und beschrei-

ben damit eine Auslenkung der Spins senkrecht zur Magnetisierung, was man am leichtesten mittels der
Berechnung der Erwartungswerte der Spinkomponenten in z und y-Richtung sieht:

Lo o
= (k[3srs+580)
25
= Wcos(ﬁij).

k> (2.28)

Die hier berechnete transversale Spin-Korrelationsfunktion zeigt eine kleine Komponente des Spins senk-
recht zur Magnetisierung an jedem Gitterplatz, die sich wellenférmig von Gitterplatz zu Gitterplatz mit
einer Amplitude von % fortsetzt. Die transversalen Anteile der Spinkomponenten sind fiir 2 Spins im

Abstand r; — r; um einen Winkel 9;; = k- (r; — ;) gedreht (siche Abbildung 6).

Energiedispersion fiir lange Wellenléingen Eine Entwicklung von (2.24) nach kleinen Wel-
lenvektoren, sowie Subtraktion der Grundzustandsenergie ergibt die Dispersion der ferromagnetischen
Spinwellen zu:

ek = b+ JS(k|a)® + O(k"). | (2.29)

Ohne Magnetfeld erhalten wir so eine Anregung, die fiir lange Wellenldngen verschwindet. Damit han-
delt es sich um eine Anregung ohne Energieliicke (,,gapless®), von der die Eigenschaften des Heisenberg-
Magneten bei tiefen Temperaturen bestimmt werden. Das Vorhandensein von Anregungen ohne Energie-
liicke ist eine Konsequenz der spontanen Brechung der Spin-Rotationssymmetrie durch den ferromagneti-
schen Grundzustand nach dem Goldstone Theorem. Wir werden auf diesen Sachverhalt bei der Diskussion
des Quantenantiferromagneten nochmals zuriickkommen.
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Abbildung 6: Veranschaulichung von
ferromagnetischen Spinwellen in einer
Dimension: Fiir einen Zustand |k) mit
N ; endlichem k # 0 sind die klassischen
Spins derart aus ihrer ,Ruhelage* aus-
gelenkt, dass sie auf einem Kegel préa-
S zessieren, wobei der Prézessionswinkel
vom Gitterplatz abhingt. Die Welle
bewegt sich in Richtung der Ortsvek-
toren r;, wahrend die Auslenkung je-
weils senkrecht dazu ist (Transversa-
9, = ki litdt). Fir grofe S — oo ist dieses
Bild auch fiir die quantenmechanischen

Spinoperatoren korrekt.

L

2.4 Thermodynamik, Messgrofsen

Hier sollen kurz wichtige Messgrofen thermodynamischer Variablen vorgestellt werden, die sich mit-
tels statistischer Physik aus den Korrelationsfunktionen bzw. Energiespektren des Heisenberg-Magneten
berechnen lassen. Neben reinen 7' = 0 Ergebnissen werden auch einige Standardergebnisse fiir endli-
che Temperaturen angegeben. Schliefilich wird der Messprozess des dynamischen Strukturfaktors mittels
Neutronenstreuung beschrieben, mit dem es moglich ist ein Hauptergebnis dieser Arbeit nachzupriifen.

2.4.1 Magnetisierung

Betrachtet man einen makroskopischen Festkorper, so sind dessen wichtigste magnetischen Eigenschaften
durch das von ihm erzeugte Magnetfeld im Aufienraum gegeben, das schon die alten Griechen qualitativ
entdeckt haben. Die mikroskopische Ursache der Magnetisierung von Isolatoren mit lokalisierten Spins
ist der Erwartungswert des Spinoperators an allen Gitterplitzen.’

M= 1Y) (2:30)

Temperaturabhéngigkeiten dieser Grofie lassen sich nach Berechnung der freien Energie des Systems im
Magnetfeld im kanonischen Ensemble [39] herleiten. Da die Magnetisierung die kanonisch konjugierte
Variable des Magnetfeldes ist, folgt somit

1 1 0
M=—-————F(H). 2.31

N gpp OF (H) (2.31)
Standardergebnisse fiir die Magnetisierung lassen sich in Spinwellentheorie z. B. fiir den Ferromagneten
leicht unter Verwendung der Zustandssumme des freien Bose-Gases herleiten und ergeben fiir D = 3 das

Blochsche T3/%-Gesetz [46, 47|10

(2.32)

M(T) =S [1 -C (%)

wobei C' = 8 17~3/2¢(3/2) (siehe auch (1.10)), J die Austauschkopplung (2.5) und S der Gesamtspin
ist [51].

Fiir T = 0 ergibt sich das triviale Ergebnis M = S, das wir auch mittels des ferromagnetischen Grundzu-
stands (2.14) erhalten hétten. Die Spins an allen Gitterpldtzen sind parallel ausgerichtet. Erst thermische

9 Abgesehen davon sind fiir grofe Proben noch Domineneffekte und Formfaktoren wichtig, die hier nicht betrachtet
werden sollen [27]

10Tn niedrigeren Dimensionen bricht die Spinwellentheorie des Ferromagneten zusammen und die Magnetisierung diver-
giert. Genauere Analysen zeigen, dass zweidimensionalen Ferromagneten bei endlichen Temperaturen keine Magnetisierung
aufweisen (Hohenberg-Mermin-Wagner-Theorem [48, 49, 50])

20



Fluktuationen verringern die Mangetisierung, da in diesem Fall Spinwellen thermisch angeregt werden.
Die Grofie (2.32) ldsst sich im Prinzip auch als Funktion des Magnetfeldes verstehen, was im Falle des
Ferromagneten lange bekannt ist und keine iiberaschenden Effekte zeigt.!! Anders beim Antiferromagne-
ten: Ohne Magnetfeld verschwindet die Magnetisierung und nimmt im Magnetfeld Werte an, die fiir tiefe
Temperaturen im wesentlichen durch Quanteneffekte dominiert werden.

2.4.2 Untergittermagnetisierung

Die analoge Grofte zur Magnetisierung fiir den Antiferromagneten ist die gestaffelte oder Untergitterma-
gnetisierung, wie der klassische Grundzustand oder der Néel-Zustand (2.17) nahelegen:

M g Tads = 3 (Tl - ). 2

i€EA i€eB

Im klassischen Néel-Zustand ist dieser Erwartungswert wieder gerade der Spin My = S. Wie wir aber
schon gesehen hatten, ist dieser Zustand kein Grundzustand des Quantenantiferromagneten. Daher ver-
dndern nicht nur thermische Fluktuationen den Wert von M, sondern bereits Quantenfluktuationen
ergeben einen expliziten Beitrag. Ebenso wie die Magnetisierung lasst die M, als Ableitung der freien
Energie nach einem gestaffelten Magnetfeld (das beziiglich der Koordinatensysteme der Untergitter de-
finiert ist, siehe Seite 33) berechnen. Fiir 7' = 0 tragt nur der Grundzustand bei, somit vereinfacht sich
die Berechnung auf die Ableitung der Grundzustandsenergie

1 1 0
My=—-——— —FEy(H . 2.34
N grip 91 )‘H:o (234)
Die exakte Grundzustandsenergie ist aufer in D = 1 nicht bekannt. Daher ldsst sich die gestaffelte

Magnetisierung nur niherungsweise berechnen. Eine Spinwellennéherung [44] ebenso wie die Schwinger-
Bosonen Mean-Field-Theorie [51] liefert'?

_ K 1 i

e S[l 2S+O(52)] (2.35)
2 1 K1=0393 D=2
Bo= 5 — 1 - =
Nke;;Bz(m ) K, =0.156 D=3

(2.36)

Fiir den zweidimensionalen Fall wurde sogar bis zur 3. Ordnung gerechnet [53, 54, 55, 56]:

MS:S{1_0.197_0.0068+O(1)] 237

S S3 54

Auch fiir die gestaffelte Magnetisierung lassen sich Temperaturkorrekturen in linearer Spinwellentheorie
berechnen [44, 52, 47, 51]. Dazu werden die Spinoperatoren in (2.33) durch entsprechende Magnonen-
freiheitsgrade ausgedriickt und schlieflich die Zustandssumme freier Bosonen mit linearer Dispersion
ausgewertet.

K V2T -
MS—S{I——l—I—{ it D=2 (2.38)
25 67725 (75)° D=3

Hierbei ist ko ein Impuls-Cutoff der linearen Dispersion, sowie J die Austauschkonstante (2.6). Die
Formel (2.38) ist natiirlich nur fiir tiefe Temperaturen (und grofe Spins) gut, wenn die Korrekturen
klein gegeniiber der fiihrenden 1 sind. Weiterhin sei die Korrespondenz der langreichweitigen Ordnung
des D-dimensionalen Quanten-Heisenberg Modells bei 7' = 0 und des (D + 1)-dimensionalen klassischen
Heisenberg Modells bei endlichen Temperaturen angemerkt.

HDije Magnetisierung lisst sich gut mittels Molekularfeldtheorie beschreiben und geht durch thermische Anregungen bis
zur Curie-Temperatur auf Null zuriick.
12\Weitere Werte findet man auch im Ubersichtartikel [6] oder in den Orginalarbeiten [44, 52, 47].
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2.5 Wairmekapazitit

Fiir endliche Temperaturen tragen die Spinwellen wie alle Quasiteilchenanregungen des Festkorpers zu
spezifischen Warme

_ 1 0Ug
TN T
bei. Die innere Energie Ug setzt sich hierbei aus den Beitrégen der einzelnen (als entkoppelt betrachteten)
Sytemen der Phononen, Elektronen, Magnonen etc. zusammen. Im einfachsten Fall von lokalisierten Spins
des Heisenberg-Magneten haben wir nur den phononischen Beitrag

Ca (2.39)

Cpn = aT”? (2.40)
und die Beitrige der Spinwellen, die im Falle des Ferromagneten dem Gesetz [27]

Csw, rm = BrmT? (2.41)

aus der quadratischen Dispersion (2.29) resultieren, wihrend beim Antiferromagneten in linearer Spin-
wellentheorie die lineare Dispersion einen zu den Phononen analogen Beitrag zur Warmekapazitat auf-
tritt [47, 27

Csw, arm = BarmT?. (2.42)

Experimentell sind diese Gesetze fiir tiefe Temperaturen gut bestétigt, wihrend fiir héhere Temperaturen
die Spinwellentheorie keine gute Methode ist (weiteres in [57]).

2.6 Neutronenstreuung

Mittels Streuexperimenten kann man Eigenschaften von Festkérpern gut untersuchen, da die ,,Projekti-
le* die gesamte makroskopische Probe erfassen und somit insbesondere kollektive Phidnomene auflésen.
Wihrend Atom- oder Ionenstrahlen keine gute Wahl fiir Festkorper sind, weil sie einen zu grofsen Wir-
kungsquerschnitt haben und somit die Ndherung der Einfachstreuung nicht mehr gilt bzw. starke Ab-
sorption vorliegt, eignen sich Photonen und andere Elementarteilchen (Protonen, Elektronen, Neutronen)
bei relativ niedrigen Energien besser und werden intensiv angewendet. Aber allein die Neutronen wech-
selwirken nur mit ihrem magnetischen Moment'?® und sind damit ein ideales Projektil zur Untersuchung
magnetischer Eigenschaften im Festkorper [58]. Sie haben ein magnetisches Moment

1= YUN, (2.43)

wobei der gyromagnetische Faktor des Neutrons durch v = 1.91 und das Kernmagneton durch py = Tshc

(my: Masse des Neutrons, ¢: Lichtgeschwindigkeit) gegeben ist. Sie wechselwirken {iber ihr magnetisches
Dipolfeld mit den im Festkorper vorhandenen magnetischen Momenten der Elektronen. Weiterhin liegt
bei thermischen Neutronen E =~ 20meV sowohl deren kinetische Energie

21,2
E:hk
2m.,

(2.44)

im Bereich elementarer Anregungen des Festkorpers als auch die entsprechende de Broglie-Wellenlédnge

ao 2mh (2.45)

2mp E
im Bereich typischer Gitterkonstanten des Festkorpers und lasst somit starke Interferenzeffekte auftreten.
In der Praxis wird eine monochromatischer Neutronenstrahl mit dem Wellenvektor k und der Energie
E auf eine Probe gerichtet und mittels eines Detektors die unter dem Winkel ¥ gestreuten Neutronen
mit dem Wellenvektor k&’ und der Energie £’ registriert (siche Abbildung 7). Aufgrund der Geometrie

13Dje starke Wechselwirkung kann hier vernachlissigt werden, da die Wirkungsquerschnitte fiir nicht radioaktive Kerne
bei thermischen Neutronen verschwindend klein sind.

MEinen guten Uberblick iiber aktuelle Neutronenquellen und experimentelle Details bietet [59], wihrend die theoretischen
Grundlagen auch im Hinblick auf die Streuung an Spinwellen in Standardwerken von Lovesey [60, 61| nachgelesen werden
kénnen.
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Abbildung 7: Geometrie eines typischen Streuexperiments:
Von der Quelle S wird ein Strahl monochromatische Neu-
tronen (gestrichelte Linie) mit Wellenvektor k auf die Probe
T gerichtet. Findet nun eine Wechselwirkung mit Impuls-
iibertrag g statt, so registriert der Detektor D Neutronen
mit Impuls &, die unter dem Winkelpaar (¢, ¢) gestreut
wurden. Aus den Zahlraten des Detektors bestimmt man
dann die pro Oberflachenelement einer Einheitskugel df)
gestreuten Neutronen. Zusammen mit der Information der
Energieauflésung des Detektors sowie des Flusses primérer
Neutronen wird dann der Wirkungsquerschnitt (2.52) bzw
(2.54) bestimmyt.

(Rotationsinvarianz um Strahlachse) sind die Messgrofien die so genannten Wirkungsquerschnitte. Fiir
elastische Streuung wird der differentielle Wirkungsquerschnitt j—g (0, ¢), der die Anzahl der im Raum-
winkelelement df) gestreuten Neutronen pro einfallende Neutronenflussdichte angibt, gemessen. Dagegen
misst man bei elastischer Streuung, bei der die Neutronen ihre Energie durch Erzeugung oder Vernichtung
von Quasiteilchenanregungen im Festkorper andern (E # E’), den partiellen differentiellen Wirkungs-
querschnitt, der die Anzahl der im Raumwinkelelement df2 gestreuten Neutronen mit Energie im Intervall
zwischen E' und E’+ dE’ pro einfallende Neutronenflussdichte und Energieintervall angibt. Die entspre-
chenden Wirkungsqerschnitte lassen sich wegen der schwachen Wechselwirkung zwischen Neutronenstrahl
und Probe in Bornscher Ndherung, also 1. Ordnung Stérungstheorie mittels Fermi’s Goldener Regel be-
rechnen. Es wird sich zeigen, dass der Wirkungsquerschnitt proportional zum magnetischen dynamischen
Strukturfaktor ist. Das quantenmechanische Problem l&sst sich mittels des Hamiltonian

formulieren. Der Hamiltonoperator des Festkorpers Hypk bestehe nur aus den magnetischen Anteilen und
sei gelOst:

Hyk o) = B, |a) . (2.47)
Der Neutronenhamiltonian sei mit ebenen Wellen im Volumen V'
(r| k) = L er Ey = L (2.48)
VV 2my,
durch die Eigenwertgleichung
Fi k) = B [K) (2.49)

gelsst. Die Wechselwirkung werde durch einen Dipol-Wechselwirkungsterm Hyw vermittelt.

2.6.1 Elastische Streuung

Bei elastischer Streuung dndert sich die Probe nicht, so dass wir fiir die Streuamplitude geméfs Fermis
Goldener Regel
2 . 2
dM = % ‘(k:\ Hww |k/>) dpi (E) (2.50)
erhalten, wobei dpg/ (E)’ die Dichte der Endzustdnde pro Energieeinheit ist. Mit der Energie der gestreuten

Neutronen (2.48) konnen wir das Matrixelement direkt mit dem Raumwinkelelement durch Losung eines
Impulsintegrals in Verbindung bringen und erhalten

Vo omy|k|
(2m)3 2

Wegen der Dichtenormierung der ebenen Wellen ist das Matrixelement nun gerade die Anzahl der im
Raumwinkelelement gestreuten Neutronen pro Zeiteinheit und der Wirkungsquerschnitt ldsst sich mittels

do (mnV

2 . NE
dM = = ‘<k| Hww k) Q. (2.51)

2
2
= (52) 0kl trwny 1) (252)
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berechnen.

2.6.2 Inelastische Streuung

Die Ableitung des differentiellen Wirkungsquerschnitts fiir die inelastische Neutronenstreuung erfolgt
nach dem gleichen Schema. Da nun die Anfangs- und Endzustéinde der Probe nicht mehr gleich sind,
dndert sich das durch Hww vermittelte Matrixelement unter Beachtung der Energieerhaltung

hw=FE—E =E, — Eq (2.53)

zZu

W6 (ho — B, + B (2.54)

o \k | : —BE
dQdE k| (27rh2> aza,e <

wobei wir noch iiber die thermische Verteilung der Anfangszustéande mit Bolzmannfaktor gemittelt und
iiber alle moglichen Endzustdnde summiert haben. Die Zusténde |k, ) sind einfache Produktzusténde
gemdf (2.48) und (2.46).

Fiir unsere spezielle Wechselwirkung zwischen dem magnetischen Dipolmoment des Neutrons und den
magnetischen Momenten der Elektronen im Festkorper berticksichtigen wir nur den Spinanteil lokalisierter
Elektronen. Das magnetische Dipolfeld der Elektronen

3er(er - pe) — He

HDIP( ) ‘T"?’

(2.55)

am Ort r (e, = r/|r|, Dipolmoment der Elektronen am Gitterplatz i, p, = —gugpS; (1.5)) wechselwirkt
nun mit dem magnetischen Moment der Neutronen (siehe (1.5))

P, = VN S (2.56)

wobei S, der Operator des Neutronenspins ist. Damit ist der Wechselwirkungsoperator gerade das ent-

sprechende Skalarprodukt
3er(e,« . SZ) — Sl

Hww = gypnpnSy - BE (2.57)
Uber die Darstellung des Dipolfeldes
He X T
Hpip(r) =V x ( P ) (2.58)

als Rotation sowie der Foriertransformation der Funktion f(r) = 1/|r| ldsst sich das Matrixelement
des Wechselwirkungsoperators zwischen 2 verschiedenen Neutronenzustdnden mit Wellenvektor k und k'
auswerten:

<k

Der Ortsvektor wurde in den Ortsvektor 7; des Spins 7 und den Abstandsvektor r aufgespalten sowie der
Vektor des Impulsiibertrages und ein entsprechender Einheitsvektor

q
g=k-kK e, =—
* ldl

Si X (r =) k> - %e—iwsi (eq X (Si % eg)). (2.59)

Sn -V x
"I‘—Ti|

(2.60)

eingeﬁihrt Betrachten wir weiterhin den zusétzlichen Freiheitsgrad der Spinpolarisation in der Summe
n (2.54), so folgt fiir den partiellen differentiellen Wirkungsquerschnitt

d’o 297unppm, \ 2 K| 8. —BE.. 2
ddE ( h2 ) WZZWW—EM + Eo)e PPee PR [(gal 8, - S1(q) |o'a’)|”. (2.61)

a,o o0’

Dabei haben wir den Operator

Si( 26“’ Tieq X (Si % eq) Ze“’ Ti (S — (eq-Si)eq) (2.62)
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als den zu q senkrechten Anteil der Fouriertransformierten des Spinoperators definiert, fiir den

(S1(9)" =S.1(—q) (2.63)

gilt. Zur Vereinfachung gehen wir von unpolarisierten Neutronen aus, sodass die entsprechenden Impuls-
Eigenzusténde zu verschiedenen Polarisationen o gerade

Ze (o] 8¢ |0") (o] S o) = 6% (2.64)

erfiillen und sich unsere Formel (2.61) zu

—5(q,w) (2.65)

Po _ (2gypvpsma? k]
dQdE’ K2 K|

vereinfacht, wobei der dynamische Strukturfaktor

Ze (o] S1(—q)|a’) - (/| S1(q) |e) 6(hw + Eo — Ey) (2.66)

definiert wurde. Der Vorfaktor des partiellen differentiellen Wirkungsquerschnitts hat offensichtlich die
Dimension einer Lange

29YUNEB T gYES gy
= =297\ a, 2.67
h? 2mc? g T ( )
wobei A\, = e die Comptonwellenlinge und o = ;C ~ 137 die Feinstrukturkonstante ist, so dass

sich zusammen mit der Dimension des dynamischen Strukturfaktors von inverser Energie (aus der 6-
Funktion) die korrekte Dimension des Wirkungsquerschnitts (Fldche/Energie) ergibt. Weiterhin ist es
iiblich das Skalarprodukt der zum Impulsiibertrag g transversalen Spinkomponenten als

3
Si(q)-Si(—a) =Y (6 — eqcq;) S'(@)5 (—q) (2.68)
3,j=1

zu schreiben und somit den dynamischen Strukturfaktor als

3

S(q,w) = D (8 — eqgica) S (q,w) (2.69)

i,j=1

darzustellen, wobei die dynamischen Strukturfaktoren des Spinsystems als

S (q,w Z e PP (a] §7(q) |o) (/]| $7(q) |a) 6 (hiw + Eo — Eor) (2.70)

(X()i

definiert sind. Der partielle differentielle Wirkungsquerschnitt fiir die Neutronenstreuung an Proben mit
lokalisierten Spins ist proportional zum Anteil des dynamischen Strukturfaktors, der senkrecht zum Im-
pulsiibertrag ist. Fiir den speziellen experimentellen Aufbau kénnen wir nun noch die Lage des Impuls-
iibertrags relativ zur Probe, genauer zur Magnetisierung!® der Probe withlen. Fiir ¢ | M = Me, spricht
man vom transversalen dynamischen Strukturfaktor

=3¢ (Ital $7(a) o'} + l{a] 5" (a) |} ) (2.71)

der sich geméf (1.2) auch durch die Leiteroperatoren ausdriicken ldsst. Diese Grofe beschreibt gera-
de die ferromagnetischen Fluktuationen durch Spinwellen und erlaubt in linearer Spinwellentheorie das

15Tm Falle des Antiferromagneten legt ein dufieres Magnetfeld die Richtung der Magnetisierung fest.
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Ausmessen der Dispersionsrelation. Im Falle der Abbildung der Spinoperatoren auf freie Bosonen erzeu-
gen und vernichten die Leiteroperatoren gerade ein Quasiteilchen mit definiertem Impuls, daher hat der
transversale dynamische Strukturfaktor fiir den Ferromagneten gerade die Form [9]

1
Sl(q,w) =NS |:1+ W} [(5(ﬁw—eq) —5(hw+eq)] (2.72)
sowie die Eigenschaft der ,detailed balance®
S1(g,—w) = e "5 (q,w). (2.73)

Fiir den Antiferromagneten ist die zum Spinoperator im Impulsraum analoge Grofe gerade

Sg,st = Zgiefik'nsg a € {J),y,Z,—F, _} (274)

mit der Definition (4.12), da sie die Fluktuationen der gestaffelten Magnetisierung (Untergittermagneti-
sierung) beschreibt. Fiithren wir einen antiferromagnetischen Nestingvektor

D
Q=Y gei (2.75)
i=1

ein, so konnen wir die Gleichung (2.74) auch zu

Sk,st = Zei(kﬁ'Q)‘" = Sk+qQ (2.76)

i

umschreiben, wobei wir die Identitét '
QT = ¢ (2.77)

benutzt haben. Damit miissen wir zur Messung antiferromagnetischer Eigenschaften also den Bereich des
Wirkungsquerschnitts bei Impulsiibertrigen im Bereich des Nestingvektors @ ansehen. Somit ldsst sich
durch Messung des dynamischen Strukturfaktors wie beim Ferromagneten auch die Dispersionsrelation
des Antiferromagneten bestimmen [5]. Da jedoch die Erzeuger/Vernichter der antiferromagnetischen Ma-
gnonen noch iiber eine Bogoliubov-Transformation mit den Spinoperatoren verkniipft sind, erhdlt man
in linearer Spinwellentheorie fiir den zum Impulsiibertrag transversalen dynamischen Strukturfaktor des
Quantenantiferromagneten [62]

Sise(k,w) = NS {1 + W} [uj, + v |? [0(hw — Ex) — 0(hw + Eg)] (2.784)
SL(k,w) = NS |:1 + ﬁ} ‘u;; — ’Ukl2 [(5(ﬁw — Ek) — 5(770} + Ek)] . (278b)

Es kommen noch die Koeffizienten der Bogoliubov-Transformation vor, deren Entwicklung fiir kleine
Wellenlédngen hier nur angegeben wird

2vD
ka
ka

2vD’

Uber die Messung der Position der Reflexe (in der Theorie reine §-Peaks) erhilt man die Dispersionsre-
lation, die fiir kleine Wellenvektoren wie

Q

uj, 4 v |? (2.79a)

Q

luj, — v |? (2.79b)

B ~ colk| (2.80)

geméf linearer Spinwellentheorie verlduft. Es ist jedoch klar, dass eine Messung bei kleinen Impulsiibertré-
gen schwieriger wird, da der energieintegrierte Strukturfaktor klein wird, wihrend das spektrale Gewicht
nahe des Nestingvektors groft wird.
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3 Quantenmechanische Beschreibungen der Spinwellen

Der Heisenberg-Hamiltonian enthélt nun in jedem Fall nicht kommutierende Operatoren, so dass in D > 1
kein gemeinsames System von Eigenzustdnden zu den auftretenden Operatoren existiert und der Hamilto-
nian prinzipiell nicht exakt diagonalisierbar ist. Ein Mean-Field Ansatz auf dem Level der Spinoperatoren
zur naherungsweisen Diagonalisierung des Modellhamiltonian liefert ein grundlegendes Verstandnis fiir
das Vorhandensein magnetischer Ordnungen und beschreibt auch Temperaturabhingigkeiten der Ord-
nungsparameter [8].

Fiir weitere Berechnungen, insbesondere die Untersuchung von Korrelationsfunktionen, ist es nun sinnvoll
die Spinoperatoren auf andere Operatoren zumindest ndherungsweise abzubilden und das daraus entste-
hende Modellsystem niher zu analysieren und zu l6sen. Mittels der Holstein-Primakoff-Transformation
(HP), der Dyson-Maleev-Transformation (DM) und dem Schwinger-Bosonen-Ansatz haben sich 3 Boso-
nisierungstechniken etabliert, die ich im Folgenden beschreiben werde.

3.1 Spindarstellungen

Die Spinoperatoren lassen sich durch bosonische Operatoren mittels der Parametrisierung [63]

57 = Sl=s5—n; , =0l (3.1a)
147
+ _ TR
sio= Vs (1-gg) T b (310
- : - & 1;77
S7 = V28! (1 25) : (3.1c)

fiir beliebiges 1 ausdriicken. Hierbei ist .S der Gesamtspin aller Spinoperatoren, der im Festkorper dann an
jedem betrachteten Gitterplatz identisch sein muss. Die neuen Operatoren b;f und b; sollen nun Erzeuger
und Vernichter fiir Bosonen sein, erfiillen damit die Kommutatoren

[b:,0]] =65, [bi,b;] = [, 0] =0 (3.2)

J 7]

und die natiirlichen Zahlen sowie die Null sind entsprechende Eigenwerte des Operators n;. Damit die
entsprechende Transformation die Eigenschaften des Spinsystems korrekt auf Bosonen abbildet, muss die
Spinalgebra (1.3) erfiillt sein, was man folgendermafen sieht:

o5 (- 35) Tl - 3) T -0 (-5 )
25 ((1-35) 7 (e [nt]) (- 35) 7 0 (- 32)0)

)
(1= e g Pty o binabs
25 (n (1 s) 1 bith; +

[Si", 5]

2

2 28 25

I
[\
U
=

|

|

|

= 2(S—n;) =28 (3.3)

Dabei haben wir (3.2) sowie die Kommutatoridentitit zum Vertauschen operatorwertiger Funktionen'®

benutzt, die es uns erlaubt n; an der Taylorreihe von (1 — n;/ 2S)(li">/ ? vorbeizutauschen. Der Kommuta-
tor fiir verschiedene Pldtze i # j ist trivial, da alle Operatoren, die in der Taylor-Entwicklung auftauchen,

vertauschbar sind. Somit folgt [Sf , Sﬂ = 20 SZ” falls wir auf bosonische Operatoren abbilden.

16Betrachtet man eine beliebige Funktion f(x) einer reellen Variablen x, so gilt fiir das Analogon der iiber die entsprechende

Taylor-Entwicklung definierten operatorwertigen Funktion f (A) fiir den Kommutator [ f (A), A] = 0, wie man sich mit der
trivialen Identitat [A, A"] = 0 klar macht.
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Die Vertauschungsrelation von SZ“ mit den Leiteroperatoren berechnet man mit dhnlichen Schritten
wie folgt

[sl.s7] = {S—n\/ﬁ(l—;—s>;b}:—\/ﬁ{n<1—;—S>;b}

ng\ == ni\ T2t
— V23S (1 - —Z> b = V25 (1= 25) 7 b= ST 3.4
) [ =" Z (3.4)
Wieder wurde der Besetzungszahloperator an der Taylor-Entwicklung der Wurzel vorbeikommutiert sowie
der elementare Kommutator

[ni, bi] = bi[b;r,bi} = —b;

benutzt. Nun ist der entsprechende Kommutator mit dem Absteigeoperator trivial durch hermitesche
Konjugation der Gleichung (3.4) zu erhalten, wenn man folgendes berticksichtigt:

sl = (S}')T [a,b]" = —[aT,b1]. (3.5)

Fiir verschiedene Gitterplétze verschwindet der Kommutator wieder, so dass wir insgesamt die Spinalgebra
(1.3) erfiillen. Damit bildet die Transformation (3.1) die Spinoperatoren, mit denen der Hamiltonopera-
tor des Heisenberg-Modells dargestellt wird, auf ein Modell von (wechselwirkenden) Bosonen ab, dessen
elementare Anregungen im k-Raum die Spinwellen sind, wie wir spéter noch explizit herleiten werden.

Fiir den Operator SI!I existiert (zusammen mit dem Operator S?) ein System von Eigenfunktionen mit den
Eigenwerten m; = (—=S,...,S5) in ganzzahligem Abstand (siehe (1.1)). Wie man anhand der Gleichung
(3.1a) sieht, entspricht der Zustand ohne angeregtes Boson gerade dem Zustand mit dem hochsten Eigen-

wert S des Operators SZH. Fiir jedes angeregte Boson, wird der Eigenwert von SZH gerade um eine Einheit er-
niedrigt (sieche Abbildung 8), so dass man bei 25 angeregten Bosonen gerade den Zustand mit minimalem
Eigenwert erhélt. Fiir eine mathematisch exakte Durchfiithrung der Transformation muss der Fockraum
der Bosonen auf gerade die 25 + 1 Zusténde pro Gitterplatz beschréankt werden (nicht-holonome Neben-
bedingung). Durch diese Beschrinkung des Fockraums [64] entstehen in der Formulierung der Theorie
weitere Terme in der bosonischen Darstellung, die man gewthnlich kinematische Wechselwirkung nennt.
Fiir den Fall ferromagnetischer Kopplung wurde bereits gezeigt [42, 46|, dass diese Wechselwirkungsterme
fiir das Endergebnis keine Rolle spielen und somit vernachléssigt werden kénnen, obwohl man prinzipi-
ell zwischen idealen und realen Spinwellenzustédnden unterscheiden muss. Daher ist es iiblich zumindest
bei Berechnungen bei tiefen Temperaturen die Nebenbedingung zu ignorieren [14]. Wéhrend diese Ver-
einfachung fiir den Ferromagneten bei tiefen Temperaturen einfach zu motivieren ist, da zumindest der
Grundzustand und Ein-Magnonen-Zusténde keinen Uberlapp mit nicht-physikalischen Zustinden haben,
enthalten die Spinwellenzusténde des QAF nach der Diagonalisierung mittels Bogoliubov-Transformation
(siehe Appendix C) explizit Anteile nichtphysikalischer Zusténde. Es ldsst sich jedoch zeigen, dass der
Fehler in der Spinwellentheorie von der Ordnung e~®% mit einer positiven Konstante o ist und somit die
Entwicklung nach inversem Gesamtspin asymptotisch korrekt ist [5, 63].

Die Art und Weise wie die Leiteroperatoren auf Bosonen abgebildet werden ist aus der Transformation an
sich nicht so einfach zu erkennen, man beachte jedoch dass die Gleichungen (3.8b) und (3.8¢) nur geméif
der entsprechenden Taylor-Entwiklung der Wurzelfunktion definiert sind. Weiterhin ist anzumerken, dass
man im klassischen Grenzwert S — oo die Beschréinkung des Fockraums der Bosonen wegféllt. Ebenso
wird bei tiefen Temperaturen die Berechnung von Erwartungswerten gute Ergebnisse liefern, da dann
geméifs Bose-Statistik nur niedrigliegende bosonische Zusténde besetzt sind,somit die Beschrankung des
Fockraumes keine Rolle mehr spielt und damit n/2S der kleine Entwicklungsparameter ist. Elementare
Bestimmung der Taylor-Entwicklung ergibt

1in 2 3
fn(x):(l—az)% :1—%(1in)x—%(1+n2)x2+%(—3in+3n2¢n3)x3+0(z4). (3.6)

Somit folgt fiir die Entwicklung der Wurzel nach inversen Potenzen des Gesamtspins (1/S Entwicklung):
1in 2y, 2 24,2
ni\ = (Atmni  (A+n7)ni 3Fn—3n"+n 1
1- —) =1- - L : O(S™). 3.7
(1= 35 15 3252 saigs OB 37
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Abbildung 8: Abbildung des
Spinoperators (hier S = 2) auf
Bosonen gemif (3.8a): Ganz
links ist der Zustand mit nied-
rigster Energie dargestellt (ange-

2T legtes Magnetfeld fiir freie Spins,
1T @ bzw. Minimierung der Ener-
0ot gie aus der Austauschwechselwir-
ad é kung), der in der bosonischen
Sprache gerade der Vakuumzu-
stand ist. Nach rechts nimmt die
Anzahl der Bosonen gerade um
eins zu und der Spinzustand hat
%/ %/ w w @/ jeweils eine um eine Einheit klei-
nere Projektion auf die z-Achse.
|0> ‘1 ‘2> |3> |4> Ganz rechts ist schlieflich der
Zustand mit minimalem S* =
—2, was gerade die Beschran-
kung der Bosonenzahl auf 4 be-

deutet.

Setzt man nun diese Entwicklung in den Heisenberg-Hamiltonian ein und ordnet die entstehenden Terme
nach Potenzen von 1/S (respektive Potenzen der Erzeuger bzw. Vernichter), so erhilt man die bekannte
1/S-Entwicklung oder Spinwellenentwicklung (nach Transformation in den k-Raum).

3.1.1 Holstein-Primakoff-Transformation

Fiir n = 0 ergibt sich aus (3.1) insbesondere die Holstein-Primakoff-Transformation [65]:

Si = Sl=8-ni,  ni=blb (3.80)
+ — —
Sto= V28,/1 2Sb (3.8b)

A
I

L tofg_
: (SH)' = v2sb!, /1 o (3.8¢)

Diese bildet insbesondere die Eigenschaft der Hermizitét der Aufsteigeoperatoren korrekt ab und erzeugt
so einen hermiteschen Hamilton-Operator. Somit vereinfacht sich (3.7) zu

-4l — -, .
28 1S 3257 185 T 0™ (39)

3.1.2 Dyson-Maleev-Transformation

Es ist noch eine alternative Formulierung bekannt, die erstmals von Dyson [42] und Maleev [66] verwendet
wurde und zu einem Hamilton-Operator fiihrt, der nur Wechselwirkungen mit 4 Erzeugern/Vernichtern
enthédlt und sich aus (3.1) fiir n = 1 ergibt. Die Transformation ist insofern exakt im Vergleich zur
HP-Trafo, als man die Darstellung der Spinoperatoren nicht bei endlichen inversen Potenzen des Spins
abbrechen muss. Um das Auftreten des 6-er Vertex im Hamiltonian zu vermeiden, bendtigt man fiir
die Untergitter des Quanten-Antiferromagneten (QAF) zwei unterschiedliche Transformationen und han-
delt sich gleichzeitig einen nicht-hermiteschen Hamiltonoperator ein. Zunéchst einmal die Definition der
Transformation fiir den Antiferromagneten 7

7Fiir den Ferromagneten benutzt man gewohnlich die Transformation auf einem der beiden Untergitter, da nur kom-
binierte Terme von Aufsteige und Absteigeoperatoren bei der Entwicklung um den ferromagnetischen Grundzustand (Ko-
ordinatensystem durch (4.54a) gegeben) auftreten. Die identische Transformation auf beiden Untergittern hat im Falle
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Sl=8—mn;,  ni=0blb
A-Untergitter S} = V28 (1 - ;—S) by (3.10a)
S = V28b!

Sj‘-l:S—nj, nJ:bjb]

B-Untergitter S,Jr = V25b; (3.10b)
- _ T nj
S =280} (1~ ﬁ)

Die Spinoperatoren in der Dyson-Maleev-Transformation erfiillt die Identitéten

Sla=5lp= (Sz“,B)Tv Sia = (SZB)Tv Sia = (SIB)T' (3.11)

Der zusétzliche Index bezeichnet das entsprechende Untergitter; man beachte jedoch, dass ein Gitterplatz
¢ immer entweder zum A-Untergitter oder zum B-Untergitter gehort und diese obigen Gleichungen nur
symbolisch gelten.

Wie wir spater sehen werden, ergibt die Parametrisierung mit der DM-Transformation einfachere Terme,
mit denen sich die entsprechenden Ausdriicke fiir die Holstein-Primakoff-Transformation darstellen las-
sen. Weiterhin werden wir sehen, dass man mit beiden hier vorgestellten Transformationen die gleichen
physikalischen Ergebnisse erhilt, so dass auch die DM-Transformation eine korrekte Herangehensweise
an den nicht diagonalisierbaren Heisenberg-Hamiltonian darstellt, obwohl in der DM-Transformation of-

fensichtlich die Identitét S;L = (S; )T nicht erfiillt ist und sich daher ein nicht-hermitescher Hamiltonian
ergibt. Wahrscheinlichkeitsdichte geht aber dennoch nicht verloren, da die Antihermizitét fiir beide Un-
tergitter in gleicher Weise gilt und hermitesches Konjugieren der Operatoren prinzipiell nur die Rolle der

Untergitter vertauscht, die in den hier betrachteten Modellen ohnehin gleichwertig sind.

3.1.3 Schwinger-Bosonen

Ein etwas anderer Ansatz besteht in der Abbildung der Spin-Matrizen auf 2 harmonische Oszillatoren,
den so genannten Schwinger-Bosonen [12]. Dazu betrachten wir pro Gitterplatz einen 2-komponentigen
Spinor [26]

al (aJ{, aé) (3.12a)

( Z; ) (3.12b)

der bosonische Operatoren mit der iiblichen Algebra [a,, a;[] = 0;; enthélt und bilden den Spinoperator
wie folgt ab:

a

S=a'oa (3.13)
mit den Pauli-Matrizen [25]. Komponentenweise ldsst sich das umschreiben zu
5% = ala; —abas (3.14a)
St = alay (3.14b)
ST = agal. (3.14c¢)

Damit erhoht die Erzeugung eines Teilchens 1 die z-Komponente des Spins um 1/2, wihrend die Er-
zeugung eines Teilchens 2 die z-Komponente um 1/2 vermindert. Auch dies ist eine Darstellung der
Spinoperatoren zu beliebigen Gesamtspin durch bosonische Operatoren. Abschliefend mochte ich noch
kurz den Zusammenhang mit der Holstein-Primakoff bzw. Dyson-Maleev-Darstellung erwdhnen. Die Dar-
stellung (3.14a) enthédlt noch keine Fixierung des Gesamtspins. Dazu miissen wir die Bosonen vom Typ

1 und 2 mit 5

2
abay = \/agag +ala; —ala; = \/23’ —alay (3.15)

des QAF den Nachteil von Termen, die insgesamt 6 bosonische Operatoren enthalten. Obwohl es auch Arbeiten in dieser
Parametrisierung [21] gibt, wird hier nicht weiter darauf eingegangen.
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S+
ps ° .\ ° ° ° Abbildung 9: Darstellung des Hilbertraumes der
\9: Schwinger-Bosonen durch diskrete Punkte: Fiir fes-
ten Gesamtspin sind die erlaubten Zustinde im
o [ ) o o o (¢} . . .
2 Schwinger-Bosonen-Formalismus auf Geraden mit
w2 fester Gesamtzahl der Bosonen vom Typ 1 und Typ
e ©O© e* o o o . . .
2 7 2 (gestrichelte Linie: S=1, gepunktete Linie S=2).
N Die Stufenoperatoren vermitteln Spriinge entlang der
o o~ © [} © o Di
Do iagonalen.

koppeln, (siehe Abbildung 9) wobei wir den Operator des Gesamtspins
A~ 1
5= 5(@1@1 +alay) (3.16)

mit den iiblichen Eigenwerten S = 0,1/2, 1... eingefiihrt haben. Fiir festen Gesamtspin ersetzen wir den
Operator S durch den entsprechenden Eigenwert und erhalten

2
a;ag =1/25 — a{al . (3.17)

Fiir diagonale Typ 2 Operatoren ag = ay folgt dann die Holstein-Primakoff-Darstellung (3.8) mit
(11-(11
as = V2541 - 21—, (3.18)
25
Setzt man dagegen
al{al t
ar =1-— 93 ay =1, (3.19)

so ergibt sich die Dyson-Maleev-Parametrisierung (3.10). Am Ende sei noch auf eine Vielzahl anderer
Bosonisierungstechniken z.B. [67] hingewiesen, die man in Standardliteratur zum Magnetismus [26, 51, 68|
findet.

3.2 Quanten Nichtlineares c-Modell

Das Problem des Quantenantiferromagneten kann man auch mit einer effektiven Feldtheorie beschrieben
werden, die im Prinzip auch beliebige Kopplungen (nicht nur Néchste-Nachbar-Wechselwirkungen) be-
riicksichtigen kann. Die explizite mikroskopische Herleitung aus dem Heisenberg-Modell beruht auf der
Annahme quasiklassischen Verhaltens fiir S — oo [69] und der Berticksichtigung niederenergetischer An-
regungen (siehe auch [70, 71]). Der Ordnungsparameter, die Untergittermagnetisierung M, wird durch
einen von Ort und Zeit abhéngigen Einheitsvektor

Q(r,7) (3.20)

mit O(3)-Symmetrie repréisentiert. Die Berechnung der Zustandssumme erfolgt {iber ein Funktionalinte-
gral [72]

Z[Q) = /D[Q]6(|Q| —1)e~ el (3.21)

31



mit der effektiven Wirkung [11, 6, 73]

po hB g
S = 3/0 dT/dDT

Darin geht als Parameter die Spin-Steifigkeit p2, die die Anderung der Energie beim Drehen des Spins
aus dem Grundzustand angibt [63], sowie die Spinwellengeschwindigkeit ¢ ein, die im Falle des Quan-
tenantiferromagneten mit Néchste-Nachbar-Wechselwirkung die Werte [51]

2

D
> o
i=1

1
+ 510,97 . (3.22)
2
0

o° JS2%a?*~ P (3.23a)
JoSav/'D (3.23b)

Co

haben. Durch Einfiihrung zweier Kopplungskonstanten [11]

T
Po
Co 1
g = 2oz, 3.24b
i (3.24b)

die klassisches Verhalten und Quantenverhalten beschreiben, lasst sich das Modell untersuchen und in 3
verschiedene Regimes unterteilen. Die entsprechende Einteilung erfolgt iiber die Berechnung der kritischen
Spinsteifigkeit p¢ fiir das konkrete magnetische Modell und den Vergleich mit der Spinsteifigkeit p.

1. Geordnete Phase p! > p¢
Der Magnet hat bei 7' = 0 einen endlichen Ordnungsparameter. Bei tiefen Temperaturen hat
die Spin-Spin-Korrelationslidnge in D = 2 die exponentielle Abhéngigkeit wie die des klassischen
Heisenberg-Modells [74]. Eine Realisierung hierfiir ist der QAF mit Néchste-Nachbar-Wechselwir-
kung fiir beliebigen Spin, bei dem der Ordnungsparameter zwar Quantenkorrekturen enthilt (siehe
(2.35)), die Ordnung aber durch Spinwellen nicht zerstort wird.

2. Ungeordnete Phase p? < p¢
Es liegt keine makroskopische magnetische Ordnung vor, da die Quantenfluktuationen zu grof sind,
und die Spinkorrelationslénge folgt einem temperaturabhéngigen Potenzgesetz.

3. Quantenkritische Phase |p? — p§| ~T
Physikalische Eigenschaften des Heisenberg- Antiferromagneten werden durch die relative Tempera-
tur bestimmt und die Spinkorrelationslange ist umgekehrt proportional zur Temperatur.
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Abbildung 10: Zerlegung des Spinoperators in transversa-
le und longitudinale Anteile geméft der Wahl des lokalen
Koordinatensystems (4.7).

4 Modellsysteme

4.1 Heisenberg Quantenantiferromagnet mit Anisotropie

Ausgangspunkt der ersten Problemstellung ist der Heisenberg-Hamiltonian (1.34), zu dem ein zusétzlicher
Anisotropieterm addiert wird, so dass wir nun

o 1 1 zQz

mit dem Spinoperator § zum Gesamtspin S mit S? = S(S + 1) haben, wie schon in Abschnitt 1.3.1
eingefiihrt. Die Summe in unserem Hamilton-Operator im Ortsraum erstreckt sich tiber alle Gitterplétze
i, j unseres Festkorpers. Man beachte, dass der Vorfaktor 1/2 Konvention ist; in der Literatur findet man
h&ufig auch die alternative Darstellung ohne Vorfaktor, bei der dann die Summen iiber ¢ und j nicht
mehr unabhéngig sind > .. Wir haben keine Selbstwechselwirkung, d.h. die Kopplung verschwindet
fiir gleiche Indizes

i<je

Jii = 0. (4.2)

4.1.1 Vorbereitungen: Definition eines sphirischen Koordinatensystems

Mit dem klassischen Grundzustand (siehe Seite 15) konnen wir auf den Untergittern ein Koordinaten-
system wie folgt definieren: Zunéchst ist der Einheitsvektor m; durch den Erwartungswert des Spins
festgelegt:

(8i) = |(8i)[ . (4.3)

Fiir unseren QAF mit Anisotropie sieht man sofort, dass der Erwartungswert im klassischen Grundzustand
dann

o e, A-Untergitter
mi = { —e, B-Untergitter (4-4)
(2

ergibt und wir ein lokales rechtshéndiges Orthonormalsystem {ez(-l),e,,-, ),mi} an jedem Gitterplatz mit

den Bedingungen

el x el =m; (4.52)

eEU : eEQ) = ,EU -m; = 652) -m; =0 (4.5b)
2 2

e,,(-,l) = 652) =ml=1 (4.5¢)

definieren konnen. Weiterhin gehen wir in eine so genannte sphérische Basis mit der Definition

+ (1) (2) [ 2 7
e-=e ' +ie & 6(2)_

iiber, die es uns nun erlaubt die Spinoperatoren an jedem Gitterplatz wie folgt zu zerlegen (vgl. Abbil-
dung 10).

Si = Slm; + 5+ = S;m; + SMelV + 5Pel? (4.7)
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Mit der Definition der Leiteroperatoren
SF =8 45 (4.8)
folgt dann zusammen mit (4.6)

1
S; = Sz“mv; +5 E S;Pel. (4.9)
p=+

Setzen wir die Definition der sphérischen Basis zusammen mit der Transformation der parallelen Kom-
ponente des Spins SZ“ in den Modellhamiltonian (4.1) ein, so folgt:

H = Eq+H)+H! +H" (4.10a)
S
Hy = =53 (i +1L) (it nj)my-m, (4.10b)
j
1
Hzlll = 5 Z (J” + Ii]‘) nin;m; - M (4'10C)
ij
1 ’ ’
HL — S ZJ“ Z S;PS; el el (4.10d)
ij p,p'=%

Dabei entspricht F.; der Energie des schon betrachteten klassischen Grundzustands (2.7) (siehe Abbil-
dung 4). Die parallelen Terme Hél und H 4! geben die Wechselwirkung der Spins in paralleler Richtung
wieder: Sind keine Bosonen angeregt ,n; = 0% (siehe Abbildung 8), so ergibt sich kein Beitrag, da die
Spins exakt (Anti-)Parallel sind und somit ihre Energie minimiert haben. Fiir angeregte Bosonen fiihrt
H%I zu einer Energieerhdhung (beachte (4.14a)). Dagegen stellt H+ die Wechselwirkung der Komponen-
ten des Spins senkrecht zur Quantisierungsachse (hier: z-Achse) dar und berticksichtigt iiber (1.2) die
Terme aus den Aufsteige- und Absteigeoperatoren. Im Allgemeinen gilt H,, = O(S 2-n/ 2),18 d.h. anhand
der Anzahl der auftretenden bosonischen Erzeuger bzw. Vernichter kann man auch die Potenz des Spins
geméf einer 1/S-Entwicklung ablesen. Fiir die Entwicklung der Spinoperatoren nach Fluktuationen um
den klassischen Grundzustand miissen wir das Koordinatensystem geméf des klassischen Grundzustandes
wahlen, was die lokale z-Achse festlegt. Wegen der Rotationssymmetrie um die leichte Achse kénnen wir
die beiden anderen Einheitsvektoren noch wie folgt wéhlen:

eV = e, (4.11a)
e = —Ge, (4.11b)
m; = (e, (4.11c)
mit der Definition L AU )
G = { ~1 B:Urri:eelr“g;:‘:g (4.12)
Damit sind die sphérischen Einheitsvektoren als (4.6)
e;—L =e, T (e, (4.13)

geschrieben. Mit der Annahme der ausschliefslichen Wechselwirkung zwischen néchsten Nachbarn, brau-
chen wir die dementsprechenden Skalarprodukte fiir i = j £ 1

m;-mj; =—1 (4.14a)

el e? =20, (4.14b)

Dadurch sind die Beitrige (2.7) (4.10b) und (4.10c) negativ und (4.10d) wird zu

1 o
H* =3 > i (SFST+5785). (4.15)

ij

I8 Wir werden spiiter abweichend von dieser Konvention der Benennung der Terme des Hamilton-Operators Beitriige der
Normalordnung beriicksichtigen, so dass diese Zuordnung nur fiir die héchste Ordnung im inversen Gesamtspin gilt (siehe
auch Appendix A).
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Abbildung 11: Die reduzierte Brillouin-Zone des An-
= tiferromagneten in D = 2 (grau unterlegt) hat ge-
¢ nau die halbe Flidche der vollen Brillouin-Zone (ge-
_r r z k. strichelt umrandet). K und L sind ausgezeichneten
. Punkte mit hoher Symmetrie, I' der Zonenursprung.
m
T a

4.1.2 Bosonisierung

Holstein-Primakoff-Transformation Mit der Entwicklung der Spinoperatoren in der HP-Darstellung
(3.9) findet man den hermiteschen Operator:

H* = Hi +Hi +0(1/9) (4.16a)
S .
L (b 4 b1
HY = 53y (bib +101) (4.16D)
ij
1
1 T T IFAPA] Trtpt
HE = =3y (bibibibi—f—bib]}b‘jbj+bibibibj+bibjb‘-bj>. (4.16¢)
ij

Dyson-Maleev Transformation Die Parametrisierung nach Dyson-Maleev ergibt bei Beriicksichti-
gung von NN-Wechselwirkungen einen dhnlichen Hamiltonian, wenn man (3.10) einsetzt:

HPM = gy qHPM (4.17a)
, 1
HEPM = S (bib1bs0; +blvjoin)) (4.17b)
ij

Man beachte, dass Hi-P™ nicht hermitesch ist.

(HEPM)T = —i > i (blefese] + bbb ) (4.18)
ij

Allerdings vertauschen beim hermitesch Konjugieren lediglich die Untergitter ihre Rolle. Fiir den senk-
rechten Anteil des Holstein-Primakoff-Hamiltonians in 2. Ordnung (4.16a) gilt weiterhin

1 ,
Hf = 5 [HEPY o+ (M) (4.19)

4.1.3 Fourier-Transformation

Damit zumindest der quadratische Anteil des Hamilton-Operators diagonalisierbar wird, miissen wir die
Symmetrie des Gitters ausnutzen und eine diskrete Fourier-Transformation durchfiithren. Fiir den Anti-
ferromagneten besteht die Einheitszelle mit voller Symmetrie'® des kubischen Gitters aus 2 Gitterplit-
zen (siche Abbildung 12). Daher miissen wir eine Fourier-Transformation mit reduzierter Brillouin-Zone

L9Mit der Symmetrie ist hier die Gittersymmetrie als auch Symmetrie des Quantenzustands. Dies ist hier zu beachten,
da wir im klassischen Grundzustand nur eine Elementarzelle konstruieren konnen, wenn diese mindestens 2 Gitterplatze
beinhaltet, an denen die Spins entgegengesetzt ausgerichtet sind.
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Abbildung 12: Quadratgitter des Quantenantifer-
romagneten in D = 2: Die Elementarzelle mit der
Gitterkonstanten a (rechts oben, hellgrau unterlegt)
hat zwar die volle Gittersymmetrie, jedoch erfiillt
sie nicht mehr die Translationsinvarianz im klassi-
schen Grundzustand und hat auch nicht die vol-
le Symmetrie des quantenmechanischen Grundzu-
stands. Dagegen zeigt die groflere antiferromagneti-
sche Elementarzelle mit Gitterkonstante v/2a (dun-
kelgrau unterlegt) die volle Translationssymmetrie.

durchfiihren, was der grofteren Einheitszelle des Antiferromagneten mit Symmetrie des klassischen Grund-
zustandes im Ortsraum entspricht (siche Abbildung 11). Wir definieren dazu

[2 .
b; = N zk: e* i Ay A-Untergitter (4.20a)

) .
1/ N Z e®TiBy, B-Untergitter. (4.20Db)
k

Die Operatoren im k-Raum erfiillen nun die Vertauschungsrelationen

b;

{Ak,AL,} - {Bk,BH = G- (4.21)

Alle anderen bosonischen Erzeuger/Vernichter vertauschen wie im Ortsraum. Mit der Vereinfachung
(2.6) konnen wir die Fouriertransformierte (B.11) der Spinwechselwirkung als Jp = "ﬁ,jo schreiben.
Dabei ist Jy = 2DJ fiir das einfach kubische Gitter. Analoges folgt fiir die Fourier-Transformation der
Anisotropiewechselwirkung I;;. Mit der Identitat

Zeii(k—k’).m _ N(Sk:,k’ (422)

i

lasst sich der Hamilton-Operator (4.10a) mit (4.16a) bzw. (4.17a) umformen zu

H = Egq+Hy+ H! + Hj  (Holstein-Primakoff) (4.23a)
H = Eg+Hy+ H) + H™ (Dyson-Maleev), (4.23D)
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Abbildung 13: Bogoliubov-Koeffizienten geméf (C.11) fiir die Diagonalisierung von (4.23a) in D = 2: Fiir
nicht-verschwindende Anisotropie A # 0 sind die Koeffizienten fiir alle Wellenvektoren k endlich.

mit
H, = H+HS (4.24a)
) = Sh1+nY (ALAk n B;Bk) (4.24b)
k
HY = SHY % (AkB,HALBik) (4.24¢)
k
2.J. N
HJJ - WO (l + )\) Z 6k+k’+q+q’,07k+k’ALAfk’B(’Squ’ (424(1)
kk//
qq
J _ ~
HiPM = —NO > Okiktatao <7q'B;LBL/quAZ/ +'YkakAL/A7qA*q') (4.24¢)
kk//
qq
L Jo s (BIBI,B_ Al, + A, B' BwB
H4 = —N Z 6k+k’+q+q’,0 Vq k- k'~ —a“ q’ q' P gk Pk (424f)
I;I;I’ +'~Yk: (BkAL,A,qA,q/ + AT_q,Athk/Bik)] .

Die prinzipielle Bedeutung der Terme im k-Raum entspricht dabei im Wesentlichen der Terme im Orts-
raum (4.10), wobei jetzt der explizit nicht-diagonale Term Hj- sichtbar wird, der das klassische Modell
vom Quantenmodell unterscheidet. Weiterhin beachte man mit (B.15), dass die Wechselwirkung fiir kleine
Impulsiibertrége nicht verschwindet. Die Anisotropie wurde dabei in Form des kleinen Parameters

A= = (4.25)

ausgedriickt.

4.1.4 Diagonalisierung: Bogoliubov-Transformation

Wie in Appendix C beschrieben, lidsst sich zumindest der quadratische Anteil von (4.23a) mittels einer
unitdren Transformation diagonalisieren. Vergleichen wir (4.24c) mit (C.1) aus dem Appendix und setzen
in (C.2) fr = SJo(1+ \) sowie g = SJo7k, so ergibt sich unmittelbar der diagonalisierte Hamiltonian

H=% [Ek (aLak +80 Bk + 1) —(1+N JOS] (4.26)
k

mit der Dispersionsrelation

Ey = JoS\/ (1 4+ ) — 2. (4.27)
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Abbildung 14: Spinwellen-
Dispersionsrelation  des  Antiferro-
magneten mit Anisotropie: fiir kleine
Wellenléngen liegt eine quadratische
Dispersion mit Anregungsliicke gem#f
(4.30) vor, die dann in einen linearen
Bereich iibergeht und schliefslich wegen

0.2 der Gittereffekte flacher wird. Darstel-
Ao N >\ = 0.002 lung entlang von Geraden mit hoher
i F K Symmetrie (siehe Abbildung 11).

Abbildung 15: Zusammenhang zwischen der
Anregungsliicke Ay und dem Anisotropiepara-
meter A geméaf (4.29b)

Mit der Entwicklung (B.15) des Strukturfaktors ergibt sich

- k2a? A2
Ek ~ J()S 22X + A2 + D = Co CT + k2 = C()I<L(k7 /\) (428)
0

mit der Spinwellengeschwindigkeit ¢ und der Anregungsliicke A

co = JO\/SEG (4.29a)

Ay = co 2D i = JoSV/(1+ N2 —1. (4.29b)

a

Ohne Anisotropie (A = 0) handelt es sich um eine lineare Dispersion mit E = ¢ |k|, wihrend man mit
Anisotropie eine Anregungsliicke Ay hat und die Dispersion fiir kleine Wellenvektoren k quadratisch ist,
wie man mittels Taylor-Entwicklung von r(k, ) leicht sieht:

62
Er = Ao (1 + —0k2> ) (4.30)
2A2

Alternative Transformation Der oben beschriebene Weg liefert zwar fiir unser Modellsystem einen
diagonialisierten Hamilton-Operator, funktioniert aber nicht bei Anwesenheit eines Magnetfeldes (vgl.
Seite 39). Daher gehen wir hier einen etwas anderen Weg, indem wir zundchst Linearkombinationen der
urspriinglichen Operatoren im k-Raum bilden und anschlieffend diagonalisieren. Damit wird es moglich
sein, die Terme im Hamiltonian durch die Spinoperatoren im k-Raum auszudriicken und spédter mit

Messgrofsen in Verbindung zu bringen. Zunéchst definieren wir die bosonischen Erzeuger bzw. Vernichter
Chi = —— (A + By) (4.31)
ket = /2 k k)- .
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Die Linearkombination dndert die Kommutatoren (4.21) nicht, ebenso behélt der Hamiltonian die Form
(C.1), so dass wir die Transformation geméf (C.3) durchfithren kénnen, die nun folgendermafen aussieht

(0 = +):
()= (o, o) (). a2

Kanonische Kommutatorrelationen der neuen Operatoren

[ o e (4.33)

garantieren die Unitaritdt der Transformation und man erhilt ein mit (C.6) vergleichbares Ergebnis.
Die Vorgehensweise ist dquivalent zur Bogoliubov-Transformation mit anschliefsender Linerarkombination
der Magnonenfreiheitsgrade, da alle Transformationen eindeutig umkehrbar sind, so dass wir folgende
Identitét zeigen kénnen:

1
ar = —= (Yry + k)
Vo = % (ok + o Pk) < \1/5 (4.34)
B = 7 (Vry — ).

Nach kurzer Rechnung haben wir auch den quadratischen Hamiltonian durch die Operatoren g+ aus-
gedriickt:

Hy =Y [Ek (w,iawkg + %) %) (4.35)
ko

Im Wesentlichen bleiben die Ergebnisse fiir Hy auch fiir ein Modell des Quantenantiferromagneten im
Magnetfeld gleich und sind under Vernachlissigung der konstanten Energieverschiebung gleich?°

H, = ZE,W («p}wwka + %) : (4.36)
ko

4.2 Heisenberg QAF im Magnetfeld
4.2.1 Darstellung in gekippter Basis

Im Magnetfeld h = he, erhdlt man zum Heisenberg-Modell (4.1) einen zusétzlichen Zeemanterm:

1 1
H=3 ZJ JiiS:- S, — hz i +5 izj[ijsizsj% . (4.37)

Da der klassische Grundzustand (siehe Seite 16) nun nicht mehr ein Zustand mit maximaler Unter-
gittermagnetisierung ist, sondern die Spins etwas in Richtung des Magnetfeldes kippen, miissen wir unser
Koordinatensystem etwas anders wihlen, um die korrekte Entwicklung nach Fluktuationen um den klassi-
schen Grundzustand durchzufithren. Wie im vorherigen Abschnitt formulieren wir den Modellhamiltonian
(4.53) in einem an jedem Gitterplatz lokalem Koordinatensystem. Allerdings ist das Koordinatensystem
an benachbarten Gitterplatzen nicht mehr aus parallelen Einheitsvektoren aufgebaut. Wir nehmen an,
dass der richtige quantenmechanische Grundzustand vom klassischen Grundzustand nur derart abweicht,
dass der Kippwinkel der lokalen Magnetisierung durch einen renormierten Kippwinkel zu ersetzen ist. Wir

definieren daher den Einheitsvektor der Magnetisierung im Grundzustand wie in (4.3) und wie in (4.5) ein
@)

lokales, rechtshiandiges Orthonormalsystem {mi, e; ,egz)}, das jeweils auf allen Platzen der Untergitter

20Fiir den QAF im homogenen Magnetfeld h erhilt man einen zusétzlichen Term Hy, = —h- >-; Si, der zu einem anderen,
gekippten klassischen Grundzustand fiihrt. Bei der Bosonisierung erhélt man einerseits aus Hy, auch Terme, die eine ungera-
de Anzahl bosonischer Operatoren entalten und andererseits fiihrt die Darstellung in einer gekippten Basis zu Zusatztermen
im quadratischen Teil des Hamiltonians. Nach der Bogoliubov-Transformation ergeben sich dann 2 Magnonenzweige mit
unterschiedlicher Dispersion Ey # Ej_. Ebenso unterscheiden sich die Koeffizienten in der Bogoliubov-Transformation
Ukt 7# Uk—, Vg4 7 Vk—. Ohne Anisotropie ergibt sich dann bei endlichem Magnetfeld ein Spinwellenspektrum mit Anre-
gungsliicke sowie unterschiedliche Spinwellengeschwindigkeiten co+ fiir die beiden Moden. [57]
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bis auf einen Verschiebungsvektor gleich ist (sieche Abbildung 5). Mit der sphérischen Basis (4.6) und der
Holstein-Primakoff-Transformation erhalten wir einen zu (4.10) analogen Ausdruck. Lediglich der Term
aus der Anisotropie

1
=3 > 1;S;S; (4.38)
ij

muss noch in das korrekte lokale Koordinatensystem transformiert werden. Dazu legen wir die lokalen
Koordinatensysteme folgendermafien fest:

m; = (ne,+me, (4.39a)
eV = e, (4.39b)
61(2) = —(ne; +me,. (4.39¢)

Hierbei ist ¢; = £1 wie in (4.12) definiert und das Magnetfeld senkrecht zur Anisotropie gelegt
h = he,. (4.40)

Die Parameter n und m (siehe Abbildung 5) sind gerade die Winkelfunktionen des Winkels :
n = cosv m = sind =n?+m? =1. (4.41)

Jetzt berechnen wir die entsprechenden Skalarprodukte fiir direkt nebeneinander liegende Einheitsvekto-
ren(iEA.,jeB :>C1C]:_1)

m;-m; = -n’+m? (4.42a)
ef-ef = o’ (4.42b)
Toef o= o2m’ (4.42c)
f.om; = +2i¢nm (4.42d)
h-m; = hm (4.42¢)
h-ef = Fih( (4.42f)
m;-e, = ¢ (4.42¢g)
ef-e, = +im (4.42h)
m;-e;, = m (4.421)
ef-e, = FiGn. (4.42j)
Die letzten beiden Skalarprodukte tauchen auf, falls die Anisotropie parallel zum Magnetfeld ist
1
A ..Qr QT
HY = o Zzwsi S (4.43)
= g4 +HA” + M+ HY 4+ HM (4.44)
mit den Beitrédgen
1
E4 = _§n25221ﬁ (4.452)
HQAH _ Sn2Z[” ni +n;) (4.45b)
HM = f—nQZIwn n; (4.45c¢)
’ Zn m _

HA = 5 ZL;J-Q(ani)(Si -5 (4.45d)
HAY = —— ZI,] - SH(S; = S). (4.45¢)
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Somit hat unser Hamiltonian des Heisenberg Antiferromagneten mit Anisotropie im Magnetfeld die Form

H=FE,+H)+H +H" +H (4.46)
mit den Anteilen?!

) = ; ST Kij(ng +ng) + > himng (4.47a)

H = —% Z Kijnin; (4.47D)

Y = é > (Jissivs; el e + Lym*psty'st) (4.47c)

ijpp’
H = = Z (J”mz SISy el +SFey) +inml;S)G(ST S*))
-3 Z h-(S;ef +Sfe;). (4.47d)

In H2”, H Jll und H' treten nach der Transformation auf Bosonen nur Terme mit ganzzahligen Potenzen
der Erzeuger bzw. Vernichter auf, wihrend H’ ungeradzahlige Potenzen der Operatoren enthalten. Im
Einzelnen folgt mit der ,normalen” Holstein-Primakoff-Transformation (3.8) und der Entwicklung (3.9)

Ht = H; +Hi + 0% (4.48a)
Hf = o Z ( 5 (016 + biby) + My (bTb, + bjbj)) (4.48b)
HE = -2 Z ( (bIbtng + bibln + njbib; +nibiby) (4.48¢)

+]\/fij (bj’l’iji + b;nzbl + bjn]b] + bjnlb]))

mit den Abkiirzungen L;; = (J;;n% — I;;m?) und M;; = (J;; + I;;)m?. Die ungeraden Terme sind

H' = H{+H,+0() (4.49a)
in\/ 25 T
Hy = =575 D Gl +bi) | mS Y (25 + Ly) + h (4.49b)
[ J
inv2S T +
Hé = 1 Z (J,]Qm(nlbl + bl n; + 4nibi + 4nzbz)

ij

155 (6] + niby + 4nb] + 4nsbi) )

hz —bin, ) . (4.49¢)

Fiir die weitere Behandlung miissen wir die Wechselwirkung auf néchste Nachbarn beschréinken (2.6) und
konnen damit die relevanten Energien als Verhéltnis der beiden Kopplungen geméf (4.25) ausdriicken.
Mit der Definition des Austauschfeldes

B = 2J0Sm (4.50)

2lsiehe auch (2.9) und (2.8); man beachte, dass die Richtung des Magnetfeldes noch nicht festgelegt ist.
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Abbildung 16: Antiferromagnet im Magnetfeld h > h.: Ist das dufere Magnetfeld grofer als das durch
die Austauschwechselwirkung erzeugte effektive Magnetfeld, so geht der klassische AF in einen ferroma-
gnetischen Grundzustand iiber; alle Spins (dargestellt durch die gestrichelten Pfeile) zeigen in die gleiche
Richtung; der Ordnungsparameter gestaffelte Magnetisierung M verschwindet.

wird der quadratische Hamiltonian zu

H2H = joSaZni (4.51a)
HE = ST (R0 bibj) + m>(blb; + blb; (4.51b)
2 _221]n(ij+zj+m jJ+i]) .
ij
mit den Abkiirzungen
h
a = (1-2m3)1+A) +m2\+ 22 (4.52a)
JoS
a2 = n?—am? (4.52b)
m? = (1+A)m?2. (4.52¢)

Diese wohlbekannte Formulierung [97, 41] stellt den Ausgangspunkt der konventionellen Spinwellentheorie
in 1/S-Entwicklung dar, liefert aber so komplizierte Wechselwirkungsterme, dass Berechnungen aufwéndig
werden und zu Divergenzen fiithren. Daher beenden wir diese Betrachtungen mit der Darstellung im
Ortsraum und dem Hinweis auf die Literatur [21, 75].

4.2.2 Entwicklung um den ferromagnetischen Grundzustand fiir starkes Magnetfeld

Im Magnetfeld h = he. erhilt man zum Heisenberg-Modell (1.34) einen Zusatzterm, so dass unser
Modell-Hamiltonian wie folgt aussieht:

H:%ZJijsi-sjthS;. (4.53)
ij i

Ist das Magnetfeld stark (h > h.), so stellt sich der klassische Grundzustand des Ferromagneten (siehe
Abbildung 16) ein, um den wir entwickeln und so eine etwas andere Formulierung der Spinwellentheorie
des Antiferromagneten erhalten. Zur Bosonisierung gehen wir von (1.34) aus und setzen die Darstellung
des Spinoperators mit (1.4a) in sphérischer Basis (4.6) ein. Mit der Wahl

eV — e, (4.54a)
e? _ e, (4.54D)
m; = e, (4.54c¢)

erhalten wir wieder die Skalarprodukte (4.14b) fiir nichste Nachbarn sowie m; - m; = 1 fiir alle Gitter-
plétze. Mit der Holstein-Primakoff-Transformation (3.8) sowie deren 1/S-Entwicklung (3.9) ergibt sich
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Abbildung 17: Klassischer Grundzustand des Quantenantiferromagneten mit den Untergittern A und B in
einem Magnetfeld h < h,; hier nur die Spins entlang einer Achse gezeigt. Die Erwartungswerte der Spins
im Néel-Zustand (S;) sind durch blau und rot gestrichelte Pfeile dargestellt. Bei der vorliegenden Wahl
des Magnetfeldes entlang der z-Achse schliefen die lokalen Momente einen Winkel 6 mit der z-Achse ein.
Das Koordinatensystem ist so ausgerichtet, dass die Untergittermagnetisierung M in y-Richtung zeigt
(entspricht der Phasenwahl der spontanen Symmetriebrechung in (6.8)).

der Hamiltonian des wechselwirkenden Bose-Gases

H = EO + H2 + H4 (455&)
JoS?
Ey = N ( 02 — Sh) (4.55b)
S f i
HQ = _EZJZ] (m-l—nj _bibj —bibj) +hznz (4'55C)
ij z
L t t
ij

Darstellung im k-Raum Fiir die Fourier-Transformation definieren wir 2 bosonische Operatoren im
k-Raum geméfs des zu erwartenden antiferromagnetischen Zustandes mit groferer Elementarzelle:

1 —kr; —kr;
bi,o = \/—N (Z e b, + o Z e bl) (4.56)

ri €A r,€B
[b,m, bL,,”,} = kot B (4.57)
r; € A und r; € B bezeichnen die Summen {iber die Untergitter A und B. Wie man leicht sieht,

sind die Fourier-Transformierten einer symmetrischen bzw. antisymmetrischen Linearkombination dieser
Operatoren

1 ik .

by = \/—N§e BT (by + b)) i€A (4.58a)
1 )

by = — ) e T (b — b ieB 4.58b
_Ng (brer — bi—) (4.58b)

gerade die bosonischen Operatoren im Ortsraum. Wie im vorherigen Abschnitt erstrecken sich die k-
Summen wieder iiber die reduzierte Brillouin-Zonen, da wegen der unterschiedlichen Operatoren auf den
Untergittern die Einheitszelle grofer ist. Setzt man (4.56) in (4.55a) ein, so erhélt man unter ausschliefs-
licher Berticksichtigung von NN-Wechselwirkungen (2.6) einen diagonalen quadratischen Hamiltonian im
k-Raum:

Hy = (ko — 1) bl bko (4.59)
k,o

43



ert/(JoS)

Abbildung 18: Die erhaltene Dispersionsrelation des Ferromagneten beim Entwickeln um den ferroma-
gnetischen Grundzustand (gezeigt fiir D = 2). links: Die Mode ohne Anregungsliicke hat fiir kleine k
eine quadratische Dispersion. rechts: Die +-Mode hat in der reduzierten Brillouin-Zone geméf (4.60) eine
Anregungsliicke, die fiir kleine k gerade dem kritischen Feld entspricht.

mit der Dispersionsrelation

o = S <j0 + O’jk,> (4.60)

fiir die beiden ferromagnetischen Magnonen-Moden, sowie dem chemischen Potential als Differenz zwi-

schen kritischem Feld und Magnetfeld
w=28Jy—h| (4.61)

Fiir ein einfach kubisches System liefert Entwicklung der Dispersionsrelation €g, eine Mode mit o = +
mit einer Anregungsliicke von der Grofe des kritischen Feldes eine Mode mit o = —, die die antiferroma-
gnetischen Spin-Fluktuationen beschreibt und (siehe Abschnitt 6.5.1) eine quadratische Dispersion ohne
Anregungsliicke hat, da aus (B.15) folgt:

ey = he+0O(K?) (4.62a)
k2 4
- = - + 0 (k) (4.62b)
1

Hierbei haben wir die zu einer Teilchenmasse analoge Grofie m eingefithrt. Man beachte ebenfalls, dass
nach Definition des chemischen Potentials fiir das Magnetfeld h = eg4 — p gilt. Mit der Transformation
von (4.55d) wird dann das gesamte Modell im k-Raum formuliert

J o,
H4 = ﬁ Z 61+2’3+4 <Z i534b10b;0b30/b40/
1.4 o'
+ Z fi234b;gb;gbsab4—0) (4.64a)
~ / _ _ 1 _ _ B _
9934 = o00'(f1-3+72-4) — 5(0(71 +92) + 0’ (73 + Ja)) (4.64b)
[{234 = A2-4—F2-3—F1-a+1-3+ (1 — F2 + F3 — Ja)- (4.64c)
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5 Renormierung der Anregungsliicke beim QAF mit Anisotropie

5.1 Motivation

Wie wir in Kapitel (4.1.4) gesehen hatten, hat das Spinwellenspektrum des QAF in erster Naherung eine
Anregungsliicke Ay, die iiber (4.29b) mit der Anisotropie zusammenhéingt. In der Arbeit [21] wurde die
Renormierung der magnetischen Anisotropie fiir den zweidimensionalen Quantenantiferromagneten mit
Anisotropie geméf (4.1) und NN-Wechselwirkung (2.6) betrachtet und die Spinwellenanregungsliicke in
1/S-Entwicklung berechnet. Dabei wurde ein endlicher Beitrag in 1. Ordnung gefunden sowie ein formal
divergenter Beitrag in 2. Ordnung abgeschétzt. Die exakte Anregungsliicke des Spinwellenspektrums kann
durch Ausmessen der Dispersion mittels Streuung kalter Neutronen bestimmt werden, wie es z. B. in [76]
fiir den zweidimensionalen QAF ProCuQOy4 besonders im Hinblick auf die Temperaturabhéngigkeiten der
Anregungsliicke diskutiert wird.??

Isotroper Quantenantiferromagnet Der isotrope Quantenantiferromagnet in zwei Dimensionen, wie
er zum Beispiel in den CuOs-Schichten der Hochtemperatursupraleiter realisiert ist, war schon 6fters Un-
tersuchungsgegenstand [14, 6, 53, 55, 77] mit dem Ergebnis von Korrekturen zur Spinwellendispersion,
Untergittermagnetisierung und magnetischer Suszeptibilitdt in 1. Ordnung Spinwellenentwicklung. Da-
gegen scheinen die Korrekturen 2. Ordnung klein zu sein, wie auch z.B. in [78] experimentell mittels
inelastischer Neutronenstreuung verifiziert wurde. Die physikalische Erklarung dieses Verhaltens liegt in
der Erhaltung des Gesamtspins, da im isotropen Fall der Operator des Gesamtspins mit dem Hamilton-
Operator vertauscht. Daraus resultiert schlieflich eine schwache Wechselwirkung zwischen langwelligen
Spinwellen [43, 79, 80|, die nur kleine Korrekturen in 2. Ordnung ergibt.

Quantenantiferromagnet mit Anisotropien Der villig isotrope Quantenantiferromagnet ist dage-
gen fast nie realisiert, da schwache Wechselwirkungen z.B. durch das Kristallfeld [35] oder Dipol-Dipol-
Wechselwirkungen die Isotropie brechen und somit keine Erhaltung des Gesamtspins mehr gilt. Da quali-
tative Aussagen auch bei komplizierteren Anisotropien korrekt bleiben sollten [21], wird zunéchst nur der
einfachste Fall mit FEasy-Axis-Anisotropie betrachtet, dessen Spinwellenspektrum eine Anregungsliicke
hat. Es scheint, dass die 1/S-Korrekturen zur Anregungsliicke endlich bleiben, da in der Hartree-Fock-
Niherung nur iiber Ein-Magnonen-Zustinde integriert wird. Dagegen zeigen die 1/92-Korrekturen so-
wohl im isotropen als auch im anisotropen Fall infolge der Ausbreitung von drei Spinwellen Divergenzen.
Wihrend sich diese Infrarot-Divergenzen infolge der Erhaltung des Gesamtspins im isotropen Fall aufhe-
ben [43, 14, 53, 77, 55, 21|, ist der Fall mit Anisotropie komplizierter und bisher nur wenig untersucht.
Experimentell ist das entsprechende Problem zum Beispiel durch den zweidimensionalen QAF ProCuQOy
realisiert, der eine temperaturabhéngige Anregungsliicke weit unterhalb der Néel-Temperatur zeigt [81].
Bevor wir das schon in Kapitel 4.1 eingefithrte Modell mit einer ungewohnlichen Art Spinwellentheorie
angehen, soll kurz die Vorgehensweise in der Vorarbeit [21] skizziert werden. Ausgehend von (4.1) wird das
Spinmodell mittels einer Dyson-Maleev-Transformation, die auf beiden Untergittern gleich definiert ist,
auf Bosonen abgebildet. Anschliefiend werden die Spin-Green-Funktionen Gao(r; —7;) = — <T(S?Sj‘¥)>
a € {x,y} in Storungstheorie berechnet. Dabei wird sich der {iblichen Spinwellentheorie des QAF sowie
Diagonalisierung durch Bogoliubov-Transformation (C.3) bedient. Unter Verwendung der Methode von
Belyaev [82] fiir die Green-Funktionen des diinnen Bose-Gases werden schlieRlich die Renormierungsfakto-
ren der Anregungsliicke, der Spinwellengeschwindigkeit sowie der magnetischen Suszeptibilitédt berechnet.
Diese sind in 1. Ordnung endlich und in 2. Ordnung auf die Werte des isotropen Falls [6] zuriickzufiihren.
Fiir den Fall mit Anisotropie werden die Anregungsliicke sowie die zusétzlichen Wechselwirkungsterme
summarisch beriicksichtigt. So ergeben sich formal logarithmische Divergenzen der Renormierungsfakto-
ren Z; der Anregungsliicke und der Spinwellengeschwindigkeit

~ R
7~ 7, <1+5) . i=c A, (5.1)

22Weitere Neutronenstreuexperimente an zweidimensionalen QAF mit Anisotropie wurden z. B. in [78] gemacht, wobei
insbesondere der Fokus auf die Korrespondenz zwischen Gitterabstand und Superaustauschkonstante J gelegt wurde.
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wobei Z; der entsprechende Renormierungsfaktor in 1. Ordnung ist und die Korrektur 2. Ordnung die
Form ~

szﬁln <%) ~1InA fir R<1 (5.2)
hat. Die volle Analyse der 1/S-Entwicklung der Renormierungsfaktoren ist wegen der komplizierten Ver-
texfunktionen schwierig und steht noch aus.
Vorarbeiten unter Beschrénkung auf den zweidimensionalen QAF mit S = 1/2 wurden mittels Entwick-
lung von Grundzustandsenergie, Untergittermagnetisierung, Suszeptibilitdt und Anregungsliicke um das
Ising-Modell in Potenzen des Verhéltnisses von transversaler und longitudinaler Austauschkopplung be-
reits in [83, 84, 56] gemacht (siehe ebenfalls [85, 6]). Man beachte weiterhin die zur Berechnung von
Renormierungsfaktoren benutzte Entwicklung in 1/(2DS), die auch auf den Fall des QAF mit Aniso-
tropie erweitert wurde [86]. Im Folgenden soll nun eine Spinwellentheorie benutzt werden, die auf der
Parametrisierung der Bogoliubov-Quasiteilchen mittels zweier hermitescher Operatoren fufst, um Kor-
rekturen zur Anregungsliicke aufgrund von Quantenfluktuationen zu berechnen und die physikalische
Ursache der unerwartet groffen Korrekturen zu verstehen. Abschliefend sei noch auf eine Arbeit zum
QAF mit Anisotropie im schwachen Magnetfeld senkrecht zur Untergittermagnetisierung hingewiesen,
die die Renormierung des Spinwellengaps [87] durch das Magnetfeld betrachtet. Hier wird der Kipp-
winkel [41] durch die 3-Teilchen- und 5-Teilchen-Wechselwirkungen im Modell mit Magnetfeld (4.49a)
renormiert, welcher so zu einer Instabilitdt im Bereich starker Magnetfelder fiihrt.

5.2 Hermitesche Parametrisierung

Ausgehend vom Hamilton-Operator (4.35) fithren wir nun eine Transformation auf hermitesche Operato-
ren durch, die sich leichter interpretieren lassen, da sie zumindest in linearer Ordnung Spinwellentheorie
Operatoren fiir relevante physikalische Messgrofien sind. Spéter wird sich zeigen, dass diese Formulierung
auch bei der Berechnung der Korrelationsfunktionen Vorteile bringt. Man betrachte zunéchst die Para-
metrisierung

_ Xo “1& i T
ber = \vE (XO bpy — B H,H) (5.32)
Y— = i X0 <X71 Dy — iEka_) . (53b)
2VE, V0
Hierbei ist
1
= 5.4
Xo = Joal (5.4)

die homogene antiferromagnetische Suszeptibilitdt. Die Messgrofien der Operatoren im Ortsraum sind
reell, so dass wir Hermitizitdt im Impulsraum erhalten

Dl =D gy M) =T g, (5.5)

Natiirlich kénnen wir diese lineare Abbildung zwischen den vier Operatoren ¥k, , 1/),1 , und Ilg,, ®r, auch

umkehren
[VxoE

— i i

Hk+ = 1 2)(0—k (¢k+ - w—k:-}—) (56b)
_ 14 t

My = SxoEn (wk, + 1/)7,“7) (5.6¢)

VvoE .
O = —i\/%(zpk_—ﬁ;'_k_)‘ (5.6d)
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Die neuen Operatoren sind so gewahlt, dass sie kanonisch konjugiert sind, d.h. sie erfiillen die fundamenta-
len Vertauschungsrelationen des Ortes und des Impulses [44, 52, 40]; hier in einer diskreten Formulierung
aufgeschrieben

[@os i ] = —iV kb 00007 (5.7)

Der quadratische Hamiltonian bleibt auch unter dieser Transformation noch diagonal

1 1 2 0
Hy= o kz (X0 '@ k0 Pho + X0 B kollko) + E (5.8)

und enthélt eine negative Energieverschiebung

B =-%" (%Ek + JoS(1+ /\)) . (5.9)

ko

Zum Umschreiben des Wechselwirkungsanteils schreiben wir zunéchst die gesamte Transformation

Ag

[(‘:I)k+ -+ ’L‘(I)k,) Tk + (Hk, — in+) uk] (5.10&)

Br = (':I)k+ — iq)k_) Tk + (7Hk_ — in+) ,uk} (510b)

N =N =

aus Bogoliubov-Transformation und hermitescher Parametrisierung auf. Die eingefiihrten Parameter sind
Linearkombinationen der Bogoliubov-Koeffizienten (C.11)

ik Tk (5.11a)
Tk = Ll
k V2V x0Ex

E
e = ng’“ (ug + vg) - (5.11b)

Eine zusétzliche Beriicksichtigung eines Magnetfeldes wirkt sich nur insofern aus, als wir dann zwei
verschiedene Dispersionszweige Fj, erhalten und infolgedessen die Bogoliubov-Transformation mit zwei
verschiedenen Parameter ug, und vy, durchfithren miissen [80].

Der néchste Schritt ist nun die Operatoren Ay und By aus (4.24d) und (4.24e) bzw. (4.24f) zu elimi-
nieren und die erhaltenen Terme zu vereinfachen. Geméf der Betrachtungen zum Funktionalintegral im
Phasenraum [88] miissen zur korrekten Berechnung der Grofen mittels Funktionalintegral die Operato-
ren in der Wirkung symmetrisiert aufgeschrieben werden. Dies ist prinzipiell damit zu begriinden, dass
a priori weder der Impuls noch der Ort in irgend einer Weise ausgezeichnet sind. Nun sind die in (5.3)
eingefiihrten Operatoren mathematisch dquivalent zu den Orts- bzw. Impulsoperatoren, so dass wir hier
ebenso die Anordnung der nicht vertauschenden Operatoren symmetrisieren miissen. Die explizite Berech-
nung der Terme fiir den quartischen Hamiltonian ist ziemlich langwierig, aber einfach und wird daher im
Appendix D behandelt, so dass man folgenden Wechselwirkungsanteil in hermitescher Parametrisierung
mit symmetrischen Vertexfunktionen erhalt:

HIY = H,+ Hf) + Hio) Holstein-Primakoff (5.12a)
HM = Hy+ HMY 4+ HP  HOAM L HO Dyson-Maleev. (5.12b)
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Mit der Abkiirzung k; = 1, etc. sind nun die einzelnen Terme:

1
Hy = TN 251+2+3+4,0 (5.13a)
1234

X (Fig34 Z D1,P2, P35 Py + Fg34 Z 11, 1o, 115, 11447

oo’ oo’

+T352 Zéla%ana ollao + 135210 N " (@4, 80,, 15,114, }

+ ng[;l;n {q)l-‘rv H2+} {H3_®4_ })

(2) _ jO ~ 2
HY = 2 1 (31414 \) 73 2(7:@,10@10
THA=F) ) T 4,00 = -1y 1
+(1+A 71)#12 1011 552 (5.13b)
HzEO) — 7_(]0 1 +)\ + —_— Zryl (5.130)

Im Dyson-Maleev-Formalismus treten weitere antihermitesche Terme auf, was man aufgrund der Uberle-
gungen auf Seite 35 auch erwarten wiirde

gaH _ 15 14
4 8NJ0§3:451+2+3+4’0 (5.14a)

X (f‘i;?M R S PR YR RS it U Ny £8P 1 P § PR

o o

+T9%5% Z 0 {®1,Pa0, s, } sy + 3554 Z 0 {®1,, 12,115, } H4_a>
HEPA — g Do rmdr Y {10, Mo} (5.14b)
1 o

mit den Vertexfunktionen

Ii%34 = 7727372 (31 + 72 + 93 + 92 + 2(L+ X) itz + F3+4)) (5.15a)
[i%sa = papapspa (=51 —F2 — 3 — Ja+2(1+A) (112 + Ts14)) (5.15b)
3538 = 2miTapspa (3(F1 + 92 + s +74) + 2(1+ ) (a2 + Y3+4) — 2 (F143 + F244))(5.15¢)
Fgggn = mimapapa (71 + 52 — 33 — Y4 +3(1+ A) (J42 + Y344)) (5.15d)
TPIST — 97y poTpia (—F1 + 2 + 78 — Fa + 2(1 + A) (G148 + Fs+4)) (5.15¢)
1 . - - -
T334 = 37'1727'37'4(’71 + 72 + 93 — 37a) (5.15¢)
N 1 S )
Pizsa = ghapapspa(=F1 =2 = Fs +37) (5.15g)
1 - - -
i34 = 57'172%#4(—71 — 92 — 373 + Ja) (5.15h)
1 N - - - .
s = 5 TthziaTa (371 + T2 + 33 — Ja), (5.151)

die fiir A = 0 in die in [73] diskutierte Form iibergehen. Durch die Symmetrisierung sowie die Darstellung
nicht-vertauschender Operatoren als Antikommutator {A, B} = AB + BA erhélt man die Relation fiir
alle antihermiteschen Anteile

(HAMY = —As, (5.16)
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so dass sich die Relation (4.19) ganz leicht tiberpriifen l4sst, indem man die Identitét {A, B}T = {AT, BT}
sowie die Symmetrie der Vertexfunktionen I'y234 =1'_1_2_3_4 benutzt.

Im Bereich tiefer Temperaturen sind nur Quasiteilchenanregungen bei kleinen Impulsen mafigeblich, so
dass wir auch nur Wechselwirkungen im Bereich kleiner Impulsiibertréage beriicksichtigen miissen. Daher
geben wir hier die Entwicklungen der Vertexfunktionen fiir kleine Eintritts- bzw. Austrittsimpulse an.
Fiir deren Bestimmung benutzen wir (4.30) sowie daraus abgeleitet die Entwicklung der Bogoliubov-
Koeffizienten

up = ug+uxk® + O(k*) (5.17a)
Vg = Vgt U2k2 + O(k4) (517b)
1+ x+ A
u = ’/T = (5.17¢)
2
1
up = o1+ ) (5.17d)

AV + A+ AgAY?

) ;
vy = co(L+ A+ 280) (5.17¢)

VT + X+ RgAY?

die fiir nicht-verschwindende Anisotropie nicht divergieren (vgl. Quantenantiferromagnet im Magnetfeld).

Das dimensionslose Gap

< A

Ag = J—; = V2X+ A2 (5.18)
0

wurde der Einfachheit halber eingefiihrt. Mittels der Definition (5.11a) findet man leicht die Entwicklung
der Vorfaktoren der Vertexfunktionen

T = 7ok?+ Ok (5.19a)

e = o + pok? + O(k*) (5.19b)
2

- “ A3 (5.19¢)

4JoSV1+ X+ Ag A3V o

1+A+A
Lo = 7( + ; 0)x0 ~ A0 (5.19d)
C(Q) —1
M2 = ,U/(]W ~ A (5198)
0

und erhélt mit (B.15) die Wechselwirkungen bei kleinen Impulsen

331 ~ (8+4NTkTkIkIKT + O(K'0) ~ A0 (5.20)
Tibsa =~ 4\ + 4hugpa (kT + k3 + k3 + k3) — ‘gug(kl ko + ks - k) + O(k*) ~ X (5.20D)
Ti534. ~ 4Ampgkiks(6+A) + O(K®) ~ A7 (5.20¢)
3934 =~ O675uokik3(1+ )+ O(K!) ~ A2 (5.20d)
Iiosa =~ 275 ugkiks + O(K*) ~ 272 (5.20¢)
Pl ~ SRR £ O(K'?) ~ A0 (5200
Ihsy =~ é%ué(k? + k3 + k3 — 3K3) + O(K*) ~ (1+2v2)) (5.20g)
03934 ~ —21ugkiks + O(k') ~ A2 (5.20n)
[i034 ~ 2m3ugkiki + O(k*) ~ A2 (5.201)

Wie man sieht, verschwinden alle Vertexfunktionen fiir kleine Impulse mindestens quadratisch, bis auf
I'{Y;,, die einen endlichen Grenzwert bei nicht-verschwindender Anisotropie hat. Aufgrund der Erhaltung
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des Gesamtspins im Falle des isotropen QAF sind keine starken Wechselwirkungen zwischen Spinwellen
im Infrarot-Bereich erlaubt [75, 73]. Beim isotropen Heisenberg-QAF handelt es sich um eine schwache
Wechselwirkung der antiferromagnetischen Fluktuationen. Man beachte weiterhin, dass die Vorfaktoren
fast aller anderen Vertexfunktionen fiir kleine Anisotropien A — 0 divergieren und so zum in 73| disku-
tierten endlichen Grenzwert fiir kleine Impulse werden.

5.2.1 Interpretation der Operatoren

Die oben dargestellte, etwas unkonventionelle Formulierung der Spinwellentheorie durch hermitesche Ope-
ratoren, scheint zunéchst einmal das Problem komplizierter zu machen. Damit erkauft man sich allerdings
eine leichtere physikalische Interpretation der benutzten Operatoren. Wir formulieren dazu die Spinope-
ratoren und ihre Pendants fiir den Antiferromagneten, die gestaffelten Spinoperatoren im Impulsraum

sy = ,/%Ze*ik"‘isix (5.21a)
1 )
SX . = ,/Nzeﬂ’“"‘ism. (5.21b)

Gemaéf der sphérischen Zerlegung gelten die Definitionen fiir x € {+, —, ||, z,y}. Betrachtet man diese
Grofsen in linearer Spinwellentheorie, was dem Abbruch der Entwicklung (3.9) nach nullter Ordnung
entspricht, so erhilt man

1
Si \5S dka (5.22a)

1 1
— (s 0o =3 > (TR ko Pro + Minkﬂnkg)> (5.22b)

Sz
Stk N

/1
Sy = VSt = N/\;lqsm (5.22c)

1
Sgo= - STk@e—:—\/N/\;l‘I’k— (5.22d)
S
S§e = \/E.ukﬂk—:m)\kﬂk— (5.22¢)
a
S
SSik = ﬁﬂkﬂk+zm>\kﬂk+~ (5.22f)

Hierbei haben wir die dimensionslose Konstante

N Tk
S VNS

eingefiihrt, um die korrekte Spinabhéngigkeit aufzuzeigen. Betrachtet man die Gleichungen, so stellt man
fest, dass die ferromagnetische Magnetisierung (5.22a) fiir den statischen Fall (k = 0) verschwindet, wohl
aber fiir andere Wellenvektoren ungleich Null sein kann, da im Néel-Grundzustand wie auch im korrek-
ten Grundzustand eine langreichweitige Ordnung auftritt [11, 54]. Dagegen erhalten wir fiir &k = 0 im
Wesentlichen die volle gestaffelte Magnetisierung des Néel-Zustandes in (5.22b), die um die Erwartungs-
werte aller Operatoren vermindert wird. Die Gleichungen ((5.22¢)-(5.22f)) zeigen eine Proportionalitit
der Spinoperatoren zu den eingefiihrten hermiteschen Operatoren.

Abschliefsend kann man also zusammenfassen, dass die Operatoren ®g, die ferromagnetischen Fluktua-
tionen in den Richtungen senkrecht zur Anisotropie reprasentieren, wihrend die Ig,-Operatoren gerade
die antiferromagnetischen Fluktuationen senkrecht zur Anisotropierichtung darstellen.

A = ukaD (5.23)

5.2.2 Vorteile der hermiteschen Parametrisierung

1. Schwache Wechselwirkungen zwischen antiferromagnetischen Magnonen
Wie schon im Fall ohne Magnetfeld diskutiert [73, 80], verschwinden die Vertexfunktionen, die die
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Wechselwirkungen zwischen antiferromagnetischen Magnonen vermitteln, fiir kleine Impulse qua-
dratisch. Im Falle des QAF mit Anisotropie hat der Vertex (5.15b) zwar einen endlichen Wert
fir k = 0, der aber fiir A — 0 verschwindet (5.20b). Alle anderen Vertexfunktionen des Holstein-
Primakoff-Hamiltonian verschwinden sogar in héheren Ordnungen der Impulse (5.20) und sollten
daher fiir niederenergetische Anregungen unwichtig sein, solange die Anisotropie nicht verschwindet.
Ganz anders liegt der Fall beim gewohnlichen Erzeuger-Vernichter-Zugang, wo alle Vertexfunktio-
nen der 2-Teilchen-Wechselwirkung in gewissen Grenzwerten infrarot-divergent sind [73]. Die auf-
tretenden Divergenzen kiirzen sich allerdings in bisher berechneten physikalischen Gréfsen bis zur
2. Ordnung in 1/S heraus (z. B. in [14]). Daher scheint der gewohnliche Zugang zu kompliziert
fiir eine systematische Betrachtung des Quantenantiferromagneten; die hermitesche Parametrisie-
rung hat jedoch mathematisch giinstigere Eigenschaften zur Beschreibung der Wechselwirkungen
zwischen relevanten Freiheitsgraden.

2. Physikalische Interpretation der Operatoren
Die Operatoren kénnen geméf der Betrachtungen in (5.2.1) mit physikalischen Grofen in Verbin-
dung gebracht werden, ohne den Umweg {iber Bogoliubov-Koeffizienten machen zu miissen (siche
hierzu [62]).

3. Nichtlineares-o-Modell
Eine Verbindung zwischen der hermiteschen Parametrisierung und der zur Charakterisierung allge-
meiner Heisenberg-Antiferromagneten erfolgreichen Theorie des Nichtlinearen-o-Modells (NLSM)
ist moglich. Wahrend das NLSM nicht nur Heisenberg Magnete mit NN-Wechselwirkung beschrei-
ben kann, beriicksichtigt es aber nur bestimmte Wechselwirkungen zwischen Magnonenfreiheitsgra-
den. Dagegen beschranken wir uns auf Heisenberg-Modelle mit NN-Wechselwirkung, beriicksichtigen
aber zusitzliche Wechselwirkungsterme zwischen Spinwellen [80].

4. Endliche Ausdehnung des Antiferromagneten
Wie schon von Anderson in [44] vorgeschlagen, ist die Berticksichtigung von finite-size Effekten in der
Spinwellentheorie des Quantenantiferromagneten in der Hermiteschen Parametrisierung einfacher.??
Dennoch ist dieser Zugang lange Zeit in Vergessenheit geraten [73].

5.3 Freie Green-Funktion 7= 0

Fiir eine storungstheoretische Behandlung unseres wechselwirkenden Modells von Bosonen, ausgedriickt
durch die hermiteschen Felder (5.3), brauchen wir zunéchst einmal die ungestorten Korrelationsfunktionen
oder freie Propagatoren. Dazu gehen wir vom freien Spinwellenmodell mit dem quadratischen Hamiltonian
(4.35) aus. Fiir T' = 0 ist der freie Propagator dann als Green-Funktion im Heisenberg-Bild geméf

iGogr (kK t—t') = (0T [Wro(t)Urro (£)]]0) (5.24)
= (0] Wpoe  #HEO g, 10) (5.25)
e Gl P (5.26)

gegeben, wobei der Zeitordnungsoperator T analog zu (6.81) definiert ist und der normierte Vielteilchen-
grundzustand |0) die Eigenschaft
Vo [0) =0 (5.27)

hat. Im letzten Schritt haben wir die Eigenwertgleichung des Hamiltonian sowie den Kommutator (4.33)
benutzt. Die gleichzeitige Green-Funktion ¢ = ¢’ ist dann durch

1G g (k, k/) = (5k,k/5070/ = <\Ilkg\11k/c,/> (5.28)

definiert. Mittels der Transformation auf Operatorebene (5.6a) erhalten wir sofort auch die Propagatoren
der hermiteschen Felder, die analog zu (5.28) als

iGap = (AB') | A, B € {lIpy, Pro ) (5.29)

23Das Problem der k = 0-Mode wird durch die Wahl von Wellenpaketzustinden behoben, die zwar keine Eigenzustinde
sind aber deren Zeitentwicklung fiir die betrachteten Systeme sehr langsam verlauft.
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Abbildung 19: Berechnung der Selbstenergie in erster Ordnung Storungstheorie: Durchgehende Linien
entsprechen den (ungerichteten) Propagatoren der II-Felder, gestrichelte Linien entsprechen den Propa-
gatoren der ®-Felder. Die nicht-diagonalen Propagatoren sind entsprechend durch jeweils halb gestrichelte
und durchgezogene Linien dargestellt. Geméaf der Formel (5.33) wird jeweils noch iiber o summiert.

definiert sind. Wie nicht anders zu erwarten sind die Propagatoren wieder diagonal im k-Raum. Wir
schreiben nun in Matrixform [38|

. . <Hkanfk:’a’> <Hka<I)fk/J'> o Xal 7
Gk ( (Proll ko) (Pro®orior) ) 2Ej Ok 0.0 —i xoE} |- (5.30)

Damit erfiillt der Propagator die iibliche Hermizititsbedingung iG' = (iG)', ist aber nicht diagonal. Fiir
die spétere Darstellung im Frequenzraum ist eine Diagonalisierung nicht notwendig, da die Zeitableitung
im Frequenzraum ohnehin nicht-diagonale Terme erzeugt.

5.4 Hartree-Fock-Niherung

Im néchsten Schritt fithren wir eine Stérungtheorie erster Ordnung explizit durch. Dazu bedienen wir
uns diagrammatischer Methoden, um die einzelnen Schritte iibersichtlich zu halten. Fiir diese Ndherung,
die auf der Aufspaltung der Felder in ihre Erwartungswerte und entsprechende Fluktuationen beruht,
ersetzen wir jeweils vier Operatoren des Wechselwirkungsterms durch quadratische Anteile und Opera-
tormittelwerte, zum Beispiel

[ 1 1 1 1 1
114 [T 11511y — 13 1ToT310y + 114 o T3 1Ty + 114 TTo 115114 + 114 ITo 115114 + 114 T2 TTgTT4 + I1; 12113114, (5.31)

Die Kontraktion zweier Operatoren wird nun durch deren Mittelwert zum Beispiel

1
HIHZ = <H1H2> = (51+270 (532)

2E1X0
ersetzt und die Eintrige in (5.30) benutzt. Diese Rechnung lésst sich grafisch durch die in Abbildung 19
dargestellten Gleichungen fiir die Selbstenergiebeitrage der Felder veranschaulichen. Unter Berticksichti-
gung der Symmetrien der Vertexfunktionen und der Hermizitdt von Grgs geben insbesondere die Terme
mit Antikommutator keinen Beitrag. Nach ldngerer, aber elementarer Rechnung unter Beriicksichtigung
der Symmetrien der Vertexfunktionen (5.30) und der Eigenschaft (B.16), kénnen wir den Wechselwir-
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Abbildung 20: Ergebnis der Auswertung der Integrale (5.33)

kungsterm des Holstein-Primakoff-Hamiltonian (5.13a) und (5.13b) durch den quadratischen Anteil

C C

—1571 P 27T 11

D, Py [1-Cp — ———— | + xoE I, g | 1 —Cpp — —————
Xo Pr,Pr ( P 1+)\+%> XoLpllp, e ( 11 1+)\%)}

1
=g 2

ersetzen. Wobei die Konstanten als Summen iiber die reduzierte Brillouin-Zone

1 1— %% 1+ae(l+N)
_ 1 5.
c N%:Ek(lﬂ—&ﬁ T+ A+ (5.33a)

1 1— 1+ X) 149k )

Cn = — e . 5.33b
1 Nzkzek< T A— % 14+ ( )
- AN e 24\

Co = — - 5.33
’ N;Gk(lﬂ—% 1+A+ﬁk> (535
. 4 o 2+ A

Cnp = = - — + . 5.33d
! N Gk( T4+ A+ 1+/\*Wc) ( )

gegeben sind. Man beachte, dass (5.33) bereits diagonal ist, was ein wesentlicher Vorteil dieser Art von
Storungstheorie in den hermiteschen Feldern ist.?*

5.4.1 Renormierungsfaktoren

Die Konstanten (5.33) ergeben eine impulsabhéngige Renormierung der Suszeptibilitét?® und Energiedi-
spersion. Wir fithren das Ergebnis auf den Hamiltonian des freien Magnonengases (5.8) zuriick indem wir
die Ersetzungen

Xo — X=Zy(k)xo (5.34a)
Ex — Z(k)E (5.34b)

24Wiirde man eine Stérungstheorie in den Magnonen-Erzeugern und -Vernichtern aus (4.35) durchfiihren, so wére der
entstehende Hamiltonian nicht mehr diagonal und eine erneute Bogoliubov-Transformation notwendig (siche Abschnitt
7.1.2).

25Gemeint ist die Renormierung der Suszeptibilitit durch Wechselwirkungen.
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Abbildung 21: Der Renormierungsfaktor Z,, ist in erster Ordnung Stérungstheorie (enthélt auch hohere
Ordnungen in 1/5) impulsabhéingig. Der Wert ohne Anisotropie Z, = 0.86 aus [73] wird im Grenzwert
A — 0 erreicht (gepunktete Linie). links: Veranschaulichung der Impulsabhéngigkeit entlang der Zonen-
linien hoher Symmetrie fiir S = 1/2, rechts: k = 0-Werte fiir verschiedene Spins gegen die Stérke der
Anisotropie aufgetragen.

machen wobei die Renormierungsfaktoren durch

1 Co
Zy(k) = [1+—=|(1 5.35
x(k) +25< ® 1+A+vk) (5.352)
1+ L (1 O — C—§>
Z(k) = 215 Sl (5.35b)
1 (1= Co - 5535,)
gegeben sind. Fiir verschwindende Anisotropie A = 0 verschwindet auch die Impulsabhéngigkeit
. . 2
1*/{%0@—1*}\%0ﬂ—ﬁ;ek—c (5.36a)
lim Cp = lim Cry = 0 (5.36b)
A—0 A—0
und wir erhalten das Ergebnis
o1t
7. = |1+ = .
X [ + 5 S} (5.37a)
c
Z. = 14+ — 5.37b
: +355 (5.37D)
aus [73] (vgl. auch [89, 54, 55]), so dass die Magnonendispersion nur geméif
c 1 - t C
Hy =555y ) <Xo 0, ko + XOEI?:Hkngm') = gt (5.38)

reskaliert wird [47, 85].
Aus der speziellen Form der Dispersion fiir kleine Impulse (4.30) ist es auch mdglich aus (5.35b) den
Renormierungsfaktor des Gaps

(5.39)

Ao 1+%(1—C¢—2ﬁ—3)
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Abbildung 22: Renormierungsfaktor der An-
regungsliicke Za fiir verschiedene Spins. Fiir
kleine Anisotropien wird die Renormierung
des Gaps grof, wahrend fiir S — oo der klas-
sische Grenzwert Zan = 1 erreicht wird; den
Grenzwert A — 0 kann man nicht durchfiih-
ren, da die Dispersion fiir verschwindenden
Anisotropie linear im Impuls wird.

Abbildung 23: Darstellung der Spinwellen-
renormierung Z. fiir verschiedene Spins als
Funktion der Anisotropie. Der Grenzwert
A — 0 kann nicht ausgefiihrt werden, da fiir
A = 0 die Form der Dispersion von (4.30) in
Er = c¢p|k| tibergeht und damit die relevan-
ten Impulse durch (5.45) beschriankt sind.

sowie einen Renormierungsfaktor der Spinwellengeschwindigkeit

2N+ \2)Z
7z, — \/ 2+ % (5.40)
g ~ CaoX(Cn —1-29) 4 Cu2Ca (1 +A) + (24 1)*(Ca — 1 — 29)] (5.41)
! 2X2[Cp + (24 \)(Cop — 1 — 28)]2 '
zu definieren, so dass die Dispersion in Hartree-Fock-N&herung fiir kleine Impulse dann die Form
ZQC2
Ex = ZaMo (1 ¢ 0 k2 42

hat.

Der Dyson-Maleev-Hamiltonian hat die Zusatzterme (5.14), die aber in der Hartree-Fock-N&herung kei-
nen zusétzlichen Beitrag geben, so dass beide Formulierungen sowohl in der linearen Spinwellentheorie
als auch in der 1. Ordnung Stérungstheorie &quivalent sind. Wegen der schwachen Wechselwirkung bei
kleinen Impulsen (5.20) ist auch in hoheren Ordnungen bei nicht-verschwindender Anisotropie A # 0 kein

wesentlicher Beitrag zu erwarten.

Koeffizienten der 1/S-Entwicklung Die oben angegebenen Renormierungsfaktoren sind bei Anwe-
senheit der Anisotropie in 1. Ordnung Stérungstheorie berechnet, d.h. konsistent bis zur Ordnung 1/,
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Abbildung 24: Darstellung der echten Koef-
fizienten erster Ordnung der Renormierungs-
faktoren (5.44c) und (5.44d), die fiir A — 0 die

Werte Zél) ~ 4.64 und Z(Al) ~ 4.08 annehmen.

aber enthalten noch héhere Terme. Eine Entwicklung nach inversem Gesamtspin ergibt schliefslich:

(1)
Zy(k) = 1+ ZX2 S(k) +0(1/5?% (5.43a)

VAU
20 = 1+ 2;'“) +0(1/5?) (5.43b)

7
Zn = 1+ﬁ+0(1/s2) (5.43c)

z
Z. = 1+ 2(3 +0(1/5?%) (5.43d)

mit den Koeffizienten

Co
Z() — 1Oy — 2 44
W (k) Co T (5.44a)

1 C. C
ZWk) = Z|Ce—C T 1 5.44b
(k) 2(‘1’ L W W R - (5.44b)
z0 = zW(0) (5.44c¢)
2
ZW = Z<A1>+7A szp (5.44d)
1 éq;)\2+c~'n(2+)\)2 -

zZy7 = 320t A2 . (5.44e)

5.4.2 Vergleich der Ergebnisse

Betrachtet man das Ergebnis fiir die Renormierungsfaktoren (siche Abbildungen 21, 22 und 23), so
ndhern sich alle Renormierungsfaktoren fiir den klassischen Grenzfall S — oo dem Wert 1. Dies ist
klar, da alle hier berechneten Korrekturen hoherer Ordnung in 1/S sind. Fiir Spinsysteme mit grofem
Gesamtspin spielen hohere Korrekturen und somit Quantenfluktuationen eine geringere Rolle und die
Renormierungsfaktoren sind nahe bei 1.

Die Abhéngigkeit des Renormierungsfaktors Z, vom Wellenvektor wird weiterhin fiir verschwindende
Anisotropie klein. Das Ergebnis von [73] fiir A — 0 wird reproduziert (sieche Abbildung 21). Stirkere
Anisotropien schlagen sich so im Renormierungsfaktor der Suszeptibilitdt nieder, dass y nun eine rich-
tungsgemittelte Suszeptibilitdt ist und somit im Falle von Anisotropien erhoht wird. Die Suszeptibilitat
ist dann keine Zahl mehr, sondern wird zu einem Tensor, dessen Richtungsmittelwert um so mehr ab-
weicht je starker der damit verbundene Ellipsoid von der Kugelgestalt abweicht. Insofern ist das Ergebnis
fiir Z,, ein klassisch zu erwartendes Ergebnis und liefert kaum neue Erkenntnisse.
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Ganz anders sieht es beim Renormierungsfaktor des Gaps Za aus: Bei grofen Anisotropien ist die
Anregungsliicke auch grof (siche Abbildung 15). Daher spielen fiir starke Anisotropien die Wechselwirkun-
gen zwischen den antiferromagnetischen Fluktuationen eine geringe Rolle und der Renormierungsfaktor
wird kleiner, d.h. das aus linearer Spinwellentheorie berechnete Gap stimmt gut mit dem realen Gap
iiberein. Dagegen ist das Gap fiir kleine Anisotropien klein und Quantenfluktuationen wirken so auf die
Eigenschaften der Quasiteilchen, dass das Gap auch in Mean-Field-Berechnungen stark renormiert wird
(fiir S = 1/2 ergibt sich nahe bei A = 0 ein endlicher Faktor von Za =~ 2.84). Eine Erhchung des Spins
verringert wieder den Effekt gemif der 1/S-Entwicklung der Wechselwirkung.

Am schwierigsten ist die Renormierung der Spinwellengeschwindigkeit zu verstehen. Dies liegt daran,
dass beim Verschwinden der Anisotropie A — 0 die Form der Dispersion grundlegend geéndert wird.
Wiéhrend fiir A = 0 eine Goldstone-Anregung mit Fy = c|k| vorliegt, ist bei endlicher Anisotropie die
Form der Dispersion nach oben gebogen und hat fiir kleine Wellenvektoren quadratische Abhéngigkeit
(4.30). Daher ist es nicht aufergewohnlich, dass sich Z, fiir A — 0 nicht den bekannten Ergebnissen néhert,
sondern dhnlich wie Za gro wird.26 Die physikalische Interpretation von Z,. als Renormierungsfaktor ist
nur im Bereich linearer Dispersion sinnvoll: Mit dem Zusammenhang (4.28) haben wir fiir grofe k eine
lineare Dispersion, so dass die Definition von Z, nur im Bereich

A 1
<kl < - (5.45)
C a

Sinn macht. Weiterhin ist zu beachten, dass die Renormierungsfaktoren zu verschiedenen Spins sich
schneiden (z. B. die von S = 1/2 und S = 1 bei etwa A = 0.7). Sie bleiben aber fiir alle A\ immer grofier
als 1 und erreichen 1 im Grenzwert S — oco. Die Schnittpunkte scheinen vielmehr ein Artefakt des Modells
zu sein, welches fiir kleine Spins und grofe Anisotropien eher in das Ising-Modell {ibergeht und somit
unterschiedliche Spinwellengeschwindigkeiten hervorruft.

Abschliefsend sollte man das Ergebnis des Renormierungsfaktors der Anregungsliicke hervorheben. Der
Einfluss von Wechselwirkungen hat fiir kleine Anisotropien einen grofsen Effekt und vergrofsert das Gap
wesentlich. Insbesondere die Kopplung zwischen longitudinalen und transversalen Fluktuationen der Fel-
der, die in der Parametrisierung (5.3) eingefithrt werden, erzeugt wohl dhnliche Divergenzen fiir kleine
Anisotropien bzw. fiir kleine Anregunsliicken, wie sie auch in [21] beschrieben sind. Der Fall A < 1 ist
auch in realen Systemen am ehesten realisiert, da die Effekte des Kristallfeldes auf die Austauschkopp-
lungen (1.45) eher klein sind, bzw. die schwachen Dipol-Dipol-Wechselwirkungen auch mittels Easy-Axis-
Anisotropie modelliert werden konnen. |21, 81]

Die Storungstheorie 1. Ordnung scheint zwar schon einige interessante Effekte zu zeigen, jedoch wére noch
zu tiberpriifen, ob in héheren Ordnungen Stérungstheorie noch neue Effekte auftreten, insbesondere die
in [21] gefundenen grofsen Beitridge zur Renormierung der Anregungsliicke. Dazu miisste man die geméaf
Abbildung 19 durchgefiihrte Ndherung der Selbstenergie auf die 2. Ordnung erweitern. Weiterhin wur-
den in [75] sowohl Eigenschaften des Quantenantiferromagneten mit Anisotropie im Magnetfeld als auch
bei endlichen Temperaturen untersucht. Daher scheint es sinnvoll unsere Theorie auch auf diese beiden
Aspekte zu erweitern. Aus diesem Grund wird im néchsten Abschnitt kurz der 7' # 0-Formalismus fir
die benutzte hermitesche Parametrisierung vorgestellt.

5.5 Matsubara-Methode

Analog zur Formulierung des Vielteilchenproblems im Phasenraum mittels Funktionalintegralformalis-
mus (siehe Appendix F) behandeln wir die hermiteschen Operatoren im k-Raum nun als Orts- und
Impulsvariablen mit Modenindex (k,c) und erhalten so ein Funktionalintegral iiber C-Zahlen.?” Die

26Der numerische Wert fiir A\ — 0 ist Z. ~ 3.26, hat aber wegen der Beschriinkung der relevanten Impulse (5.45) keine
physikalische Bedeutung.

27Im Phasenraum handelt es sich um reelle Variablen. Da wir unsere Feldoperatoren IT und @ aber mit reellen Eigenwerten
im Ortsraum gew&hlt haben, sind die entsprechenden Eigenwerte der Operatoren im Impulsraum nicht mehr reell und somit
auch die Felder im Funktionalintegral komplex.
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Fourier-Tranformation in den Frequenzraum lautet
My, (1) = e Tk, (5.46a)

/
Qo (1) = /we_i“”@;{g (5.46b)

wobei )
K= { (K, iwn) r>0 (5.47)

einem (D + 1)-Wellenvektor entspricht und

: . T>0
— hi Zn:—oo 4
/w { 2 o (5.48)

2m

eine Abkiirzung fiir die Summation / Integration ist. Mit der Relation

B _
/ drelntem)t — 5 K3 (5.49)
0
sowie der Fourier-Darstellung der d-Funktion l&sst sich die Gaufssche Wirkung des Modells schreiben als

1 _
SoMke, Pro] = 3 Z/ (X0 ' ®-koPro + XoERI_kollko — w(P_kollge — - koPro))
—~ Jx

AL (2 ) ()

/K - / (g:)kD /w (5.51)

Fiihren wir nun einen 4-komponentigen Vektor

wobei

Doy
Dy
Mgy
I

Wy = (5.52)

ein, so lasst sich vereinfachend

So[®] = % /K LAY (5.53)

mit der Matrix

-1
_ Xo —w
H=1,® ( W XoE2 ) (5.54)
schreiben, wobei die Matrix H in Abwesenheit von Magnetfeldern diagonal in o ist. Die Korrelations-
funktionen in Gaufsscher Ndherung erhélt man schlieflich, indem man die volle Wirkung im Funktio-
nalintegral (F.7) durch die Wirkung (5.53) ersetzt, das entsprechende Gaufsche Integral 16st und die
Fourier-Koeffizienten der Imaginérzeit-Korrelationsfunktionen

~ V(SKy_K/ X0E2 w
GK,K’ = V6K7_K/H ! = W ( 7wk Xal (555)

berechnet. Die formale Gleichheit mit dem Propagator (5.30), der ohne Pfadintegralformalismus abge-
leitet wurde, aber nicht so einfach auf den Fall T' # 0 verallgemeinert werden kann, zeigen wir durch
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Abbildung 25: Wahl der Integrationswege C
und C’ sowie Pole des Integranden in (5.58a)
auf der imagindren Achse bei den bosonischen
Rw Matsubara-Frequenzen iw,, (kleine Kreuze auf
der imagindren Achse) sowie die Quasiteil-
chenresiduen bei £F}, (grofse Kreuze).

Riicktransformation in die Imaginérzeit-Darstellung mittels (F.10). Anstatt das w-Integral direkt zu 16-
sen, fithren wir die Berechnung der Matsubara-Summe mittels eines komplexen Integrals [38] aus und
nehmen dann den Grenzwert 7" — 0.

1 = ) i F(w)dw 1 Bosonen

ﬁ _z_: F(iwn) = %/C 1 — Cebw (= { -1 Fermionen. (5.56)
Der Integrand auf der rechten Seite, der tiber den Weg C integriert wird (siehe Abbildung 25) hat einfache
Pole an den Punkten, die den Matsubara-Frequenzen entsprechen und sammelt {iber den Residuen-

Satz [90] gerade die Summe auf der linken Seite auf. In unserem Fall ist

—iWnT —iWnT

e
EZ — (iwp)?

we

Fi(i ~ —_—
1(an) El% - (iwn)Q

Fy(iwp) ~ (5.57)
was asymptotisch schneller als % abfillt, so dass wir den Integrationsweg C’ (siehe Abbildung 25) schliefien

und den Weg C durch den Weg C’ ersetzen konnen:

%4 e “Tdw
(k. 7) = / :
Grn(k, 7) St Jor (B2 = w)(1 = o) (5.584)
Vv we~“Tdr
Ghio(k,7) = — . 5.58b
e (K, 7) 27 /C/ (B —w?)(1 —ePv) ( )
Der Integrand von (5.58a) hat Pole an wy = £F}j mit den Residuen
e:i:E‘r
a1 = m7 (5.59)
so dass wir unter Berlicksichtigung der Umlaufrichtung
V' cosh(EgT) + cosh(Eg (T + h3))
Gl (k = 5.60
it (k. 7) 2E% X0 cosh(hBEy) ( 2)
VxoEx cosh(EgT) + cosh(Eg(T + 13))
Giolk,7) = 5.60b
@s(k,7) 2 cosh(hBEy) ( )
o _ iV —sinh(EgT) +sinh(Ex(T +1B))
Ghg(k,7) = 5 cosh(hAER) — 1 = —Ggp(k7) (5.60¢)

erhalten. Ausfithrung des Grenzwertes T'— 0 lasst die Briiche verschwinden und ergibt dann direkt die
Eintrége in (5.30).
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5.6 Zusammenfassung

Im vorangegangenen Kapitel haben wir das Problem des Quantenantiferromagneten mit Anisotropie
auf einen Zugang mittels hermitescher Operatoren abgebildet. In dieser Darstellung sind die physika-
lischen Freiheitsgrade des Spinsystems (Spinfluktuationen) durch die Operatoren reprisentiert, so dass
Ergebnisse fiir die Korrelationsfunktionen leichter interpretiert werden kénnen als im konventionellen
Spinwellenzugang mit Magnonenerzeugern und -Vernichtern. Daneben haben die Wechselwirkungsverti-
zes fiir lange Wellenléngen endliche Grenzwerte und erzeugen keine Singularititen in der Stérungstheorie.
Schliefllich wurde mittels Stérungstheorie der Einfluss der Wechselwirkung auf die Magnonendispersion
in erster Ordnung berechnet und dieser in Renormierungsfaktoren quantifiziert. Fiir die Renormierung
der Suszeptibilitdt durch Wechselwirkungen ergeben sich die aus der Literatur bekannten Grenzwerte
der Renormierungsfaktoren in 1/S-Entwicklung, wihrend die Spinwellengeschwindigkeit sowie die An-
regungsliicke durch die Wechselwirkungen fiir kleine Anisotropien (A < 1) stark renormiert werden,
was am Ubergang von quadratischer zu linearer Dispersion fiir A — 0 liegt. Wie auch in [21] sind die
Renormierungsfaktoren in erster Ordnung Stérungstheorie endlich, vergréftern aber sowohl die Spinwel-
lengeschwindigkeit als auch die Anregungsliicke fiir kleine Anisotropien, so dass die Beriicksichtigung von
Anisotropien bei der Beschreibung von realen Systemen fiir tiefe Temperaturen wichtig wird.

Eine Analyse in hoheren Ordnungen Storungstheorie sowie die Betrachtung von Magnetfeldern steht
ebenso noch aus wie die Berechnung der Temperaturabhéngigkeiten der entsprechenden Gréfen, die auch
im Experiment gemessen werden [81].
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6 Anomale longitudinale Fluktuationen im wechselwirkenden Bose-
Gas bei BEC von Magnonen

6.1 Uberblick

Im Folgenden werden wir eine Beschreibung des Quantenantiferromagneten (QAF) in einem homogenen
Magnetfeld ausarbeiten, die es erlaubt das Modellsystem auf das wechselwirkende Bose-Gas abzubilden.
Wir werden sehen, wie die endliche Untergittermagnetisierung M, des QAF als Ordnungsparameter mit
dem Ordnungsparameter eines Bose-Einstein-Kondensats von Magnonen (MBEC) in Verbindung gebracht
werden kann. Unter Verwendung von Symmetrieeigenschaften des wechselwirkenden Bose-Gases lassen
sich Eigenschaften der Korrelationsfunktionen im Bereich langer Wellenldngen ableiten, die sich auf unser
System {ibertragen lassen. Auf diese Weise erhalten wir ein nicht-pertubatives Ergebnis der antiferroma-
gnetischen Spin-Spin-Korrelationsfunktion des QAF im Magnetfeld fiir 7' = 0. Daraus ldsst sich mittels
des Fluktuations-Disspiations-Theorems der entsprechende longitudinale Strukturfaktor S)(q,w) berech-
nen. Dieser beruht auf Fluktuationen des gestaffelten Spins in Richtung von Mj, die gerade als Richtung
der Symmetriebrechung im Ortsraum ausgezeichnet ist. Es wird sich zeigen, dass S)(g,w) in den Dimen-
sionen 1 < D < 3, fiir die unsere Theorie giiltig ist, einen kontinuierlichen Beitrag enthélt. Weiterhin l4sst
sich das spektrale Gewicht dieses kritischen Kontinuums experimentell durch Einstellen des Magnetfeldes
nahe des kritischen Magnetfeldes h. des QAF kontrollieren und bietet somit einen Zugang fiir Messungen
der Eigenschaften des wechselwirkenden Magnonengases in der symmetriegebrochenen Phase.

6.2 Motivation

Das Konzept des Quasiteilchens, wie es zum Beispiel in [91] eingefiihrt wird, geht davon aus, dass sich
das Ensemble eines Vielteilchensystems durch die Wechselwirkungen der Teilchen untereinander wie ein
System schwach wechselwirkender Teilchen mit veranderten Eigenschaften (verdnderte Masse, verdnderte
Dispersionsrelation etc.) verhalten. In unserem Fall entstehen die betrachteten Quasiteilchen (Magno-
nen) bei Anregungen des Spin-Vielteilchensystems. Nun ist es moglich aus den Eigenschaften der Qua-
siteilchen auf kollektive Eigenschaften des Gesamtsystems zu schliefsen. Dieses Konzept hat sich in der
Festkorpertheorie in der Beschreibung von elektronischen Anregungen (z.B. Exzitonen, Plasmonen), wie
auch Anregungen der Kristallstruktur (Phononen) und magnetischen Anregungen (Magnonen) mit Er-
folg durchgesetzt und erlaubt die Vorhersage vieler Eigenschaften von Festkorpern wie spezifische Warme,
thermische Ausdehnungskoeffizienten oder magnetische Suszeptibilitét.

Die oben erwéhnten Magnonen sind bosonische Quasiteilchen, daher sollte es méoglich sein, allgemeine
Eigenschaften des wechselwirkenden Bose-Gases in magnetischen Systemen zu finden. Wir zielen hier
vor allem auf das Phinomen der Bose-Einstein-Kondensation (BEC),?® das in den letzten Jahren in den
Mittelpunkt vieler Forschungsprojekte geriickt ist und auch am Beispiel der Bose-Einstein-Kondensation
von Magnonen (MBEC) untersucht wird [93, 94, 6].

Tatséchlich gibt es bereits experimentelle Nachweise des MBEC mittels zweier verschiedener Modellsyste-
me. In [93] wird vom MBEC bei Spin-Singulett-Systemen in T1CuCls bei Anwesenheit eines Magnetfeldes
berichtet, wenn infolge der Zeeman-Energie die Singulett-Triplett- Anregungsliicke verschwindet. Oberhalb
eines kritischen Feldes kondensieren dann Magnonen mit S = 1 und erzeugen damit eine langreichwei-
tige magnetische Ordnung, die sich durch Messung der Magnetisierung identifizieren ldsst. Bei den hier
relevanten Systemen handelt es sich jedoch um Antiferromagneten wie CsoCuCly in einem Magnetfeld,
das senkrecht zur einfachen magnetischen Kristallachse angelegt wird und bei dem ein feldgetriebener
Phaseniibergang mit kritischen Exponenten wie beim BEC beobachtet wurde [94], obwohl {iber die Ergeb-
nisse kontrovers diskutiert wird.?® Der Grundzustand dieser Modellsysteme ist im klassischen wie auch
im quantenmechanischen Fall ein Ferromagnet, falls ein Magnetfeld h angelegt wird, das stérker als das
Austauschfeld h. ist. Ausgehend von diesem Grundzustand, der ebenso wie der Heisenberg-Hamiltonian
eine U(1)-Symmetrie aufweist, ergibt sich eine spontane Symmetriebrechung, wenn das Magnetfeld klei-
ner als das Austauschfeld wird (h < h.). Wir erhalten dann eine langreichweitige Ordnung, wie sie
vom klassischen Néel-Zustand des Antiferromagneten bekannt ist. Geméf dem betrachteten Modell des

28Einen Uberblick iiber die Theorie der BEC des nicht-wechselwirkenden Bose-Gases gibt [92].
29Weiterhin gibt es einen Kondensationsmechanismus von Magononen in YIG mittels parametrischen Pumpen [95].
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wechselwirkenden Magnonengases ist die Bosonendichte am Punkt des Quanten-Phaseniibergangs zum
Antiferromagneten fiir verschwindende Temperatur gleich Null, so dass Mehrteilchenwechselwirkungen
keine Rolle spielen. Fiir endliche Temperaturen gehort der Phaseniibergang natiirlich zur gleichen Uni-
versalitéitsklasse wie die Bose-Einstein-Kondensation des wechselwirkenden Bose-Gases.

Anders als bei Experimenten mit fester Teilchenzahl kann im vorliegenden System die zum chemischen
Potential dquivalente Grofse h — h. experimentell durch Einstellen des Magnetfeldes nahe des kritischen
Feldes variiert weden. Dies schrénkt die Wahl der in Frage kommenden Materialien allerdings auf sol-
che mit kleiner Austauschwechselwirkung [41] ein, da die zugénglichen Magnetfeldstirken begrenzt sind.
Mogliche Materialien auf metallorganischer Basis sind zum Beispiel in [96] beschrieben. Man beachte wei-
terhin, dass die Zweidimensionalitit bei tiefen Temperaturen insbesondere bei schwachen intraplanaren
Kopplungen aufgrund von Anisotropien oder Dipol-Dipol-Wechselwirkungen aufgehoben wird [96, 97].
Ist nun das Magnetfeld kleiner als das kritische Feld, so befinden wir uns im Bereich langreichweitiger
Néel-Ordnung, d.h. der Ordnungsparameter des QAF, die Untergittermagnetisierung M, ist ungleich
Null. Wir werden spéter die Proportionalitit von M2 mit der Dichte der kondensierten Magnonen her-
ausstellen und so die Verbindung zwischen dem Phaseniibergang des Antiferromagneten und dem der
Bose-Einstein-Kondensation aufzeigen. Eine genauere Analyse zeigt weiterhin, dass die Untergitterma-
gnetisierung proportional zum Erwartungswert des Magnonenvernichters im Grundzustand ist und somit
der Parameter der spontanen Symmetriebrechung. Wie in [98] diskutiert, besteht fiir endliche Systeme
nicht wechselwirkender Bosonen ein Unterschied zwischen Bose-Einstein-Kondensation und spontaner
Symmetriebrechung. In diesem Fall ist der Ordnungsparameter nicht identisch mit dem Quadrat des
Parameters der spontanen Symmetriebrechung. Wir kénnen jedoch auf eine strenge Unterscheidung ver-
zichten, da wir nur den thermodynamischen Grenzfall N — oo betrachten, in dem beide Formulierungen
dquivalent sind.

In fritheren Arbeiten zur theoretischen Behandlung des MBEC [99, 100, 101, 102, 103] wurde vor allem die
Art des Quantenphaseniibergangs durch Magnetfeld behandelt, also die Eigenschaften direkt am Phasen-
iibergang untersucht. Weiterhin ist bekannt, dass die Storungstheorie des wechselwirkenden Bose-Gases
auch weit weg vom kritischen Punkt des Quantenphaseniibergangs zusammenbricht [23, 104, 105]. Auf-
grund des Goldstone-Theorems sind beim spontanen Brechen einer kontinuierlichen Symmetrie Anregun-
gen ohne Anregungsliicke vorhanden, die zu Infrarot-Divergenzen in der Storungstheorie fithren und nicht-
analytische Korrekturen einiger Korrelationsfunktionen erzeugen [104, 106]. Bestétigungen dieses Verhal-
tens mittels einer einfacheren Analyse ohne Verwendung von Ward-Identitidten sind z. B. in [107, 10§]
beschrieben und wohl auf die Tatsache zuriickzufiihren, dass der Quasiteilchenzerfall energetisch nicht
verboten ist [123]. Darauf kommen wir noch in Abschnitt 6.9.1 zuriick. Allerdings heben sich diese Kor-
rekturen bei der Berechnung der Observablen des Bose-Gases weg, so dass sie bisher nicht nachmessbar
scheinen. Die Interpretation spezieller Korrelationsfunktionen im Modell des MBEC als Spinkorrelationen
sollte es ermoglichen, das anomale Verhalten dieser Korrelationsfunktionen experimentell zu beobachten.
In den nachfolgenden Berechnungen werden Ergebnisse der feldtheoretischen Renormierungsgruppe [106]
benutzt, um das korrekte Ergebnis der antiferromagnetischen Spin-Spin-Korrelationsfunktion des QAF
im homogenen Magnetfeld fiir "= 0 bei langen Wellenldngen herzuleiten.

6.3 Heisenberg-Quantenantiferromagnet im Magnetfeld

Wir starten mit dem Modell des Heisenberg-QAF im starken Magnetfeld in seiner gewthnlichen Beschrei-
bung im k-Raum (siehe Abschnitt 4.2.2). Schon mit dem Abbruch der Entwicklung fiir die Leiteropera-
toren haben wir Wechselwirkungen zwischen drei oder mehr Teilchen vernachldssigt, was beim diinnen
Bose-Gas eine gute Néherung ist. Die Fourier-Transformation des Hy ist aufwendig, da wir das Produkt
von vier verschiedenen Operatoren ausfiihren miissen. Geméf der Entwicklung der Dispersionsrelationen
(4.62) erwarten wir, dass die Moden mit dem positiven Index keinen merklichen Beitrag zur Wechsel-
wirkung haben, da ihr Energiespektrum eine hier grofs angenommene Anregungsliicke hat und wir an
dem Infrarot-Verhalten interessiert sind. Diese Moden kénnen ausintegiert werden und man erhélt so ein
effektives Modell mit renormierten Kopplungskonstanten, die dann diese Moden als Ganzes bertiicksich-
tigen. Wir ordnen den neuen Kopplungen aber kein anderes Symbol zu, da weder die renormierte noch
die reine Kopplung bekannt ist und ohnehin im Experiment gemessen, bzw. an experimentelle Kurven
angepasst werden muss. Wir kénnen daher hier alle Terme, die Operatoren zur positiven Mode enthalten,
weglassen; spater werden wir diese im Sinne der Renormierungsgruppe dadurch beriicksichtigen, dass
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wir renormierte Kopplungskonstanten, Wellengeschwindigkeit usw. einsetzen. Geméf (6.57) hangen dann
die renormierten Gréfsen mit den urspriinglichen zusammen. Die Z-Faktoren sind dann im allgemeinen
unbekannt, aber von der Ordnung 1. Ohne Beriicksichtigung der +-Mode ergibt sich aus (4.64a) unser
Modellhamiltonian

Jo -
Hy = m IZ;61+2,3+4F1234b;7b;7b3_b4_ + O (bk+) (61)
in diskreter Formulierung. Fiir die quantenfeldtheoretische Betrachtung fiihren wir Feldoperatoren geméfs
1
ein, wobei der Kommutator
[ wfy] = 2m)P 5 — ) (6.3)

aus den Vertauschungsrelationen (4.57) fiir die Operatoren mit diskretem Impuls folgt. Im thermody-
namischen Limes N — oo miissen wir den Grenziibergang von der diskreten k-Summe zum Integral
% S — [ % machen und erhalten den quadratischen Hamiltonian zu

dPk [ k2
Hd = / <— - ) AR (6.4)

(27r)D 2m

wobei wir die Naherung (4.62b) benutzt haben und die Mode mit Anregungsliicke vernachléssigt ha-
ben, da uns nur Energieskalen interessieren, die weit unterhalb des Magnetfeldes h liegen. Ebenso ldsst
sich der Wechselwirkungsterm auf kontinuierliche Notation umschreiben, wobei gleichzeitig die effektive
Wechselwirkung Ug aus (4.64b) hervorgeht und proportional zu einer Stufenfunktion mit einem Cutoft?°
Ao ~ a~ ! wird:

1 .
mrt = 5[ vt (6.5)
2 kJk Jq

U, %mmww. (6.6)

Hier benutzen wir die iibliche Abkiirzung fk = (gﬂ% fiir das D-dimensionale Impulsintegral. x ist die

bereits in (5.4) eingefiihrte antiferromagnetische Suszeptibilitdt. Fiir die folgenden Betrachtungen wird
also der Hamiltonian
H = Ey + Hy + H* (6.7)

benutzt, der den Heisenberg-Hamiltonian auf das wechselwirkende Bose-Gas abbildet. An dieser Stelle sei
angemerkt, dass die Wechselwirkung (6.6) nur fiir den QAF im starken Magnetfeld im thermodynami-
schen Grenzwert eine Konstante ist. Betrachtet man den Quanten-Ferromagneten (QFM) im Magnetfeld,
so stellt sich heraus, dass die Wechselwirkung bei kleinen Impulsiibertragen quadratisch im Impuls ver-
schwindet und somit vorhandene ferromagnetische Magnonen zu schwach wechselwirken, um die speziellen
Eigenschaften des Bose-Einstein-Kondensats zu beobachten. Zwar sind auch im QFM aufgrund der spon-
tanen Symmetriebrechung geméaf dem Goldstone-Theorem Magnonen ohne Anregungsliicke vorhanden,
diese kénnen aber nicht kondensieren.

Fiir den Heisenberg-QAF in der iiblichen Formulierung [44, 52, 47| erhélt man nach Holstein-Primakofi-
Transformation und Diagonalisierung mittels Bogoliubov-Transformation ebenfalls einen Wechselwir-
kungsteil, der allerdings Vertexfunktionen enthélt, die einerseits von der Richtung des Impulsiibertrags
abhingen und andererseits fiir kleine Wellenvektoren in einigen Grenzwerten singulér sind [73]. Es wurde
zwar gezeigt [43], dass die daraus resultierenden Divergenzen in der Stérungstheorie bis zur Ordnung
1/58? in den physikalischen Messgréfen verschwinden. Dennoch ist diese Art der Abbildung des QAF auf
ein System wechselwirkender Bosonen kein geeigneter Startpunkt fiir die Beschreibung des MBEC.

30Der Wert des Cutoff Ag ist hier willkiirlich gewihlt und regularisiert die Ultraviolett-Divergenzen der Theorie. Der
Wert liegt im Bereich fiir das Modell relevanter Grofienordnungen (hier die Gitterkonstante). Die letztendlich berechneten
Grofen diirfen am Ende allerdings nicht von der Wahl des Cutoffs abhangen.
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6.4 Spontane Symmetriebrechung

Wie beim wechselwirkenden Bose-Gas haben die Feldoperatoren in (6.7) fiir positives chemisches Potential
i einen endlichen Erwartungswert im Grundzustand, dessen physikalische Interpretation das Auftreten
einer langreichweitigen magnetischen Ordnung, ndmlich der antiferromagnetischen Magnetisierung ist.

Wie in der Abbildung 17 gezeigt, sind die Spins im klassischen Grundzustand gegeniiber der z-Achse
um einen Winkel 6 gekippt. Wenig unterhalb des kritischen Feldes h. ist der Winkel klein und der Mo-
dellhamiltonian (6.7) eine gute Naherung, da kleine Kippwinkel einem verdiinnten Bose-Gas entsprechen.
Fiir kleinere Magnetfelder miissen wir im Prinzip 3-Teilchenwechselwirkungen (siehe Abbildung 31) be-
riicksichtigen, aber das Verhalten der Korrelationsfunktionen wird qualitativ durch die Symmetrien des
Systems bestimmt [23, 106], so dass die Korrelationsfunktionen auch fiir gréfere Kippwinkel noch korrekt
sind. Weiterhin sei auf eine alternative Formulierung hingewiesen, bei der die Spinoperatoren entlang
der Achse der lokalen Magnetisierung des klassischen Grundzustandes quantisiert werden, was die De-
finition gedrehter Koordinatensysteme an jedem Gitterpunkt erfordert [73, 97| (siche auch Abschnitt
4.2.1). Zunéchst einmal sei der Fall kleiner Winkel § < 1 betrachtet, bei dem die Spinwellentheorie
geméafs Abschnitt 4.2.2 fiir grofse S korrekt ist. Eine Darstellung des Modells mittels projizierter Boso-
nen [100, 101] (siehe Seite 96), die als eine konsistente Entwicklung in der Bosonendichte auch hohere
Terme der 1/S-Entwicklung enthélt, dndert jedoch nur die Vorfaktoren der Wechselwirkung. Die zusitz-
lichen Vorfaktoren werden analog zum Vorgehen von in [11, 109] berticksichtigt, indem die Endergebnisse
durch die echte Spinwellengeschwindigkeit ¢ und die echte Suszeptibilitét y ausgedriickt werden, die im
Experiment schlieRlich gemessen werden.?!

Um nun schlieflich zur Beschreibung des QAF zu gelangen, miissen wir spontane Symmetriebrechung
fordern. Das Feld im Grundzustand hat dann einen endlichen Erwartungswert und somit nicht mehr die
gleiche Symmetrie, wie der Hamiltonian (6.7). Wir spalten das Feld nun explizit in einen Anteil Ay, ohne
endlichen Erwartungswert im Grundzustand ({0 |Ag|0) = 0)und einen Feldbeitrag fiir die k& = 0-Mode
auf

Ui = (2m)7 5 (K) o + Aty (6.8)

Damit erhalten wir einen Hamilton-Operator, der ungerade Potenzen des neuen Feldes enthélt

H=FEy+ H, + Hy+ Hs + Hy. (6.9)

In der symmetriegebrochenen Phase befindet sich das System im Grundzustand in einem Minimum. Erset-
zen wir die Operatoren im Hamiltonian durch komplexe Variablen (w;; — 15) in der Funktionalintegral-
Formulierung des Problems, so miissen wir H; = 0 fordern. Mit

Hy = (Vo ol — 1) (05 ko + Yo ey (6.10)
wird dann das eingefiihrte chemische Potential

o)

festgelegt [110] und die Energieverschiebung ist dann
- 1 4
Ey = —§VU0 [0l . (6.12)

In der symmetriegebrochenen Phase haben wir dann wieder einen Hamiltonian, der in den Feldern Ay,
nicht mehr diagonal ist

. 1 k2
- 1 /k KQ—mwk |¢0|2) (Avfav, + vt Av_y) (6.13)

FU_ KU DY A, + Ukt AGLAGT ]

31Damit ist unser Vorgehen analog zu dem in der Quantenelektrodynamik, die als renormierbare Quantenfeldtheorie zwar
Divergenzen physikalischer Grofen enthélt, die allerdings in renormierten Grofen (Masse, Ladung) definiert werden. Die
Theorie ist dann erst festgelegt, wenn jede renormierte Grofe durch ein Experiment bestimmt wurde. Jede weitere Messung
bestétigt oder widerlegt die Theorie dann.
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Eine alternative Formulierung

Hy = %/k (Aw,Q,Aw,k)ﬁJ( AAszikk >+%V/k€'° (6.14)

mittels Dispersion und Matritze

@ = 2 + U |tho]? (6.15)

€k = om k 1Yo .

- €K U} >

H = z 6.16
( Ukw82 €k ( )

zeigt unmittelbar, dass der quadratische Anteil diagonalisierbar ist. Mit der Identifizierung Ay — Ag
und Av_p — B_j sieht man sofort, dass (6.14) genau die Form von (C.1) hat und somit mittels
Bogoliubov-Transformation diagonalisiert werden kann. Wir erhalten dann den diagonaliserten Hamilto-
nian zu

1 .
Hy =3 / €k <aLozk + ﬁlkﬂ—k> + Eo (6.17)
k

mit der Dispersionsrelation

er = \/& — U2 [ho|* = colk| + alk|® + O(K) (6.18)

sowie der Geschwindigkeit der Magnonen (4.29a) und der Anharmonizitdtskonstante

j()S(L
cg = 6.19a
0 ) ( )
1
a = (6.19b)
8y/m3pu

Somit handelt es sich bei Vernachlissigung der Wechselwirkungsterme in (6.9) um ein lineares Spektrum,
wie wir es schon in (4.28) gefunden hatten. Wie man anhand der Abbildung 17 abliest, gilt fiir den
Neigungswinkel

ssinf = M, (6.20)
wobei wir die Untergittermagnetisierung pro Volumenelement M, und die Spindichte s als
1
Y _ ) Yy
M, = & g G (SY) (6.21)
S
s = > (6.22)

definiert haben (siche (4.12)). Hinreichend nahe am kritischen Magnetfeld h. ist der Winkel ¢ klein, so
dass ndherungsweise

M
S

0~ (6.23)

gilt. Die Untergittermagnetisierung bringen wir nun mit den anderen Gréfen in Verbindung, indem wir die
Summe explizit auswerten. Mit der Definition (6.21) sowie elementaren Relationen der Drehimpulsalgebra
(1.2) erhalten wir zunéchst

1 1 B
M, = 55 ;CQ—Z (S —87). (6.24)

Fiir die Berechnung in linearer Spinwellentherorie reicht nun die Berticksichtigung der Terme nullter
Ordnung in (3.9), so dass die Stufenoperatoren einfach proportional zu den Erzeugern / Vernichtern sind:

St =286 = (57)". (6.25)
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Abbildung 26: Ubertragung der Symmetriebrechung gemaf
(6.8) auf die hermitesche Parametrisierung. Lediglich das
®-Feld erhélt einen endlichen Erwartungswert im Grundzu-
stand. Damit nimmt der Grundzustand die niedrigste Ener-
gie im vorliegenden Potential (,mexican hat“) an. Die Anre-
gung entlang der Talsohle entspricht dem Goldstone-Boson
(Anregung ohne Anregungsliicke).

Abbildung 27: Divergentes Diagramm in FEinschleifen-

kta Naherung mit 3-Punkt-Vertex: Der Beitrag zum anoma-
len Propagator (2 eintretende Teilchen mit 4-Impulsen &
Alk) = _k k und —k) ist proportional zum Quadrat des 3-Punkt-Vertex
und enthélt in Gaufsscher Ndherung ein divergentes Integral
q (siehe [106]).

Zusammen mit der Fourier-Transformation fiir k = 0 aus (4.58) hebt sich ¢; gerade weg und man erhélt
V28
2v/NaP

Mit der Kontinuumsformulierung (6.2) sowie der Parametrisierung der Felder in der symmetriegebroche-
nen Phase (6.8) lesen wir M, mit der Definition des Betrages einer komplexen Zahl direkt ab:

V28 .
M = YN (o — ¥5) = \/ 25 [wool*. (6.27)

Somit ist die Spinwellengeschwindigkeit proportional zum Neigungswinkel und das Quadrat des Neigungs-
winkels ist proportional zum Ordnungsparameter:

M, (bo— — boy) - (6.26)

¢ = 20JaSVD (6.284a)
0> ~ a2 =2(1-— 28D
L ( h) (6.28b)

Wir haben die Dichte des Kondensats po = |¢o|° definiert und fiir das letzte Gleichheitszeichen (6.11)
sowie die Definition des chemischen Potentials (4.61) benutzt. Man beachte, dass (6.28b) gerade die
Entwicklung des Ergebnisses

h
50 = — 6.29
cos e (6.29)

aus [111] fiir kleine Kippwinkel 6 ist.

6.5 Reelle Parametrisierung

Wie bereits erwihnt, fithrt die Parametrisierung (6.8) zu verschiedenen komplizierten kubischen und
quartischen Termen aus dem Wechselwirkungsanteil des Hamiltonian, deren Behandlung im Rahmen der
Storungstheorie zu Divergenzen fiihrt. Ein Beispiel ist der Beitrag zum anomalen Propagator, der in
Abbildung 27 gezeigt ist und spéter noch zur Diskussion der Giiltigkeit unserer Theorie herangezogen
wird (siehe Abschnitt 6.9.2).

Aufgrund der U(1)-Symmetrie des Modells [40] konnen wir durch Forderung der Invarianz der Kor-
relationsfunktionen und Vertexfunktionen unter einer Phasenrotation Ward-Identitdten formulieren, die
die Berechnung des Verhaltens einiger Korrelationsfunktionen fiir kleine Impulse ohne Stérungstheorie
ermoglichen. Die Darstellung des Feldoperators mittels zweier hermitescher Felder, die die longitudi-
nalen und transversalen Fluktuationen beschreiben, erlaubt die Anwendung der Ward-Identitéiten, die
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auch auf die hermitesche Parametrisierung abgebildet werden miissen (siche Appendix G). Analog zur
Parametrisierung in Abschnitt (5.3) sowie dhnlichen Parametrisierungen in fritheren Arbeiten zur Spin-
wellentheorie [44, 99, 73, 80], fiihren wir eine Transformation auf hermitesche Operatoren IIj, und &

durch ) L
v = \/gOAHk + 7o ¢ (6.30)
— \/P_O 11, + ﬁ Py
Die hermiteschen Feldoperatoren erfiillen
=T, & =0 4 (6.31)

und stellen somit Operatoren mit reellen Eigenwerten im Ortsraum dar und sind wie Ort und Impuls
kanonisch konjugiert

[ﬂk, ék,] —i@2mn)P sk + k). (6.32)

Die ungewohnliche Normierung wurde so gewahlt, dass I1; dem transversalen Feld des Nichtlinearen-
o-Modells entspricht und somit eine mogliche Abbildung zwischen dem Spinsystem als wechselwirkende
Magnonen und den Feldern im Nichtlinearen-o-Modell moglich ist [73, 80, 109].

6.5.1 Physikalische Interpretation der Parametrisierung

Die eingefiihrten hermiteschen Operatoren 11 und &y, lassen sich in linearer Ordnung Spinwellentheorie
mit den Fouriertransformierten der gestaffelten Spinoperatoren (2.74) in Verbindung bringen. Lineare
Spinwellentheorie bedeutet nun S; =250, , S, =28 bl.L, so dass sich aus (2.74) eine Linearkombination
der Operatoren by, ergibt, die man dann mittels (6.2) und (6.30) zu

- 1
1I — T _ g —k-r; z .
k —ms Sk,St ‘ € Sz (6 33&)
~ m m
@:—Sy‘:SE:L’My .33b
k Sk s ¢ S (6.33b)

umformen kann. Dabei haben wir die Untergittermagnetisierung pro Gitterplatz ms = ﬁ,
Symmetriebrechnung tibertrigt sich auch auf die hermiteschen Operatoren, wobei wir die Phase 0.B.d.A.
derart festlegen, dass nur ®g einen endlichen Erwartungswert hat:

(b) = 21)°8(k)po , 0<¢o<S. (6.34)

Dies manifestiert sich im physikalischen System durch die Untergittermagnetisierung, die als Ordnungs-
parameter identifiziert werden kann: Legen wir ein Feld an das System an und bilden den thermodynami-
schen Grenzwert N — oo und lassen anschliefend das Feld verschwinden, so hat das System anschliefend
immer noch eine endliche Untergittermagnetisierung. Im Ortsraum hat die Untergittermagnetisierung
eine definierte Richtung, die im Feldraum gerade dem ®-Feld entspricht (siehe Abbildung 26). Geméf der
Normierung der hermiteschen Operatoren konnen wir den Neigungswinkel durch den Erwartungswert ¢
ausdriicken

s6% = ¢y. (6.35)

6.6 Pfadintegralformulierung der Korrelationsfunktionen

Wie im Appendix F dargestellt, ldsst sich der Imaginérzeit-Zeitentwicklungsoperator mittels Funktional-
integral

U(T”, T/) _ /D [H, q)] e~ SIL,] (6.36)

berechnen. Das System wird nun durch die Euklidsche Wirkung

sl = [ar (3 [ G004~ 0.10(0) tar) - H M) 00(0]) (627
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beschrieben, die ein Funktional von komplexwertigen Feldern iiber die Imaginérzeit ist. Die Felder im
Frequenzraum K = (iw, k) sind nun durch Fourier-Transformation der Felder in Imaginérzeit gegeben

Mg = /dre’"”l_[k(r) (6.38a)
O = / dreT O (7). (6.38b)

Die Felder ergeben sich einfach durch Substitution der Feldoperatoren ﬂk —  Ig(7) und <i>k —
(2m)P8(k)pg + ®r(7), wobei im Falle des longitudinalen Feldes der endliche Erwartungswert wie in
Abbildung 26 berticksichtigt wird. Damit ldsst sich die Ableitung nach der Imaginirzeit in (6.37) einfach
durchfiihren und mit den Ersetzungen

OrPr(1) — iwPx , Orllg (1) — iwllg (6.39)

transformieren. Mit der Abkiirzung | K= f ‘21—: / % fiir das statt dem Imaginérzeitintegral auftretende
Frequenzintegral schreibt man sich die Wirkung

Sol11.0) =~ [ (L — T sc) o+ H M, 0] (6.40)

auf. Ausgehend vom Hamiltonian (6.7) miissen wir nun die reelle Feldparametrisierung sowie die Fourier-
Transformation in den Frequenzraum durchfithren. Wie fiir die komplexen Felder erhédlt man bei spontaner
Symmetriebrechung ein Feld mit endlichem Erwartungswert, so dass man

i
270

einsetzen muss. Auch in dieser Parametrisierung ergeben sich Terme, die linear, quadratisch, kubisch und
quartisch in den Operatoren sind:

Uy = /5o Ik + ((2m)" 8(k)s0 + @) (6.41)

H = FEy+H, + Hy+ Hs+ Hy (6.42a)
Ey, = Eo- ”Z—f %gé (6.42b)
H, = (w% + [;(f%g) b (6.42¢)
- (5 )

+ﬁ (% —u+ %j) (2U — Uo)) é_kék} + %/k (Qk—; - u) . (6.42d)

Das chemische Potential bestimmt wieder die Stérke der Symmetriebrechung iiber die Bedingung, dass
H, verschwinden muss, so dass man aus (6.42c) sofort

w=Uyspy (6.43)

folgern kann, wenn man die Dichte der kondensierten Bosonen mittels py = ¢2 durch den Erwartungswert
des ®g-Feldes im Grundzustand ausdriickt. Dann lasst sich auch der echt quadratische Anteil vereinfachen
Zu:

Hy = / (k2X0c3f{,kﬁk + Xo—lé,kcﬁk> . (6.44)
k
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6.7 Gaufische Wirkung des Modells

Betrachtet man nun nur den wechselwirkungsfreien Anteil des Hamiltonian, so erhélt man die freie Wir-
kung (Gauksche Wirkung) [24]

1/ _
So [H, @] = 5 / [kZXOC%H_KHK + Xo 1¢—K¢'K
K

1

S / BT H ncB
2 Jkg ’

mit der Definition ¥% = (Ilx, ®x) und der Matrix

ﬁ' — k2ch0 w 5 5 = (2 D 5 / 5 /

KK = e Xal K,—K', K,—K' = ( 7T) (w—l—w) (k+k) (646)
Mittels der Funktionalintegralformulierung lassen sich nun die Korrelationsfunktionen in Gaufischer N&-
herung berechnen. Dazu schreiben wir als Beispiel die Definition der Korrelationsfunktion fiir die TI-Felder
hin und ersetzen mit dem Quellentrick die Felder im Integral durch die Ableitungen nach den entspre-
chenden Quellen J = (j1,J2), wobei gleichzeitig ein Exponentialfaktor eingefiihrt wird. Man beachte, dass
alle Grofen im K-Raum definiert sind und somit gleichzeitig noch eine Impulsvariable tragen bzw. H
geméif (6.46) eine Diagonalmatrix im K-Raum ist

[ D11, ®] IIIe~SolL2]
[ DL, ] e~ olit. ]

9;,0;, [ DI, ®] e~ SolM@+ [ J-¥
- [ DI, @] e~ SollL.®]

<HH>0 =

(6.47)

J=0

Das Funktionalintegral im Z&hler ist nun nur ein unendliches Produkt verschobener Gaufscher Integrale,
das sich mittels Variablensubstitution 16sen ldsst und dann zusammen mit dem Nenner als Exponential-
faktor des inversen Propagators

= 9,00t 70 ]
=0
2 1 ) o\ —1 IS St iy JﬂT(I:I)ilf
- S () () ) en e

N\ —1

- <H> (6.48)

11

geschrieben werden kann [112, 113] (siehe auch: Appendix G). Beim Ausfithren der 2. Ableitung geméaf
Produktregel ergibt die innere Ableitung des Exponentialfaktors keine zusétzlichen Terme, da die Quellen
am Ende zu Null gesetzt werden. Ebenso erhélt man die Korrelationsfunktionen der anderen Felder durch
Ableitungen nach Kombinationen der Quellen j;

N Wklg), (Hx®xr)
(1) = ( (BxTlc )y (@xr)g ) (6.49)

Die Matrix ist nur fiir K = 0 singulér, da
det H = k%2 + w? (6.50)

und somit lassen sich die Korrelationsfunktionen in Gaufsscher Naherung

_\—1 1 xo ! —w
H) -~ [ Xo Sk K 6.51
(7)o kzcg+w2( O e ) onen (6:51)
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einfach durch Matrixinversion berechnen. Mittels der Separation in longitudinale und transversale Fluk-
tuationen erhalten wir nun das gleiche Verhalten der Korrelationsfunktionen wie in Formel 2.27 in [23].
Somit kénnen wir deren Ergebnisse iibernehmen, indem wir die physikalischen Groéfsen mit den entspre-
chenden Parametern in [23] identifizieren.3?

2
0

—— 111
Gt w? + 2k? < (I
w
k2
G —_—— dP) .
i w? + k2 < (2®)

6.8 Volle Korrelationsfunktionen

Berechnet man nun die korrekten Korrelationsfunktionen, so stellt sich heraus, dass sowohl die transver-
sale Korrelationsfunktion (IIx 11/ ) als auch die gemischten Korrelationsfunktionen (IlIx® ) die gleiche
Form wie in (6.51) haben und fiir den Infrarot-Bereich lediglich die Gréfen durch die renormierten Grofen
ausgedriickt werden miissen. Um die Ergebnisse aus [106] benutzen zu kénnen, miissen wir die Felder in
reeller Parametrisierung gegeniiberstellen:

AF im M tfeld
Castellani et al. QAF im Magnetfe
i

s ] ~ -
U = U, +4¥ U = I+ —=¢ =V, +iV
1+ Wy . 5 Ner t 1
Gy = (W), iye{lt} . s 1
v, = =II, ¥, = —9>.
Der Vergleich zeigt nun, dass unsere Parametrisierung nur durch einen Phasenfaktor abweicht:

U, =—i0, U =il (6.52)
Mit obigen Relationen lassen sich unsere Korrelationsfunktionen direkt durch die G;; ausdriicken
() = —%Gtt (6.53a)
(D) = —-2sGy (6.53b)
(IIe) = —2Gyu (6.53c)

und somit die Ergebnisse direkt {ibernehmen. Wir erhalten dann die korrekten Korrelationsfunktionen
ausgedriickt durch renormierte Grofen ¢ und x
-1

X
T g 0 K’ .54
(g Ilgr) w2+(12k26K’ K (6.54)
w
Dabei ist ¢ die renormierte Spinwellengeschwindigkeit, sowie
2c2 M Z
-1 _ 2¢mpo _ P Xop (6.56)

sp 2smcZpy  Z2
die renormierte gestaffelte Suszeptibilitét ausgedriickt durch die Sattigungsmagnetisierung My, die Dichte
der kondensierten Phase py und die Gesamtdichte p sowie der Z-Faktoren

z,=L (6.57a)
£o
Zo= % (6.57b)
Co
2
2 q
7, =125 (6.57¢)
p du

32Das Minuszeichen ergibt sich durch eine andere Definition der Felder (Phasenfaktor), der zur Vergleichbarkeit mit dem
nichtlinearen o-Modell anders gewihlt wurde (siehe Abschnitt 3.2).
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die dimensionslos sind und die Groéfsen in linearer Spinwellentheorie bzw. Gaufischer Ndherung mit den
korrekten Grofen verbinden. Geméfs der Entwicklung in inversen Potenzen des Gesamtspins S, werden
alle Renormierungsfaktoren im klassischen Grenzwert S — oo zu Eins. Damit ist die Gaufsche Ndherung
in D < 3 fiir die oben genannten Korrelationsfunktionen qualitativ richtig, obwohl einige Feynman-
Diagramme Divergenzen fiir kleine Impulse (Infrarot-Divergenzen) aufweisen. Jedoch behalten die Korre-
lationsfunktionen ihre Form durch die in Appendix G vorgestellten Ward-Identitéaten, die alle Divergenzen
aufheben lassen. Die exakten Ergebnisse fiir die Korrelationsfunktionen hingen von Renormierungsfakto-
ren ab, die sich als Ableitungen thermodynamischer Grofen darstellen lassen. Im Experiment wird eine
endliche Anzahl von Renormierungsfaktoren gemessen und so die Theorie festgelegt.

Ganz anders verhilt sich die longitudinale Korrelationsfunktion: Die Ward-Identitédten ergeben keine Be-
dingungen, die die Form in Gaufsscher Naherung beibehalten, so dass sich in D < 3 nichtanalytische
Beitrége ergeben, die von der Aufsummation der am stérksten divergenten Feynman-Digaramme stam-
men. Unter Anwendung einer Dimensionanalyse der Felder bzw. Korrelationsfunktionen®? erhalten wir

l=E" [d=1 Ww=[m=E =I[Gyl=FE,ije{ti} (6.58)
Somit ergibt sich die Korrelationsfunktion (Formel 4.26 in [23]) zu®*
4m260p0 K
S0 1 (22) p=
. 2me* (dpoy L2 6412 p2 "\ Ao ; (6.59)
8pop \ du w? + c2k? 747712(:07101(4,6 :

1<D<3.
8p2eke

Hierbei ist Ag der in (6.5) eingefithrte Cutoff und e der Abstand zur oberen kritischen Dimension sowie
Kp die Oberflédche der D-dimensionalen Einheitskugel [114]

e = 3-—-D (6.60)
217D
Kp = me (6.61)

Schreiben wir die formale Abkiirzung In (K/A¢) = —11In (A3/(w?/c* + k?)) in eine leichter zu inter-
pretierende Form und verwenden die Definition der Z-Faktoren (6.57), so lisst sich die longitudinale
Korrelationsfunktion umschreiben zu

2
- 2 W
R e
(me?)
— D=3
Koy 1) (FreTw
TAD4175 2 2
,;PO 2 w 2
?)——D c—2+k' D <3

Das Vorhandensein eines nicht-analytischen Terms in der longitudinalen Korrelationsfunktion des wech-
selwirkenden Bose-Gases wurde zuerst in [104] und schlieRlich in [105] in Zusammenhang mit superfluidem
Helium diskutiert. Bisher nur wenig beachtet wurde jedoch der Beitrag in D = 3, so dass die Gaufische
Néherung auch in diesem Fall nicht korrekt ist. Wir werden spéter das Ergebnis in drei Dimensionen
noch relativieren (siche Abschnitt 6.9.2). Die hier berechnete Eigenschaft der Korrelationsfunktion ist
nichts anderes als eine anomale Dimension des ® x-Feldes, welche eine generelle Eigenschaft von Syste-
men mit Brechung kontinuierlicher Symmetrien ist. Wie schon in [115, 116, 117, 118, 119| diskutiert,
fithren Goldstone-Anregungen (ohne Energieliicke) zu anomalen longitudinalen Fluktuationen. Obwohl
die Korrelationsfunktion (6.62) ebenso wie die Korrelationsfunktionen (6.54) nur fiir kleine Kippwin-
kel 6 berechnet wurden, bleiben sie qualitativ auch fiir groferer Kippwinkel korrekt, solange 3-Teilchen-
Wechselwirkungen eine untergeordnete Rolle spielen (siche Abschnitt 6.9.2).

33Wir bezeichnen die Skalendimension mit dem Zeichen |[...].
34Da in [106] die Energie relativ zur Masse der Teilchen gemessen wird, muss man die Dimension der Felder bzw.
Korrelationsfunktionen ausrechnen und dann Potenzen von Energie als m = 1 einfiigen, um das korrekte Verhalten zu

2
berechnen.
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6.8.1 Effektive Gaufische Wirkung

Mochte man thermodynamische Grofen z.B. die Zustandssumme Z in Gaufscher Néherung mit der
Wirkung (6.45) berechnen, so erfordert dies die Losung des Funktionalintegrals

Z

/D [T, @] ¢~ Sol1:%]

/D[H] ¢Sl /D[CP] ¢~ S121-SI®], (6.62)

Hierbei haben wir die Integrationen nach den beiden Feldsorten aufgeteilt sowie die Terme in der Wirkung
auseinandergezogen und die Definitionen

. 1
sSmo= 3 / XoCikTI_ Tk (6.63a)
K
K
S, = %/Kw(H_KfI)K—i)_KHK) (6.63c)

gemacht. Formal ist das 2. Funktionalintegral {iber die ®-Felder 16sbar, da es sich um ein verschobenes
Gaufssches Integral handelt. Wir kénnen dazu die nicht-diagonalen Terme der Wirkung umschreiben zu

_ - 1 2
S [‘:I)] + S [H, (I)} = 5 / |:( X(TICI)K + \/XowHK) + XowQH,KHK (664)
K

und dann die Freiheitsgrade der longitudinalen antiferromagnetischen Fluktuationen ausintegrieren, um
zu einem effektiven Modell der transversalen Fluktuationen

/D[@]e*5[¢]*5[n~¢] L b et (6.65)
det S [®]

zu gelangen. Somit ldsst sich (6.62) umschreiben zu

z = /D[H]e’sgf)m] (6.66)
SEm = % / [w? + cok®] TT_gTlk. (6.67)
K

Zusammenhang mit dem Nichtlinearen o-Modell Betrachten wir das Nichtlineare o-Modell (siehe
Abschnitt (3.2)) mit dem Einheitsvektor

|Q| =1 Q=Q,m+Q e, (668)

so lasst sich dessen Komponente in Richtung der lokalen Untergittermagnetisierung als

Q= /1-02 (6.69)

schreiben, wobei €2, gerade die Fluktuationen senkrecht zur Untergittermagnetisierung sind, die wir
geméif (6.33) durch
Q=1 (6.70)

ausdriicken konnen. Eine Taylor-Entwicklung nach kleinen Fluktuationen®® ergibt [73]

H2
Qp=V1-Mrl-— Q=1 (6.71)

35Fiir grofe S sind die Quantenfluktuationen klein, so dass wir eine dhnliche Ndherung machen wie die urspriingliche
Herleitung des Quanten Nichtlinearen o-Modells [69] (siehe Abschnitt 3.2).
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und erzeugt damit aus (3.22) einen Gaufischen Anteil der Wirkung

oo [ e S o 1 L o
[n}_Z/O d/d [;(a,n) + o (0r1D? (6.72)

was im K = (k,w)-Raum genau unserem effektiven Modell mit ausintegrierten Feldern entspricht. Wenn
man den Bereich linearer Dispersion betrachtet und yoco = p? sowie pl/c2 = xo (siehe (3.23)), so geht
die obige Gauksche Wirkung in (6.67) iiber 73, 74].

Jedoch ist dieses Vorgehen nicht korrekt, da die effektive Wirkung in unserem Fall gerade nicht durch
die Gauftsche Wirkung ersetzt werden kann, denn die vollen Korrelationsfunktionen behalten nicht die
Gauksche Form (6.62). Daher scheint das Vorgehen zur Herleitung des Nichtlinearen o-Modells fiir den
Quantenantiferromagneten im Magnetfeld nicht korrekt zu sein [80].

6.9 Dynamischer Strukturfaktor

Die anomale Dimension der longitudinalen Korrelationsfunktion (® x® k) des wechselwirkenden Magno-
nengases (siehe (6.62)) ist experimentell durch Neutronenstreuung zugénglich, bei der die magnetischen
Momente der Neutronen an die von den Magnonen erzeugten magnetischen Momente koppeln. Im Ex-
periment wird der Streuquerschnitt pro Winkelelement (differentielle Streuquerschnitt) ermittelt, der im
unmittelbaren Zusammenhang mit dem dynamischen Strukturfaktor Sy (k,w) steht (vgl. Abschnitt 2.6).
Dazu betrachten wir zunédchst die gestaffelten Spinoperatoren im k-Raum

Sk =D e krisy. (6.73)

T

Dann ist der dynamische Strukturfaktor definiert als [38]

Sikw) =3 ‘<an‘5gt’k‘ao>’2 8w — (By — Eo)] (6.74)

mit den exakten Eigenzustdnden des Hamiltonian |a,,) zur Energie E,
Hlan) = By |an) - (6.75)

Mittels der Identitét

5(x):fllim3< L > (6.76)

T n—0 T+

die man leicht mit der Darstellung der §-Distribution als Grenzwert der Lorentzkurve

U
5(z) = = lim 6.77
(@) = 2 (6.77)

verifiziert, erkennt man, dass der Strukturfaktor zu

Sy (k,w)

“Z aoIS‘sm o) {0 | S, |o) (6.78)

—(E, — Ep) +1in

umgeschrieben werden kann. Da es sich um Erwartungswerte des Grundzustandes handelt, kénnen wir
den Term

Z aO|SStk |O‘n an|S:!tk’a0
hw + (B, — Ey) —in

addieren, da er fiir positive Frequenzen keinen Imaginérteil hat, da E,, > Ej gilt. Damit wird der dyna-
mische Strukturfaktor zu

S (k) ——JZ‘ 0[S, ko)

1 1
( — (BEn — Eo)+in  hw+ (B, — Eo) _m) : (6.79)
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Wir zeigen nun, wie dies mit der Realzeit-Korrelationsfunktion im Frequenzraum zusammenhéngt. Dazu
brauchen wir zunéchst die Definition der Ortsraum-Korrelationsfunktion

ih (BxDy) = <a0 ’T (éxcﬁy> ’ a0> X = (to, ) (6.80)
mit dem Zeitordnungsoperator
T (ci:xci:y) = by dyO(t, —t,) + Dy PxO(t, — o). (6.81)
Die Definition der Fourier-Transformation bzw. der inversen Transformation lautet in unserem Fall
in(PxPy) = /k/ / ‘;—: eilk@—k'y) g=iw(te=ty) jp (O Oy (6.82a)
ih(QpPrr), = / / / dt ek Y) it ip (B Dy (6.82b)
zJy
Benutzt man nun noch die Spektraldarstellung der Stufenfunktion
G e~ w(t=t)
@(t—t’):—/_wQ—me, (6.83)

ersetzt die zeitabhédngigen Operatoren durch Operatoren im Schrodinger-Bild <i)a:,S mittels

by =erllted, gem s (6.84)
und fiigt nun Eigenzustinde |oy,) zum vollen Hamiltonian H (6.75) ein
H o) = Ep |a) (6.85)

so kann man am folgenden Ausdruck nach dem Vertauschen einiger Integrationen die Fouriertransfor-
mierten der Operatoren

D = / R (6.86)
ablesen. Mit der Spektraldarstellung der §-Distribution
21 (w) = / dt et (6.87)

ergibt sich nach Multiplikation mit ¢ folgender Ausdruck:

w15 [ o

+<a0’é,k/,s’anxan’éks|a0>2w6(w +uw' + (B, — Eo)/h)> . (6.88)

Dy 5| ) {0 | @ 8]0 )20 (w — W' + (Bo — En)/h)

Setzen wir nun k = —k’, so erkennen wir mit dem Zusammenhang (6.33) die rechte Seite der Glei-

chung (6.79), so dass dann der dynamische Strukturfaktor durch den Imaginirteil S der Realzeit-
Korrelationsfunktion

M2

Si(k =—-—

1k, w) = ——3

3 (D), (6.89)

gegeben ist (Fluktuations-Dissipations-Theorem [120, 121]). Fiir dessen Berechnung miissen wir nun die
mittels der Renormierungsgruppe erhaltenen Imaginérzeit-Korrelationsfunktionen (6.62) durch die Erset-
zung

iw — [w+ )

zur Realzeit-Korrelationsfunktion fortsetzen. In allen Dimensionen tritt geméf (6.62) der Term aus der
Berechnung der Korrelationsfunktion in Gaufischer Niherung (siehe (6.51)) auf:

w? _ (iw?) g (w+1in)? _ —2wnc?k? (6.90)
W2 + 2k2 (iw)2 — c2k? (W +in)?— k2 (W2 — 12 — 2k2)2 + dPw?’ :
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Mit einer Taylor-Entwicklung nach 1 erhédlt man schlieflich die Definition der Delta-Distribution (6.77)
und kann somit den Grenzwert n — 0 durchfiihren:

o« (w+in)? wclk? ( w? — c2k? > 7w

li = — ——0(w —c|k|). 91
nli%\y(w-l-in)Q—c?k:? ﬂ-w2+c2k2 2(w? + ?k?) 2 (= clk) (6.97)

Im letzten Schritt wurde die Regel
1

ausgenutzt sowie der Vorfaktor mit den Eigenschaften der Delta-Distribution umgeschrieben. Damit ist
der dynamische Strukturfaktor (6.79) in D =3

2 [wz? me)3
SH(k,w) == {T(S(W — clk]) + (Z2p)o O(w — c|k|)] . (6.93)

p

Fiir 1 < D < 3 enthélt die Korrelationsfunktion einen anderen analytischen Ausdruck, dessen Imaginérteil
nach Wick-Rotation noch zu berechnen ist

2 27 2N P 2\ o
(% + kQ) = (k2 _ () > N (k2 - ‘”—) = gel(F /)5 (6.04)

c? c?

Mit der Definition der Winkelfunktionen e = cosx + isinz sowie In(a) = Inla| + i7©(—a) YVa € R
konnen wir den Imaginérteil

, w? 252 , w? Sl
R (k: - c_2> = (k: - 0—2) sin [7(D — 3)/2] O(w — c|k]) (6.95)
bilden. Beachtet man weiter den Grenzwert lim, ,gsin(z)/z = 1, so kann man dieses Ergebnis fiir

0 < %2 < kg (sieche (6.116)) mit (6.93) zu

me)® O(w — clk
o). Ote— k) (6.96)
(kS

ve2 | Z2
Xs I
S”(k:,w): Vo) 5 C|k‘(5(W—C|k‘)+CD

zusammenfassen unter Verwendung der dimensionslosen Konstante

sin (< 25)

Cp=Kpi (6.97)

die fiir die relevanten Dimensionen Cy = 772 und C3 = 1/(87?) ist.

6.9.1 Quasiteilchenzerfall

Aufgrund des 3-er Vertex in (6.9) ist sowohl die Erzeugung eines Magnons durch Streuung von 2 anderen
Magnonen moglich, als auch der Zerfall eines Magnons in 2 oder mehr Magnonen. Ist kein Magnetfeld vor-
handen, so kann kein spontaner Zerfall von Magnonen des isotropen Antiferromagneten mit Untergittern
stattfinden [43]. Betrachten wir den Zerfall eines Magnons mit dem Impuls k in 2 Magnonen mit Impulsen
k1 und ks (siche Abbildung 31), so lauten die Bedingungen der Energieerhaltung und Impulserhaltung:3°

E, = Ek1+Ek2 (698&)
k = kit ko (6.98b)
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Abbildung 28: Neben dem §-Peak an der Stelle w = ¢|k| hat der dynamische Strukturfaktor in D = 2 noch
einen kontinuierlichen Anteil mit Wurzel-Divergenz vom zusétzlichen Beitrag der Korrelationsfunktion
(6.62) (links). Dagegen hat der dynamische Strukturfaktor in D = 3 neben dem §-Peak noch einen
kontinuierlichen Anteil, der konstant ist (rechts).

3A
32
e Abbildung 29: Veranschaulichung des
= gestaffelten Strukturfaktors fiir beliebi-
CQ: 149 ge Dimensionen 1 < D < 3

0-

0 1

Ob die Gleichungen (6.98) erfiillt werden konnen, hingt von der Form der Dispersion ab. Fiir unser
Bogoliubov-Spektrum der Form (6.18)

Ey, ~ colk| + alk|? (6.99)

héngt die Moglichkeit des Quasiteilchenzerfalls in D > 1 vom Vorzeichen des Koeflizienten «v ab [122]. Fiir
kleine Impulse sind die Impulse des zerfallenden Teilchens mit Impuls k und eines entstehenden Teilchens
mit Impuls k; nahezu kolinear, so dass sich (6.98) zu

1—cost) = i—a(kfklf (6.100)
0

vereinfachen lisst, wobei k - k1 = kkj cos? (siehe Abbildung 31). Somit kann spontaner Quasiteilchen-
zerfall nur fiir & > 0 eintreten, was in unserem Fall verwirklicht ist (6.19b) und so zu einer endlichen
Dimpfung der Magnonen fiihrt [122].3” Obwohl wir den anharmonischen Term nicht beriicksichtigt ha-
ben, ist der Fall & = 0 ausreichend, um Divergenzen der Stérungstheorie der in Abbildung 27 gezeigten
Diagrammen hervorzurufen, die im néchsten Abschnitt zur Abschitzung der Giiltigkeit unserer Ergeb-
nisse herangezogen werden. Gerade dieser Zerfallsprozess steht wohl in engem Zusammenhang mit den

36Da wir nur Anregungen mit kleinen Impulsen betrachten, spielt in der Gleichung (6.98b) der Gitterimpuls keine Rolle.
37Dies ist auch fiir das Phononenspektrum des fliissigen Helium (4He) bei kleinen Impulsen der Fall.
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Ep = colk| + alkf® \ E; = colk| + alk®

E; +
EEI"
a<0
Ek;--
» 1 1 1 »
” L1 L ”
|2 [fer | Ikl

Abbildung 30: Wihrend fiir o > 0 der Quasiteilchenzerfall moglich ist und zu Divergenzen in der Sto-
rungstheorie fiihrt (links), gibt es fiir a < 0 keine Moglichkeit die Energie-Impulserhaltung (6.98) zu
erfiillen und erst hohere Terme erlauben einen spontanen Zerfall (rechts).

o ky Abbildung 31: Geometrie der Impulse beim Quasiteilchen-
ﬂk o © zerfall (links), Darstellung des 3-er Vertex fiir den Zerfall
El ko eines Quasiteilchens mit Impuls k in zwei Quasiteilchen mit
i Impuls k; und ks in diagrammatischer Sprache (rechts)
2

anomalen longitudinalen Fluktuationen [123] und verursacht sowohl in der Bogoliubov-Theorie des wech-
selwirkenden Bose-Gases [124] als auch in der konventionellen 1/S-Entwicklung des QAF in starkem
Magnetfeld konzeptionelle Schwierigkeiten [41].

6.9.2 Verallgemeinertes Ginzburg-Kriterium

Zur korrekten Interpretation des Ergebnisses (6.96) miissen wir die Bereiche der Giiltigkeit der For-
mel abschétzen. Dazu folgen wir [23] und betrachten zunéchst die Korrelationsfunktion der Felder nach
Symmetriebrechung mit dem Hamiltonian (6.9).

[ (ATRATY) (AT AT _g)
GK— <<

= (Gr).. i,7 € {1,2}. 6.101
A\IJJ;(A‘IJT_K> <A\I/,KA\IJT_K> ) ( K)zg i,j €{1,2} ( )

Fiir die Green-Funktion gilt die gew6hnliche Dyson-Gleichung in Matrix-Notation
1

0,K

K = (iw, k). (6.102)

Betrachtet man nun das wechselwirkende Bose-Gas in der Darstellung vor der Diagonalisierung mittels
Bogoliubov-Transformation und setzt den freien Propagator wie im Fall ohne Symmetriebrechung als
Diagonalmatrix an

Gox = ( GOéK) GO(E ) ) (6.103)
mit
Go(K) = — L (6.104)

iw*€k+ﬂ_iw—%+u

so stecken alle Informationen tiber die Nebendiagonalelemente des vollen Propagators in der Selbstenergie
Yk, die aus 2 Anteilen besteht:

1. Beitrag der Symmetriebrechung: Betrachtet man den nicht diagonalen Propagator (6.16) aus dem
Hamiltonian mit Symmetriebrechung (6.9), so sind dessen Nebendiagonalelemente direkt propor-
tional zur Dichte der Bosonen in der symmetriegebrochenen Phase.
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2. Beitrdge aus der Wechselwirkung: Durch die Symmetriebrechung erhélt man neben den quartischen
Wechselwirkungstermen auch kubische Terme (die linearen Terme verschwinden per Wahl des che-
mischen Potentials). Daraus ergeben sich ebenfalls Beitrdge zu den Nebendiagonalelementen der
Selbstenergie.

Beide Beitriage divergieren fiir kleine k — 0, aber Ward-Identititen, die man aus der U(1)-Symmetrie
herleiten kann (siehe Appendix G), garantieren die Wohldefiniertheit der Theorie und erhalten die Form
der Gauktschen Korrelationsfunktionen (IIII) und (®II). Berechnet man nun die Selbstenergie bis zur 2.
Ordnung Stérungstheorie, so gilt:

_ (w0 (1)
(EK)12 - (EK )12 + (EK )12 (6.105)
mit den oben genannten Beitrégen
(Eg))lz = p=Uosp="Uo|¥o|” (6.106a)
(£, = Ak (6.106b)

Die 3-Teilchen-Wechselwirkung taucht nun bei Symmetriebrechung auf und ist proportional zu UyWy.
Insgesamt kénnen wir das Diagramm aus Abbildung 27
Ao

Ag ~T2 [ GyGrig (6.107)
q

/qu - /q@(AO — ) (6.108)

das regularisierende Integral mit dem Cutoff, den wir spéter auf eine typische Energie setzen werden.
Nun benutzen wir das Ergebnis des Propagators in Bogoliubov-Néherung
1
G ~ —=.
q q2

berechnen. Dabei ist

(6.109)

Hierbei haben wir skalierte Impulse eingesetzt § = (£,q) = (@,q). Weiterhin wird die Energie in

Einheiten der Masse gemessen 2m = 1. Mit der Dichte des Kondensats py = |1Z)0|2 lasst sich das Integral
unter Berticksichtigung der korrekten Dimension (siche (6.58)) abschétzen

dw’ dPq 1 1
A ~ U2 _ | —==— 6.110

Nun néhern wir den 2. Propagator fiir kleine |k| < |G| zu (k + §)* ~ (Jk| + |G])?> und erhalten einen
richtungsunabhingigen Integranden, so dass sich das Integral in Polarkoordinaten 16sen lasst. Mit der
Substitution dw = ¢y dw’ ergibt sich

om)2 M1 o gD dg
A ~ U2po 21 / e ngocoKD+1(2m)2/ ¢ (6.111)
Ja g

(2m)P+t k+q) o @k+)?*
Man beachte, dass im letzten Integral nur noch {iber die Betrige des Impulsiibertrags ¢ = |g| integriert
wird. Nun lésst sich einfach abschétzen

Mo Gdg VA A
/ A 1n<£j+k) ’ ~ m(;’) D=3
o (k+9) 0 k (6.112)
Ao GD=2 g . D—3|Ao . ’
/ (. IS —(k;+q) ~ ED3 1<D <3
o (k+4q)? 0
und schlieflich der Einschleifen-Beitrag zum Nebendiagonalelement der Selbstenergie
A
2 2 ln —0) D = 3
Are~ Uomen o { SR PP (6.113)
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Abbildung 32: In 2 Dimensionen bleibt der Ginzburg-Impuls auch fiir kleine Kippwinkel 6 noch endlich;
die Frequenz w der Neutronen ist in Experimenten so wihlbar, dass w/c¢ < k¢ (links). In 3 Dimensionen
dagegen fiithrt die exponentielle Abhéngigkeit bei kleinen Kippwinkeln 6 zu sehr kleinen Werten des
Ginzburg-Impulses, so dass es experimentell schwierig wird das Ginzburg-Kriterium zu erfiillen.

berechnen. Die nicht-analytischen Korrekturen zur longitudinalen Korrelationsfunktion werden erst dann
wichtig, wenn der divergente Beitrag zur Selbstenergie der Storungstheorie grofer wird als der Beitrag
der reinen Symmetriebrechung. Wir kénnen daher einen Ginzburg-Impuls kg definieren, fiir den beide
Anteile etwa gleich grof sind. Unterhalb von kg sind dann die nicht-analytischen Korrekturen wichtig,
da auch der Beitrag der Einschleifenndherung unterhalb von kg wegen der Infrarotdivergenzen geméfs
(6.113) grof wird. Fiir kg sind beide Beitriige gleich und wir erhalten mit ¢ = p/m:

(1) _
migf)g_ Ugm(sz{ﬁ?(;_g) P (6114
¢/12

Setzt man nun den Cutoff auf typische Impulse Ag &~ 2mcy und driickt den kritischen Impulsiibertrag
durch die Dichte der kondensierten Bosonen sowie deren Masse und die Spinwellengeschwindigkeit aus,
so ergibt sich mit (6.6), (6.28b) und (4.63)

£0

- z_bi”(’ (W) = me®

wobei wir im letzten Schritt Faktoren O(1) weggelassen haben, mittels (6.57) die korrekte Spinwellenge-
schwindigkeit eingefiigt haben und mit (6.28a) mcy = v D/a eingesetzt haben. SchlieRlich kénnen wir
den Ginzburg-Impuls fiir beliebige Dimensionen abschétzen und somit den Bereich der Giiltigkeit der
Korrelationsfunktion (6.62) sowie des dynamischen Strukturfaktors (6.96) eingrenzen:

IS

[Ugpo(2m)®] (6.115)

me e~ o’ D=3
D
ke ~ \TP . (6.116)
me ( Z’;%) 1<D<3
Po

Anhand dieser Darstellung sieht man bereits, dass der mafsgebliche Impuls in 3 Dimensionen exponentiell
klein wird, wiahrend in 2 Dimensionen ein Potenzgesetz gilt.

6.9.3 Spektrales Gewicht des kontinuierlichen Anteils

Fiir die experimentelle Messung ist weniger der dynamische Strukturfaktor allein, als das spektrale Ge-
wicht der einzelnen Anteile wichtig, da im Experiment immer nur eine endliche Energieauflésung erreicht
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wird. Vor dessen Betrachtung wollen wir zunéchst den Vorfaktor L des kontinuierlichen Anteils des Struk-
turfaktors ndher betrachten und dessen Abhéngigkeit vom Neigungswinkel 6 ableiten:

xs? , (mc)? 3 1 1

L= ]V[SZCD Zp pPo ~ Af?po ~ 0 ~ \/m (6.117)
Mit den Relationen (6.28b) und (6.28a) findet man sofort, dass der Vorfaktor besonders grof wird, wenn
der Neigungswinkel klein ist also fiir Magnetfelder h knapp unterhalb des kritischen Feldes h.. Wohl
wissend, dass die gesamte Ableitung nur fiir kleine Neigungswinkel exakt ist, ist das Ergebnis auch fiir
nicht zu grofe 0 giiltig. Messungen des Neutronenstreuquerschnitts detektieren nun Abweichungen, die
von der anomalen Dimension der longitudinalen Korrelationsfunktion herriihren um so besser, je kleiner
he — h ist, also bei Magnetfeldern nahe des kritischen Punktes. Also sind weiche Antiferromagneten mit
kleiner Wechselwirkung Jy besser geeignet, da in diesem das kritische Magnetfeld leichter experimentell
zugénglich ist. Berechnen wir nun explizit die entsprechenden spektralen Gewichte der Terme in (6.96).
Fiir den Beitrag I5 von der d-Funktion und den kontinuierlichen Anteil I. erhalten wir

o X xs*Zf )
I = /0 dw R clk| 6(w — clk|) = e clk|  fiir |k| < ke (6.118)
cka 2 3 5 3
xs~(me) xs°(me)
Lo = dwC3 =5 —0(w — ck|) = Cs 7572 (kg — |kl). 119
: /O wCs M2 230 O(w — clk|) = C3 Mzzgpoc( ¢ — [kl) (6.119)

Damit der kontinuierliche Anteil messbar ist, muss dessen spektrales Gewicht vergleichbar mit dem des
0-Peaks sein, so dass wir als Kriterium deren Gleichheit fordern

I 2C5(me)® kg — k| (me)® ko —|k| _ (me)® ka

I ZiZ] K] po k[T po k[

Somit ist der Beitrag des Kontinuums fiir Impulse |k|, die kleiner als der Ginzburg-Impuls k¢ sind,
grofer als der Beitrag des d-Peaks und experimentell auflosbar. Mafgeblich fiir ko ist die Einstellung
des chemischen Potentials p durch das Magnetfeld (4.61) und iiber (6.28b) der Kippwinkel 0, der fiir die
Anwendbarkeit der Berechnungen klein sein muss. Driickt man nun den Ginzburg-Impuls durch 6 aus, so
ergibt sich

(6.120)

kg ~ V30 s (6.121)
a

und ist somit fiir kleine Winkel 6 sehr klein (siehe Abbildung 32). Somit diirfte es kaum méglich sein
I./Is ~ 1 zu erhalten und die Eigenschaften der longitudinalen Fluktuationen des MBEC sind wohl in 3
Dimensionen nicht nachmessbar.

Fiir 2 Dimensionen berechnet man den Beitrag des d-Peaks wie in (6.118) und fiir den kontinuierlichen
Anteil erhélt man fir |k| < kg

o xs?(me)? /ckg dw o xs2(me)? I (kic + k% — k2>
2

I

= clr
M2Z3py Jow J2/E k2 M2Z3pg k|
2 3
xs%(me) (kg)
~ (O5——"—cln|— ], 6.122
M2Z3pg k| (6.122)
somit ist das Verhéltnis der beiden Anteile nun
I.  (me)? (kc) ka (kc) .
=~ In({+—|=+-In{ fir |k| < ke (6.123)
Is  polkl| K| K| K|

und der Ginzburg-Impuls hingt linear mit dem Kippwinkel zusammen

. V20
¢ "8a

(6.124)

Damit ist k¢ fiir kleine Winkel 6 zwar auch klein, aber fiir endliche Winkel 0 < 1 ist sicherlich |k| < kg
erreichbar und somit die anomale Dimension der longitudinalen Korrelationsfunktion iiber die Messung
des dynamischen Strukturfaktors mittels Neutronenstreuung fiir zweidimensionale Systeme nachweisbar.
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6.10 Zusammenfassung

Im vorangegangenen Kapitel haben wir ein nicht-triviales Ergebnis der Behandlung des wechselwirkenden
Bose-Gases mittels Renormierungsgruppe benutzt: Wahrend 2 Korrelationsfunktionen durch eine Gaufs-
sche Wirkung beschrieben werden kénnen, éndert sich die longitudinale Korrelationsfunktion qualitativ.
Auch in D = 3, wo bisher die Gauftsche Néherung als hinreichend gut gilt, ergibt sich ein kontinu-
ierlicher Anteil in der (¢¢)-Korrelationsfunktion (6.62), der in engem Zusammenhang mit einer durch
Goldstone-Bosonen bei Brechung kontinuierlicher Symmetrien induzierten anomalen Dimension der lon-
gitudinalen Felder steht. Die Ubertragung dieses Ergebnisses des wechselwirkenden Bose-Gases auf die
magnetischen Anregungen des Quantenantiferromagneten im Magnetfeld erlaubt es nun, bisher noch
nicht zugéngliche Eigenschaften des Bose-Gases nachzumessen. Die grofien longitudinalen Fluktuationen
der kondensierten Magnonen erzeugen nun einen Beitrag zum longitudinalen gestaffelten Strukturfaktor
(6.96). Dieses Hauptergebnis des vorangegangenen Kapitels wurde bereits in [119] unter Verwendung des
Nichtlinearen-o-Modells fiir den zweidimensionalen Quantenantiferromagneten diskutiert. Unter Verwen-
dung eines #hnlichen Modells wurde auch in [125] die Korrelationsfunktion der Felder im Nichtlinearen-
o-Modell hergeleitet. Unter Beschrankung auf D = 2 wird ein zu (6.62) analoger Ausdruck benutzt, um
den dynamischen Strukturfaktor herzuleiten.3®

Geméf der in Abschnitt 6.9.2 diskutierten Beschrankungen ist der Effekt des kontinuierlichen Anteils
in S (k,w) sowohl in zwei als auch in drei Dimensionen grof, solange das Magnetfeld so eingestellt ist,
dass |k| kleiner als der Ginzburg-Impuls (6.116) ist. Zumindest in 2 Dimensionen sollte die anomale Di-
mension der longitudinalen Fluktuationen mittels Neutronenstreuexperimenten beobachtbar sein. In der
Vergangenheit wurden zum Beispiel an LayCuQy4 als Realisierung des zweidimensionalen QAF bereits die
Spinwellenrenormierung sowie der elastische Beitrag des dynamischen Strukturfaktors ohne Magnetfeld
nachgewiesen, mangels Auflosung ist jedoch der kontinuierliche Anteil nicht beobachtet worden [126].

38Es werden weiterhin noch Effekte endlicher Temperaturen diskutiert, sowie die Moglichkeit von Messungen mittels NMR
erwahnt.
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7 Erweiterung des Modells, Korrekturen

Die im letzten Kapitel herausgestellten Ergebnisse sind zwar qualitativ auf reale Systeme {ibertragbar,
jedoch wurden erhebliche Vereinfachungen gemacht, deren Auswirkungen auf die Ergebnisse im folgen-
den berechnet werden sollen. Dazu werden insbesondere die Renormierungsfaktoren (6.57) quantitativ
bestimmt, da diese zum direkten Vergleich mit dem Experiment notwendige Vorfaktoren in den Messgro-
fsen darstellen. An dieser Stelle wird eine konsequente Dichteentwicklung durchgefiihrt, wiahrend es auch
die Méglichkeit zur Berechnung in 1/S-Entwicklung mit konventioneller Spinwellentheorie [80, 127] gibt.
Bisher gibt es nur zuverlissige Werte der Renormierungsfaktoren ohne angelegtes Magnetfeld [55, 56, 80].
Zur Uberpriifung der Konsistenz der Herangehensweise werden spéter noch thermodynamische Grofen
bestimmt und mit bekannten Ergebnissen verglichen.

7.1 Entwicklung in der Bosonendichte fiir beliebigen Gesamtspin S

In der gewohnlichen Spinwellentheorie wird der inverse Spin als grof angenommen, was auch im Fall von
S = 1/2 zu respektablen Ergebnissen fiihrt, und dann die exakte Holstein-Primakoff-Transformation (3.8)
nach inversen Potenzen des Spins entwickelt. Im Wesentlichen ist diese Entwicklung auch fiir beliebige
Spins gerechtfertigt, solange die Bosonendichte klein bleibt. Dabei wird allerdings vergessen, dass der aus
der Entwicklung entstehende Hamilton-Operator nicht normalgeordnet ist und aus der Normalordnung
weitere Terme in der gleichen Ordnung der Bosonendichte aber héherer Ordnung in 1/S entstehen.
Betrachtet man anschliefend den klassischen Grenzwert S — oo so spielt das keine Rolle. Fiir reale
Systeme ist S &~ O(1), so dass der wirklich kleine Parameter wohl die Bosonendichte ist. Mittels der
in [101] entwickelten Methode (siehe Appendix A), gehen wir nun vom Modellsystem (4.53) aus und
entwickeln wie in Abschnitt 4.2.2 um den klassischen Grundzustand im starken Magnetfeld und erhalten
so einen Hamiltonian eines wechselwirkenden Bose-Gases

H=Hl+H* (7.1)

unter der Annahme von kleiner Bosonendichte, der sich wieder aus parallelem Anteil und senkrechten An-
teil zusammensetzt. Da sich die Transformation der z-Komponente des Spins nicht durch die Korrekturen
zur Normalordnung &ndert, hat der parallele Anteil die bekannte Form

H' = H+H) (7.2a)
S
H = —EZJij(bIbi—i-b;bj)-I-th;rbi (7.2b)
%J 1
1
H = §Zjijbjbib;bj. (7.:2¢)

j
Nur der senkrechte Anteil enthélt die verdnderten Leiteroperatoren
1
1_ +q— - g+
HY =33 Ji (S587 +8757), (7.3)
ij
so dass dieser bis zur dritten Ordnung in der Bosonendichte die Form

HY = Hy +Hf +Hf (7.4)
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S
Hyf = 3> (0}b; +bjb) (7.5)
ij

K-1
Hf = ==SYJj (bjb}bjbj
ij
+bbIbib; + blblb;b; + b}bjbibi) (7.5b)
HEY = g > i [ = 1) (b]b]bfbibsb; + blpfblozeb:)
ij
1 )
+5(L—2K +1) (b}bj'.b}bjbjbj + b1 0l bibib;
+bTbTbb;b; + b}b}b}bib,—bi)] (7.5¢)

hat. Dabei sind die Konstanten aus der Normalordnung (A.4) (A.9)

1
K = 1—— .
55 (7.6a)
1
L = 1-= , S>1. (7.6b)
S
Betrachtet man den quadratischen Anteil
S
Hy=Hl + Hf = -3 E.‘:Jij(b:fbi +bib; — bib; — bibl) + h 2 bib;, (7.7)
iJ 7

so ist dieser unverdndert (siche Abschnitt 6.4), d.h. die Korrekturen dndern die Ergebnisse der linearen
Spinwellentheorie in keiner Weise. Ebenso bleibt die Definition der antiferromagnetischen Magnonen iiber
die Bogoliubov-Transformation unveréndert. Mit der Entwicklung der Funktionen K und L (A.10) sieht
man, dass Hi- Terme der Ordnung 1/.S oder hoher und Hg der Ordnung 1/52 oder hoher enthilt.

7.1.1 Diskrete Formulierung

Wir starten mit der Formulierung des Hamiltonian geméf (4.59) und der Dispersion (4.60) und fiihren
direkt den endlichen Erwartungswert der Mode ohne Anregungsliicke (,,gapless-Mode) geméfs der spontan
gebrochenen Symmetrie im Grundzustand ein:

b =V Nano(Sk,O + Abp,—. (7.8)
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Berticksichtigt man nun die Wechselwirkungsterme (7.5b), so spaltet sich der Hamiltonian in Terme auf,
die ein bis vier bosonische Operatoren enthalten.3’

J e
Hy = 53 (NaP)2|bo[*T5500 (7.9)
H = (bg,bo + bo_bg) VNaP (2 Ibol? JoaPT 500 — uo) (7.9b)
1
Hy, = 5 kz |:fk:0' (bLgbko + b—k:a'Tb—ka>
Giabkobho + Ihoblsb ks | (7.9¢)
koV—koOko T Gko Vo0, .

= faP ‘ .
Hs = Jo N ; (51,2+3 [lesb;,bz—bs— + ji123b}_baybsy + k123b§+b2—53+] (7.9d)

+01123 [igmblbgﬁs— + Jao1bl bbb + kémbhb;fbu])

jo m2020’ n—+—
Hy = N Z 01+42,3+44 (Z Fiz?% b;ob;ﬂb?’ﬂ/b‘lﬂ/ + F1£4+b;b;+b3b4+> (7.9¢)

1234 oo’

Der Operator der Mode ohne Anregungsliicke Abg_— wurde zu bg_ umbenannt und die iibliche Abkiirzung
1 = k; eingefiihrt. Die Vertexfunktion bei verschwindenden Impulsen im quadratischen und quartischen
Hamiltonian hat den Wert*°

Too00 = 1/2 —2(K —1)S =1+ 0O(1/S) (7.10)

und die anderen Funktionen sind durch

feo = JoS(1+ k) — po + 2J0aPTiooo(1 — o7& |bo|? (7.11a)
ko = 2Joa® {‘7"% — (K -1)8(1— m)] b2 (7.11b)
123 = bp (f?);m + fi&s) (7.11¢)
jis = bg (f?);%; + fig%;) (7.11d)
ki2s = biloihs’ (7.11¢)
g = JTJ/ (F1-3 + F2_a) + %(K —1)S (0(%1 +72) + o' (33 + Ya)) (7.11f)
Tmat = % (2-4 — Y2-3 — J1-a +F1-2) + 20K — 1)S (—F1 + 72 — s +74)  (7.11lg)

gegeben sind. Der quadratische Anteil (7.9¢) kann wieder mittels Bogoliubov-Tranformation diagonalisiert
werden, indem neue Operatoren ag, durch

bbe = ukgakg—‘—vkgaika (7.12a)

bT—kU = VkoOko + ukoaT_kg (712b)

eingefiihrt werden (vgl. Appendix C). Die Bogoliubov-Koeffizienten sind durch die Gleichungen

1 o
W, = 1+, = 3 (g’“ + 1) (7.13)
ko
UkoVko = — le;: (714)

39Die Terme der Wechselwirkung (7.5¢c) wurden vernachlissigt, da sie dritter Ordnung in der Bosonendichte ist; sie kénnen
aber spéter in einer Mean-Field Behandlung noch beriicksichtigt werden.
40Dije fithrende 1 in der 1/S Entwicklung reproduziert wieder den entsprechenden Ausdruck (6.7).
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definiert [111]. Dann hat unser Hamiltonian die Form

Hy =" g (0, 0n0) + Eo (7.15)
ko

Ere = \/f2, — |9ko|? (7.16)

(siehe Abbildung 33) und der zusétzlichen Nullpunktsenergie

mit der Dispersion

1

EO = 5 ;(Eka - fk:cr)‘ (717)
Das chemische Potential
Mo = 2 ‘b0|2 jOangaom (718)

das sich aus der Bedingung H; = 0 ergibt, enthélt bereits Terme der 1/S Entwicklung, da das Vorgehen
keine konsequente Spinwellenentwicklung, sondern eine konsistente Entwicklung in der Bosonendichte ist.
Das lineare Spektrum der Mode mit ¢ = —1 wird nicht angetastet

B = co k| + O(K?). (7.19)

Jedoch dndert sich bereits die Spinwellengeschwindigkeit

co= 2aJ\/2aD|b0|2Df§goo\/(s +aP |bo|* (2Thg00 + 1 — 2(K — 1)S), (7.20)

da sie auch Korrekturen in 1/S durch die Normalordnung enthélt. Benutzt man die Entwicklung (7.10),
so erhélt man wieder das bekannte Ergebnis (6.28a) aus [24] fiir kleine Neigungswinkel ¢

co = 2JaV/DOS(1 + O(6%) + O(1/S)). (7.21)

7.1.2 Korrekturen durch Mean-Field Ansatz

Fiir eine storungstheoretische Behandlung unseres wechselwirkenden Vielteilchensystems bietet sich ei-
ne Mean-Field-Naherung an: Hierbei wird die Wechselwirkung zwischen den Quasiteilchen (Magnonen)
dadurch représentiert, dass man den Mittelwert der Teilchendichte bzw. die entsprechenden Erwartungs-
werte der Erzeuger-Vernichter-Kombinationen berechnet und diesen mit den Quasiteilchen wechselwirken
ldsst. Dies ist um so besser, je grofer die Dimensionalitét ist, da in diesem Fall einzelne Quantenfluktuatio-
nen weniger Einfluss haben. Im wesentlichen werden beim Mean-Field Ansatz die Operatoren durch ihre
Mittelwerte und die Fluktuationen um den Mittelwert ersetzt und anschliefsend Fluktuationen héherer
Ordnung (hier ab 3. Ordnung) weggelassen.

Mean-Field Erwartungswerte Zur Durchfiihrung der eben erlduterten Rechnung benétigt man zu-
néchst die Erwartungswerte

n= %Z (bbi) = (b]bi) = %Z (blobro ) (7.22a)
7 ko

1 1
=N Z (bibi) = (bibs) = %; {Drb— ko) (7.22b)
_ 1 f /qt 1 5 t
m = SDN sz; <b1;bj> = <bib]’> = N %:U’Yk <bkdbkg> (7.226)
1 1 B
A=3pN <Zj> (bibg) = (bibs) = = %;0% (brob—ko) (7.22d)
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die unter Beriicksichtigung der Translationsinvarianz analog zu [111] im Ortsraum berechnet werden.
Die T' = 0 Werte der Funktionen werden mittels der Transformation (7.8) fiir die Felder mit endlichem
Erwartungswert im Grundzustand (k = 0 —Mode) sowie der Bogoliubov-Transformation (7.12a) und die
elementaren Erwartungswerte

<O‘k:005;20> = <ﬂ*k0’ﬂika> =1 (723&)
(ahyono) = (7 4y ko) =0 (7.23D)
bestimmt und ergeben
1
n=5 ZU,QW + a® |bo)? (7.24a)
ko
1
0= N Z Uk Vko + an% (7.24b)
ko
1 -
m== ;Umcvia —a® |bo|? (7.24¢)
1 -
A = N ; Ok UkoVko — ang. (7.24d)
Zwei dieser Funktionen sind prinzipiell komplexwertig und erfiillen die Identitdten 6* = <bjbj> und

A* = <bjbj> Wir werden diese spéter passend zur Wahl der Richtung der Symmetriebrechung reell
wahlen.

Mean-Field Ndherung Gemif der Mean-Field Naherung (vgl. Abschnitt (5.4)) ersetzen wir nun
alle Wechselwirkungsterme der Entwicklung (7.4) im Ortsraum durch quadratische Terme, indem wir die
oben hergeleiteten Mean-Field Korrelationsfunktionen (7.22) benutzen. So werden alle quartischen Terme
durch jeweils 6 quadratische Terme ersetzt, zum Beispiel

biblbb; — A*bsb; + bIb! + 2mblb; + 2nblb;. (7.25)

Auf diese Weise ergibt sich aus H, Jll und Hj eine Mean-Field Korrektur der Wechselwirkungen der Form

1
=23 Jij (Ablb; + Bblb; + Cblbl + Dblo! + h.c.) (7.26)
i
mit den Abkiirzungen
A 4m(K —1)S +n (7.27a)
B = 4n(K-1)S+m (7.27b)
C = 25(K-1)S+A (7.27¢)
D = 2A(K —1)S. (7.27d)

Vergleicht man den entstehenden Hamiltonian mit dem der linearen Spinwellentheorie, so fallen zusétzli-
che Terme des H}'T" auf, die nicht im bekannten quadratischen Anteil (7.7) auftreten. Trotzdem ist der
gesamte Hamiltonian im Impulsraum mittels Bogoliubov-Transformation diagonalisierbar. Fithren wir
die Fourier-Transformation (4.56) aus, so ergibt sich mit der Mean-Field Korrektur

) 1= ~ -
HY'F = =10 {(A + 0 Byk)bL, bo + (0CYk + DL BT+ h,c.} . (7.28)
ko

In Matrixschreibweise ergibt sich wieder

1 € i br. ~
Mp _ L T ko Qo o
HY'F = Ek :(b,w,b_,w) ( ke ke ) ( o >+E0 (7.29)
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(gestrichelte Kurve) fiir festes chemi-

0.67

Ey_

0.4 __EMF 1 sches Potential und festen Gesamtspin
k S = 1/2. Der lineare Bereich nahe k =
0.2 o E(O) 1 0 wird flacher (kleinere Spinwellenge-
e k schwindigkeit); fiir groke Wellenvekto-
oL=" : : : ren ist der Einfluss der Wechselwirkun-
0 02 04 ka 06 08 (E 11) gen auf die Magnonendisperion klein.
™ a’a

mit den Abkiirzungen

€re = Jo(A+ 0 B3 + JoS(1 + 03k) — 1o (7.30a)
ke = Jo(0C3k + D) (7.30b)

und einem Beitrag zur Grundzustandsenergie*!

~ 1 N
Ey=—3 ; o (7.31)

Energie-Dispersion Benutzt man die Bogoliubov-Transformation fiir Bosonen

bk(T o fbkg ﬂko‘ Cko
( bika ) a ( Uk Uko Cika ’ (732)
so wird der Hamilton-Operator wieder diagonal

- 1 -
H=>"Epo(ch,crs+ )+ Eo (7.33)
ko

Ero =\ &2, — |ogs |- (7.34)

Die Bogoliubov-Koeffizienten sind geméf Appendix C durch g, = 4/ @gg—ﬁﬂ und gy = —5ka o —Epa
ko

Jako | 2E‘k,

und man erhélt die Magnonendispersion

gegeben.

Spinwellengeschwindigkeit Die neue Dispersionsrelation muss geméf dem Goldstone-Theorem wei-
terhin gapless und linear sein R
Ey_ = |k|c+alk|> + O(k%), (7.35)

so dass wir die renormierte Spinwellengeschwindigkeit ¢ als Ableitung

1 02E2
2 Ok?
k

_ Joa s o
= (B+8)A-B-2)-(D-C)C

= \‘?—%\/(CD)(C’BS) (7.36)

41Es gibt allerdings noch weitere Terme zur Grundzustandsenergie in dieser Ordnung der Bosonendichte. Man beriick-
sichtige weiterhin, dass die Spinwellentheorie keine variationelle Methode ist und somit die in Spinwellentheorie berechnete
Grundzustandsenergie durchaus niedriger sein kann als die exakte Grundzustandsenergie.
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Abbildung 34: Der Renormierungsfak-
tor der Spinwellengeschwindigkeit Z5°
setzt sich aus den Korrekturen zur
Spinwellengeschwindigkeit in [24] durch
Normalordnung ZN° und den Kor-
rekturen durch Wechselwirkungen in
Mean-Field-Naherung ZMY zusammen
(hier fiir S =1/2).

0'50 0.05 0.1 0.15 0.2

Abbildung 35: Renormierungsfaktoren
der Spinwellengeschwindigkeit zu ver-
schiedenem Gesamtspin S fiir kleine
chemische Potentiale.

0'50 0.05 0.1 0.15 0.2

berechnen konnen. Der in (6.57b) eingefithrte Renormierungsfaktor ergibt sich dann einfach durch Division
Z. = c¢/co.*? Im letzten Ausdruck wurde das Ergebnis (7.40) fiir das chemische Potential benutzt.

Quasiteilchenzerfall Wie bereits in Abschnitt 6.9.1 diskutiert, ist bei negativem kubischem Koeffizient
a aus (7.35) der spontane Quasiteilchenzerfall nicht verboten. Fiir kleine Magnetfelder bleibt der Koeffi-
zient in konventioneller Spinwellenentwicklung auch bei Vorhandensein von Wechselwirkungen kleiner als
Null [47, 43, 77, 41]. Dagegen liegt an der Stelle des kritischen Feldes h. die ferromagnetische Dispersion
(2.29) vor. Daher muss a gerade an einem Crossover-Feld h* sein Vorzeichen wechseln. In Magnetfeldern
h > h* sind dann die Magnonen instabil, so dass die konventionelle Spinwellentheorie zusammenbricht.
Gerade dieser Zusammenhang steht im engen Zusammenhang mit den in [23] hergeleiteten anomalen
Fluktuationen der longitudinalen Korrelationsfunktion. In der Dichteentwicklung lésst sich der kubische
Koeffizient mittels Entwicklung der Dispersionsrelation zu

" Joa® (B —C + 8)[6B +9C — 3D + 65 + (C — D) cos(4¢)]
- VD 96/(D—C)(B—C +9)

(7.37)

42Wegen der Abweichungen zwischen reiner Spinwellengeschwindigkeit (6.28a) und der Spinwellengeschwindigkeit in 1.
Ordnung Bosonendichte, gehen wir hier zundchst von (7.20) als ungestorte Spinwellengeschwindigkeit aus und betrachten
Z. als Renormierungsfaktor durch Mean-Field Korrekturen.
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Abbildung 36: Darstellung des Koeffizienten
(7.37) zur Abschitzung der Stabilitat der anti-
ferromagnetischen Magnonen im starken Ma-
gnetfeld. Fiir grofse Gesamtspins wird der Ko-

~0.05 . effizient gemih o ~ S%/2 grofer.
04 0.1 0.2 03 04
£
2JoS

bestimmen.® Da C > D wird « fiir k, = k, zuerst negativ wie auch in [41] bereits durch numerische
Losung der Dyson-Gleichung berechnet. Geméfs Abbildung 36 wechselt « fiir diesen Fall sein Vorzeichen
unabhéngig vom Gesamtspin etwa an der Stelle p = 0.23 - 2.J,S, was einem Crossover-Feld h* ~ 0.77h,
entspricht und somit der Wert h* = 2/v/7h,.. aus [41] reproduziert wird.

Chemisches Potential Aus der Bedingung Fr_|k—o = 0 gemifh Goldstone-Theorem ergibt sich eine
quadratische Gleichung fiir das chemische Potential

€l po = lon—I?[,—, (7.38)

mit den 2 Lésungen
w = Jo(A—B—-D+C) (7.39a)
w2 = Jo(A—B—C+ D). (7.39b)

Die physikalische Losung ergibt sich einerseits aus dem Grenzwert ohne Mean-Field Korrekturen und
andererseits aus der Bedingung eine physikalischen Dispersion mit einer reellen Spinwellengeschwindigkeit
0 <= J2a?/D[F(B + S)(C — D) + (D — C)C] (oberes Zeichen fiir y11, unteres Zeichen fiir ). Durch
Anwendung der Bedingung oder Vergleich mit (7.18) ist die richtige Losung

=1 =Jo(A—B—-D+C). (7.40)

Das Ausnutzen der Bedingung Ej,_ = 0 zur Berechnung von 1 macht die Transformation der Wechsel-
wirkungsterme in den Impulsraum sowie der expliziten Berechnung der Terme mit Symmetriebrechung
iiberfliissig und somit die Beriicksichtigung von Hg mdglich. Die Bedingung H; = 0 ergibt das gleiche
Ergebnis, wenn man die Renormierung durch Hj3 mittels Mean-Field Korrekturen explizit berechnet:

1

n 4 - =4
A a®|bo[*2T 5000 + N Z [(1 = o9k) 02T 5000 (7.41)
0 ko
—2(K = 1)SUkoVko — 0VkURe VR (1 — 2(K — 1)9)]. (7.42)

Damit fithrt die Beriicksichtigung von Diagrammen wie in Abbildung 37 ebenfalls zur Bedingung (7.40).

Untergittermagnetisierung Mittels der Definition der Untergittermagnetisierung senkrecht zum Ma-
gnetischen Feld [24] (vgl. (2.33))

M, = Z (GiSY) (7.43)

43Der Winkel ¢ ist durch die Parametrisierung des Impulses k; = ksin¢ , ky = kcos ¢ in Polarkoordinaten definiert (hier
in D = 2).
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Abbildung 37: Durch die Renormierung des chemischen Potentials mit-
tels Einschleifendiagrammen dieser Art (Die Wechselwirkung ist in (7.11)
q gegeben) wird die Korrektur von (7.9d) in Mean-Field-Naherung bertick-

—k
sichtigt, so dass die Energiedispersion geméfs des Goldstone-Theorems
fiir k — 0 verschwindet.
0.3
0.25¢
Abbildung 38: Vergleich der Untergit-
0.2r termagnetisierung fiir S = 1/2 ohne
» Wechselwirkungen M? und den aus der
E 0.15 Mean-Field-Naherung geméft (7.46).
01l Beide Néherungen sind nur fiir klei-
' ne chemische Potentiale korrekt, da fiir
0.05 w=2JyS der Wert aus [6] erreicht wer-
den sollte (gepunktete Linie).
0O 0.65 O‘Lill 0.i5 0.2
2JoS

Abbildung 39:  Anderung der Un-
tergittermagnetisierung durch Korrek-
turen der Normalordnung sowie Ein-
fluss der Wechselwirkung in Mean-
Field-Néherung.

% 0.05 0.1 0.15 0.2
I
2JyS

und der Darstellung des Spinoperators S7 mittels einer Holstein-Primakoff-Transformation (A.8)

1
sY = V28 bl — b; + (K — 1)(bIbib; — bibib) | + O(°) (7.44)

kénnen wir die Mean-Field Korrekturen zu (6.27) berechnen. Dazu wird wie in (7.25) die Ersetzung
bbb, — ;6" + 2nb], (7.45)

sowie analoges fiir den hermitesch konjugierten Term gemacht. Dann ergibt sich schlieflich*4

M, = V2SNaP [1 + (K — 1)(=6 + 2n)] bo. (7.46)

Wie bei den anderen Gréfen auch, enthélt M aufgrund der Entwicklung in Bosonendichte Terme héherer
Ordnungen in 1/8S.
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Abbildung 40: Die Renormierungsfak-

toren der Dichte Z, dndern sich kaum

90 g2t — mit dem chemischen Potential; zur bes-

seren Veranschaulichung wird die Gro-

- NPT Be (Z,—1)/25, also der formale Koeffi-

015r "~ T T zient in 1. Ordnung Spinwellenentwick-
lung gezeigt.

Z,—1

0.1
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1 ~
0.95¢
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Abbildung 41: Auf die Sattigungs-
§|<Qo,85— magnetisierung normierte ferromagne-
tische Magnetisierung des QAF in star-
0.8¢ kem Magnetfeld fiir verschiedene Ge-
samtspins.
0.75¢
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2Jo S

Dichte Die gesamte Bosonendichte ist durch

o= % Z <b}b,-> — % zk: <b};bk> =n (7.47)

gegeben, so dass der Renormierungsfaktor (6.57a) durch

p n

po  |bol?

o=

(7.48)
mit den Mean-Field Konstanten verkniipft ist.

Ferromagnetische Magnetisierung Aus Symmetriegriinden ist nur die z-Komponente der ferroma-
gnetischen Magnetisierung ungleich Null. Mit (3.8a) ergibt sich so die Rechenvorschrift

M = %Z}sg) = %Z (s- <bIb,;>> =S-n, (7.49)

die man auch mittels (2.31) aus der freien Energie berechnen kann, die sich fiir 7' = 0 trivial aus der
Grundzustandsenergie ergibt.

44Bei der Wahl einer anderen Richtung der Symmetriebrechung im Ortsraum muss natiirlich die Phase des Erwartungs-
werts by angepasst werden.
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Abbildung 42: Integranden der Integra-
OF===- IR le (7.52) nach Zuriickfithrung auf ein-
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7.1.3 Numerische Auswertung

Zur Berechnung der Ausdriicke in (7.24) miissen wir den thermodynamischen Grenzwert ausfiihren
% Se—f % und die entsprechenden Integrale iiber die 1. Brillouin-Zone berechnen. Da das Haupt-
ergebnis dieser Arbeit (6.96), welches anomale Eigenschaften der Bose-Einstein-Kondensation zeigt, am
besten in zweidimensionalen Systemen nachmessbar ist [24] (siche Abschnitt 6.9.2), beschrinken wir uns
hier auf den Fall D = 2.%° Die zweidimensionalen Integrale iiber die reduzierte (antiferromagnetische)
Brillouin-Zone (siehe Abbildung 11) hiéngen fiir das Quadratgitter nur vom Strukturfaktor

Ak = %[cos(kma) + cos(kya)] (7.50)

ab. Mit der Eigenschaft (siehe (2.75))
Ve = —Tk+Q (7.51)

konnen wir die Summation tiber o durch die Auswertung der Integrale in der vollen Brillouin-Zone
beriicksichtigen (sieche Abbildung 46) und erhalten

1
N Z UIQca
ko

(7.52a)
iZuk Vg aD/uk_’Uk_ (7.52b)
N ko k
1
—Za’ykvia faD/ﬁkv,%, (7.52¢)
N ko k
1 - -
NZJ’ykukgvk” —aD/’ykuk,vk, (7.52d)
ko k
mit der Abkiirzung [, = [ (g:)’% .
Einfaches Aufintegrieren Da die Bogoliubov-Koeffizienten der ¢ = — Mode an der Stelle &k = 0

wegen der verschwindenden Dispersion Ey_ divergieren, sind alle Integranden in (7.52) divergent. Da die

Dispersion linear ist (7.19), folgt fiir kleine Wellenvektoren uz_ ~ 1/|k| and vi_ ~ 1/|k|. In D = 2 ist

45Tn den letzten Jahren hat das Interesse an zweidimensionalen QAF wegen der nunmehr experimentellen Realisierung
stark zugenommen [56].
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1.2

1t Abbildung 43: Plot des Renormie-
, rungsfaktors des chemischen Potenti-
0.8t als, welches das chemische Potential
des Systems ohne Wechselwirkungen
N:)LO.G* mit dem chemischen Potential in Mean-
Field-Néherung verbindet: Z, = lf—'o
0.47 Gezeigt sind die Kurven zu verschie-
denem Gesamtspin in 1. Ordnung Sto-
0.2 rungstheorie in der Bosonendichte, die
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ jedoch alle Ordnungen in 1/S enthal-
% 01 02 03 04 05 06 ten.
_Ho
2Jo S

das Integrationsmafs in Polarkoordinaten gerade k dk d¢, so dass die Divergenz fiir kleine k verschwin-
det. Im gesamten Integrationsgebiet treten keine weiteren Divergenzen auf, so dass die Integrale (7.52)
existieren.4® Wegen der Cy Rotationssymmetrie, miissen wir nur einen Quadranten berechnen:

/kf(k:)z ﬁ/jdkgg/fdkyf(k). (7.53)

€ ist ein kleiner Parameter, der den Integranden tiber die ganze Flédche endlich héalt; mit dem Vorfaktor
korrigieren wir die kleinere Integrationsflache unter der Annahme eines Beitrages, der dem Mittelwert des
Integrals entspricht. Zum Vergleich der Ergebnisse konnen wir auch eine Integration in Polarkoordinaten
auf einem Kreis um k£ = 0 mittels

/kf(k):@/ﬂrkzdk:/o%dqﬁf(k)—f—/kf(k)@(\m—r) re< (7.54)

durchfithren, was zu &hnlichen Ergebnissen (mit einer Abweichung um 0.1%) fiihrt. Dieses Vorgehen ist
fiir alle Dimensionen D > 1 mdglich, wohl aber fiir D = 3 aufwendiger.

Auswertung unter Verwendung der Zustandsdichte in D =2 In zwei Dimensionen kénnen wir
die Integrale wie in Appendix E beschrieben auf eindimensionale Integrale zuriickfithren, was wir mit der
Einfiihrung elliptischer Integrale erkaufen. Die Berechnung der Integrale (7.52) ergibt keine anderen Werte
wie die obigen Methoden, ist aber deutlich schneller, so dass wir alle Berechnungen darauf aufbauen.”

7.1.4 Berechnung bei konstanter Dichte

Sind die Integrale fiir festen Spin S berechnet, so wird die vorgegebene Dichte mittels (7.40) zu einem
chemischen Potential zugeordnet.*® Der Vergleich mit dem chemischen Potential ohne Wechselwirkung
(7.18) ergibt dann den Renormierungsfaktor der chemischen Potentials

Z, =1, (7.55)

der jedoch physikalisch nur das echte chemische Potential ;¢ = h—h. mit demjenigen ohne Wechselwirkung
verkniipft. Fiir Vergleiche mit dem Experiment miissen die entsprechenden Groéfsen gegen das chemische
Potential aufgetragen werden. Eigentlich ist das chemische Potential durch die Wahl des Magnetfeldes

46 Auch in D = 3 existieren alle Integrale nach gleichem Argument.

47Djie Zuriickfithrung der Integrationen auf eindimensionale Integrale ist in beliebigen Dimensionen méglich, aber in D > 2
ist die entsprechende Zustandsdichte analytisch unbekannt.

48Diese rechnerische Prozedur kann als Mean-Field-Berechnung bei festem Ordnungsparameter [97], welcher hier die
Dichte des Kondensats von Magnonen pg ist, angesehen werden.
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vorgegeben und die Bosonendichte dndert sich bei Beriicksichtigung der Wechselwirkung. Jedoch ist die
Berechnung der Anderung des Bosonendichte durch Wechselwirkungen nicht direkt méglich. In jedem
Fall gibt es aber eine eindeutige Zuordnung zwischen dem chemischen Potential und der Bosonendichte
sowohl ohne Wechselwirkung (7.18) als auch mit Wechselwirkung (diese kann aber nicht einfach inver-
tiert werden). Ein grofer Wert von Z,, driickt eine starke Renormierung der Dichte des Kondensats aus.
Anschliefiend werden alle weiteren Grofien in Abhéngigkeit des physikalischen chemischen Potentials be-
rechnet, indem diese erst als Funktion des wechselwirkungsfreien chemischen Potentials ermittelt werden
und dann die funktionelle Abhéngigkeit mittels (7.55) auf das korrekte chemische Potential abgebildet
wird.

7.2 Interpretation der Ergebnisse

Renormierung der Spinwellengeschwindigkeit Wie man anhand von Abbildung 33 sieht, &ndert
sich die Magnonendispersion (7.34) durch die Wechselwirkungen in Mean-Field-Néherung quantitativ
nur wenig. Gezeigt ist die Dispersion der Mode ohne Anregungsliicke Fy_, die sich aufserhalb der an-
tiferromagnetischen Brillouin-Zone zu Ej, fortsetzt fiir kleines chemisches Potential und Gesamtspin
S = 1/2. Fiir groferes chemisches Potential fillt die Renormierung noch kleiner aus, ebenso wie fiir
S — oo die Korrekturen verschwinden. Dennoch beeinflussen die Korrekturen fiir kleine Wellenvekto-
ren die Eigenschaften des Systems bei tiefen Temperaturen. Anhand des Verhaltens fiir kleine k lasst
sich eine renormierte Spinwellengeschwindigkeit und ein Renormierungsfaktor nach (6.57b) definieren.
Wie oben bereits angedeutet, lassen sich insbesondere fiir die Spinwellenrenormierung zwei verschiedene
Spinwellengeschwindigkeiten ohne Wechselwirkungen zugrunde legen. Daher entstehen Renormierungen
aufgrund von 2 Effekten:

1. Normalordnung
Aufgrund des Normalordnungsprozesses ergibt sich eine Spinwellenrenormierung, die gerade das
Verhéltnis zwischem dem Wert (7.20) und dem Wert in [24] (6.28a) ist.

2. Mean-Field Korrekturen
Zusétzlich ergibt sich eine Renormierung aufgrund der Mean-Field Korrekturen, die gerade das
Verhéltnis zwischen (7.20) und (7.36) ist.

Abbildung 35 zeigt die verschiedenen Renormierungsarten der Spinwellengeschwindigkeit: Wahrend der
Einfluss der Normalordnung bereits Korrekturen in der Bosonendichte mit sich bringt, die ZN© mit stei-
gendem chemischen Potential ansteigen lésst, ist der Einfluss der Wechselwirkungen bei kleinen Dichten
singuldr®® und wird fiir grofere Dichten kleiner, so dass sich insgesamt eine gréRere Spinwellengeschwin-
digkeit ergibt (Z!°' > 1). Man beachte ebenso, dass die Renormierungsfaktoren im klassischen Grenzwert
S — oo zu 1 werden, wie man es auch von einer strikten 1/S-Entwicklung erwartet.

Untergittermagnetisierung Die Mean-Field-Korrekturen zur Untergittermagnetisierung fallen fiir
kleine Dichten grof aus (vgl. Abbildung 39). Die Vergroferung von Mg bei kleinen Dichten spiegelt
die Renormierung der Dichte des Kondensats selbst wieder. Fiir grofte chemische Potentiale, also fiir klei-
ne Magnetfelder h sollten die Werte der Untergittermagnetisierung z.B. aus [6, 89] erreicht werden, d.h.
die Wurzelfunktion (siche Abbildung 38) sollte nach unten renormiert werden und so fiir = 2.Jo.S den
Wert ohne Magnetfeld (gepunktete Linie in Abbildung 39) erreichen, wobei gemifs der Analyse in [97]
ein Maximum durchlaufen wird. In der Tat ist der Renormierungsfaktor fiir s/ (QJOS ) > 0.06 kleiner als
1, jedoch nimmt die Untergittermagnetisierung in Mean-Field-Naherung zu unphysikalischen Werten hin
ab, so dass alle Ergebnisse nur fiir chemische Potentiale y = 0.2 - 2.J5S korrekt sind. Das ebenfalls in [97]
gefundene Verhalten nahe dem kritischen Feld wird quantitativ reproduziert, wobei in der genannten
Arbeit der spontane Magnonenzerfall und deren Einfluss auf die Untergittermagnetisierung nicht weiter
untersucht wurde. Mit unserem Ansatz der Entwicklung in der Bosonendichte, die eine streng monotone
Funktion des chemischen Potentials ist, erwarten wir ohnehin die besten Ergebnisse fiir kleine Dichten.

49Das Verhalten fiir s — 0 lisst sich mit den Mitteln aus Abschnitt 7.1.3 nicht bestimmen.
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Dichte / Ferromagnetische Magnetisierung Da sowohl die Dichterenormierung (7.48) als auch
die Magnetisierung (7.49) nur von der Mean-Field-Funktion n abhingen, gibt es nur kleine Effekte. Die
funktionelle Abhéngigkeit der Dichterenormierung Z, von p wird erst beim Auftragen von (Z, — 1)/25
sichtbar (vgl. Abbildung 40) und ist klein. Dagegen zeigt sich in der ferromagnetischen Magnetisierung
ein dhnliches Verhalten bei kleinen chemischen Potentialen wie in [102, 111, 97|, obwohl das Verhalten
nahe des kritischen Feldes besonders im Falle S = 1/ nicht aufgelost ist (sieche Abbildung 41). Ebenso
ergeben sich fiir h — 0 die gleichen unphysikalischen Werte wie schon fiir die Untergittermagnetisierung,
so dass die Berechnungen aller Grofen nur fiir nicht zu grofte chemische Potentiale Sinn machen.

7.3 Zusammenfassung

Im vergangenen Kapitel wurde untersucht, wie sich die Eigenschaften des in Kapitel 6 betrachteten Bose-
Gases dndern, wenn wir Naherungen weglassen und insbesondere Einfliisse der Wechselwirkungen bertick-
sichtigen. Dazu wurden Werte von zuvor eingefiihrten Renormierungsfaktoren berechnet, die insbesondere
mit Messgrofen in Experimenten verkniipft sind. Es stellt sich heraus, dass gerade der Ansatz der Ent-
wicklung in der Bosonendichte geeignet zu sein scheint, um Eigenschaften des Quantenantiferromagneten
im starken Magnetfeld oberhalb eines kritischen Feldes h* zu beschreiben. Aufgrund von Wechselwirkun-
gen bricht gerade in diesem Bereich die konventionelle Spinwellentheorie in 1/S-Entwicklung zusammen,
da die Magnonen nicht mehr stabil gegeniiber dem spontanen Zerfall sind.

Unser Ansatz ist aber gerade in dem Bereich kleiner Dichten (kleinem chemischen Potentials p = h, —
h) gut, wie der Vergleich der Untergittermagnetisierung und der ferromagnetischen Magnetisierung mit
Ergebnissen in [97, 41]. Die in [97] gefundene logarithmische Abhéngigkeit der Untergittermagnetisierung
nahe des kritischen Feldes konnte jedoch nicht eindeutig bestéatigt werden, obwohl das Verhéltnis zwischen
der Untergittermagnetisierung in Mean-Field-Néherung und dem Wert ohne Wechselwirkungen (6.28b)
fiir 4 — 0 groR wird (siehe Abbildung 39).%°

Erstaunlich gut ist auch die Ubereinstimmung des Wertes h* ~ 0.23h, mit dem Wert in [41],
so dass auch die Methode zur Berechnung der Spinwellenrenormierung geeignet ist. Diese setzt sich
im Vergleich zu den Ergebnissen aus [24] insbesondere aus mehreren Beitrigen zusammen, die unter-
schiedliche Abhéngigkeiten vom chemischen Potential haben (siehe Abbildung 34). Eine Divergenz der
Spinwellengeschwindigkeit fiir 4 — 0 ist in jedem Fall nicht ungewdhnlich, da auch der Imaginérteil
der Magnonen-Selbstenergie aufgrund der Quasiteilchenzerfille grofs wird und beide mit der Kramers-
Kroning-Relation [134] verkniipft sind.

Die Herangehensweise ist neben numerischen Problemen im Bereich kleiner Dichten konsistent und
enthélt durch die Renormierung des chemischen Potentials auch die Korrekturen aus der Renormierung
des Kippwinkels [111] in konventioneller Spinwellentheorie. Zu Kléren bleibt jedoch noch, inwiefern Dia-
gramme wie in Abbildung 27 zur Spinwellenrenormierung beitragen [127].

50Eine logarithmische Abhingigkeit wiirde der Exaktheit unserer Theorie fiir kleine Dichten widersprechen [123].
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Appendix A Verallgemeinerung der Bosonisierung fiir Spinope-
ratoren zum Gesamtspin S > %

Die tibliche Holstein-Primakoff-Transformation (3.8) bzw. Dyson-Maleev-Transformation ((3.10)) ist ei-
nerseits nur fiir kleine Bosonendichten giiltig und andererseits treten unter Beriicksichtigung der Nor-
malordnung® weitere Terme in der 1/S-Entwicklung auf. Eine etwas andere Parametrisierung unter
Berticksichtigung der Normalordnung in [101] geht von den Matrixelementen der Drehimpulsoperatoren
aus:

(S+)M,M—1 = (57)1\1—1,1»1 =V/(S+M)(S~M+1) (Ala)
(Sdum = M. (A.1b)

Die folgende Transformation auf Bosonen mit

(8.6 =1 (A2)

ist bei festem Gesamtspin fiir M = S, S — 1 also bei kleinen Anregungen aus dem Grundzustand exakt:®2
s: = S-p5i3 (A.3a)
ST = V2SBT (14 (K —-1)8'3) (A.3b)
ST = V2S(1+(K-1)8'8)B (A.3c)

mit der Grofe

[ 1
K =11~ 55 (A4)

die fir S = % verschwindet. In diesem Fall bildet die Holstein-Primakoff-Transformation auch unter

Berticksichtigung der Normalordnung auf ein Modell von Bosonen mit Hardcore-Abstofung an gleichen
Gitterpliatzen ab:

S5t =v2581(1 - 7). (A.5)

Fiir beliebige S erhélt man die Transformation aus der Holstein-Primakoff-Transformation, wenn man bis
zur linearen Ordnung der Bosonendichte entwickelt und die Terme aus der Normalordnung beriicksichtigt.
Wir starten also mit der HP-Parametrisierung und benutzen die Entwicklung

kx:kiwzn (A.6)

mit der Doppelfakultit m!! = m(m —2)---3 -1 und erhalten so

= (2n=3)!! (B13\"

St =+284" [1 - Gn=3)1 ('8 A7
st [1- 3= Gl () a7
Fithren wir nun die Normalordnung (bezeichnet durch N') der auftretenden Erzeuger bzw. Vernichter
aus, so ergeben sich bei Anwendung von (A.2) zusitzliche Terme, die wir bis zur linearen Ordnung

beriicksichtigen:
s n_ ﬁfﬂn 1 n’r T3)2
<ﬁ> _N<¥) + (ﬁ) BB+ OB B)°.

51Bei der iiblichen Besetzungszahldarstellung von Operatoren, auch Normalordnung genannt, stehen alle Vernichter rechts
von den Erzeugern.

52Fiir den Antiferromagneten ist der Grundzustand derart, dass gerade nicht alle Spins im Zustand mit maximaler magne-
tischer Quantenzahl M beziiglich eines globalen Koordinatensystems sind. Jedoch haben wir an benachbarten Gitterplitzen
gerade gedrehte Koordinatensysteme, und somit spielt der gestaffelte Spin die Rolle des Gesamtspins.
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Also konnen wir den Aufsteiger umschreiben zu

2n =3 /1 \"
1+<1_Z((2n)!!) (ﬁ) _1)6T5

n=1

V255 (1 + (K - 1)878).

S+ V2551 +0(3°)

Q

Somit dndert sich in der Entwicklung nach der Bosonendichte quantitativ der Vorfaktor des Wechselwir-
kungsterms, was sich aber in die renormierten Grofen (z. B. ¢ und x) definieren lédsst, die ohnehin bei
realen Messungen aus dem Experiment bestimmt werden miissen. Daher erhélt man auch mit der verein-
fachten Parametrisierung ohne explizite Beriicksichtigung von 1/S-Korrekturen durch Normalordnung die
gleichen Ergebnisse und insbesondere der kontinuierliche Anteil des dynamischen Strukturfaktors taucht
ebenfalls auf.

Fiir den Fall S > 1 1dsst sich diese Methode weiterfiithren, so dass wir nun die Matrixelemente zwischen
den drei Zustédnden zu M = S, S — 1,5 — 2 exakt mittels Bosonen abbilden. Unter Beriicksichtigung der
Normalordnung ergibt sich die korrekte Holstein-Primakoff-Transformation bis zur 2. Ordnung in der
Bosonendichte zu

st =254 <1+(K— 188+ % (L—2K+1)fﬁﬁfﬂﬁ) (A.8)

mit der zusédtzlichen spinabhingigen Funktion

1
L=1/1-—= >1 A.
Ji-s . sz (A.9)

In der Praxis wird aber die Funktion L(.5) keine Rolle spielen, da sie nur die 3-Teilchen-Wechselwirkung
renormiert, die dann héherer Ordnung in der Bosonendichte ist. Eine Entwicklung der Funktionen K und
L nach inversen Potenzen des Spins

1 1

1 1
L=2K +1= 30 +O(g5) (A.10b)

ergibt dann wieder das wohl bekannte Ergebnis der Spinwellentheorie.

Appendix B Strukturkonstanten bei Festkorpern

Zur Darstellung von Wechselwirkungen im Impulsraum definiert man im Falle von diskreten Austausch-
konstanten mit Gittersymmetrie J;; eine entsprechende Fouriertransformierte

Je= Jzem S (B.11)
5

wobei § die Summation iiber alle Differenzvektoren des Gitters darstellt (siehe Abbildung 44) und .J 5 die
entsprechende Austauschkonstante fiir den Abstandsvektor 5= r; — ;. Man definiert nun die Struktur-
konstante iiber -
e
Tk jo .
In dieser Arbeit werden nur Néchste-Nachbar-Wechselwirkungen berticksichtigt (siehe Abbildung 44), so
dass wir die Strukturkonstanten als

(B.12)

I e
o= =3 ek (B.13)

z
5
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ds % 5
. . PSS ) .
° ° 5a oy Abbildung 44: Nachste
P & z & Nachbar-Wechselwirkung
5 6 5 zwischen Spins (dargestellt
L L als rote und blaue Punkte)
P P entlang den  Differenz-
2 2 vektoren 0; fiir die Kette
(links), das Quadratgitter
€1 € Ae{;; €1 (mitte) und das einfach

kubische Gitter (rechts).

1D 2D 3D

schreiben konnen, wobei die Summe nun iiber alle z Néachste-Nachbar-Verbindungsvektoren lauft. Der
Einfachheit halber werden weiterhin nur hyperkubische Gitter mit der Gitterkonstanten a betrachtet,
deren Strukturkonstante

D D
. 1
=3 ;cos(kia) k= ; kie; (B.14)
ist. Eine Taylor-Entwicklung fiir kleine Impulse k ergibt dann

2k2
A=1— GZD +O(KY). (B.15)

Andere Gittertypen mit den entsprechenden Strukturfaktoren werden zum Beispiel in [68] fiir D = 2 oder
in [52, 47, 57, 89] diskutiert.

Spezielle Eigenschaft bei Summation im Impulsraum: Seien f(k) und g(k) beliebige Funktionen mit
Gittersymmetrie, so gilt insbesondere

Y SR)g(k)Trq = Y [(k)9(a)TkTq (B.16)
kq kq
wie man mittels Einfiigen der Fouriertransformierten von f und g zeigen kann.

Appendix C Bogoliubov-Transformation
Ein wichtiges Diagonalisierungsverfahren fiir die Spinwellentheorie ist die Bogoliubov-Transformation, die

mittels einer Drehung im Raum der beiden Moden des Antiferromagneten den Hamiltonian diagonalisiert.
Gegeben sei dazu ein quadratischer Hamiltonian

=3 [ (4h Ak + BLBx) + o (ALBT, + 4B k)| (C.1)
k

mit entsprechend bosonischen Operatoren deren Vertauschungsrelationen (4.21) lauten. Die Funktionen
fr sowie gi seien gerade Funktionen der Impulse k

fee=1Ie  9-k =gk, (C.2)

was bei Systemen mit Inversionssymmetrie immer erfiillt ist. Um nun (C.1) zu diagonalisieren, fithren
wir eine Bogoliubov-Transformation [38] durch, die folgendermaken parametrisiert ist

( ;i: ) N ( S > < Ekk ) (C.3)
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Damit diese Transformation unitér ist, also eine Drehung darstellt, miissen wir fordern, dass die Opera-
toren ag und [ wieder bosonische Vernichter sind:

[ak,a;] - [ﬂk,ﬁ” = S (C.4)

Elementare lineare Algebra liefert nun die Riicktransformation (falls die Determinante der Transformati-
onsmatrix nicht verschwindet, was natiirlich bei der hier betrachteten unitdren Transformation der Fall
ist):

1
Bik = 5 3 <’UkAk +Uk:Bik) (C5a)
U — Vi
1
o = ui — ’UIQC (ukAk + 'UkBT,k) . (C5b)

Die Bedingung (C.4) liefert mit (C.5a) zusammen die Relation
up —vp = 1, (C.6)

die die Unitaritat der Transformation garantiert. Hierbei haben wir 0.B.d.A. angenommen, dass die
Parameter ug und vy reell sind. Fiir komplexe Parameter ergeben sich die entsprechenden Gleichungen
(C.6) mit komplexen Betragen und die Operatoren «g und (g weichen um Phasenfaktoren von den in
(C.3) definierten Operatoren ab. Geht man von komplexen Koeflizienten aus, so ist das Gleichungssystem
iiberbestimmt, d.h. die Koeffizienten kénnen noch mit einer beliebigen Phase multipliziert werden, was
die U(1)-Symmetrie von (C.1) widerspiegelt [14]. Wir miissen nun die Parameter in (C.3) so wihlen, dass
der Hamiltonian (4.24c) diagonal wird. Einfaches Einsetzen liefert unter Ausnutzung des kanonischen
Kommutators zur Normalordnung der Operatoren zunéchst

oy, = Y {(ohon+ 810k +1) [fi (53 +03) — 2omusen]
k

+ (Oc};ﬂik + ﬂ,kak> [gk (vi + ui) - 2fkukvk] + fr (11,,2c — ui)} (C.7)

Der nicht-diagonale Anteil soll durch die Transformation eliminiert werden, was unmittelbar die Bedin-
gung
0= gr (v — ui) — 2frurvi (C.8)
ergibt, die nach der Substitution z = v sowie unter Ausnutzung von (C.6) auf eine quadratische Gleichung
in x fihrt:
4f2 (a?+:1:2) = gk (4z2 + 4z + 1).

Somit sind die Losungen

1 1 g 1 J
g =——dy o Tk 14Tk (C.9)
24 (- fR) 2 Ne T
Mit der Definition
i = fi —9i (C.10)

erhalten wir dann die Parameter v und ug zu

9k [ Je — €k
|9k | 2e,

+
up = 1/1+y,2c:~/f’“T;’c (C.11b)

wobei die Losung x_ ausgeschlossen wurde, da vg € R vorausgesetzt und die Unitaritdtsbedingung (C.6)

Uk (C.11a)
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ausgenutzt wurde. Weitere niitzliche Relationen sind

1
Wl = f_: = uizi({—:—l—l) (C.122)
Yk
UV = _26k (Cl2b)

Damit wird der Hamiltonian (C.7) diagonal und wir bekommen eine Absenkung der Grundzustandsener-
gie:
Hy =Y [en (ahon+ BLBu+1) = ] (C.13)
k

Appendix D Transformation des quartischen Hamiltonian
Hier gehen wir vom Wechselwirkungsanteil des Dyson-Maleev-Hamiltonian in (4.23b) bzw. des Holstein-

Primakoff-Hamiltonian in (4.23a) aus. Mit den Abkiirzungen k; = 1 fiir die Impulse sowie den Abkiir-
zungen fiir die Operatoren

Py = Pk, (D.1a)
Py = Pp-Tk, (D.1b)
ry = g pk, (D.1c)
.1'1'— = Hk1+/”<31 (Dld)
sieht man mit 7341 = 1/V, dass auch diese Operatoren kanonisch sind
b1, 23] = [pi 23] = —id1120 (D.2)
Damit wird die Transformation (5.6a) zu:
Low ooy
A4 = B (b1 +ipy + a7 —ia]) (D.3a)
1 - -
B, = 3 (pf —ipy —ay —ia]). (D.3b)

Im HJL‘ (4.24d) taucht der Dichteoperator auf, den wir hier allgemein berechnen, wobei f142, gs+4 beliebige,
impulsabhéngige Funktionen sind

Y dusaszraofiszAlAs = ) diisisiaofive [PIPS +pipy +aray +afad
12 12
+2 (pfay —pra3)] = Nosiaofo (D.4a)
Z O142434a093+4BiBs = Z 0142+4344,093+4 [P3Pd +p3p; + a5 Ty +agaf
34 34
2 (pf i —pgay)] — Noiya09- (D.4b)

Beim Ausmultiplizieren ergeben sich nun auch Terme von nicht kommutierenden Operatoren, die wir in
einer symmetrisierten Form schreiben miissen [88]. Dazu betrachte man den Term

Api s py i = {p3, @y } {af, pl} + 2 (p7 2] 62130 — 233 01440) + 0213,00144,0- (D.5)

In unserem Fall sind die Funktionen in (D.4) fi42 = (1 + A)J142 sowie gs4+q4 = 1, so dass wir den
parallelen Hamiltonian in symmetrisierter Form mit quartischen Terme sowie quadratische Korrekturen
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und Grundzustandsenergie schreiben kénnen als:

B

1 .
——J 1 1+ A
SN 012%1 1424+34+4,0(1 + X)

o o 1, . -
(P D3 pipL + prpapspy + oy w5 xy +afagadal) 3 (142 + V3+44)
+ (pip3pspy +2fad oy ay) (e + ara)
+ (pipd ez zy + 2f 23 p3 s ) (Gise + a4 — 2 (Fr4z + Y244))
o _ 3\ 1 -
+ ({pips z5=f} + {pips 2527 }) 3 (F142 + ¥344)
+{pi 23} {23,p5 } (Gres + Fo4a)]
1= _ _
ZJO Z(l +A) (pEpf + 2y + 2tz +ata)
1

5N -
—Jp(1 .
16J()( -‘r)\)

(D.6)

Die Vorgehensweise fiir den senkrechten Anteil (4.24¢) bzw. (4.24f) ist analog: Dazu multipliziert man
zunéchst die 3 im Impuls symmetrischen Operatoren und erhélt so

123

234

1 o .
Z 01124344,0 BIBngs = Z 01424344,0 > [Py P3Py +ipy Py py — oy 3y a5 + ixfad xy

123

+pi P2y +3pfwg wy +piaya +ipyps p3 +ipy w5 vy + 3ipy Ty Ty

-+t — = — ot 4 ittt Cob—— o
—3%y Py D3 — Ty Py Py — Ty Ty Ty + 1] Py Pg + 30ky Py Py + 11 Ty Ty

+2{(pypy a3 —ipyps a5 + a7 py i + iz pyay)]

N

1 L [
D ATA A 4 biyatsia0 = Y 01248140 2 [p3 P3Py +ipy pypy + x5 a3 ay —ixg xy g

234
+ip3 p3py +3p3pg ey —ip3p3ay + Py pspi + Py ps Ty
+ 4+

(D.7)

+3zy 23 pf +ixy x5 py +ivy vy ) +afxdpl + 3ixg xipy +agad

+ 2 (ipfasp; —ipsas o) +py s — pyaipy )]

N o _
- (pj4 +ip_,+a, +zxf4)

(D.8)

Nun muss noch der 4. Operator eingesetzt werden und ausmultipliziert sowie zusammengefasst werden.

Nun teilen wir den Hamiltonian in einen explizit hermiteschen und antihermiteschen Anteil auf:

HEPM = HEM,H n HEM,AH n HfMJ.(2)

mit dem hermiteschen Anteil

HEM,H

)

~ oottt — == = + 4+t
E 01424314,0 Y4 {p1 Do P3Py +P1PaP3Py — Ty Ty T3 Xy — Tf Ty Ty Ty

1234

+pi Py 3 pi + 3pi w5 azpf + pl s vl +pyps ps Py + Py w3 Py + pyas agp;
—3wy Py py Xy — ) Py Py Ty — Ty &3 T3 Ly — T P3P wf — 3Ty py 3wy — xf wy wz )
2(pfpy g ay +prpsasaf —arpyoipl —xipsaspy)}
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sowie den antihermiteschen Anteil

DM,AH - Jo - o o _
Hy = 73N Z O14243+4,0 74 [—P1 D3 P3Py + D102 P35I + oy xy vz af +af a2 ag
1234

+pi Py sy + 30 a5 a5 vy — plafaipy +prpipipl + Py g w3 pl + 3py g adp)

—3z;p§p§x§——xfp{pgwi——wfx§x§z1—+zfpfp§xz—%3zfp5p§xz—%ziw5w§z;
+2 (pl 23 173 I4 2% p2 T3T, — wfpg’w:?pl - fvfpﬁx;pi)} (D.11)
und die Korrektur zum quadratischen Term
DML (2 Jo - _ _
o (2 _ 5 Z’h (pi*'pfl +PpiP_ T T — xi"xfl) . (D.12)
1

Zur Berechnung der Vertexfunktionen miissen wir die Strukturfaktoren in den Impulsen symmetrisieren
sowie nicht vertauschende Operatoren als Antikommutator schreiben:

- 1 S
> dirotarao T (pladaipf —afpipfal) = 1 D dvvesrao (pipS a2l (n+ 32 — 73— Fa)
1234 1234

. - N -
+2i (Z phal Y i =5 mﬂpf) . (D.13)
1 3 1

(Analog der Term mit Grofibuchstaben) Die gemischten Terme werden wie in (D.5) symmetrisiert, so
dass der senkrechte Wechselwirkungsanteil ohne quadratische Korrekturen nun folgendermafsen lautet

DM,H Jo

H7 = —— 01424344,0

1 SNE 24344,
1234

S 1
x {(prip:?pi PP Py Py Farwp wywy —alaieal) 7 (4G + A+ )
Jr

(p{rpjpgm Ty Ty T;%) (71 + 72 + 3 +a)

Hﬁﬁ@@+mwﬁﬂ)3m+%—%—m

N = N =

+({pfp2,:c3:c4}+{p1p27x3z4} 71+72—73—74)
- T,
+ {p1 7$2}{x§7pi}§(—’h+’¥2+73—74)} . (D.14)
Auch der antihermitesche Anteil wird symmetrisiert und nicht vertauschende Operatoren als Antikom-

mutator geschrieben, da diese Darstellung fiir die Storungstheorie einfacher zu handhaben ist und sich
der Holstein-Primakoff-Hamiltonian einfach ablesen ldsst. Dazu brauchen wir die einzelnen Terme, z.B.:

N o 1 o - -
Z O142+4344,0 4 (Py 325 Pl —3pfagaspy) = 3 Z O142+344,0 {PL. 3 x5 } pf (4 — 3%1)
1234 1234
iN

- TPy _3ZZ$—1P1 272
1

Damit wird der antihermitesche Wechselwirkungsterm zu

HEM,AH _ —z— Z S1so1344.0 (D.15)
1234
X [(pl pz P3 Py Pl_p2_p??p4 xfx%’w}':rzl + a2y x5y ) (33 = Ja)

({p1 , Ty Ty }p4 {Pl ,;rg }P4 - {% D2 P3 }”34 {ml ,pgpg }55;)
1
X 5 (=37~ 72 =73 +’~Y4)} :
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Kombinieren wir nun alle Wechselwirkungsterme aus (D.6) und (D.14), so erhalten wir den gesamten
hermiteschen Wechselwirkunganteil zu

J
oM = _8_][\)7 Z 0142+3+4,0 (D.16)
1234
I B - - - - N
x {(PYP?%TPI + 1P Py pr) 7 (i + 2+ 38 + 0+ 201+ A) (ara + Fs14))
o 1, - - - - -
+ (zy a5 ez ey +af gz ay) 1 (=% —F2 = F3 = Fa +2(1 + A) (G142 + F3+4))

+p1+p2+p5pié (1 + %2+ 35 + 7 + 201+ A) ez + F314))

+xfz§z§xz% (=31 — 42 = A8 = Fa + 201+ A) (Fr42 + 444))

+p1+p2+x3‘xz% (B(F1 +72 =43 = 7a) +2(1+X) (Fraz + Fara — 2 (13 + F244)))
+p;p;x;;mz§ (B(F1+%2 = %5 = Fa) + 21+ X) (Fraz + Faa = 2 (43 + 244)))
+{pips, 2327} i (1492 =33 = Y4+ 2(1+ A) (142 + V3+4))

+{pTpy, x50} i (F1+92 =93 = Ja + 2(1 + A) (Y142 + F344))

+{pl 25} {og .00} % (=51 + 72 + 5 — 34+ 2(1+ A) (Gres + F244))

HEM(Q)

Aus der symmetrischen Darstellung ergibt sich ebenfalls eine quadratische Korrektur sowie
I:I;3 MAH 1 ein Beitrag zur Grundzustandsenergie H, 50)
HPM % S[E+1+ N (pypf +p7007) (D.17a)
1
+ (=3 + 1+ A) (227 + a2
AP =SS () 4 (e )
1
7O — %J}) 51— %jo(l ). (D.17b)

Durch die Symmetrisierung sowie die Darstellung nicht-vertauschender Operatoren als Antikommutator
{A,B} = AB + BA ergibt sich der Wechselwirkungsterm in der Holstein-Primakoff-Darstellung ganz
leicht. Die Relationen

i ~ DM i _
(HEM,AH) _ 7H4]8M,AH (HERI,AH(2)) _ 7HAILDM,AH(2)

folgen aus der Eigenschaft {A4, B}Jr = {AT, BT} sowie der Symmetrie der Vertexfuntionen unter Punkt-
spiegelung am Ursprung und ergeben sofort die Gleichheit der wichtigen Wechselwirkungsterme in beiden
Darstellungen
HP DM
HUP — gPMH - gHPE)  DME) (D.18)

Unter Beachtung aller Abkiirzungen kénnen wir die relevanten Wechselwirkungsterme dann auch mit
Vertexfunktionen aufschreiben (siehe (5.12)) und weiterrechnen.

Appendix E Berechnung von Integralen im Impulsraum

In der Storungstheorie des QAF ist es notwendig, Summen {iber die volle, bzw. reduzierte Brillouin-
Zone (siche Abbildung 11) auszufithren, die neben Parametern den Strukturfaktor (B.13) als einzige
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2 Abbildung 45: Zustandsdichte der Tight-Binding Dispersi-

=
= on (E.2) fiir positive 7.
o® Es gilt die Relation f(—v) = f(v)
0.6|
0.4]
o 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
v

Impulsabhéngigkeit aufweisen, d.h. der Form

A= 5 Y Gy = [ LT (E.1a)
Nka. BZ * 1 ez (2m)7 * .
2 dPk

B = = F ;/ — GD/ F ﬁ/ E.1b
N 2 PG =a? | Gt ) (B

sind. Insbesondere in D = 2 lassen sich die zweidimensionalen Integrale auf eindimensionale Integrale
zuriickfithren, indem man die Zustandsdichte der Tight-Binding Dispersion

einfiihrt [51, 128], wobei das vollstindige Elliptische Integral erster Art als

1
dx
K.(m) = E.3
(m) /0 V1 —22v1 —mz? (E-3)
definiert ist und das asymptotische Verhalten
O(m) [5 + Fm+ O(m?)] m < 1
K.(m) = { %ln (%) H—m| < 1 (E.4)
hat. Somit folgt fiir die Zustandsdichte das asymptotische Verhalten
1_y-1 5(y=1? _1)2
f(fy) = T 27 + 167 + O(’Y ) . (E5)
% (4In2 —In4 —Invy) + O(y)
Die Integrale (E.1) lassen sich zu
1
A = [ ay i) F)+ F) (.62)
0
1
B = 2 ayfo)Fe) (E.6b)
0

umschreiben. Man beachte, dass v > 0 in der reduzierten Brillouin-Zone, wéhrend in der vollen Brillouin-
Zone —1 < v <1 gilt (sieche Abbildungen 46 und 11).

Appendix F Pfadintegral im Phasenraum

Geméf der Pfadintegralformulierung der Quantenmechanik lasst sich der Zeitentwicklungsoperator zwi-
schen den (Orts-)Zustidnden eines Teilchens |z ¢(t¢)) und |x;(¢;)) mit dem Hamilton-Operator

H= % +V(r) (F.1)
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Abbildung 46: Strukturfaktor des Quadratgit-
ters: In der reduzierten Brillouin-Zone ist g
positiv. Die Hohenlinie mit v = 0 entspricht
gerade dem Rand der ersten Brillouin-Zone
aus Abbildung 11.

schreiben als [112, 113, 132]

. dP dP
Ulty gty z) = lim dDa:l"'/dDmN—l/(Qﬂ_hp)lD "'/(QW%A/;
CN—1 2
i 1p
Xexp |:p1+1 (@1 —25) = 5“ +V(z;) (F.2)
7:0

x(ty)=x i rt
/ D e, plet I o Hipal]
x(ti)=x;

Die Imaginérzeit-Version des Zeitentwicklungsoperators hangt unmittelbar mit der Zustandssumme zu-
sammen und ergibt sich durch die Ersetzung

T="1t — O = —10;. (F.3)
Der Imaginarzeitentwicklungsoperator ist nun ein Funktionalintegral

x(T)=x
Ulas, i) = / Dla, ple— 5= (F.4)

x(1')=x;

mit der Euklidschen Wirkung in symmetrischer Form®3

Seupl = [ ar” (30002~ i(0.19) -2) + Hle.p]). (F.5)

Die Zustandssumme lasst sich nun als

Z tre*ﬂH

= [ Dlaplesler (F.6)
(BR)==(0)

schreiben.? Die Verallgemeinerung auf Vielteilchensysteme ergibt dann eine Integration {iber die Koor-
dinaten und Impulse aller Teilchen sowie die Wirkung (F.5), die sich nun additiv aus den Wirkungen

5330bald der Hamilton-Operator derart symmetrisiert ist, dass nicht-vertauschende Operatoren als Antikommutator auf-
treten, nimmt die Euklidsche Wirkung die Form (F.5) und die Pfadintegralformulierung ist konsistent [88].

54Fiir den angegebenen Hamiltonian (F.1) lisst sich das N-fache Gauf-Integral trivial 16sen und das Funktionalintegral
nur iiber die Ortskoordinaten definieren; die Formel (F.6) bleibt aber fiir beliebige Hamilton-Operatoren giiltig.
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aller Teilchen zusammensetzt. Eine allgemeine Formulierung des Pfadintegrals ist auch mit komplexen
Variablen moglich [112], wenn man sowohl Zeitentwicklungsoperator als auch Zustandssumme in der Ba-
sis der kohdrenten Zusténde berechnet sowie den Hamilton-Operator mittels Erzeugern und Vernichtern
darstellt (siehe auch Abschnitt Appendix G).

Funktionalintegral-Mittelwerte von Operatoren o und 3 sind durch

—(T(a(r)s' ("))
<

_ J Dla,pleSErla(r)t(r)
[ Dz, ple=Sl=Pl

Glo,758,7)

(F.7)

gegeben, wobei (...) ein thermischer Mittelwert und 7'(...) der Wick-Zeitordnungsoperator [38] ist. Fiir
zeitunabhéngige Systeme hingt die Korrelationsfunktion (F.7) nur noch von der Imaginirzeitdifferenz
ab, so dass wir
G(a, 7 —1';3,0) > 7
_ ! — 7 ) )
Gap(r —7') {Gm@@f—ﬂ r<7

definieren und fiir endliche Temperaturen 3 = 1/kgT die Kubo-Martin-Schwinger Randbedingung fiir
Bosonen

(F.8)

Ga/;(T — hﬂ) = Gaﬁ(T) (Fg)

herleiten konnen [129]. Dann lassen sich alle Grofen auch im Frequenzraum ausdriicken, indem wir die
Korrelationsfunktionen wie auch die Felder fouriertransformieren:

Z e‘“’”Ga@(zwn) T>0
Gap(t) = hﬁ n=—o00 (F.10)
ﬁ dUJ —ZUJT
ge Gap(w) T=0

e _
Gapliwy,) = / dre* " Gap(T) T>0

20
Gap(w) = /0 dTei“”Gag(T) T=0

73 Z e nT g (jwy, ) T>0
(I)(T) = ﬂn——oo (F.l?)

(F.11)

ebenso der Impuls p(7). w, = 2;;—; bezeichnet hier die bosonischen Matsubara-Frequenzen. Die Funktio-

nalintegrale behalten dann noch ihre alte Form, jedoch wird nun tiber Felder mit Frequenzlabel integriert
und in der Euklidschen Wirkung kénnen wir die Ableitungen nach der Imaginérzeit explizit ausfiihren.

Appendix G Funktionalintegralformulierung, Ward-Identititen
des wechselwirkenden Bose-Gases

Die Ward-Identitdten, die aus der Symmetrie der Wirkung unter U(1)-Transformationen resultieren,
spielen eine zentrale Rolle bei der Berechnung der Korrelationsfunktionen (6.53a) der hermiteschen Felder.
Daher soll hier die Formulierung in [23] mit bereits bekannten Formulierungen aus [130, 40] verglichen
werden. Wahrend in [23] eine Quelle A, in der Wirkung auftritt, wird sich zeigen, dass ein zusétzliches
Hubbard-Stratonovitch-Feld, welches an die Felder koppelt, eine Umformulierung des Modells ist. Wir
starten dazu mit dem effektiven Hamiltonian (6.7) der ,-* Felder bei niedrigen Energien

H= / Ek\I’T‘I’k+;/(;T—)(]DUqP(_Q)p(Q) (G.1)
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mit der Dispersionsrelation ez = JoS(1 =)+ (2J0S — h) =~ k2/2m — p, (2m)~' = JSa, dem chemischen
Potential y = 2JyS — h, der konstanten, bei verschwindendem Impulsiibertrag endlichen Wechselwirkung
Uq = O(A — |ex|)xg * sowie der Fouriertransformierten der Dichte p(q) = [ %‘I’L‘Pkﬂr

G.1 Funktionalintegraldarstellung eines Systems wechselwirkender Bosonen

Wihrend in [23] die Ward-Identitdten in hermitescher Parametrisierung (transversales/longitudinales
Feld) hergeleitet werden, wollen wir hier zunichst den Weg von [130] einschlagen und starten von
der Funktionalintegraldarstellung mittels kohérenter Zustédnde und Euklidscher Wirkung, wie sie zum
Beispiel in [112] hergeleitet wird. Mit obigem Hamiltonian erhalten wir folgende Wirkung im Impuls-
Imaginirzeitraum ausgedriickt durch die komplexen Felder Wy und W

ST, W] = So[T, U] + Sine [T, U] (G.2a)
SoT, 0] — /K\IuK(mek)un (G.2b)
Sint [P, ¥] = %/};{Ukﬁf{l’k- (G-2¢)

Hierbei ist K = (iw, k) ein 4-Vektor, der aus (Matsubara-) Frequenz sowie Wellenvektor besteht. Man be-
achte, dass die Dispersionsrelation €, alle Energien relativ zum chemischen Potential misst und Uy, eine (im
allgemeinen impulsabhiingige) Dichte-Dichte Wechselwirkung ist. Das Integralzeichen [, = (6V)™'>
ist eine Abkiirzung fiir die Summe im k-Raum und das Frequenzintegral fiir 7" = 0. Die Dichte im K-Raum
ist gegeben durch das Integral pg = [ YWy, -

G.1.1 Entkopplung: Hubbard-Stratonovitch-Transformation

Da die Wechselwirkung bilinear in der Dichte ist, kann sie mittels einer Hubbard-Stratonovitch-Trans-
formation entkoppelt werden [131]. Dabei wird die Identitéit in Form eines Funktionalintegrals {iber neue
bosonische Felder in die Wirkung eingefiigt und anschlieftend ein verschobenes Gaufi-Funktionalintegral
gelost, was dann zur inversen Wechselwirkung (siehe [112]) in der euklischen Wirkung fiihrt. Nun haben
wir auf folgende Theorie mit 3 Feldern ® = (¥, ¥, ) und der euklischen Wirkung

S[U, U, 0] = So[W, U] + So[®] + S1[¥, T, o] (G.3)
sl = 3 [ D7 kewn (G4)
R AT (@.5)

abgebildet. Das Hubbard-Stratonowich-Feld ist im Ortsraum reell, d.h. die Fourierkomponenten sind
hermitesch und erfiillen
O = PK. (G.6)

G.2 Erzeugende Funktionale
G.2.1 Erzeugendes Funktional der Green-Funktionen (Korrelationsfunktionen)

Wir fithren nun 3 verschiedene Quellenfelder J = Q,’ J,J*) ein, die im folgenden mit der gleichen Vektor-
notation verwendet werden wie die Felder ® = (W, U, ). Mit dem Skalarprodukt

(J, @) = / (VK +Vkjk + JieK) (G.7)
K

und der Identitét 5
(I)e(']vq’) = 56@1’@) (Gg)
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sieht man leicht, dass

Gl = 5 [ Dljesore ©9)

das erzeugende Funktional der Green-Funktionen ist, da diese als Funktionalintegralmittelwerte definiert
sind. Hierbei bezeichnet

Zy = /D[@]e’sﬂ[q’] (G.10)

die groftkanonische Zustandssumme des nicht-wechselwirkenden Systems. Die einfachen Green-Funktionen
ergeben sich durch (mehrfache) Funktionalableitung von G[.J] nach den Quellenfeldern und Nullsetzen
der Quellen geméft der Taylor-Entwicklung

=1
G = */ / G, T Tk, G.11
[] T;]n! K, K, Ky Kn 7K fon ( )

wobei die Entwicklungskoeffizienten G(I?B K, die einfachen Green-Funktionen n-ter Ordnung bezeichnen.

G.2.2 Erzeugendes Funktional der zusammenhingenden Green-Funktionen

Nicht zusammenhéngende n-Punkt Green-Funktionen werden mittels der Definition des erzeugenden

Funktionals
GlJ] =% o |G.[J]=InG[J] (G.12)

eliminiert. Analog zu den einfachen Green-Funktionen hat auch G.[J] folgende Funktional-Taylorent-
wicklung

— 1
GCJ:Z_/ / GO Ty T G.13
[} n=0 n! Ki Ky Koyt T " ( )

Damit kénnen wir auch die zusammenhéngenden Green-Funktionen durch Funktionalableitungen nach

den Quellenfeldern geméf

™G
(n) 0 c
G =2 G.14
et Sk, - 0Ky (G4

erhalten.

G.2.3 Erzeugendes Funktional der irreduziblen Vertizes

Im Formalismus der exakten Renormierungsgruppe werden Integrodiffentialgleichungen abgeleitet, die
das Verhalten der irreduziblen Vertexfunktionen unter Skalentransformationen beschreiben. Um die be-
treffenden Vertexfunktionen im Funktionalintegralformalismus zu erhalten, miissen wir eine (Funktional-)
Legendretransformation des erzeugenden Funktionals G[.J] beziiglich der Quellenfelder durchfiihren, also
eine Funktion definieren, die als Variable die Ableitung von G.[J] nach den Quellen

_ 0Ge|J]

P
0J

(G.15)

hat. Fiir jedes gegebene G.[J] lasst sich (G.15) zum Funktional J = J[®] invertieren und wir konnen so
die Legendretransformation zu einem nur von ¢ abhéngigen Funktional explizit ausfithren

L@] = (/,®) - GelJ]
' G.16
= o). 9) - G, 3] (10
Nach Definition erhalten wir nun die Quellenfelder durch Funktionalableitung nach den Feldern
oL
= . 1
J 5o (G.17)
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L[®] ist schon fast das gesuchte Funktional, aber wir miissen noch die freie Wirkung abziehen, damit die
zweite Funktionalableitung nur die Selbstenergie ergibt. Um dies explizit zu sehen, bilden wir zunéchst
die 2. Funktionalableitung von L[®] indem wir zunéchst die Kettenregel wie folgt aufschreiben und (G.17)
benutzen

S 5 _saues
5O 0BT 6D 6D 6T
SO L[®] 6
535D 37 (G.18)
Bilden der Ableitung von (G.15) liefert
(2) (2)
00 SWL[P] PG, (G.19)

T b 595D 66T

Setzen wir nun die Felder gleich Null, was auch J = 0 impliziert, und identifizieren die 2. Ableitung von
G, als 2-Punkt Green-Funktion

e
1 c
= - G.20
8J0J | ;o ( )
so folgt
5L ) s
- _ = _ 21
T 593D |, _, (G.21)
Mittels der Dyson-Gleichung [91]
G'l=Gy' -2 (G.22)
bringen wir den freien Propagator G|, ! — —jw+eg, mit der Selbstenergie X in Verbindung und konstruieren

nun ein erzeugendes Funktional, dessen 2. Funktionalableitung bei verschwindenden Feldern gerade die
Selbstenergie als irreduziblen Vertex 2. Ordnung ergibt. Mit der Subtraktion der freien Wirkung Sy[®]

fiir die offensichtlich ©
dPSe[@] P
W = —w + € = GO (G23)

gilt, erhalten wir das gesuchte erzeugende Funktional I'[®] als

|T[0] = L[®] — So[@]] (G.24)

da die 2. Ableitung offensichtlich die Selbstenergie ist

SN ~ §9L[P] 659 (G.25)
36D |4, 30D |y, 000D |4, =
= -G '-Gy'=%. (G.26)

Uber die Taylor-Entwicklung, deren Koeffizienten die irreduziblen Vertexfunktionen sind, kénnen wir nun

=1
(e :}j—/ / D) e ®r, o P, (G.27
[ ] n=0 TL' K, Kn ot )

als erzeugendes Funktional erkennen. Insbesondere ist die Selbstenergie Y = Fg) k- der 2. Koeffizient
der Entwicklung.

G.3 Dyson-Schwinger Bewegungsgleichungen

Fiir die folgende Herleitung der Dyson-Schwinger-Bewegungsgleichungen fiir bosonische Felder folgen
wir [133]. Zunéchst stellen wir fest, dass das Integral {iber eine totale Funktionalableitung verschwindet.
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Da physikalisch relevante Felder nur eine endliche Ausdehnung haben, verschwindet der Integrand am
Rand der Integration und wir erhalten mit dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung;:

0= /D[@}%e’s[q’]“']’q’) = /D[@] (J — %?) e SIIH(12) (G.28)

Nach dem Ausfiihren der Produktregel stellen wir fest, dass die Ableitung der Wirkung nach den Feldern
eine Funktion der Felder selbst ist. Somit kann der Quellentrick wieder verwendet werden und wir erhalten
nach dem Vorziehen der Ableitung vor das Funktionalintegral

(J - g% (%)) / Dld]e 5@+ _ (G.29)

Da die Zustandssumme des freien Systems nicht von den Quellen abhéngt, kénnen wir einfach mit 1/7,
multiplizieren und erhalten dann gerade das erzeugende Funktional der Korrelationsfunktionen (G.9)

S (¢ . .
(J ~ 5% (ﬁ)) G[J] = 0.| Dyson-Schwinger-Gleichung (G.30)

Fiir unseren Fall miissen wir nun explizit die Ableitung der Wirkung nach den Feldern durchfiihren. Mit
(G.3) folgen dann 3 Dyson-Schwinger-Gleichungen fiir die 3 auftretenden Felder

5 P
i 4 (fw — ep)— — i _ —|G[J] = 0 G.31
(JK (i Ek)(SJK 1/625JK+Q 5JQ> 1 (G31
(" + (i — )< —i/ 0 >G[J] ~ 0 (G.31b)
K * Sk Q 0JK+Q 0jQ a .
L P
A _‘/ ‘ f>GJ — o Q.31
e W e (@.310)

Mit (G.8) erhalten wir die folgenden Identitéiten fiir die Ableitungen von G.[J] nach den Quellenfeldern,
wobei es sich auf der rechten Seite um Erwartungswerte handelt.

G,

_ 32
5T VK (G.32a)
6G.,

- = U .32
5T K (G.32b)
G, -

P U (G.32¢)

Die Definition des erzeugenden Funktionals G.[J] erlaubt es die ersten Ableitungen in (G.31) mittels

6G[J] _ 0G[J] .1
5. = sy ¢ (G.33)

umzuformen, sowie die zweiten Ableitungen nach gleichem Schema durch Ableitungen des Funktionals

G.[J] mit

SOGLI]  (0PG[T]  6G.[]] 6G.|]] JGell]
§JoJ  \ 6J8J 5J 8
darzustellen. Man beachte, dass J und J’ Quellen zu den 3 Feldern in ® zu beliebigen, aber festen

Impulsen sind. Mit der Definition der Quellen als Ableitungen der Lagrangedichte (G.17) kénnen wir
insbesondere folgende Ableitungen des erzeugenden Funktionals der irreduziblen Vertizes berechnen.

(G.34)

or oL 0So[J N _

Sex  Opx 6911 = Ji — ¢x[Ux]™" (G.35a)
or - o

Son - Ji — (e —iw) Wk (G.35b)
or ) .
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Unter Benutzen von (G.32) kénnen wir die Ableitungen des erzeugenden Funktionals irreduzibler Green-
Funktionen einsetzen und die Terme in (G.31) wiederfinden und erhalten schliefslich

ST s2a,
— . = 0 G.36a
R /Q (6JK+Q5JQ K+Q<PQ) ( )
or 5@ga.
— = - 6Jo + W =0 G.36b
R /Q (5]K+Q Q K+Q<PQ) ( )
o / ( 5Aa, _ )
— — LU xV = 0. G.36¢
0o o \0jo+Kkdjq QrrTe ( )

Die Dyson-Schwinger-Bewegungsgleichungen enthalten nur noch Ableitungen der erzeugenden Funktio-
nale I'[J] und G.[J].

G.4 Invarianz der Korrelationsfunktion unter U(1)-Transformation

Die Ward-Identitdten verbinden Korrelationsfunktionen verschiedener Ordnungen und Felder miteinan-
der. Thre Herleitung beruht darauf, dass die Korrelationsfunktionen die gleichen Symmetrien wie das
Modellsystem aufweisen miissen. In der Formulierung mittels erzeugender Funktionale sind die Korrelati-
onsfunktionen beliebiger Ordnungen durch Bilden der Funktionalableitungen der erzeugenden Funktionale
zu berechnen. Also miissen auch die erzeugenden Funktionale als solche invariant unter der entsprechen-
den Symmetrietransformation (hier U(1)) sein.

Schreiben wir zunéchst die lokale U (1)-Eichtransformation fiir unsere Felder im Ortsraum auf, die einfach
die Fouriertransformierten der Felder aus der Wirkung (G.3) beziiglich K = (iw, k) sind [40]:

U(X) — Xy (X) (G.37a)
U(X) - (X)) = e @®y(X). (G.37b)

<
o)
|

X = (v, 7) ist eine Abkiirzung fiir die Koordinaten im Imaginérzeit-Ortsraum a(X) eine beliebige Funk-
tion. Das Hubbard-Stratonovitch-Feld sei invariant unter dieser Transformation:

P(X) — o(X). (G.38)

Bei der Durchfiihrung der Eichtransformation stellt man fest, dass der Wechselwirkungsteil der Euklid-
schen Wirkung

S1[®] = i/dX\TJ(X)\IJ(X)Lp(X). (G.39)

invariant ist. Dagegen ergibt die Entwicklung des Phasenfaktors bis zur linearen Ordnung in (X)) einen
Zusatzterm in der Gauftschen Wirkung

So[W', W] = SO[\TI,\II]+Z'/dX\TJ(X)(&a(X))\II(X)—H‘/dX/dDr'\TJ(X)(a(X’)—a(X))e(r—r’)\I!(X’)‘
(G.40)
Hierbei ist €(r) = [ (gw%ek die Fouriertransformierte der Dispersion. Man beachte die Notation [dX =

J[dr [ dPr fiir ein komplettes Integral iiber alle Ortskoordinaten X = (7,7) und die Benennung der
Variablen X’ = (7, 7’) die die gleiche Imaginérzeitkoordinate wie X hat. Setzen wir dies in das erzeugende
Funktional (G.9) ein, entwickeln konsequent bis zur ersten Ordnung in a(X) und fordern die Invarianz,
so ergibt sich

0 = Zio /D [®] S[P1+ () {i/dX\T/(X)(aTa(X))\I/(X)
+1 / ax / dPr' U (X)(a(X') — a(X))e(r — ) U(X') + (J, D) — (Via, J)|.  (G.41)

Des weiteren wird diese Gleichung nun im (iw, k)-Raum dargestellt, was bei Fourier-Transformation
im Wesentlichen die Ersetzungen [dX — [ > Or — —iw sowie die entsprechenden Funktionen im K-
Raum ergibt. Da a(X) eine beliebige Funktion ist, ist auch die entsprechende Fouriertransformierte o(Q)
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beliebig. Um diese Funktion zu eliminieren, fithren wir eine Funktionalableitung nach (@) durch und
benutzen den Quellentrick, indem wir Felder vor dem Exponentialfaktor e(® durch die Ableitungen
nach den konjugierten Quellen ersetzen

0

5 (G.42)

3j
was der Identitét (G.8) entspricht. Weiterhin konnen wir die Funktionalableitungen nach den Quellen aus
dem Funktionalintegral zichen und erhalten mit der Definition (G.9) die Master-Ward-Identitét

e - 5G 5G
0= T (iw— +€k) + jk+Q—= — JK = : G.43
/| { i 19— erea t e) + I g i (m@} (G.43)

Da Ableitungen des erzeugenden Funktionals G[J] auftreten, kann man sich nun Integralgleichungen
herleiten, die beliebige Green-Funktionen (n+2)-ter Ordnung mit solchen n-ter Ordnung verkniipfen,
indem man n-fache Funktionalableitungen nach den Quellenfeldern ausfiihrt und anschlieffend J = 0
setzt. Zur weiteren Vereinfachung von (G.43) formen wir die Gleichungen (G.35) nach den Quellenfeldern
um, ersetzen diese in (G.43) zu

sda or oT -
0= W — + — ¢ 4 VU — —U G.44
/K {(W Cira T 6i) 0jkdjk+q  0Vkiq ok K+Q} (G-44)

vereinfachen. Mit der Dyson-Schwinger-Gleichung (G.36¢) kénnen wir nun eine Funktionalableitung von
G.[J] mit dem Frequenzfaktor @ eliminieren und erhalten fiir unsere Master-Ward-Identitét

(T / - ) / §9G, / ( 6T .y >
0=iw | —— v Ug |+ € —€k) =———+1 Vg—--—V——]. (G45
<6w Pl ) e T e TSy Vg ) (G
G.4.1 Aquivalente Formulierung ohne Hubbard-Stratonovitch Feld

Im folgenden werden wir zeigen, dass diese Ward-Identitéit dquivalent zu den Ward-Identitéiten in [23]
ist, die ja verhindern, dass die Korrelationsfunktionen mit transversalen Feldern in Gaufscher Néherung
(6.51) anomale Dimensionen erhalten. (Lediglich fiir die Korrelationsfunktion der longitudinalen Fluk-
tuationen (6.62) gibt es keine weiteren Ward-Identitéten, die Auftreten von Singularitédten verhindern
wiirden.)

Dazu starten wir von der Formulierung in [23], die etwas von unserer Vorgehensweise abweicht. Ohne
Hubbard-Stratonovitch Transformation wurden die entsprechenden Freiheitsgrade durch ein Quellenfeld
w(r,7) = —i{p(r, 7)) sowie durch Einfithrung eines zusétzlichen Vektorfeldes geméf Substitution des Im-
pulses mit dem kanonischen Impuls (V — i(—iV — A)) eingefiihrt (analog zur Formulierung der Wirkung
des Modells geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld). Die funktionale Ward-Identitit hat dadurch
eine etwas andere Form, aber enthélt nur Ableitungen eines erzeugenden Funktionals f‘[d}, 1, Ay, das von
3 verschiedenen Feldern abhéangt (A, = (u, A)) und durch folgende Gleichung mit unserem Funktional
in Verbindung gebracht werden kann:

. A AR ) AR / _ )
— =iw— =iw | —— —1 . G.46
TR € R (G40

Dagegen wird die Ward-Identitét bei Castellani et al. im Ortsraum (z = (7, 7)) berechnet:

Fi(l')o'i]"(/)jo(l') + 8yf‘;y =0. (35)

Hierbei bedeuten die Symbole T;(z) = &/i—f(.r)’ L.,(z) = #f(w) sowie 0;; = ( (1) Bl ) Weiterhin
ist zu beachten, dass die Felder schon in longitudinalen und transversalen Anteil aufgespalten sind mit

Y = 1 + ip, und die Indizes i, j € {l,t}. Nach der Fourier-Transformation erhalten wir mit &, = (iw, k)
oT or oT

+ +ik,—— = 0. G.47

/K <(51/1t K+Q Vi oy K) ! 5A, ( )
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Nun bringen wir die transversalen und longitudinalen Anteile der Felder mit Hilfe der Wirtinger-Ablei-
tungen

of _1(of of
of 1 [(of of
o - ( 7 idl) (C.48b)

in Verbindung. Gewdhnlich sind die Ableitungen einer komplexen Funktion f : C — C mit der Aufspaltung
der Variable in Realteil und Imaginérteil z = x + iy definiert. Einfache Linearkombination ergibt die

Relation 6f 6f of  of
“2: " "oz Z( E 836) (G-49)

die die Wirtinger-Ableitungen mit Ableitungen nach Real- und Imaginérteil verbindet. Mit den ent-
sprechenden Relationen fiir die Funktionalableitungen lésst sich die Ward-Identitat im K-Raum (G.47)

umformulieren zu ST o 6T or
. LA W Y. G.50
! /K ((WIH—Q Vi K #}KJFQ) 5 5AQ ( )

In unserer Ward-Identitét (G.45) treten Ableitungen von G. nach den Quellenfeldern auf, die es nun
durch Ableitungen des Funktionals I' zu ersetzen gilt. Unter Beachtung der Euklidschen Wirkung in der
Formulierung von [23]

S [1,9; A] So [,%, Av] + Sine [¢, ] (G.51)
15 iV — 2
So[d.0] = / dr / dPr {zﬁ(m)(& — e, ), 7) +&<T,T>Mw<r,r>},

2m

in der das zusétzliche Feld A, nur in der Gaukschen Wirkung vorkommt, erhalten wir mit (G.12) durch
Legendretransformation das entsprechende erzeugende Funktional der irreduziblen Vertexfunktionen (vgl.
(G.24)) o B

r [Q/)a 1/)7 A,,} = (J7 CI)) + GC[J, AV] - SO[Q/)a 1/17 AV] (G52)

Wie man anhand der Wirkung (G.51) sieht, erhélt man die Korrelationsfunktion durch Ableitung des
erzeugenden Funktionals 0G./du = <1/3¢>7 aber man muss beachten, dass die betrachteten Felder wegen
der Symmetriebrechung in unserem Modell einen endlichen Erwartungswert haben. Dieser taucht in der
Euklidschen Wirkung nicht auf und muss somit dazu addiert werden, damit wir die korrekten zusam-
menhéngenden Korrelationsfunktionen erhalten. Also gilt fiir die Funktionalableitung des erzeugenden
Funktionals irreduzibler Vertexfunktionen

(;ii <1/}1/}> + 1/}01/)0 - </¢;¢>connected . (G53)

Wir betrachten nun die Terme in der Master-Ward-Identitat (G.45), die die kinetische Energie enthalten

und benutzen Ly d
+ =4
Ek+q—€k:q'( mQ), (G.54)

um den Wellenvektor g aus dem Integral herauszuziehen. Vergleicht man (G.50) nun mit (G.45), so stellt
man fest, dass beide identisch sind, falls
" (k+23\ PG,
:7/( 2) i (G.55)
K\ m ) jrdjk+q

gilt. Fiir den Beweis von (G.55) miissen wir lediglich die Funktionalableitung an allen Termen auf der
rechten Seite von (G.52) ausfithren. Dazu schreiben wir zunéchst die Gaufsche Wirkung im Impulsraum

5T
SAK

A=0
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auf, die man durch Fourier-Transformation ((r,7) = fK ei<k'T_‘*’T>1/JK , p(r,T) = fK ei(k-r—m—)uK7
A(r,m) = [ e'®TmeT A) erhilt:

Sol,y] = /K/QJ)KWSK,QUJK (G.56)
2 2
Skao = 6(Q)(—iw+ f—m) — pg + (‘;)LQ - % Ag - % K (G.57)

mit den Abkiirzungen (A2?)g = fQ’ Ag_q - Ag fiir die Quellenfelddichte und pg = [, Yx -k fiir die
Felddichte. Nach Definition ist die Funktionalableitung der Gauftschen Wirkung bis auf ein Vorzeichen
gerade das entsprechende konjugierte Feld

45y E+3\ - 1

—_— = — A g k=—-J_g. G.58

5 Aq /K( = 7/JK+Q¢K+m/KpK Q-K Q (G.58)
Einschieben einer zusiitzlichen Integration mittels f(0,Q) = [, 6(K')f(K',Q) und Verschieben der

Integrationsvariablen liefert dann

05 1 N1t 7
5AZ? = —E/K/I[6(K—K)k — Ag-k) e et g (G.59)

Damit hebt nun die rechte Seite von (G.59) gerade die nicht-zusammenhéngenden Terme der Korrelati-
onsfunktion weg und wir erhalten die volle zusammenhéngende Korrelationsfunktion, die ja gerade die
Funktionalableitung von G, ist

or 1 , -
@ - 7E /K/ ’ [5(K K )k - AK_K,] <wK/+%¢K7%>connected
@ aqG.
L e ] 220 @0
m Jg / 6];(_%6]}{/4,_%

Fiir verschwindendes Ax = 0 erhalten wir (G.55), konnen dies in (G.45) ersetzen und erhalten damit
gerade die Ward-Identitit in der Formulierung (G.50). Mit den Abkiirzungen

or _ s2a,
5 = r%[q/;’w] == s (G.61)
HQ =0 K .7}(7% .71(+%
or ~ "k 6¢
0Aq|, | Q kMO 90jiia
fiir die Vertexfunktionen schreiben wir die Ward-Identitit zu
_ _ oT _ or
0=ioT%[p, )] —q-T ,}—/ hp——— — — G.63
ol ¥] —aq-Tql,y] K( S 1/K+Q5wK ( )

ui.

G.4.2 Formulierung mittels hermiteschen Feldern

Die physikalisch relevanten Freiheitsgrade des wechselwirkenden Magnonengases werden am besten durch
die in (6.30) eingefiihrte Zerlegung des bosonischen Feldoperators in 2 hermitesche Felder beschrieben.
Daher ist es nun sinnvoll auch unsere Ward-Identitit durch reelle Felder darzustellen. Anders als in
(6.30) legen wir hier der Einfachheit halber keinen Wert auf sinnvolle Vorfaktoren und zerlegen einfach
in 2 hermitesche Felder v, mittels
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Yk = % (Y1 + itax) (G.64a)
Vg = % (V1—g —iha_k). (G.64Db)

Da es sich im Ortsraum um reelle Felder handelt, folgt sofort 1;x = 1;_ ;. Man beachte, dass 115 ~ Ilx
das transversale Feld darstellt, wihrend 1o ~ @ das longitudinale Feld repriisentiert (siehe Zerlegung
in (6.30)). Auch fiir die Quellenfelder miissen wir eine entsprechende Zerlegung

1
Jk = 7 (J1x +1 Jox) (G.65a)

- 1
ik = —= (Ji—x —1ja- G.65b
JIK \/5(]1 K — 1 ja—K) ( )

definieren, womit dann unser Skalarprodukt
(‘I’J):/ Ji-KYix (G.66)
JK,i

lautet mit den Abkiirzungen ® = (Y15, Y2k ), J = (j1k, j2i )- Die Definition der erzeugenden Funktionale
G[J], G.[J] sowie T'[®] bleibt gleich, wenn man von den anderen Variablenbezeichnungen absieht. Die
explizite Form der Euklidschen Wirkung ist nun nicht mehr diagonal in den hermiteschen Feldern, was
analog zu (6.45)

1
Solth1, ] = 3 / (er(1-Ki1Kk + 2 ko) + w1 Kok — Yo KV1K)) (G.67)
K
lautet. Einfache Ableitung ergibt
or _
T =J1-Kk —€kV1-K + WK (G.68)
1K

und die entsprechende Relation mit Ersetzung 1 < 2. Mit den Ableitungen nach den komplexen Feldern
bringt man die Ableitungen des erzeugenden Funktionals irreduzibler Vertexfunktionen unter Verwendung
von (G.65) und (G.68) in Verbindung.

oT . )
(WLK = L or i G.69
o ve <5wm T ovar ) o
0Yre
Damit kénnen wir (G.63) auf reelle Felder iibertragen und erhalten
oT oT 1
T — | + oI [y, —=-q-T , =0 G.70
/K (le_gé%K-r‘g w2K_% 51/21K+§> Sl i el ( :

mit den Vertizes I'f), die wir auch durch Integrale tiber zusammenhéngende Korrelationsfunktionen der
hermiteschen Felder darstellen kénnen.

@) @)
TQ1, o] = —%/K( G + 776 ) (G.71a)

6j17K+%5j1K+% 6j27K+%6j2K+%

1k 5da,

Q 7 Km6j17K+%6j2K+% ( )

Man beachte, dass sich in die Frequenzkomponente (G.71a) nur normale Korrelationsfunktionen eingehen
und sich Imaginérteile wegheben, wihrend der Impulsanteil (G.71b) rein imaginédr ist und nur Korre-
lationsfunktionen zwischen longitudinalen und transversalen Feldern eingehen. Insgesamt enthélt dann
(G.70) nur reele Terme.

115



Literatur

[1] W. Gilbert, De Magnete, Transl. by P. F. Mottelay (Dover, New York (1958))
[2] E. Ising, Z. Physik 31, 253 (1925)
[3] H. Bethe, Z. Physik 71, 205 (1931)
[4] J. G. Bednorz, K. A. Miiller, Z. Physik B 64, 189 (1986)
[5] S. Chakravarty, Magnetic Properties of LazCuO,, (Addison-Weseley, Redwood City, Calif. (1990))
[6] E. Manousakis, Rev. Mod. Phys. 63, 1 (1991)
[7] P. Horsch, W. von der Linden, Z. Phys. — Condensed Matter 72, 181 (1988)
[8] N. W. Ashcroft, N. D. Mermin, Festkorperphysik (Oldenbourg Verlag, Miinchen (2001))
[9] P. Kopietz, Einfihrung in die Festkorpertheorie II (Vorlesung, Frankfurt (Main), SS 2007)
[10] H. C. Krahl, C. Wetterich, cond-mat/0608667v1
[11] S. Chakravarty, B. I. Halperin, D. Nelson, Phys. Rev. Lett. 60, 1057 (1988)
[12] D. P. Arovas, A. Auerbach, Phys. Rev. B 38 (1988)

[13] P. Kopietz, Low Dimensional Quantum Magnetism and Applications to High- Temperature Super-
conductors (PhD thesis, University of California Los Angeles (1990))

[14] P. Kopietz, Phys. Rev. B, 41, 9228 (1990)
[15] M. Kulic, Magnetic Superconductors (Vorlesung, Universitat Frankfurt (Main), SS 2005)
[16] A. Buzdin, M. Kulic, Magnetic Superconductors (John Wiley & Sons Inc. (2007))

[17] M. N. Baibich, J. M. Broto, A. Fert, F. Nguyen VanDau, F. Petroff, Phys. Rev. Lett. 61, 2472
(1988)

[18] S. S. Parkin, G. G. Li, D. J. Smith, Appl. Phys. Lett 58, 2710 (1991)

[19] http://www.hitachigst.com/hdd/research/recording_head/pr/index.html
http://de.wikipedia.org/wiki/Perpendicular_Recording

R. Wood, IEEE Transactions on Magnetics 36,36 (2000), K. Nakamoto et al. IEEE Transactions
on Magnetics 40, 290 (2004)

[20] R. Scheuerlein et al. Solid-State Circuits Conference 2000, Digest of Technical Papers, ISCC, 2000
IEEE International, 128 (2000). W. Reohr et al., IEE Circuits and Devices Magazine 218, 17 (2002).
Y. Lu et al., United States Patent No.: US 6975555 B2 (2005)

[21] S. V. Maleyev, Phys. Rev. Lett. 85, 3281 (2000)

[22] K. B. Davis, M.-O. Mewes, M. R. Andrews, N. J. van Druten, D. S. Durfee, D. M. Kurn, W.
Ketterle, Phys. Rev. Lett., 75, 3969 (1995)

[23] C. Castellani, C. Di Castro, F. Pistolesi, G. C. Strinati, Phys. Rev. Lett. 78, 1612 (1997)
[24] A. Kreisel, N. Hasselmann, P. Kopietz, Phys. Rev. Lett. 98, 067203 (2007)

[25] W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 5/2: Quantenmechanik - Methoden und Anwendungen
(Springer, Berlin (2002))

[26] Daniel C. Mattis, The Theory of Magnetism made simple: An Introduction to Physical Concepts
and to Some Usefull Mathematical Methods (World Scientific, Singapore (2006))

116



[27] C. Kittel, Einfihrung in die Festkorperphysik (Oldenbourg, Miinchen (2006))

[28] P. W. Anderson, Phys. Rev. 79, 350 (1950)

[29] P. W. Anderson, Phys. Rev. 115, 2 (1959)

[30] V. J. Emery, Phys. Rev. B 14, 2989 (1976)

[31] A. P. Ramirez, J. Phys.: Cond. Mat. 9, 8171 (1997)

[32] G. L. Trigg, Encyclopedia of Applied Physics, Volume 21 (Wiley-VCH, Weinheim (2004))
[33] S. Jin et. al., Science 264, 413 (1994)

[34] D. Kumar, R. Kalyanaramman, J. Narayen, D. K. Christen, Giant Magnetoresistance Phenomenon
in Laser Ablated La-Y-Ga-Mn-O Thin Films in R. Singh et. al. (Editors) Advances Laser Proces-
sing of Materials-Fundamentals ans Applications, MRS Symposium Proceedings Vol 397, Materials
Research Society, Pittsburgh (1996)

[35] S. Blundell, Magnetism in condensed Matter (Oxford University Press, Oxford (2001))
[36] G. L. Trigg, Encyclopedia of Applied Physics, Volume 15 (Wiley-VCH, Weinheim (2004))
[37] S. A. Solin, T. Thio, D. R. Hines, J. J. Heremans, Science 289, 1530 (2000)

[38] A. L. Fetter, J. D. Walecka, Quantum Theory of Many-Particle Systems (McGraw-Hill, New York
(1971))

[39] W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 6: Statistische Physik (Springer, Berlin (2004))

[40] F. Schiitz, Aspects of strong correlations in low dimensions, (Dissertation, Universitidt Frankfurt
(Main) (2005))

[41] M. E. Zhitomirsky, A. L. Chernyshev, Phys. Rev. Lett. 82, 4536 (1999)

[42] F. J. Dyson, Phys. Rev. 102, 1217 (1956)

[43] A. B. Harris, D. Kumar, B. I. Halperin, P. C. Hohenberg, Phys. Rev. B, 3, 961 (1971)
[44] P. W. Anderson, Phys. Rev. 86, 694 (1952)

[45] H. Barentzen, J. Phys.: Condens. Matter 10, 669 (1998)

[46] F. J. Dyson, Phys. Rev. 102, 1230 (1956)

[47] T. Oguchi, Phys. Rev. 117, 117 (1960)

[48] N. D. Mermin, H. Wagner, Phys. Rev. Lett. 17, 1133 (1966)

[49] P. C. Hohenberg, Phys. Rev. 158, 383 (1967)

[50] D. Ioffe, S. Shlosman, Y. Velenik, Commun. Math. Phys. 226, 433 (2002)

[61] A. Auerbach, Interacting Electrons and Quantum Magnetism (Springer, New York (1994))
[52] R. Kubo, Phys. Rev 87, 568 (1952)

[63] G. E. Castilla, S. Chakravarty, Phys. Rev. B 43, 13687 (1991)

[54] J.-L Igarashi, A. Watabe, Phys. Rev. B 43, 13456 (1991)

[65] J.-I. Igarashi, Phys. Rev. B 46, 10763 (1992)

[56] J.-I. Igarashi, T. Nagoao, Phys. Rev. B 72, 014403 (2005)

117



[57] 1. Spremo, Spin- Wave Calculations for Low-Dimensional Magnets (Dissertation, Universitiat Frank-
furt (Main) (2006))

[58] P. M. Chaikin, T.C. Lubensky, Principles of condensed matter physics, Cambridge University
Press,Cambridge (1995)

[59] W. Petry, J. Neuhaus, Physik Journal 6 Nr. 7 , 31 (2007)

[60] S. W. Lovesey, Theory of neutron scattering from condensed matter, Volume 2, (Oxford Science
Publications, Oxford (1984))

[61] W. Marshall, S. W. Lovesey, Theory of Thermal Neutron Scattering, The Use of Neutrons for the
Investigation of Condensed Matter, (Oxford Universty Press, Oxford (1971))

[62] P. Kopietz, Quantentheorie des Magnetismus (Vorlesung, Gottingen, WS 1998,/1999)

[63] B. Kleine, Magnetische Ordnung auf frustrierten Gittern (Cuviller Verlag, Gottingen (1995))
[64] R. H. Parmenter, Phys. Rev. B 32, 317 (1985)

[65] T. Holstein, H. Primakoff, Phys. Rev. 58, 1098 (1940)

[66] S. V. Maleev, Zh. Eksp. Thero. fiz. 30, 1010 (1957) [Sov. Phys. JETP 64 654 (1958)]

[67] T. Villain, J. de Phys. 35, 27 (1975)

[68] U. Schollwock, J. Richter, D. J. J. Farnell, R. F. Bishop (Editors), Lecture Notes in Physics:
Quantum Magnetism (Springer, Berlin, Heidelberg (2004))

[69] F. D. M. Haldane, Phys. Lett 93A, 464 (1983); F. D. M. Haldane, Phys. Rev. Lett 50, 1153 (1983)
[70] E. Fradkin, M. Stone, Phys. Rev. B 38, 7215 (1988)

[71] V. L Berlinicher, J. da Providéncia, Annals of Physics 298, 186 (2002)

[72] S. Sachdev, Quantum Phase Transitions (Cambridge Univ. Press, Cambridge (2001))
[73] N. Hasselmann, P. Kopietz, Europhys. Lett. 74, 1067 (2006)

[74] E. Brézin, J. Zinn-Justin, Phys. Rev. Lett. 36, 691 (1976)

[75] A. V. Syromyatnikov, S. V. Maleyev, Phys. Rev. B, 65, 012401 (2001)

[76] A. S. Ivanov, P. Bourges, D. Petitgrand, Physica A 259-261, 879 (1999)

[77] C. M. Canali, S. M. Girvin, M. Wallin, Phys. Rev. B 45, 10131 (1992)

[78] B. Bourges, H. Casalta, A. S. Ivanov, D. Petitgrand, Phys. Rev. Lett. 79, 4906 (1997)
[79] C. P. Hofmann, Phys. Rev. B 60, 388 (1999)

[80] N. Hasselmann, F. Schiitz, I. Spremo, P. Kopietz, C.R. Chimie 10, 60 (2007)

[81] D. Petitgrand, S. V. Maleyev, P. Bourges, A. S. Ivanov, Phys. Rev. B 59, 1079 (1999)
[82] S. T. Belyaev, Sov. Phys. JETP 7, 289 (1958); 7, 299 (1958)

[83] R. P. Singth, Phys. Rev. B, 39, 9760 (1989)

[84] Z. Weihong, J. Otima, C. J. Hamer, Phys. Rev. B 43, 8321 (1991)

[85] S. R. Chinn, R. W. Davies, H. J. Zeiger, Phys. Rev. B 4, 4017 (1971)

[86] B. Kleine, G. S. Uhrig, E. Miille-Hartmann, Europhys. Lett. 31, 37 (1995)

118



[87] A. I. Akhiezer, V. G. Baryakhtar, S. V. Peletminiskii, Spin Waves (North-Holland, Amsterdam
(1968))

[88] T. Gollisch, C. Wetterich, Phys. Rev. Lett., 86, 1 (2001)

[89] P. Fazekas, Lecture Notes on Electron Correlation and Magnetism (World Scientific Publication,
Singapore (2003))

[90] W. Fischer, I. Lieb, Funktionentheorie (Friedrich Vieweg & Sohn, Braunschweig, Wiesbaden (1988))

[91] R. D. Mattuck, A guide to Feynman diagramms in the many-body problem (McGraw-Hill, London
(1967))

[92] R. M. Ziff, G. E. Uhlenbeck, M. Kac, The ideal Bose-Einstein gas, revisited, Phys. Reports 32, 169
(North-Holland, Amsterdam (1977))

[93] T. Nikuni, M. Oshikawa, A. Oosawa, H. Tanaka, Phys. Rev. Lett. 84, 5868 (2000); R. Coldea,
D. A. Tennant, K. Habicht, P. Smeibidl, C. Woltzers, Z. Tylczynski, Phys. Rev. Lett. 88, 137203
(2002); M. Matsumoto, B. Normand, T. M. Rice, M. Sigrist, Phys. Rev. Lett. 89, 077203 (2002);
T. M. Rice, Science 298, 760 (2002); Ch. Riiegg, N. Cavadini, A. Furrer, H. U. Gidel, K. Kramer,
H. Mutka, A. Wildes, K. Habicht, P. Vorderwisch, Nature 423, 62 (2003); V. S. Zapf, D. Zocco,
B. R. Hansen, M. Jaime, N. Harrison, C. D. Batista, M. Kenzelmann, C. Niedermayer, A. Lacerda,
A. Paduan-Filho, Phys. Rev. Lett. 96, 077204 (2006)

[94] T. Radu, H. Wilhelm, V. Yushankhai, D. Kovrizhin, R. Coldea, Z. Tylczynski, T. Lithmann, F. Steg-
lich, Phys. Rev. Lett. 95, 127202 (2005)

[95] S. O. Demokritov et al., Nature 443, 430 (2006)

[96] P. R. Hammar, D. C. Dender, D. H. Reich, A. S. Albrecht, C. P. Landee, J. Appl. Phys. 81, 4615
(1997)

[97] 1. Spremo, F. Schiitz, P. Kopietz, V. Pashchenko, B. Wolf, M. Lang, J. W. Bats, C. Hu,
M. U. Schmidt, Phys. Rev. B 72, 174429 (2005)

[98] A. Sinner, F. Schiitz, P. Kopietz, Phys. Rev. A 74, 023608 (2006)
[99] T. Matsubara, H. Matsuda, Prog. Theor. Phys. 16, 569 (1956)

[100] E. G. Batyev, L. S. Braginskii, Zh. Eksp. Teor. Fiz. 87, 1361 (1984) [Sov. Phys. JETP 60, 781
(1984)]

[101] E. G. Batyev, Zh. Eksp. Teor. Fiz. 89, 308 (1985) [Sov. Phys. JETP 62, 173 (1985)]
[102] S. Gluzman, Z. Phys. B 90, 313 (1993)

[103] L. Affleck, Phys. Rev. B 41, 6697 (1990); ibid. 43, 3215 (1991)

[104] P. B. Weichman, Phys. Rev. B 38, 8739 (1988)

[105] S. Giorgini, L. Pitaevskii, S. Stringari, Phys. Rev. B 46, 6374 (1992)

[106] F. Pistolesi, C. Castellani, C. Di Castro, G. C. Strinati, Phys. Rev. B 69, 024513 (2004)
[107] N. Dupuis, K. Sengupta, cont-mat/0707.0362v1

[108] C. Wetterich, cond-mat,/0707.1661v1

[109] S. Chakravarty, B. I. Halperin, D. Nelson, Phys. Rev. B 39, 2344 (1989)

[110] V. N. Popov, Functional Integrals and Collective Excitations (Cambridge University Press, Cam-
bridge (1987))

119



[111] M. E. Zhitomirsky, T. Nikuni, Phys. Rev. B 57, 5013 (1998)

[112] J. W. Negele, H. Orland, Quantum Many-Particle Systems (Addison-Wesley, Redwood City, Cali-
fornia (1987))

[113] P. Kopietz, Theorie der der quantenmechanischen Vielteilchensysteme II (Vorlesung, Frankfurt
(Main), SS 2004)

114] 1. S. Gradshteyn, I. M. RyZhlk, Table o Integmls, Series, and Products (Academic Press, San Diego

[115] A. Z. Patashinskii, V. L. Pokrovskii, Zh. Eksp. Teor. Fiz. 64, 1445 (1973) [Sov. Phys. JETP 37,
733 (1973)]

[116] S. Chakravarty, Phys. Rev. Lett. 66, 481 (1991)

[117] S. Giorgini, L. P. Pitaevskii, S. Stringari, Phys. Rev. Lett. 80, 5040 (1999)

[118] S. Sachdev, Phys. Rev. B 59, 14054 (1999)

[119] W. Zwerger, Phys. Rev. Lett. 92, 027203 (2004)

[120] R. Kubo, The Fluctuation-Dissipation Theorem, Rep. Prog. Phys. 29, 255 (1966)

[121] R. Kubo, M. Toda, N. Hashitsume, Stastistical Physics II, Nonequilibrium Statistical Mechanics
(Springer, Berlin (1991))

[122] E. M. Lifschitz, L. P. Pitajewski, Lehrbuch der theoretischen Physik: Band IX, Statistische Physik
Teil 2 (Akademie-Verlag, Berlin (1980))

[123] N. Hasselmann, private Kommunikation
[124] V. I. Yukalov, H. Kleinert, Phys. Rev. A, 73, 063612 (2006)

[125] Z. Nazario, D. I. Santiago, cond-mat/0611266v2, Z. Nazario, D. I. Santiago, cond-mat/0611383v1,
Z. Nazario, D. 1. Santiago, cond-mat/0606386v2

[126] G. Aeppli et al., Phys. Rev. Lett. 62, 2052 (1989)
[127] F. Sauli, in Vorbereitung.
[128] M Takahashi, Prog. Theo. Phys. Supp. 87 (1986)

[129] P. Kopietz, Theorie der der quantenmechanischen Vielteilchensysteme I (Vorlesung, Frankfurt
(Main), WS 2003/2004)

[130] F. Schiitz, L. Bartosch, P. Kopietz, Phys. Rev. B, 72, 035107 (2005)

[131] P. Kopietz, Bosonization of Interacting Fermions in Arbitrary Dimensions (Springer, Berlin (1997))
[132] L. S. Schulman, Techniques and Applications of Path Integration (Wiley, New York (1996))

[133] J. Zinn-Justin, Quantum Field Theory and Critical Phenomena (Clarendon Press, Oxford (2003))
[134] W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 7: Viel-Teilchen-Theorie (Springer, Berlin (2005))

120



Erklarung

Ich versichere hiermit, dass ich die vorliegende Arbeit selbsténdig
verfasst, keine anderen als die angegebenen Hilfsmittel verwendet
und sémtliche Stellen, die benutzten Werken in Wortlaut oder
dem Sinne nach entnommen sind, mit Quellen- bzw. Herkunfts-
angaben kenntlich gemacht habe.

Frankfurt, den 17.09.2007

121



Danksagung

Die vorliegende Arbeit wurde zwar von mir selbst angefertigt,
wie es auch die Priifungsordnung verlangt, aber sie wére ohne das
Zutun vieler anderer Personen nicht in dieser Form entstanden.
Daher mochte ich mich bei allen bedanken, die direkt oder
indirekt daran mitgewirkt haben:

Zunéchst sei einmal meinem Betreuer Prof. Peter Kopietz fiir die
Einfiihrung in das Thema sowie der zahlreichen Hilfestellungen
bei Problemen gedankt. Mit seiner physikalischen Intuition sorgt
er stets dafiir, dass die Ergebnisse auf das Wesentliche reduziert
werden und sich die Physik nicht hinter komplizierten Formeln
versteckt.

Bedanken mochte ich mich auch bei Dr. Nils Hasselmann, der
neben Herrn Kopietz als Mitautor an der gemeinsamen Verdoffent-
lichung mitgewirkt hat. Er hat immer ein offenes Ohr fiir kleine
oder grofsere Fragen und nimmt sich stets Zeit fiir Diskussionen.

Dank gebiihrt auch Francesca Sauli fiir die Zusammenarbeit bei
den Berechnungen zum Antiferromagneten im Magnetfeld sowie
fiir das Korrekturlesen samt wertvoller Verbesserungsvorschliagen.

Ebenso bedanke ich mich bei meinem Zimmernachbarn Nils
Lerch, der mich mein ganzes Studium begleitete und oft zur
Losung von Problemen beigetragen hat. Die hdufigen oft auch
privaten Diskussionen habe ich stets genossen.

Besonderen Dank bringe ich auch den Administratoren am
ITP David Roosen, Gregor Kaczor, Nils Lerch und Francesca
Sauli entgegen. Die Aufgabenverteilung war stets kollegial und
besonders in den letzten Monaten vor Abgabe dieser Arbeit
wurde ich stark entlastet.

Nicht zuletzt mochte ich mich bei meinen Eltern und meiner Fa-

milie bedanken, die mir das Studium ermdglichten, mich stets un-
terstiitzen und mit Rat und Tat zur Seite stehen.

122



