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1 Einleitung

Im Gegensatz zur Experimentalphysik wird in der theoretischen Physik das Augenmerk auf
den formalen Aufbau und die Grundgleichungen der Physik gelegt. Formaler Aufbau heift hier,
die betrachteten physikalischen Objekte und Begriffe, sowie die Beziehungen zwischen diesen,
moglichst prazise zu definieren. Viele dieser Beziehungen lassen sich als mathematische Glei-
chungen formulieren, deren Form, strukturelle Eigenschaften und Lésungen in der theoretischen
Physik untersucht werden. Die Relevanz dieser Grund-Gleichungen liegt darin, dass sich viele
physikalische Phanomene und experimentell beobachtete Regeln aus diesen Gleichungen ablei-
ten lassen. So lassen sich mit wenigen “Zutaten” ganze Klassen von physikalischen Phanomenen
umfassend erklaren und verstehen.

Durch ihren vergleichsweise hohen Grad an Abstraktion und der notwendigen Mathematik
wird die theoretische Physik oft als vergleichsweise “schwierig” empfunden. Nichtdestotrotz sind
Fortschritte in unserem physikalischen Verstandnis der Natur - wie z.B. die klrzlich entdeckten
Gravitationswellen - nur durch das Zusammenspiel von experimentellen und theoretischen Un-
tersuchungen maglich.

Diese erste Vorlesung zur Theoretischen Physik soll einerseits einen ersten und wichtigen
Einblick in die Arbeits- und Denkweise der theoretischen Physik liefern. Andererseits ist die
Theoretische Mechanik, - bzw. besser, die Klassische Mechanik - wichtig fur das Verstandnis der
Relativitatstheorie, Quantenmechanik und Thermodynamik, deren theoretische Aspekte The-
ma der folgenden Vorlesungen sind. Zum einen da es teilweise groRe strukturelle Ahnlichkeiten
zwischen der klassichen Mechanik und diesen Gebieten gibt (Relativitatstheorie, Quantenme-
chanik). Zum anderen bauen diese auf der klassischen Mechanik auf (Thermodynamik) oder
erweitern ihre Gultigkeit auf eine gréRere Klasse von physikalischen Phanomenen und Gege-
benheiten (Relativitatstheorie, Quantenmechanik).

Die klassische Mechanik hat eine begrenzte, allerdings sehr groRe Gultigkeit, die insbeson-
dere viele “Alltagsphanomene” umfasst. Daher ist es nicht verwunderlich, dass sie ihre Anfange
bereits im 17. Jahrhundert nahm, wahrend Relativitatstheorie und Quantenmechanik erst im
20. Jahrhundert entwickelt wurden. Die Gultigkeit der klassischen Mechanik lasst sich wie folgt
eingrenzen:

e Abgrenzung zur Quantenmechanik: Die klassische Mechanik liefert eine gute Beschrei-
bung, wenn die De Broglie-Wellenlange der betrachteten Teilchen bzw. Kérper vernachlas-
sigbar gegenuber den mafligeblichen raumlichen Abstanden ist. Die De Broglie-Wellenlange
ist dabei definiert als A = h/p wobei h das Planck’sche Wirkungsquantum ist und p der Im-
puls des Teilchens / Objekts. Die klassische Mechanik liefert also eine gute Beschreibung
far die Dynamik vergleichsweise schwerer und nicht zu langsamer Objekte bzw. nicht zu
kalter Systeme. Beispiel: Staubkorn m = 10~ 6g, v = 1m/s, A = 1072m = Quanteneffekte
vernachlassigbar.

e Abgrenzung zur speziellen Relativitatstheorie: Die klassische Mechanik ist gultig fur



Situationen in denen die Geschwindigkeit der betrachteten Objekte klein im Vergleich zur
Lichtgeschwindigkeit ¢ ~ 3 x 103m/s ist.

e Abgrenzung zur allgemeinen Relativitatstheorie: Die klassische Mechanik ist giltig
fur nicht zu groBe und nicht zu stark zeitlich variierende Gravitationskrafte, d.h. fir Gravi-
tationskrafte die erzeugt werden von vergleichsweise leichten und sich langsamer als mit
Lichtgeschwindigkeit bewegenden Objekten.

Wichtige Anwendungsgebiete der klassischen Mechanik sind u.a.:

Himmelsmechanik (Kepler'sche Gesetze, ...)

Technische Mechanik (Statik, Festigkeitslehre, ...)

Fluiddynamik (Aerodynamik, Hydrodynamik)

Biomechanik

Einige interessante Anwendungen werden wir im Laufe der Vorlesung diskutieren, z.B.:

e Wie entsteht der Peitschenknall?

e Wenn ich ein (verpacktes) Buch so in die Luft werfe, dass es sich dreht, warum ist die
Drehung um zwei der drei vorhandenen ausgezeichneten Achsen stabil aber die um die
dritte nicht?

e Wie kann man einen Wolkenkratzer erdbebensicher bauen?
Die zum Verstandnis dieser Vorlesung notwendige Mathematik sollte im Prinzip in den Vor-

lesungen EP1 und EP2 behandelt worden sein. Nichtsdestrotrotz werden mathematische Sach-
verhalte wenn maoglich vor ihrem Einsatz kurz erlautert und zusammengefasst.

Das vorliegende Skript ist sicher nicht frei von Fehlern. Uber entsprechende Hinweise an
thomas-paul.hack@itp.uni-leipzig.de bin ich dankbar.

2 Grundlagen der Newton’schen Mechanik

Ziel der Mechanik ist die quantitative Beschreibung der Bewegung materieller Kérper. Dies er-
folgt in zwei Schritten:

1. Zuerst wird der formale Rahmen flr die quantitative Beschreibung der Lage und Forman-
derung der Kdérper festgelegt, die sogenannte Kinematik. Im Folgenden sind das Begriffe
wie Raum, Zeit, Ort, Bahnkurve, Geschwindigkeit, Beschleunigung.
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2. Auf dieser Grundlage wird dann ein Schema bereitgestellt nachdem sich die Bewegung der
Kérper im Prinzip vollstandig berechnen lasst, die sogenannte Dynamik. Im einfachsten
Fall erfolgt das in Form von Bewegungsgleichungen, z.B. solchen die in den Newton’schon
Gesetzen formuliert sind.

Wir befassen uns zuerst mit der Punktmechanik d.h. der Bewegung einzelner Massenpunk-
te. Diese sind Idealisierungen ausgedehnter Kérper bei denen die Ausdehnung der Kdérper im
Vergleich zu den betrachteten Skalen vernachlassigt werden kann. Dabei werden ebenfalls Vor-
gange innerhalb dieser Kérper auSer Acht gelassen. Beispielsweise kann man fur die Beschrei-
bung der Bewegung der Erde um die Sonne die Erde in sehr guter Naherung als Massenpunkt
betrachten und dabei z.B. das Wetter und den inneren Aufbau der Erde vernachlassigen.

Spater werden wir Systeme von mehreren Massenpunkten betrachten und schlie3lich aus-
gedehnte und starre Kérper, die sich in einem gewissen Sinne auf Systeme von vielen Massen-
punkten zurickfihren lassen.

2.1 Raum und Zeit in der klassischen Mechanik

In der klassischen Mechanik sind Raum und Zeit unabhangige und absolute GroBen. Die Menge
aller Zeitpunkte entspricht dabei mathematisch der Menge der reellen Zahlen R. Die Angabe ei-
nes Zeitpunktes ist universell, d.h. jedem Ereignis kann unabhangig von seiner Position im Raum
eine eindeutiger Zeitpunkt ¢ € R zugeordnet werden und Begriffe wie “gleichzeitig”, “vorher”
und “nachher” sind sinnvoll. Zeitskala und Zeitnullpunkt sind dabei per Konvention festgelegt.
Man kann sich das so vorstellen, dass zwei oder mehrere identisch konstruierte Uhren an ei-
nem Ort synchronisiert werden und dann zu unterschiedlichen Orten transportiert werden um
an diesen die universelle Zeit zu messen.

In der Relativitatstheorie ist diese Betrachtungsweise nicht mehr sinnvoll. Die sogenannte
Raumzeit kann nur sinnvoll als kombiniertes Objekt betrachtet werden und die Synchronisation
von Uhren ist in der einfachen Form nicht maglich.

Far die mathematische Beschreibung von Orten, d.h. Punkten im Raum, erscheint es even-
tuell naheliegend, diese durch Vektoren 7 im dreidimensionalen Vektorraum R?3 zu beschreiben.
Allerdings ist das nicht ganz richtig, da jede Angabe eines Ortes relativ ist! Mit anderen Worten,
im physikalischen Raum gibt es keinen eindeutig ausgezeichneten Punkt. Um einen Ort im Raum
mathematisch zu beschreiben muss man also zunachst einen Punkt O im physikalischen Raum
mit dem Ursprung 0= (0,0,0)” im mathematischen Raum R? identifizieren. Um schlieRlich, wie
Ublich, einen anderen Punkt im physikalischen Raum P relativ zum Bezugspunkt O durch die
Angabe dreier Zahlen z1, x2, 3 zu beschreiben muss man zuséatzlich eine Basis ¢}, >, €3 von R3
wahlen, so dass

3 Tl
O?’ =7 = E i€, = | T2
1=1 X3



den Verbindungsvektor zwischen O und P angibt. Das Vier-Tupel (O, €}, €3, €3) definiert also ein
Bezugssystem oder Koordinatensystem. Manchmal wird zwischen diesen beiden Begriffen un-
terschieden, wobei O selbst ein Bezugssystem definiert und (O, €1, é2, €3) dann ein Koordina-
tensystem. In dieser Vorlesung wollen wir der Einfachheit halber die beiden Begriffe synonym
verwenden.

2.1.1 Mathematischer Exkurs: Vektoren und Matrizen

Wir fassen kurz einige mathematische Sachverhalte zu Vektoren anderen fur uns wichtigen Be-
griffen zusammen.

Vektoren, Vektorraum Der Vektorraum R? ist die Menge aller dreidimensionalen Spalten-
vektoren mit reellen Eintragen.

T
RSZ T9 a:l,wQ,xgeR
T3
Vektoren konnen addiert werden
1 Y1 1+
=z |, vy= 1|y, T+y= |22+ y2
T3 Y3 3+ Y3

- —

Flr diese Additionsoperation gilt Symmetrie und das Assoziativgesetz, d.h. flr beliebige Z, ¢/, 7 €
RB
T+y=y+7, T+ +Z2=T+H+72).

Vektoren kénnen mit einer reellen Zahl - einem Skalar - multipliziert werden

I axy
Z= |z |, a€R, aZl = | axs
I3 axrs

Fiur diese Multiplikation gilt das Distributivgesetz, d.h. fiir beliebige Z,7 € R3, a € R
a(Z +y) = aZ + ay.
Es existiert der Nullvektor

0
o=(0], Zz+40=0+7=7.
0

Das negative —T eines Vektors 7 is definiert als



Skalarprodukt, Norm, Winkel Das (euklidische) Skalarprodukt zweier Vektoren

X1 al
z= 2 |, 272 Y2 |,
€3 Y3

ist definiert als 5
Ty =z1y1 + Tay2 + T3ys = Z%yz .
i=1

Das Skalarprodukt hat folgende Eigenschaften fiir alle Z, i, 7 € R?, a € R:

T g=7-7
a(Z-y) = (aZ) - § = Z - (ay)
i (J+2)=2-§+F 7
(Z+7)-Z=8-Z4+7-Z
- Z=0 & &=0

Mit Hilfe des (euklidischen) Skalarproduktes lasst sich die (euklidische) Norm - die geometrische

Lange - eines Vektors definieren

—

|7 = VZ-Z.

Diese Norm hat folgende Eigenschaften, fiir beliebige Z, 7 € R?, a € R:

o] = [allZ],
|7+ 9] <|Z|+ |yl (Dreiecksungleichung),
|7 ] < |Z||Y] (Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung) .

Bei der Dreiecksungleichung und Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung gilt Gleichheit nur dann
wenn es ein a € R gibt so dass i = a& oder £ = ay, d.h. ¥ und 7 sind parallel oder £ = 0 oder

—

7=0.

Fur alle 7,7 € R? gilt
|Z - ] = cos ((&, ) |2]]¥]

wobei «(Z, 7) der spitze Winkel (< 90°) zwischen & und ¢/ is. Wenn 7 # 0 und § # 0 dann sind
Z, 1y genau dann orthogonal wenn ihr Skalarprodukt verschwindet.
Zly = Z-y=0

!Definiert man B(&, %) durch Z - § = cos (a(Z, %)) |#]|7], d.h. ohne Betragsstriche auf der linken Seite, dann kann
B(Z, ) auch Werte zwischen 90° und 180° annehmen, z.B. fir Stunden- und Minutenzeiger einer Uhr zu einer festen

Stunde zwischen 3 und 9 Uhr.



Orthonormalbasen Ein Tripel Wy, ws, w3 von Vektoren heilft Orthonormalbasis (kurz: ONB),
falls
W | = [Wa| = |ws| =1, W -w = W= wz=0.

Diese Bedigungen lassen sich kompakt schreiben als
’Lﬁi . u_fj = 515

wobei d;; das Kronecker-Delta ist, definiert als

51 furi=j
U0 firi#j

Jeder Vektor # € R? |&sst sich eindeutig als Linearkombination von Basisvektoren schreiben
3
F=) (- T) ;.
i=1

Die Standard-ONB des R? bezeichnen wir mit

1 0 0
a=o], &=[1], &=[o
0 0 1

Matrizen, Matrixprodukt Eine Funktion bzw. Abbildung T : R? — R? heiRt linear wenn fiir
alle 7,7 € R3, a,b € R gilt
T(aZ 4+ by) = aT(¥) + bT(y) .

Fur lineare Abbildungen schreibt man oft T'# anstatt 7'(Z). Hat man eine Basis des R? gewahlt
so lassen sich lineare Abbildungen durch Multiplikation eines Vektors mit einer reellen 3 x 3
Matrix darstellen bzw. damit identifizieren. Eine solche ist eine quadratische Zahlenanordnung
die geschrieben wird als

A A Az
A= (Aij)?,jzl = [ A2 A A |,
Az1 Az Asg

dabei bezeichnet der linke Index die Zeile und der rechte Index die Spalte der Matrix. Die An-
wendung der Matrix A von links auf einen Vektor & ergibt einen Vektor i definiert als

X1 Y1 3
F=|22], d=|w|, T=A4F, u=) Ayz;.
T3 Y3 Jj=1

Man Uberprift leicht, dass A mittels A’(¥) = AZ eine lineare Abbildung A’ definiert wobei

Ay = ¢ - (A'(&))).



Flr zwei Matrizen A, B ist das Matrixprodukt C' = AB definiert als

A Az Agg Bi1 Bi2 Bis Cii Ci2 Ci3
A=Ay Axp Ax]|, B = |Ba1 By DBas|, C=|Cun Cyn (o
Azr Aszz Asg B3 B3y DBsg C31 C32 Cs3

3
Cij = Z Az‘kBkj .
k=1

Das Matrixprodukt kann man sich so vorstellen, dass C;; das Skalarprodukt der zwei Vektoren
ist, die man aus i-ten Zeile von A und der j-ten Spalte von B erhlt. Es gilt fiir alle # € R3 und
alle Matrizen A, B

A(BZ) = (AB)Z = CZ.
Im Gegensatz zum Skalarprodukt ist das Matrixprodukt nicht symmetrisch bzw. kommutativ!

D.h. im Allgemeinen gilt
AB # BA.

Ahnlich wie Vektoren lassen sich Matrizen auch addieren und mit Skalaren (reellen Zahlen) mul-
tiplizieren. Diese Operationen sind fiir beliebige a,b € R? und beliebige Matrizen A, B definiert
als

Es gilt fiir beliebige Matrizen 4, B,C, a,b € R, # € R?
(aA +bB)¥ = a(AZ) + b(BZ) = (aA)Z + (bB)Z,
(aA+bB)C = aAC + bBC,
C(aA+bB)=aCA+bCB.

Die transponierte Matrix, die inverse Matrix Zu einer Matrix

A Aip Az
A=Ay Axp A
Az1 Az Ass
lasst sich mittels
(ATZ) . j=2-(AY), fur beliebige 7,7 € R?

die transponierte Matrix AT zu A definieren. In Komponenten gilt
A Ao Az

(AT)Z‘]‘:A]'Z‘ -~ AT: A12 A22 A32
A1z Az Ass



d.h. A7 ist die Matrix die man bekommt wenn man Spalten- und Zeilenindizes vertauscht, bzw.
die Matrix an der Diagonale mit A1, Aso, As3 spiegelt. Es gilt fur beliebige Matrizen A, B, a,b € R,
(aA +bB)T = aAT + bBT
(AB)T = BT AT  (Reihenfolge beachten!),
(AT = 4.
Matrizen mit AT = A nennt man symmetrisch.

Zu bestimmten Matrizen A (zu allen Matrizen mit nichtverschwindender Determinante) exi-
stiert die inverse Matrix A~! fir die gilt

100
AA T =A"1A=1, 1=10 1 0
00 1

Dabei nennt man 1 die Einheitsmatrix, es gilt A1 = 1A = A fir jede Matrix A. Matrizen zu denen
einen Inverse existiert nennt man invertierbar. FUr die inverse Matrix gelten die Rechenregeln

(aA+bB)"t #£aA™ +oB7E (1),

(AB)"'=B7'A7!  (Reihenfolge beachten!),
(A H =4,

Orthogonale Matrizen, Drehungen, Spiegelungen Eine Matrix A heit orthogonal, wenn
gilt
ATA=1=A4AT, dh AT =471,

Eine Matrix A is orthogonal genau dann wenn fiir alle Z, i € R? gilt
(A7) - (Ay) =7 -7,

d.h. die Anwendung von A auf alle Vektoren erhélt die Winkel zwischen beliebigen Paaren von
Vektoren und die Ldnge jedes Vektors. Dies entspricht dem Verhalten von Drehungen um eine
Achse oder beliebigen Spiegelungen. Sind A, B orthogonal, dann sind auch A", BT und AB
orthogonal.

Zwei Beispiele sind die Matrizen

cos(f) sin(d) 0 1 0 0
D(3,0) = | —sin(f) cos(d) 0], S(1,3)=({0 -1 0
0 0 1 0 0 1

D(3,0) beschreibt die Drehung um die é€3-Achse mit Winkel # und S(1, 3) beschreibt die Spiege-
lung an der ¢;-é3-Ebene.
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In anderen Dimensionen ... All hier diskutierten Begriffe sind direkt verallgemeinerbar zu n
anstatt 3 Dimensionen. U.a. wird es spater zweckmaRig sein, die Zeit als zusatzliche Dimension
zu beriicksichtigen, oder Systeme von n Teilchen durch n x 3-dimensionale Vektoren im R3" zu
beschreiben.

Das Kreuzprodukt Ein wichtiges Produkt von Vektoren, das in der Form nur in 3 Dimensionen
sinnvoll ist, ist das Kreuzprodukt. Fir zwei beliebige Vektoren &, 7 € R? ist es definiert als

X1 n T2Y3 — T3Y2
T= x|, v=|y|, ITxy=|z3y1—2193
€3 Ys T1Y2 — T2Y1

Das Kreuzprodukt hat folgende Eigenschaften fiir alle ,7, 7 € R3, a € R:

Aus der Antisymmetrie des Kreuzproduktes unter Vertauschung der Reihenfolge folgt insbeson-
dere fir alle 7 € R3

Vorsicht: das Kreuzprodukt ist nicht assoziativ, d.h. im Allgemeinen
TX(Yx2Z)#(Zxy)x 2!
Eine wichtige ldentitat ist die sogenannte “BAC-CAB-Regel”: Fir beliebige a, 5, ¢ € R3 gilt

ix(bxé)=_b (@a-é)— ¢ (a-b)=(a-c)b—(a-b)
Vektor Zahl Vektor Zahl

S

ol

Fir beliebige a, 5,5 e R3 wird das Spatprodukt aus dem Skalarprodukt und dem Kreuzprodukt
konstruiert, das invariant unter zyklischer Vertauschung der Eintrage ist:

G- (bxd)=b-(Gxa)=¢c (@xb).

Aus dieser Identitat und der Antisymmetrie des Kreuzproduktes folgt sofort, dass das Kreuzpro-
dukt ein Vektor ist, der senkrecht auf beiden Faktoren senkrecht steht

G- (@xb)=b-(@xa)=b-0=0,
b-(@xb)=a-(bxb=a-0=0.

Es gilt die Rechte-Hand-Regel: wenn man aus Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger ein recht-
winkliges Dreibein formt, dann zeigt der Daumen in Richtung von d, der Zeigefinger in Richtung
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von b und der Mittelfinger in Richtung von @ x b. AuRerdem gilt, dass der Betrag von a x b der
Flache des von d und b aufgespannten Parallelogramms ist

|@ % b| = sin (a(c?, 5)) |Z|4],

=,

wobei «(d, b) wie zuvor der spitze Winkel zwischen @ und b ist.

Aufbauend auf dieser geometrischen Interpretation des Kreuzproduktes folgt, dass das Spat-
produkt @- (b x ¢) dem Volumen des durch die drei Vektoren @, b, ¢ aufgespannten Parallelepipeds
entspricht.

Driickt man Vektoren beziiglich der Standard-ONB des R? aus - was wir bis auf einige Aus-
nahmen immer tun werden - dann lasst sich das Kreuzprodukt bequem schreiben als

3
> eijpab,
=1

N’ i
i-te Komponente von @ x b

I
E

1

wobei ¢;;; der total antisymmetrische Levi-Civita-Tensor ist:
€123 = 1, €ijk = €jki = €kij » €ijk = —€jik = —€kji = —C€ikj -

D.h. € ist antisymmetrisch unter Vertauschung von beliebigen zwei Indizes und damit entwe-
der = 1 (fur i5k zyklische Permutation von 123), = —1 (fur ijk zyklische Permutation von 321),
oder = 0 (sonst, d.h. wenn zwei der drei Indizes gleich sind).

Aus dieser kompakten Schreibweise des Kreuzproduktes kann man seine oben aufgeflhrten
Eigenschaften, z.B. Antisymmetrie des Kreuzproduktes und Zyklizitat des Spatproduktes leicht
ablesen.

2.2 Die Newton’schen Gesetze und ihre Interpretation
2.2.1 Bahnkurve, Geschwindigkeit und Beschleunigung

Wir sind daran interessiert die Dynamik eines Massenpunktes theoretisch zu beschreiben. Zu
jedem Zeitpunkt ¢ befindet sich dieser Massenpunkt an einem bestimmten Punkt P(¢) im physi-
kalischen Raum den wir relativ zu einem Bezugssystem (O, €1, €2, €3) durch einen Vektor 7(t) =
OP(t; € R3 beschreiben kénnen. Die Menge dieser Punkte P(t) fiir alle Zeiten ¢ in einem In-

tervall t € (to,t1), das der Zeitdauer entspricht flr die wir die Bewegung des Massenpunktes
beschreiben wollen, nennt man die Bahnkurve des Massenpunktes.

Legt man einen Bezugspunkt O fest und steht der Massenpunkt beziiglich O nicht still dann
ist die Bahnkurve aus Sicht von O ein eindimensionales Objekt, z.B. eine Gerade, eine Spira-
le oder ein Kreis, beschrieben durch die Menge aller 7(t) fur alle t € (¢o,t1). Dieses Objekt ist

12



unabhangig von einer gewahlten ONB und abstrakt gesprochen kann man sich die Bahnkurve
sogar als unabhangig vom Bezugspunkt O selbst vorstellen. In der Praxis wollen wir aber na-
turlich die Bahnkurve relativ zu einem Bezugssystem (O, €1, €3, €3) betrachten, dann liefern die
Koordinatenfunktionen z;(t) definiert durch

l‘l(t)
OP(t} = i(t) = mggtg L x(t) = ¢ (),
x3(t

- sofern wir ein zeitunabangiges Bezugssystem betrachten - eine vollstandige Beschreibung der
Bahnkurve. Mathematisch ist #(t) eine Funktion von (g, ) nach R?

’F(t) : (to,tl) — Rs .

Wollen wir die Bewegung des Massenpunktes “zu allen Zeiten” beschreiben, dann wahlen wir
als Zeitintervall die ganze reelle Achse R = (—o0, ).

Zu einer Bahnkurve kdnnen wir eine Geschwindigkeit(-skurve) #(¢) und eine Beschleunigung(-
skurve) d(t) definieren, indem wir die Koordinatenfunktionen einmal bzw. zweimal nach der Zeit
ableiten.

d %xl(t)
i(t) = 716) = 27(0) = | e
Gs(t)

| 2 1 (1)

a(t) = v(t) = 7(t) = —57(t) = | gzwa(t)
d2

Gz rs(t)

Die Schreibweise “*” flr eine Zeitableitung “%" geht dabei auf Newton zurlck (die letztere auf

Leibniz).
Wir erinnern uns daran, dass die Ableitung einer Funktion f von R nach R definiert ist als

d o fl+7)— f(2)
g/ =y ="

4 f(t) gibt dabei anschaulich die Steigung der Tangenten an der Funktion am Punkt (¢, f()) an,

wahrend %f(t) die Anderung dieser Steigung, d.h. die Krimmung an diesem Punkt angibt. Die

Definitionen von (t) und d(t) entsprechen also der physikalischen Vorschrift zur Messung von

Geschwindigkeit und Beschleunigung.

Betrachtet man nur zeitlich konstante Bezugssysteme, dann sind Geschwindigkeit und Be-
schleunigung unabhangig vom gewahlten Bezugssystem. Im allgemeinen hangen diese GréRen
aber vom Bezugssystem ab.
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2.2.2 Das 1. Newton’sche Gesetz, Inertialsysteme

Das erste Newton’sche Gesetz (oder Axiom), auch Tragheitsgesetz genannt, geht tatsachlich
auf Galilei zurlck, der ein Jahr starb (1642) bevor Newton geboren wurde (1643). Zum einen be-
schreibt es die unter Umstanden verblliffende Aussage, dass der “Normalzustand” eines Kérpers
ohne auBere Krafteinwirkung nicht der Stillstand sondern die geradlinig gleichférmige Bewegung
ist. Die Aussage ist deswegen verbliffend weil im Alltag eine vollstandig kraftefreie Umgebung
praktisch nicht existiert.

Die bekannteste Formulierung ist sicherlich die folgende:

1. Newton’sches Gesetz (1. Fassung):

Jeder Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder gleich-
formigen geradlinigen Bewegung, solange keine Kraft auf
ihn einwirkt.

Diese Formulierung ist allerdings aus zwei Grinden problematisch:

1. Die Begriffe “Ruhe” und “gleichférmig geradlinige Bewegung” hangen vom Bezugssystem
ab. Eine Mutter ist z.B. aus Sicht ihres Karusell-fahrenden Kindes in nicht-gleichformiger
und nicht-gradliniger Bewegung.

2. Der Begriff “Kraft” muss erst einmal sauber definiert werden. Bei der theoretischen Be-
schreibung der Bewegung eines Massenpunktes stehen wir sozusagen “am Anfang” und
“wissen” noch gar nicht was “Kraft” ist. Wir “kennen” bislang nur die Begriffe “Raum”,
“Zeit”, “Bezugssystem”, “Bahnkurve”, “Geschwindigkeit” und “Beschleunigung”. Naturlich
haben wir eine gute Intuition fir den Begriff der “Kraft”, und sollten diese in die Definition
des Begriffs einflieBen lassen.

Unsere Erfahrung besagt, dass Umgebungseinflisse mit dem Abstand abnehmen und fir Ab-
stande gegen unendlich gegen Null gehen. Das zweite Problem kénnen wir also mit der folgen-
den Formulierung (nach Kuypers) umgehen.

1. Newton’sches Gesetz (2. Fassung):

Jeder Koérper, der von allen anderen unendlich weit
entfernt ist, der also keine Umgebung hat, verharrt im
Zustand der Ruhe oder der gleichférmig geradlinigen
Bewegung.
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Diese Formulierung leidet immer noch unter dem als erstes angesprochenen Problem der Be-
zugssystemabhangigkeit. Die beste und einfachste Losung scheint also zu sein, dass wir postu-
lieren, dass die Aussage nur in bestimmten Bezugssystemen gilt. Das fuhrt uns zu folgender
endgultigen Formulierung (nach Kuypers).

1. Newton’sches Gesetz (3. und finale Fassung):

Es gibt Bezugssysteme, in denen sich alle Kérper,
die keine Umgebung haben, gleichférmig und geradlinig
bewegen oder ruhen.

Diese Bezugssysteme nennt man Inertialsysteme (lateinisch: inertia = Tragheit). Es zeigt
sich, dass Bezugssysteme die relativ zum Fixsternhimmel in Ruhe sind, in guter Naherung In-
ertialsysteme sind. Ein erdfestes Bezugssystem ist wegen der Rotation (= beschleunigte Be-
wegung) der Erde um die Sonne und der Erdrotation selbst kein gutes Inertialsystem, es sei
denn wir betrachten nur Zeitskalen die klein gegenuber diesen Rotationszeitskalen sind. Solche
rotierenden Bezugssysteme werden wir spater noch im Detail diskutieren.

Ist (O, €1, €2, €3) ein Inertialsystem so ist z.B. (O, €1, €3, €3) ebenfalls ein Inertialsystem wenn
es sich relativ zu (O, €1, €2, €3) gleichférmig und geradlinig bewegt, d.h.

P N o
O O(t) =vot + 710,

wobei 7 die Relativgeschwindigkeit der beiden Systeme ist. Dann gilt fur die Bahnkurve 7(t) im
Bezugssystem (O, €1, €5, €3) und die Bahnkurve 7/(t) im Bezugssystem (O', €1, é3,€3) folgende
Relation

7 (t) = 7(t) + Tot + 70 -

Diese “Umschreibung” bzw. Transformation von einem Inertialsystem zu einem anderen nennt
man Galileitransformation. Es gibt noch weitere Méglichkeiten ein Inertialsystem in ein ande-
res zu Uberfihren, d.h. noch mehr Arten von Galileitransformationen. Wir werden diese spater
diskutieren.

In der Mechanik gilt das Relativitatsprinzip:

Relativitatsprinzip:
Alle Inertialsysteme sind physikalische gleichwertig,

d.h. es ist nicht mdéglich durch mechanische Messungen
ein bestimmtes Inertialsystem auszuzeichnen.
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Konkret heilst das, dass die physikalischen Gesetze bzw. Bewegungsgleichungen in allen Iner-
tialsystemen dieselbe Form haben. Etwas formaler spricht man davon, dass diese Gleichungen
invariant unter Galileitransformationen sind.

2.2.3 Das 2. Newton’sche Gesetz, Kraft Teil 1.

Das 2. Newton’sche Gesetz besagt, dass jede Abweichung von einer geradlinig gleichférmigen
Bewegung eine Kraft als Ursache hat. Dazu definieren wir zunachst einmal den Impuls p

p=muv,

wobei m die Masse des Punktteilchen ist und 7 seine Geschwindigkeit. Das 2. Newton’sche Ge-
setz besagt nun, dass die zeitliche Ableitung des Impulses gleich der Kraft ist. Im Prinzip geht in
die Zeitabhangigkeit von p sowohl jene von m als auch die von ¥ ein; ein Beispiel fir eine zeit-
abhangige Masse ist z.B. die Masse einer fliegenden Rakete. In den allermeisten Fallen werden
wir aber eine konstante Masse betrachten.

2. Newton’sches Gesetz:

In allen Inertialsystemen gilt

ﬁ:—p:—m

m konstant

Wir Uberprufen kurz, ob das 2. Newton’sche Gesetz mit dem Relativitatsprinzip vereinbar ist.
Wie zuvor betrachten wir zwei Inertialsysteme (O, €1, 3, €3) und (O, €1, &, €3) so dass

7 (t) = 7(t) + Tot + 70 -

Wir berechnen zunachst die Geschwindigkeit in beiden Systemen.

(1) = (1) = < (5(0) + %) = (1)

Die Beschleunigung ist also in beiden Systemen gleich! Insbesondere gilt das 2. Newton’sche
Gesetz im System (O, €1, €3, €3) genau dann wenn es im System (O, €1, é,, €3) gilt. Dafir muss
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a nicht in beiden Bezugssystemen gleich sein. Allerdings muss sich die Kraft F beim Wechsel
von einem Inertialsystem zum anderen genauso andern wie die Beschleunigung a, damit das
Relativitatsprinzip gilt. Das ist tatsachlich fur alle Galileitransformationen der Fall, wie wir spater
sehen werden.

Das 2. Newton’sche Gesetz gilt auch in Nicht-Inertialsystemen wenn man sogenannte “Schein-
krafte” bertcksichtigt. Beispiele fur Scheinkrafte sind die Zentrifugal- und Korioliskraft in rotie-
renden Bezugssystemen, die wir spater noch ausflthrlich diskutieren werden.

Da wir vor dem Aufstellen des 2. Newton’schen Gesetzes ja nicht “wussten” was “Kraft” ist,
mussen wir dieses Gesetz zunéchst einmal als eine Definition der GréRe F ansehen. Der Begriff
der “(tragen) Masse” m, der im Gesetz auftaucht, ist ebenfalls noch nicht “bekannt” und durch
das 2. Gesetz in der Form auch nicht direkt definiert. In beiden Fallen schafft das 3. Newton’sche
Gesetz Abhilfe.

2.2.4 Das 3. Newton’sche Gesetz, Masse, Kraft Teil 2.

Das 3. Newton’'sche Gesetz ist eine Aussage Uber die Relationen von Kraften zwischen zwei
Korpern.

3. Newton’sches Gesetz:

Ubt ein Kérper 1 auf einen anderen Kérper 2 die Kraft 1312
aus, so Ubt der 2. Kdérper auf den 1. die Kraft ﬁm aus,
die vom Betrage gleich ist, aber die entgegengesetzte
Richtung hat (“action = reactio”):

Fy1 = —Fio.

Mit diesem Gesetz lasst sich eine Vorschrift bzw. Definition der Masse m angeben. Dazu
betrachten wir die Situation, dass in einem Inertialsystem zwei Punktmassen mit konstanter
Masse Krafte aufeinander austiben und sonst keine weiteren Kérper und Krafte im Spiel sind.

Dann giIlE]

= o - = o - m ar(t
mal (O] = mala (1)) = |For| = |Fuol = malaa(t)] = malia(t)] & 72 = 1@0OL
my  |da(t)]

Durch die Messung der beiden Beschleunigungen in einem Inertialsystem haben wir also die
Relation der Massen festgelegt. Damit sind alle Massen bis auf eine Einheit, die international
per Konvention festgelegt wird, bestimmt.

2Hier nehmen wir an, dass Massen immer positiv sind, was sich mit dem 2. und 3. Newton’schen Gesetz auch
verifizieren lasst.
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Darauf aufbauend kénnen wir nun dem Begriff der Kraft operationell einen Sinn geben und
das 2. Newton’'sche Gesetz praktisch anwendbar machen indem wir seinen Status als blo3e De-
finition der Kraft £ verbessern. Und zwar betrachten wir eine begrenzte Anzahl von Bahnkurven
einzelner Test-Punktmassen mit bekannter Masse. Durch die Messung der Beschleunigungen
dieser Bahnkurven in Inertialsystemen kdnnen wir die vorhandene Kraft mit einer gewissen Pra-
zision ausmessen. D.h. wir postulieren eine universelle Kraft F(7(t), #(t),t), die derart ist, dass
fir jede dieser Testmessungen md(t) = F(7(t), 7(t), t) erfillt ist.

AnschlieBend kdnnen wir mit dem 2. Newton’schen Gesetz im Prinzip vorhersagen, wie die
Bewegung jeder weiteren Testmasse unter dem Einfluss der nun bekannten Kraft F(7(t), #(t), t)
aussehen wird.

2.2.5 Die Bestimmung von Bahnkurven

Im vorigen Abschnitt haben wir Aufgrund des 2. Newton’schen Gesetzes postuliert, dass jede
beschleunigte Bewegung in einem Inertialsystem eine Kraft F'(7(t), ¢(t), t) als Ursache hat, d.h.
wir haben angenommen, dass die Kraft die auf eine Punktmasse wirkt von

1. dem Ortsvektor 7(t) der Punktmasse,
2. dem Geschwindigkeitsvektor #(¢) der Punktmasse

3. und dem Zeitpunkt ¢

abhangt. Das ist in dem Sinne eine Annahme, als dass die Kraft auf die Punktmasse im Prinzip
von der gesamten “Geschichte”, d.h. Bahnkurve des Teilchens, abhangen kann und nicht nur
von seinem “aktuellen Zustand”. In der Praxis sind aber Krafte in den meisten Fallen von der
Form E(7(t), #(t),t). Einige Beispiele werden wir im Folgenden diskutieren.

In dem noch einfacheren und oft realisierten Fall, dass die Kraft sogar von der Form F(7(t), t)
oder F(7(t)) ist, d.h. nur von dem Ort des Punktteilchens abhangt und evtl. noch von der Zeit,
aber nicht von der Geschwindigkeit des Teilchens, spricht man von einem Kraftfeld F(7(t)) bzw.
einem zeitabhangigen Kraftfeld F(7(t),t). In diesem Fall ist mathematisch die Kraft eine Funktion
F(7) von R® nach R?® bzw. eine Funktion F(7,t) von R* = R x R3 nach R3, die dann auf der
Bahnkurve des Teilchens “ausgewertet” wird. Physikalisch heillt das, dass an jedem Punkt im
Raum und zu jeder Zeit eine universelle und bestimmte Kraft existiert, die auf alle Punktmassen,
die sich zu dieser Zeit an diesem Ort aufhalten wirkt.

Ist die Kraft F(7(t), (), t) bekannt, wird das 2. Newton’sche Gesetz mathematisch zu einer
Differentialgleichung fur die Bahnkurve einer Punktmasse

—

mi(t) = ma(t) = F(7(t), 0(t), t) = F(7(t), 7(t),t). (1)

Da die hdchste vorhandene Zeitableitung in dieser Gleichung zweiter Ordnung ist, spricht man
von einer (gewodhnlichen) Differentialgleichung zweiter Ordnung. In der klassischen Mechanik ist
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das Ziel das Losen dieser Differentialgleichung, d.h. die Bestimmung einer Funktion #(¢) die bei
bekannter Kraft F(7(t), #(t), t) diese Gleichung erfiillt. Abhangig von der Form der Kraftfunktion
F(7(t),7(t),t) gibt es verschiedene mathematische Verfahren zur Losung dieser Gleichung, die
wir zum Teil in der Vorlesung besprechen werden. Ganz allgemein ist jedoch aus der Mathematik
die folgende Tatsache bekannt.

Fir jede Kraftfunktion F(7(t), #(t), t) existiert eine eindeu-
tige Lésung der Gleichung sobald man den Ort 7y =
7(tp) und die Geschwindigkeit ¢y = #(to) zu einem festen
aber beliebig gewahlten Anfangszeitpunkt ¢t = ¢y vorge-
geben hat.

Dies entspricht der aus der Erfahrung bekannten Tatsache, dass die Bewegung eines Punktteil-
chens nicht nur von der einwirkenden Kraft abhangt, sondern auch vom Ort und der Geschwin-
digkeit des Teilchens zum Zeitpunkt an dem die Bewegung beginnt. Zum Beispiel hangt die
Wurfbahn eines Balles eindeutig vom Abwurfort und der Abwurfgeschwindigkeit ab.

2.2.6 Mehrere gleichzeitig wirkende Krafte

Im Kontext der Newton’schen Gesetze gibt es eine weitere wichtige Tatsache, die von solcher
Bedeutung ist, dass manche vom 4. Newton’schen Gesetz sprechen:

erken auf einen Kdérper mehrere verschiedene Krafte

Fl, .. Fk so ist ihre Wirkung derart, dass die resultieren-
de Gesath|rkung aller dieser Krafte durch die Gesamt-
kraft

k

ﬁges.zzﬁizﬁl+'“+ﬁk
i=1

gegeben ist. Insbesondere wirkt jede Kraft immer gleich,
unabhangig davon ob noch andere Krafte vorhanden sind.

Mathematisch bedeutet diese Aussage einfach, dass jede Kraft in einem Bezugssystem sich
durch einen Vektor beschreiben lasst, was wir natirlich bislang implizit immer angenommen
haben.
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2.3 Einige wichtige Kraftgesetze

Es zeigt sich, dass viele der beobachteten Krafte zwischen ausgedehnten Kérpern sich auf einige
wenige und vergleichsweise Einfache Kraftgesetze bzw. -funktionen flr einzelne Massenpunkte
zurlckfuhren lassen. Im Folgenden wollen wir einige diskutieren. Wie zuvor machen wir den
Ansatz F' = F(F(t),7(t),t).

Homogene Kraftfelder Der einfachste Fall ist ein réumlich und zeitlich konstantes Kraftfeld

In der Praxis kann man Krafte auf kleinen rdumlichen und zeitlichen Skalen oft gut durch ein
homogenes Kraftfeld beschreiben. Das beste Beispiel ist wohl das Schwerefeld der Erde, das flr
rdumliche Ausdehnungen im Kilometerbereich und fur groe Zeiten homogen ist.

Die allgemeinste Lésung der Bewegungsgleichung
mr(t) = Fy
kénnen wir in diesem einfachen Fall sofort angeben:
Ft) = —

2m
wobei 7y und 7y Anfangsgeschwindigkeit und Anfangsort zum hier als Anfangszeitpunkt gewahl-
ten Zeitpunkt ¢ = ¢ty = 0 sind. Insbesondere ist 7(¢) eindeutig bestimmt wenn @, und 7 fest
vorgegeben sind. An der Form der Lésung kann man ebenfalls nochmals verifizieren dass
die kraftefreie Bewegung (ﬁo = 0) in Inertialsystemen geradlinig und gleichférmig (v # 0) oder
der Stillstand (v = 0) ist.

ﬁotQ + vot + 70, (2)

Die Losung der Newton’schen Bewegungsgleichung fir den Fall, dass die Kraft F = ﬁ(t)
raumlich homogen aber nicht zeitabhangig ist lasst sich ebenfalls direkt angeben:

1 t t! .
() = — F(t")ydt"dt’ + vt + 7o . (3)
m Jo Jo

Wie bereits erwahnt ist aus der Mathematik bekannt, dass Lésungen von gewdhnlichen Diffe-
rentialgleichungen zweiter Ordnung flr vorgegebene Anfangsorte und -geschwindigkeiten (“An-
fangsdaten”) eindeutig sind. Es genlgt also zu uUberprifen, dass eine Losung von

mr(t) = F(t)

ist bei der die Anfangsdaten frei vorgegeben werden kdnnen um zu verifizieren dass die
allgemeinste Losung der obigen Differentialgleichung ist. Um das zu Uberprifen verwendet man
den bekannten Sachverhalt aus der Analysis dass fiir eine (stetige) Funktion f : R — R und flr
beliebiges t; gilt

d

t
@i | J©d =10,
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wobei wir die “Integrationszeit” als ¢’ schreiben um sie von der oberen Integrationsgrenze ¢ zu
unterscheiden. In diesem Sinne ist das Integral die “Umkehrung” der Ableitung. Wendet man
diese Beziehung auf die Funktion

t
9ro(t) = t f(t)dt!

an, also eine mogliche Stammfunktion von f, dann bekommt man flr beliebiges tg

d ! / / d2 K v " /1 /
G [otrar =g = G [ [ renara = o
¢ to t to Jto

Daraus folgt, dass eine Losung der Newton’schen Bewegungsgleichung flr die Kraft F=
F(t) ist, wenn wir uns klarmachen, dass das Integral einer vektorwertigen Funktion analog zur
Ableitung komponentenweise gemeint ist

t
/ Fi(t)dt
to,

t t
/ Ft)dt = / F(t)dt

to t(%
/ F3(t') dt’

to

Um schlieBlich zu verifizieren, dass (3) eine Lésung zu den beliebig vorgebbaren Anfangsdaten
7(to) = 70, ™(to) = o ist, missen wir uns nur klarmachen, dass fir eine beliebige (stetige)
Funktion f und ein beliebiges t; gilt

to
fthdt =0.

to

Lineare /Harmonische Kraftfelder Ein weiterer einfacher und wichtiger Fall ist ein Kraftfeld
das proportional zum Ortsvektor ist, d.h.

F = F(7) = —kF
mit einer Konstante & die typischerweise > 0 ist. Dieses Kraftgesetz beschreibt u.a. die rlcktrei-
bende Kraft bei einer aus der Gleichgewichtslage ausgelenkten Feder oder bei einem aus der

Gleichgewichtslage ausgelenkten Pendel - jeweils fur nicht zu groBe Auslenkungen. Die Lésun-
gen der entsprechenden Newton’schen Bewegungsgleichung

mi(t) = —ki(t)

sind leicht als Linearkombinationen von sin und cos anzugeben und beschreiben Schwingun-
gen um die Ruhelage bzw. Gleichgewichtslage. Enthalt die Kraft zusatzlich noch einen radumlich

—

homogenen aber zeitabhangigen Beitrag f(¢) dann werden die Losungen von

—

mi(t) = —k7(t) + f(t)

komplizierter und man spricht von einer erzwungenen Schwingung in der z.B. Resonanzeffekte
auftreten kdnnen. Das klassische Beispiel ist eine Briicke, die ins Schwanken gerat und einstlrzt
wenn Soldaten im Gleichschritt dartGber marschieren. Mehr dazu spater.
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Die Gravitationskraft Newton hat erkannt, dass die Gravitationskraft eine Kraft ist, die von
allen massiven Kérpern auf andere massive Kérper ausgelbt wird und sich auf ein einfaches uni-
versales Kraftgesetz zurtckfUhren lasst. Das von ihm postulierte Kraftgesetz ist so genau, dass
es Jahrhunderte gedauert hat, bis Abweichungen davon gemessen wurde und daher ein verall-
gemeinertes Kraftgesetz - aus der Einstein’schen allgemeinen Relativitatstheorie - postuliert
werden musste, um alle Beobachtungen genau zu beschreiben.

Die erste Beobachtung ist, dass die Gravitationskraft ﬁm die auf ein Teilchen der Masse m
wirkt proportional zu m ist
E, =mG.
D.h. dass sich die Masse m aus der Newton’schen Bewegungsgleichung fur das betrachtete
Punktteilchen herauskurzt.
mr=F, & r=G.
Diese Identitat der trdgen Masse - auf der linken Seite der Newton’schen Bewegungsgleichung -
und der schweren Masse - auf der rechten Seite der Bewegungsgleichung - ist zunachst einmal
eine Annahme, die experimentell mit einer Genauigkeit von 10~'3 (iberpriift worden ist (E6twash-
Gruppe, 1999). Experimente, die das auf 10~ '8 verbessern kénnen sind in Arbeit (STEP-Satellit)?]

Newton’s universelles Kraftgesetz beschreibt die Kraft zwischen zwei Punktteilchen mit Mas-
sen mj und my. Wenn P; und P, die Orte dieser Teilchen sind, dann sei

—
=P P
der entsprechende Verbindungsvektor. Die Kraft die der Massenpunkt mit msy auf den Massen-

punkt mit mq ausubt ist dann

mimso —P>
142 .

Fy =G 3 = 7= P, 4
21 3 r=lT (4)

Dabei ist G die Gravitationskonstante
G =6.67 x 10" "m3kg ts72.

Offenbar zeigt die Kraft in Richtung des Verbindungsvektors, ist anziehend (Teilchen 1 wird in
Richtung von Teilchen 2 beschleunigt) und fallt wie r—2 mit dem relativen Abstand r ab.

Wie wir spater sehen werden ist die Beschleunigung der 1. Punktmasse im Schwerpunkts-
system proportional zum Verhaltnis my/(m1 + m2) und umgekehrt. Ist also z.B. my > my, dann
kénnen wir die 2. Punktmasse im Schwerpunktsystem in sehr guter Naherung als ruhend anse-
hen und die innere Gravitationskraft im System der beiden Teilchen unter Vernachlassigung der
Wirkung von Teilchen 1 auf Teilchen 2 als duSere Gravitationskraft fur das Teilchen 1 betrachten.
Das ist naturlich der Fall fir Bewegungen im Schwerefeld der Erde. Durch Einsetzen von Erdmas-
se und Erdradius in und vernachlassigung der vertikalen Bewegung eines Punktteilchens im
Vergleich zum groBen Erdradius erhalten wir das bekannte Gesetz

mr=mg g=|g =9.81ms 2.

3Genaugenommen wird untersucht ob trage und schwere Masse fiir alle Kérper proportional sind mit einem uni-
versellen Proportionalitatsfaktor. Dieser wird per Konvention dann auf 1 festgelegt.
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Die Coulombkraft Die Kraft zwischen zwei elektrisch geladenen ruhenden Punktteilchen wird
durch ein Kraftgesetz beschrieben, dass dem Gravitationsgesetz verbliffend ahnlich ist. Es gilt
1 qige

o . e
Treg T—gr r = |7 r=PP. (5)

Fy = —

wobei ¢; und ¢ die jeweiligen Ladungen sind und

=1.126 x 107°¢cv—Im~1L.
4dmeg

Im Gegensatz zur Gravitationskraft stoRen sich gleichnamige Ladungen ab, und es existieren po-
sitive und negative Ladungen wahrend Massen durchweg positiv sind. Obwohl die Coulombkraft
starker ist - die abstoBende Coulombkraft zwischen zwei Protonen ist in etwa 1036 mal star-
ker als die anziehende Gravitationskraft zwischen ihnen - ist auf makroskopischen Skalen die
Gravitationskraft dominant weil sie nicht “durch negative Massen neutralisiert” werden kann.

Geschwindigkeitsabhangige Krafte: Lorentzkraft, Reibungskraft Bis jetzt haben wir
nur Kraftfelder betrachtet, d.h. geschwindigkeitsunabhangige Krafte. Es gibt aber auch wichtige
geschwindigkeitsabhangige Krafte. Ein Beispiel ist die Kraft, die auf eine bewegte Punktladung
mit Ladung ¢ in einem aulleren Magnetfeld B ausgeubt wird, die Lorentzkraft (im engeren Sinne)

F = F(i(t), (1)) = q7(t) x B(7(t)) .
Ein weiteres Beispiel ist die Reibungskraft

F=F(#(t) = —kit) k>0,

wobei die einfache Form, d.h. die Proportionalitat zur Geschwindigkeit, experimentell flur kleine
Geschwindigkeiten festgestellt worden ist.

2.4 Der Energiesatz fur einen Massenpunkt, konservative Kraftfelder

Wir betrachten die Newton’sche Bewegungsgleichung in einem zeitunabhangigen Kraftfeld.
mi(t) = F(7(1))

Wir multiplizieren beide Seiten skalar mit der Geschwindigkeit.

mi(t) - 7(t) = F(7(t)) - ()

Wir wollen diese Gleichung nun integrieren von t; bis to
to

mi(t) - (L) dt = / " ) - 7 d. (6)

t1 t1
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Das Integral auf der linken Seite von (6) konnen wir direkt ausfiihren. Dazu definieren wir die
kinetische Energie

T =T(7(t)) = gm(t)* = Smi(t) - 7(t)

Es gilt (Produktregel)

Qp = L mi? = mite) - ()

atm a2V T
Die kinetische Energie ist also eine Stammfunktion fur die linke Seite und es gilt

to . t2 g . . .
mi(t) - 7(t) dt = / gT(F(t)) dt =T(7(t2)) — T(7(t1)) .
t1 t1

Um die rechte Seite von (6) zu berechnen schreiben wir den Ausdruck um

| Ft) i a = [ At T

t1 t1

indem wir
dr(t)

dt

dr' = dt

verwenden.

f, Fen- Gl [ T
" dt C(#(t1),7(t2))

Die Rechte Seite ist wie folgt zu interpretieren: “Integriere F(F‘) entlang des Weges (der Kurve)
C(7(t1),7(t2)) die bei 7(t1) beginnt und bei 7(t2) endet und deren Form / Lage durch die Bahn-
kurve 7(t) relativ zum gewahlten Bezugssystem gegeben ist.” Mathematisch handelt es sich
dabei um ein sogenanntes Wegintegral oder Kurvenintegral. Physikalisch interpretieren wir das
Wegintegral als die durch die Kraft F' am Teilchen geleistete Arbeit auf dem Weg C(7(t,), 7(t2)).
Mathematisch und physikalisch von Bedeutung ist die Tatsache, dass diese im Allgemeinen von
dem gesamten Weg C(7(t1),7(t2)) abhdngt und nicht nur von Anfangs und Endpunkt dieses
Weges.

Wir bekommen also folgenden allgemeinen Energiesatz

Die Anderung der kinetischen Energie einer Punktmasse
ist gleich der von der duReren Kraft geleisteten Arbeit.

Eine konkretere Aussage kann man treffen, wenn die Arbeit sehr wohl vom Weg unabhangig
ist, was oft der Fall ist. In diesem Fall spricht man von einem konservativen Kraftfeld F (). Mit
anderen Worten ist ein konservatives Kraftfeld eins, bei dem das Wegintegral

F(F) - dr

71,72)

W(F(F)7C(F17F2)) = /C(
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von fir alle Kurven im R3 mit Startpunkt 7 und Endpunkt 7% gleich ist. Man spricht davon, dass
die vom Kraftfeld geleistete Arbeit wegunabhangig ist. Das ist gleichbedeutend damit, dass
die geleistete Arbeit entlang jedes geschlossenen Weges verschwindet. Um das zu sehen be-
trachten wir zwei Wege C4(71, 7)), Cp(71,72) mit gleichem Start- und Endpunkt. Mit —Cpg (7, 71)
bezeichnen wir den Weg, den wir erhalten wenn wir den Weg Ci(7, 72) in umgekehrter Richtung
ablaufen. Fur die Arbeit gilt

W (E(7), Cs (i, 7)) :/ F() - dif = —/ F(#) - di = —W (F(#), —C (i, 7).
Cp(71,72) Cp(72,r)

Das folgt aus der Tatsache dass fir eine Funktion f von R nach R

Crwat=— [

t1 to

gilt. Wir bezeichnen nun mit C4 (7, 7) U —Cp(72,71) den geschlossenen Weg, den wir erhalten
indem wir entlang C4 von 71 nach 75 gehen und anschlieBend entlang —Cg von 75 nach ;. Flr
die geleistete Arbeit gilt

( (77) CA<7"1,7"2)U CB(F ?7)) :W(F(F),CA(Fl,FQ)) W( ( ) CB( 1))

= W (F(7), Ca(F1, 7)) — W (F(F), C5(F1,72))
=0

wobei die letzte Indentitat gilt weil nach Annahme die Arbeit wegunabhangig ist.

Wir wollen nun zeigen:

Ein Kraftfeld F(F) ist genau dann konservativ ist, wenn es
eine Funktion U(7) von R? nach R gibt so dass

F(f) = —VU(F)

gilt.

Der Gradient V einer (differenzierbaren) Funktion f(7) von R3 nach R ist dabei definiert als

9f(r)

YGEIE Y

Dabei ist z.B. 9/0x; die partielle Ableitung nach z, d.h. die Ableitung nach z; wobei 25 und z3
festgehalten - d.h. salopp gesagt als Konstanten betrachtet - werden.
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Um die Aussage zu beweisen berechnen wir zunachst fir eine Bahnkurve 7(t) relativ zu einem
Bezugssystem
d.__, = s
V(1) = VU(r(t)) - (1),
wobei wir die Kettenregel verwendet haben. Wir betrachten nun eine beliebige Bahnkurve (t)
(relative zu einem Bezugssystem) die von ¢; bis ¢, betrachten einen beliebigen Weg C(7(t1), 7(t2))
bestimmt und berechnen

. to . . to o .
/ F(r)-dr= / F(r(t)) - m(t)dt = — VU(7(t)) - 7(t)dt
C(7(t1),7(t2))

t1 t1

to d

—— [ GU0) =~ () - UETn).
t1

Das Ergebnis hangt offenbar nur von Anfangs- und Endpunkt ab aber nicht von dem Weg da-

zwischen. Damit ist gezeigt, dass die Existenz eines solchen U(7) die Wegunabhangigkeit der

Arbeit impliziert.

Um die Umkehrung der Aussage zu zeigen, d.h. Wegunabhangigkeit der Arbeit impliziert Exi-
stenz von U(7) definieren wir fiir beliebiges 7(¢) und einen dadurch festgelegten Weg C((t1), 7(t2))

U(7(t2)) als
U(F(t)) = —/ F() - dr.
CF(0),7(12)

Nach Annahme hangt U(7(t2)) wirklich nur von 7(t2) zum betrachteten Zeitpunkt ¢ = t5 ab, d.h.
vom Endpunkt des Weges, und nicht von 7(¢) zu anderen Zeiten. Die mdgliche Abhangigkeit vom
Anfangspunkt 7(¢1) diskutieren wir gleich. Da ¢, und 7(t) beliebig gewahlt sind, definiert das eine
Funktion U (7) fur beliebige 7 € R3. Wie bereits besprochen gilt fiir so eine Funktion ausgewertet

auf einer Kurve 7(t)

d S A
SU(() = VU((D) - 71(1)

andererseits gilt nach Definition von U

d d

SU() = —— /C o) F(F) - di = —% F(#(t) - #(t') dt' = —F(i(t)) - 7(t) .

Zusammen gilt also . B ‘
(VU((t)) + F(7(t)) - 7(t) = 0.

Da 7(t) und damit 7(t) beliebig war, folgt
F(i) = —VU().

Wahlt man fir die Definition von U einen anderen Anfangspunkt 7(¢}) anstatt 7(¢1) dann gilt

Ut = - |
C((t1),7(t))

ﬁ(F)'dFZ—/ F(F)-df—/ F(7) - dF
7 C(7(th),7(t1))
— U(F(®) +c.

C(7(t1),7(t))
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mit einer Konstante c. Diese spielt aber keine Rolle denn

-

V(U +c¢)=VU,
mit anderen Worten, U ist nur bis auf eine Konstante bestimmt.

Wir nennen U(7) das zu einem konservativen Kraftfeld F() gehérende Potential, bzw. die
zu dem Kraftfeld gehdrende potentielle Energie. Das negative Vorzeichen in der Definition von
U ist dabei Konvention und soll der Intuition Rechnung tragen, das Systeme zu einem Zustand
hinstreben, in dem die potentielle Energie minimal ist.

Ist F(F‘) ein konservatives zeitunabhangiges Kraftfeld, dann gilt einerseits wie besprochen

d dl . o - .
@T =25 7(t)* = mr(t) - 7(t)
und andererseits J
U= —VU(#(t)) - 7(t) = F(F) - (1)
und daher wegen der Newton’schen Bewegungsgleichung
iE =0 E=T+U
a7 B '

Im Fall, dass das Kraftfeld auch explizit von der Zeit abhéngt F = F(F(t),t) gilt das auch flr
U =U(7(t),t) und in der totalen Zeitableitung von U gibt es einen zusatzlichen Beitrag so dass
%(T + U) # 0. Wir finden also fiir ein Punktteilchen:

FUr ein zeitunabhangiges konservatives Kraftfeld ist die
Gesamtenergie E, d.h. die Summe aus der kinetischen
Energie T und der potentiellen Energie U konstant.

Ein Beispiel fur eine Situation in der F explizit von der Zeit abhangt und damit die Energie nicht
erhalten ist, die die oben angesprochene erzwungene Schwingung, bei der die dulBere Kraft
sozusagen “Energie in das System pumpt”.

2.4.1 Beispiele fiur konservative Kraftfelder

Homogene Kraftfelder Jedes homogene Kraftfeld F = 130 ist konservativ mit (méglichem)
Potential

3
U(’F) :_FO'F:_ZFO,ixi'
=1
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Denn es gilt fur alle j =1,2,3

Flr das Schwerefeld der Erde gilt insbesondere mit der x3-Achse in —g-Richtung

U =mgxs.

Zentralkrafte |edes Kraftfeld von der Form

r=I

ist konservativ. Solche Krafte nennen wir (rotationssymmetrische) Zentralkrafte weil die Kraft
zum Ursprung zeigt (oder davon weg) und weil der Betrag der Kraft nur vom Abstand zum Ur-
sprung abhangt und nicht von der Richtung von 7. Die Potentialfunktion fiir solche Kraftfelder
ist von der Form

. dg(r
U(r) = g(r) wobei — d(r) = f(r).
Denn fur so ein Potential gilt nach Kettenregel
- - d -
—VU(F) = —Vg(r) = _Z(T)w.
T
Zusatzlich qgilt
Gr-T.
T

Beispiele sind harmonische Krafte

F(7) = —k7
mit Potential &

U =5

2
und die Gravitationskraft mm
F(i) = gmme o

(1) = G5

mit Potential mam
U®P) = G—1=2
r

Nichtkonservative Krafte Beispiele flr nichtkonservative Krafte sind zum einen alle ge-
schwindigkeitsabhangigen Krafte, d.h. alle Krafte die erst gar nicht durch Kraftfelder F(F) be-
schreibbar sind. Als praktisches Beispiel kann man sich eine Kiste vorstellen die man auf einem
rauen Untergrund von P, nach P, schiebt, mit betragsmassig konstanter Geschwindigkeit und
damit betragsmassig konstanter Reibungskraft die immer parallel zum Weg ist, d.h. also F.7
ist konstant. Damit hangt die geleistete Arbeit aber von der Ldnge = Dauer des Weges ab. Die
Energieerhaltung ist verletzt, da durch die Reibung Energie “abgegeben wird”.
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Diese Uberlegungen gelten allerdings nicht fiir die Lorentzkraft, da
F.i=FxB(F)-7=0

und die Lorentzkraft somit gar keine Arbeit leistet. Die geleistete Arbeit ist damit insbesondere
auf allen Wegen 0 und kann durch Potentialdifferenzen einer Potentialfunktion U(7) = 0 ausge-
drickt werden. Es gilt allerdings nicht F' = —VU da F' kein Kraftfeld ist.

2.5 Eindimensionale Bewegungen
2.5.1 Kraftfelder in einer Raumdimension

Im eindimensionalen Fall ist die Situation besonders einfach. Jedes Kraftfeld F' = F(x) ist kon-
servativ, denn es existiert immer ein U(z) mit

F(z)= —%U((E)

(im eindimensionalen Fall ist der Gradient eine einfache Ableitung), und zwar ist jede Stamm-
funktion von —F(x) ein solches U(z).

Daraus folgt, dass sich in einer Dimension die Losung der Newton’schen Bewegungsgleich
fur den Fall, dass die Kraft ein nicht explizt zeitabhangiges Kraftfeld ist (F'(z, ,t) = F(x)), direkt
explizit hinschreiben lasst.

Wegen der Energieerhaltung gilt

E=T+U= %ma’c(t)Q + U(x(t)) = konst.

m

Wir nehmen jetzt nun an dass #(¢t) > 0, um eine Losung flr die Abschnitte der Bahnkurve zu
bekommen in denen die Geschwindigkeit positiv ist. Die Losung fur die anderen Abschnitte erhalt

man analog. Wir finden dann
1) = ¢2<E —U((®)
m

/
& / t) dt—/dt {a’;dt:dzdt:dm’
to 2(E— U(x to dt
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Die linke Seite der letzten Gleichung ergibt eine Funktion f(x, z¢) die von x und xy abhangt. Die
Gleichung

f(ﬂj‘7.’130) :t_t()

Iasst sich dann (unter der getroffenen Annahme ¢ > 0) im Prinzip eindeutig nach z auflésen.
Man erhadlt dann eine Losung z(t) die von xy = z(fp) und E abhangt. Die Konstante E ersetzt
dabei die Angabe der Anfangsgeschwindigkeit vy = @(t) denn

= &(ty) = \/2(E —Ulal) _ \/Q(E —U@) o p- 1mvé + Ul(wo) -

m m 2

Beispiel Wir betrachten ein raumlich und zeitlich konstantes Kraftfeld F' = Fj. Dann ist ein
maogliches Potential gegeben durch U(x) = —Fpz. Wir finden

\/E—I-F()Jf

/ﬁdx_\f/\/m \f

m
)2 (JET Fyr— VE+ F ):t—t
2F0<\/ + Fox \/ + Foxo 0

2
1 /2 Fy
= — - E + F - F
ST i ( m2(t to) + + ox())

1 F2
o
2m

2(E + F
(tnO:BO)(t — o) + FOCUO>

(t —t0)® + vo(t — to) + 20 -

Diese Losung hatten wir natlrlich friher auf einem einfacheren Weg hergeleitet. Fur ein all-
gemeines Kraftfeld ist die hier beschriebene Methode aber in der Regel die effektivste, denn
die Energieerhaltung wird ausgenutzt um aus der Newton’schen Bewegungsgleichung, die zwei
Zeitableitungen hat, eine einfachere Bewegungsgleichung zu erhalten, die nur einfache Zeita-
bleitungen hat. Das Integral Gber z’ und das Auflésen nach z ist flir komplizierte Kraftfelder
oft nicht exakt méglich und kann dann nur numerisch mit einem Computer berechnet werden.
In diesem Beispiel sehen wir auch, dass die Einschrankung & > 0 flr die Lé6sung aufgehoben
werden kann - die Lésung ist auch fur negative Geschwindigkeiten sinnvoll (z.B. fir den Fall im
Schwerefeld in geeigneten Koordinaten).

Da die kinetische Energie immer positiv ist, gilt allgemein £E =T + U > U, d.h. die Gesam-
tenergie kann nie kleiner als die potentielle Energie sein. Fur eine gegebene Potentialfunktion
U(z) kann man also direkt ablesen, welche Bereiche des Raumes fiir eine Punktmasse mit gege-
bener Energie E “erlaubt” und welche “verboten” sind. Wenn wir z.B. den Fall betrachten dass
U(x) bei x gegen —oo unendlich wird, ein negatives Minimum bei = z; und ein positives (lo-
kales) Maximum bei z = x5 hat, und flr x gegen 400 zu Null geht, dann gilt fUr ein Teilchen mit
U(xz1) < E <0, dass es sich nur in einer Umgebung des Minimums bei x = z; aufhalten kann,
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die umso kleiner ist, je kleiner E — U(x) ist. Daher bezeichnet man Potentialminima als stabile
Gleichgewichtspunkte im Gegensatz zu Potentialmaxima, die labile Gleichgewichtspunkte sind.
Die Definition von solchen Gleichgewichtspunkten gilt analog auch fir mehrere Raumdimensio-
nen.

Wenn U(z;) < E < 0 gilt, dann ist das Teilchen fir alle Zeiten in Bewegung und oszilliert
um den stabilen Gleichgewichtspunkt (Reibung haben wir ja ausgeschlossen). Flr generische
Potentiale und nicht zu gro8e Energien - d.h. kleine Auslenkungen - kann man das Potential in
der Umgebung von x; durch ein harmonisches Potential annahern (Taylor-entwickeln)

U(z) ~ E(z —x1)>  wobei k= d—2
) !  da?

Aus diesem Grund sind einfache Schwingungsbewegungen in der klassischen Mechanik von
zentraler Bedeutung.

U()|o=z, -

2.5.2 Pendel bei groRen Auslenkungen

Als Beispiel fur eine eindimensionale Bewegung in einem Kraftfeld betrachten wir ein Pendel im
Schwerefeld der Erde wobei wir uns nicht auf kleine Auslenkungen beschranken wollen.

Wir betrachten also einen starren Stab der Lange [, den wir der Einfachheit halber als mas-
selos betrachten wollen. Ein Ende des Stabes sei im Ursprung fixiert. Am anderen, freien Ende
ist ein Massenpunkt mit Masse m befestigt. Wir kdbnnen Anfangsbedingungen und Koordinaten
so wahlen, dass die Bewegung des Stabes nur in der x1-z3-Ebene verlauft. D.h. 7y hat keine
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zo-Komponente (und wir vernachlassigen die Erdrotation und betrachten ein erdfestes Bezugs-
system als inertial). Dann ist der Ortsvektor 7" des Massenpunktes eindeutig durch den Winkel ¢
zwischen x3-Achse und Stab festgelegt. Vorsicht: wir verlangen nicht, dass dieser Winkel spitz
ist, er kann alle Werte von (Konvention) —x bis m annehmen! Es gilt

sin((1)) L feos(o)
7(t) =1 0 , 7(t) = L o(t) 0
—cos(o(1)) sin(¢(t))

Die Bewegung des Pendels erfolgt unter dem Einfluss des Schwerefeldes der Erde. Das Potential
dieses konservativen Kraftfeldes ist

U(7) = mgzs + C = mgl(1 — cos(9)) .
Die beliebige Konstante C' haben wir dabei so gewahlt, dass U(#) = 0 fur ¢ = 0.

Offenbar haben wir es zunachst mit einer Bewegung in drei Raumdimensionen zu tun. Durch
die Wahl der Anfangsbedingungen haben wir die Bewegung auf zwei Raumdimensionen einge-
schrankt. Dadurch dass der Massenpunkt am Ende eines starren Stabes befestigt ist, dessen an-
deren Ende fix ist, haben wir die Bewegung auf eine eindimensionale Bewegung eingeschrankt,
und zwar ist nur der Winkel ¢ variabel - mit anderen Worten, die Bewegung des Massenpunktes
ist auf einen Kreis mit Radius [ eingeschrankt. Im weiteren Verlauf der Vorlesung werden wir
solche eingeschrankten Bewegungen allgemeiner behandeln. Im vorliegenden Fall kénnen wir
die Grundgleichungen so umschreiben, dass es sie die Form von Gleichungen fur die eindimen-
sionale “Bahnkurve” ¢(t) haben. Dazu verwenden wir die Energieerhaltung.

E=T+U= %FQ +U = %ZQQZ}Z + mgl(1 — cos(¢))

Mit den Definitionen I = mi?, ugp = mgl, u(¢) = uo(1 — cos(¢)) gilt

E = g¢2 + u(e).

2.0 A
u,/uy

u/u

0.5+

32



Diese Gleichung hat offenbar die Form einer Energieerhaltungsgleichung in einer Raumdi-
mension. Wir kdnnen also die Methode aus dem vorigen Abschnitt verwenden, um die Bahnkurve
¢(t) zu berechnen. I ist dabei das Trdgheitsmoment des Massenpunktes bezlglich der Drehach-
se, d.h. der z4-Achse.

Bevor wir das tun, wollen wir zunachst tUberlegen, was wir erwarten.

1. Bei Betrachtung der Potentialfunktion u(¢) wird deutlich, dass ¢ = 0 ein stabiler Gleichge-
wichtspunkt ist, wahrend ¢ = 7 bzw. aquivalent dazu ¢ = —= ein labiler Gleichgewichts-
punkt ist.

2. Fur kleine Auslenkungen ¢ < 1, d.h. kleine Energien, kdnnen wir den Kosinus Taylor-
entwickeln

cos(O) M1 2 S (o)~ un(9) = Lo

In diesem Fall wird die Bewegung um den stabilen Gleichgewichtspunkt also durch ein
harmonisches Potential beschrieben, im Einklang mit unseren allgemeinen Betrachtungen
im vorherigen Abschnitt.

3. Far grossere Energien, aber E < 2ug ist die harmonische Naherung nicht mehr sinnvoll,
das Pendel schwingt aber nach wie vor um den stabilen Gleichgewichtspunkt, da ¢ nur
Werte in einem Intervall [—@max, ®max] Mit Pmax < ™ €innehmen kann.

4. Fur E = 2ug hat das Pendel gerade genug Energie um bis zum labilen Gleichgewichtspunkt
zu schwingen oder sich in Ruhe dort aufzuhalten. Fir E > 2ug kann das Pendel kreisen bzw.
durchschwingen.

Es ist natzlich, diese Betrachtungen an einem Phasenportrait nachzuvollziehen. Dazu defi-

nieren wir '
¢=9¢, p=I¢.

Wir nennen q verallgemeinerte Koordinate und p verallgemeinerten Impuls. Diese Begriffe wer-
den im Verlauf der Vorlesung noch genauer diskutiert. Fir eine Bahnkurve ¢(t) = q(t) gibt es
eine dazu gehdrige “Impulsbahnkurve” p(t). Natirlich kdnnen wir p(t) durch Ableiten nach der
Zeit und multiplizieren mit I aus ¢(t) berechnen. Darlber hinaus ist wegen der Energieerhaltung
die Beziehung zwischen ¢(t) und p(t) fur alle Zeiten fixiert.

p(t)?

E:
21

+uo(1 — cos(q(t)))

In einem Phasenportrait wird diese Beziehung grafisch dargestellt. Dazu tragen wir an der Or-
dinate p und an der Abszisse g auf. Der zweidimensionale Raum der durch ¢ und p aufgespannt
wird, wird Phasenraum genannt. Der Bahnkurve ¢(t) im Ortsraum (hier besser “Winkelraum”)
entspricht also eine eindeutige Phasenkurve im Phasenraum.

33



Wir wollen solche Phasenkurven zunachst fir den Fall kleiner Auslenkungen betrachten. Dann
gilt ndherungsweise

_ Ly uwo 2_192 up 5 1 p ? 2
E—§¢ +?¢ =57 T3¢ _2<<\/f> +(\/%Q)>-

Bezuglich der reskalierten verallgemeinerten Orts- und Impulsvariablen ,/ugq und p/\/f sind die
Phasenkurven also Kreise mit Radius v/2FE. (Ohne Reskalierung bekommt man Ellipsen.) Diese

pA/T

Kreise werden im Uhrzeigersinn durchlaufen, denn wenn ¢ gréRBer wird, dann ist p > 0.

Durch den Abstraktionsschritt zum Phasenraum haben wir erreicht, dass wir Bahnkurven
kompakt grafisch darstellen kénnen. Eine bestimmte Phasenkurve beschreibt alle Bahnkurven
deren Anfangsbedingungen qo = ¢(to), po = p(to), bzw. ¢(to), ¢(to) mit ein und derselben Ge-
samtenergie F vertraglich sind und das zu allen Zeiten. Wie besprochen ist aus der Mathematik
bekannt dass die Lésungen der Newton’schen Bewegungsgleichung fur vorgegebene Anfangs-
daten eindeutig sind, was physikalisch der Tatsache entspricht, dass Bewegungen in der klas-
sischen Mechanik immer deterministisch sind. Daraus folgt ganz allgemein fir Phasenportraits
fur eindimensionale Bewegungen in beliebigen statischen Kraftfeldern F'(z) dass sich Phasen-
kurven niemals schneiden. Denn wirden Sie zwei Phasenkurven an einem Schnittpunkt (g, po)
schneiden, dann gabe es flir die entsprechenden Anfangsbedingungen in ein und demselben

Kraftfeld zwei verschiedene mdgliche Losungen der Newton’schen Bewegungsgleichung.

Wir wollen nun den Fall beliebiger Auslenkungen betrachten.
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In der obigen Abbildung sind Phasenkurven flur die drei charakteristische Falle abgebildet.

1. Fur E = %UO sind wir im Bereich in dem die harmonische Naherung recht gut ist. Die Pha-
senkurve ist ein Kreis, der rechts und links minimal “ausgebeult” ist. Das kann man leicht
verstehen, denn die Potentialfunktion u(¢) ist fir groBe |¢| = |g| ja flacher als eine Parabel,
d.h. bei vorgegebener Energie kann das Pendel im Potential u(¢) weiter ausschwingen als

im Potential ug (o).

2. Far E = 2ug haben wir den Grenzfall, dass das Pendel gerade bis ganz nach oben kommt
und im Prinzip durchschwingen kann. Die Tatsache, dass die entsprechende Phasenkurve
links und rechts eine “Ecke” hat deutet an, dass dort etwas “seltsames” passiert. Das

werden wir gleich naher untersuchen.

3. Fir E = Lug, d.h. E > 2ug kreist das Pendel bestandig. Im Gegensatz zur Situation E < 2u

2

ist die Geschwindigkeit qﬁ am Scheitelpunkt nicht 0, allerdings ist sie wegen der Energieer-
haltung sehr wohl geringer als bei ¢ = 0 wo die potentielle Energie kleiner ist. Da ¢ = —7
aquivalent zu ¢ = 7 ist muss man sich die Phasenkurven fur ' > 2ug periodisch fortgesetzt

denken.

Nach diesen qualitativen Betrachtungen wollen wir nun mit der im vorigen Abschnitt besproche-
nen Lésungsmethode etwas Konkretes berechnen. Mit den Resultaten aus dem vorigen Abschnitt
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kdnnen wir die Bahnkurve ¢(t) (zumindest flr ¢ > 0) berechnen durch

do' =t —t

é 1 I ¢ 1
[ =
d0 \f2AE=u&) 2ug Jg, \/UE — 1+ cos(¢)

d.h. ¢(t) ergibt sich durch Berechnung des Integrals und auflésen nach ¢. Das Resultat des
Integrals lasst sich (auBer naherungsweise flur kleine Auslenkungen) nicht durch einfache analy-
tische Funktionen ausdricken. Wir kdnnen trotzdem Aussagen Uber die Schwingungsdauer oder
-periode 7 machen, d.h. die Zeit, die das Pendel fir einen vollstandige Schwingung von einem
Maximalausschlag ¢ = —¢max zum anderen ¢ = ¢max Und zurlick braucht. Es gilt

Pmax 1 , I Pmax 1 ,
2ug ¢max — 14 cos(¢’) o Jo \/u% — 1+ cos(¢')

Der Faktor 2 in der ersten Identitat rihrt daher, dass die Schwingung von —¢gmax ZU ¢max gENAUSO
lange dauert wie der umgekehrte Vorgang. Die 2. Identitat gilt, da der Kosinus symmetrisch ist.
Wir erinnern uns daran, dass der Term unter der Wurzel immer > 0 ist, da T > 0.

FUr kleine Auslenkungen kénnen wir die harmonische Naherung verwenden. Dann kénnen
wir die Losung fur ¢(t) einfacher berechnen bzw. angeben, namlich als Linearkombination von
cos(wot) und sin(wpt) mit wy = /uo/I (vergl. Aufgabe 4.1). Die Schwingungsdauer ist dann
T = 27 /wy, insbesondere ist sie unabhangig von den Anfangsbedingungen und damit von E. Flr
grofRe Auslenkungen kénnen wir eine untere Schranke flr 7 berechnen. Dazu verwenden wir

cos(¢p) < =(p—m)2>—1 fir ¢ €0,

N

(um sich das klarzumachen verschiebe man die Graphen in der Abbildung von u(¢) und wz(¢)
um 1 nach unten und 7 nach rechts). Es gilt also

E , E 1, , E 2
o lHeos(@) S = -2+ 5(¢ —mP S 224 (¢ )

N 4 I /d’max 1 /Qbmax dd)/
T = —_—
V 2u E \/ 2uq
0.Jo \/%—1+COS(¢, 0 \/ _2+ )2

Eine Stammfunktion von

.
(x—a)®>+b

E
7 T4 TP+ 2 =2
7241/2—log 0
Yo 7r_¢max+\/(7r—¢max +E£_2

ist — log (—(m—a)—k (a:—a)Q—i-b) :

Wir finden also

uo
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Fir £ < 2up und damit ¢max < 7 ist die untere Schranke immer endlich. Flr E > 2ug ist ¢pmax = 7
und die untere Schranke vereinfacht sich zu

E
T T4 /T4 E =2
T > 44/ log o
QU()

E
£ _»

Interessant ist, was im Grenzfall E = 2ug passiert, dann divergiert die untere Schranke, d.h.
T = ool Allgemein gilt, dass die Schwingungsdauer umso groBer wird, je kleiner |E — 2uyg| ist.
Anschaulich ist das leicht zu verstehen. Wenn E = 2ug ist und man setzt als Anfangsbedingung
¢o = ¢(tg) = m dann ist das Pendel in einem labilen Gleichgewicht, es bewegt sich also gar
nicht und benétigt damit unendlich viel Zeit fur eine volle Schwingung. Andererseits hangt die
Schwingungsdauer nicht von ¢g ab, sondern nur von der Energie, d.h. g/ﬁ(to). Diese Divergenz der
Schwingungsdauer im Grenzfall E = 2uy ist der Grund warum die entsprechende Phasenkurve
als einzige “Ecken” hat.

Unter bit.1ly/pendel2016 kdnnen Sie dieses Verhalten an einer Animation ausprobieren. Mit
einem Klick auf “Anf.b.” kénnen Sie die Anfangsbedingungen festlegen. Probieren Sie ¢y =
3, 3.14, 3.1415926 und beobachten Sie, wie sich die Schwingungsdauer andert. Wenn Sie viel
Zeit haben, nehmen Sie noch ein paar weitere Nachkommastellen von 7 dazu.

2.5.3 Erzwungene Schwingung

Ein weiteres interessantes Beispiel fur ein eindimensionales System, das fur “Alltagsphanome-
ne” relevant ist, ist die erzwungene Schwingung oder der getriebene Oszillator in einer Dimen-
sion.

Die entsprechende Bewegungsgleichung ist
mi(t) = —kx(t) + focos(wt).

Der Beitrag fycos(wt) ist eine zeitabhangige auBere Kraft, die zusatzlich zur inneren Rickstell-
kraft —k x(t) wirkt. Wegen der Zeitabhangigkeit der duBeren Kraft ist die Energieerhaltung ver-
letzt und die Losungsmethode im vorvorletzten Abschnitt nicht anwendbar. Man kann die Be-
wegungsgleichung aber - wie in den Ubungen diskutiert - mit einem passend gewéahlten Ansatz
I6sen. Die allgemeine Lésung der Bewegungsgleichung lautet

k
fo cos(wt) , wo =1/ —.

2(t) = Acos(wot) + Bsin(wot) + m(wR — w?) m

Dabei sind A und B frei wahlbare Konstanten die sich durch Anfangsbedingungen festlegen
lassen: A = x(0) — fo(m(wg —w?))~!, B = i(0)/wo. Die allgemeine Lésung ist also eine Uberla-
gerung aus zwei Schwingungen mit im Allgemeinen unterschiedlichen Frequenzen - zum einen
eine Schwingung mit der Eigenfrequenz wp, zum anderen eine Schwingung mit der dufSeren Fre-
quenz w. Es leuchtet ein, dass der Beitrag der Eigenschwingung durch die Anfangsbedingungen
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festgelegt wird. Fir z(0) = fo(m(wd — w?))~1, #(0) = 0, d.h. falls zu einem Zeitpunkt Ort und
Geschwindigkeit des Oszillators an die auBere Schwingung angeglichen sind, bleibt das fur alle
Zeiten so und die Eigenschwingung tritt gar nicht auf. Die duRere Schwingungsfrequenz tragt
allerdings immer bei, und ihr Beitrag wird durch die Starke der auSeren Kraft fy und die Relation
zwischen w und wq quantifiziert.

Tatsachlich ist die Amplitude des Beitrages der aufSeren Schwingung, d.h.

Jo

m(wg — w?)

C =

derart, dass sie flr wg sehr nah an w sehr groB wird und flr wg = w divergiert, d.h. unendlich grof3
wird. Dieses Phanomen wird Resonanz genannt und tritt im Alltag in vielfaltigen Formen auf. Ein
anschauliches Beispiel ist eine Schaukel, der man am besten Anschwung gibt, indem man sie
immer dann wenn sie nach vorne schwingt anschubst (oder als Schaukelnder entsprechende
Bewegungen bei den Umkehrpunkten der Schwingung macht). Dabei spielt es fur die Resonanz
keine Rolle ob die auRere Kraft als Funktion der Zeit tatsachlich ein Kosinus ist, es ist nur wichtig,
dass sie periodisch ist, mit einer Periode die der Periode der Eigenschwingung des Systems
entspricht. Weitere Beispiele flir Resonanzphanomene:

e Resonanzkérper in Musikinstrumenten, z.B. bei einer Geige. In diesem Fall ist die duRere
Kraft die Schwingung der Saiten, die den Geigenkorpus selbst zu Schwingungen anregt
und damit die Schwingung der Saiten deutlich hérbar macht. Der Geigenkorpus muss also
so konstruiert sein, dass er die richtige Eigenfrequenz (in diesem Fall mehrere) hat.

e Die ratternde Waschmaschine. Die Waschetrommeln in einer Waschmaschine ist an Federn
aufgehangt und hat damit bestimmte Eigenfrequenzen. Die auliere Kraft ist die Drehung
der Trommel. Bei bestimmter Drehgeschwindigkeit werden diese Eigenfrequenzen getrof-
fen und die Waschmaschine fangt an zu rattern.

e Einsturzende Bricken. Bricken kénnen dadurch zum Einsturz gebracht werden, dass Sol-
daten im Gleichschritt GUber sie marschieren. In Deutschland ist das aus diesem Grund
verboten.

e “Zersingen” eines Glases. Trifft man durch Schall eine Resonanzfrequenz eines Glases,
zerspringt das Glas bei ausreichend langer und lauter Beschallung.

Die Tatsache, dass man in der Realitat keine “unendlich groBen Amplituden” beobachtet,
liegt weniger daran, dass alles kaputtgeht, bevor es unendlich stark schwingt, oder dass es
in der Praxis nicht mdéglich ist, eine Resonanzfrequenz perfekt zu treffen. Der Grund dafur ist,
dass realistische Oszillatoren immer - z.B. durch Reibung - gedampft sind. Die entsprechende
Bewegungsgleichung in unserem (idealisierten) Fall ist

mi(t) = —kx(t) — 2pa(t) + fo cos(wt)
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mit der Dampfungskonstanten p > 0. Wie in den Ubungen besprochen, dampft der Kraftbei-
trag —2pi(t) die Eigenschwingung im Fall fy = 0 derart, dass 1. die Amplitude mit der Zeit
abnimmt und 2. die Eigenschwingungsfrequenz des Systems reduziert wird, so dass - im Fall
kleiner Dampfung p? < wim? -, das System mit w; = \/w — p?/m? schwingt. (Im Fall groRer
Dampfung schwingt das System gar nicht erst sondern kommt ohne Nulldurchgang zum Still-
stand.) Die entsprechende allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist

zp(t) = e m' (Acos(wit) + Bsin(wit)) ,  wy = \Jwi — p?/m?.

Hier sind A und B wieder freie Konstanten, die sich durch Anfangsbedingungen festlegen lassen.

Wie im dampfungsfreien Fall gilt, dass die allgemeine Lésung der inhomogenen Gleichung mit
fo # 0 die Summe aus der allgemeinen Lésung der homogenen Gleichung und einer speziellen
Lésung der inhomogenen Gleichung ist. Um so eine spezielle Losung zu finden macht man den
Ansatz

x1(t) = Ccos(wt + ) = C cos(p) cos(wt) — C'sin(yp) sin(wt) .

Hierbei ist es zweckmalig, den Sinus-Beitrag durch eine Phase ¢ zu quantifizieren. Man findet

C= Jo ,  tan(p) = —%.
my/(w§ — w?)2 + 4p2w? /m?2 m(wg — w?)

Die erzwungene Schwingung ist also in dem Sinne gedampft, dass ihre Amplitude kleiner ist als
im Fall ohne Dampfung und auch bei w = wgy endlich bleibt. Die Amplitude ist allerdings zeitlich
konstant, da sie sozusagen durch die duBere Kraft aufrechterhalten wird. Zusatzlich gibt es im
Fall nichtverschwindender Dampfung eine Phasenverschiebung ¢ # 0 zwischen der erzwunge-
nen Schwingung und der duReren Kraft.

Die allgemeine Lésung ist also (fur kleine Dampfungen)
a(t) =z (t) + z(t) = e m' (Acos(wit) + Bsin(wit)) + C cos(wt + @),

mit wy, C und ¢ wie oben. Flr groRe Zeiten verschwindet offenbar der Beitrag der Eigenschwin-
gungen und es bleibt die erzwungene Schwingung Ubrig. Fir groBe Dampfungen andert sich nur
die Form von z(t) wie oben beschrieben, die Form von z;(t) bleibt giltig.

Wenn man technisch Resonanzphanomene unterdricken will, muss man also Systeme so
konstruieren, dass sie mdglichst gut gedampft sind.

2.6 Mehrere Punktteilchen

Wir wollen nun die Bewegung mehrere Punktteilchen beschreiben. Der interessante und rele-
vante Fall ist der, wenn die Punktteilchen jeweils miteinander wechselwirken. Tun sie das nicht,
kann man jedes Punktteilchen isoliert betrachten.
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Es sei N Anzahl der Punktteilchen. Die Orte der Punktteilchen im Raum seien P;,... Py.
Bezliglich eines (gemeinsamen!) Bezugssystems (O, €1, €2, €3) kdnnen wir wie gewohnt die Orte
durch Vektoren im R? beschreiben.

7—0P, i=1,.. N

Ist m; die Masse des i-ten Teilchen, dann gilt fUr jedes Teilchen die Newton’sche Bewegungsglei-
chung. )

mJ‘;:FZ iZl,...,N
Wir wollen im Folgenden immer davon ausgehen, dass die Kraft ﬁl die auf das i-te Teilchen wirkt

von der Form
N

Fy = FP i t) + Y Fy(#,7)
J=1,5#i
ist. Dabei ist F& eine duRere Kraft und F}; ist die innere Kraft die das Teilchen j auf das Teilchen
i auslUbt, die in den Regel nur von den Ortsverktoren der beiden Teilchen abhangt. Wegen des
dritten Newton’schen Gesetzes gilt
FA

= —Fy

Jr

Falls alle auReren Krafte verschwinden
ext ~ .
=0, i=1,...,N

nennt man das System abgeschlossen. Die Aussage, dass ein System abgeschlossen ist, gilt
unabhangig von einem Inertialsystem (ansonsten ware sie physikalisch auch ohne Gehalt), da
ﬁf"t in allen Inertialsystemen verschwindet sobald diese Kraft in einem beliebigen Inertialsystem
verschwindet.

Es ist oft nUtzlich, die Bewegung der N Teilchen zu separieren in die Bewegung des Schwer-
punktes des Teilchensystems und die Bewegung jedes Teilchens relativ zum Schwerpunkt. Dazu
definieren wir Gesamtmasse M und Schwerpunktsvektor R des Teilchensystems als

N 1N
M = Zm, y R=— TTLl’I?z .
i=1 i=1
Diese Definition ist so gestrickt, dass im Fall der Verschiebung aller Ortsvektoren um einen kon-
stanten Vektor @ sich der Schwerpunktsvektor ebenfalls um @ verschiebt.

e +a, i=1,....N = R R+a.
Die Relativkoordinaten ; der Teilchen bezlglich des Schwerpunktes sind definiert als

7 =4; +R = Ti=7—R.

Offensichtlich beschreiben Z; die Bahnkurven der N Teilchen in einem Bezugssystem mit dem
Schwerpunkt im Ursprung, dem sogenannten Schwerpunktssystem. Dieses Bezugssystem ist
flr nicht abgeschlossene Systeme im Allgemeinen nicht inertial.

40



Die #; beschreiben die Bewegung der Teilchen relativ zum Schwerpunkt und damit indirekt
relativ zueinander. Im Fall von zwei Teilchen ist es nltzlich diese Relativbewegung direkter zu
beschreiben durch den Verbindungsvektor.

F=7T] —Th
Anstatt die Bewegung also durch 7 und % selbst (zwei Dreiervektoren), oder durch R und T,
T9 (drei! Dreiervektoren — ineffizient) zu beschreiben, verwendet man also R und 7 (zwei Drei-
ervektoren). Diese Uberlegung lasst sich auf N > 2 Teilchen verallgemeinern. Fiir allgemeine
Uberlegungen ist die Beschreibung durch R und &; allerdings manchmal tbersichtlicher.

Wir wollen im Folgenden charakteristische GréRen eines Systems von N Teilchen diskutieren.
Dabei wird sich zeigen, dass all diese GroRen flr abgeschlossene Systeme (und mit inneren
Kraften in der von uns angenommenen Form) ErhaltungsgroéfZen sind.

2.6.1 Gesamtimpuls und -erhaltung

Wie bereits besprochen lasst sich das 2. Newton’'sche Gesetz mit dem Impuls umformulieren.
Wir setzen .
Pi = myry .

Dann gilt _

pi = F; .
Wie bereits erwahnt ist diese Form des 2. Newton’sche Gesetzes auch sinnvoll wenn die Masse
m,; nicht konstant ist. Ein naheliegendes Beispiel daflr ist eine aufsteigende Rakete die Treibstoff
verbrennt und dabei leichter wird. Ein weniger naheliegendes Beispiel ist eine knallende Peitsche
die in den Ubungen diskutiert wird.

Drickt man das 2. Newton’sche Gesetz durch den Impuls aus, lasst sich die Bewegung der
N Teilchen in drei Raumdimensionen als Bewegung eines Teilchens in 3N Raumdimensionen
auffassen. Dafur setzen wir

& D1 Fy
N PN Fy
Es gilt dann
p=1F.

Diese Sichtweise wird bei der Diskussion der Energieerhaltung fur NV Teilchen im Gbernachsten
Teilabschnitt nutzlich sein.

Wir betrachten nun den Gesamtimpuls P des N-Teilchen-Systems, definiert als
N N
Pedsimdomii
i=1 i=1
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Es gilt offenbar

1

1’3:2@:2 3

=1 i=1

=

Mit unserer Annahme

N
F‘i :I?iext+ Z Ej
J=1j#i

gilt wegen ﬁij = —F};

N
Z Py = Zﬁiext

B=Y Fecy
j =150 i=1

7

7

N
=1 7

N N
=1 =1
und damit

N

P— Z et
i=1

Wir finden also

Der Gesamtimpuls ist erhalten wenn die gesamte dulSere
Kraft verschwindet. Insbesondere ist der Gesamtimpuls
eines abgeschlossenen Systems erhalten.

2.6.2 Schwerpunktsbewegung und -satz

Die Aussage, dass der Gesamtimpuls eines abgeschlossenen Systems erhalten ist, muss in al-
len Inertialsystemen giltig sein. Wir wollen daraus weitere Erhaltungsgréfen ableiten. Dazu
betrachten wir zwei Inertialsysteme (O, €1, €, €3) und (0’, €1, €, €3) die relativ zueinander gleich-
féormig geradlinig bewegt sind mit konstanter Relativgeschwindigkeit #. Die Ortsvektoren der
N Teilchen im ersten Bezugssystem seien ; und die Ortsvektoren im zweiten seien

—/ — —
T; = 75 + Upt .

Der Gesamtimpuls im zweiten Bezugssystem ist also
N ‘ N ‘
P'=> "mii| = my(i + 1) = P+ Mty .
i=1 i=1
Da P’ auch erhalten sein muss wenn P erhalten ist, gilt also

]3’:]3+M170:M170:5 = MZO

Wir finden also, dass in einem abgeschlossenen System (bzw. allgemeiner, in einem System in
dem die gesamte auBere Kraft verschwindet) die Gesamtmasse eine ErhaltungsgroRe ist. Wenn
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alle Einzelmassen m; individuell konstant sind, ist diese Aussage naturlich trivial. Allerdings gilt
die Erhaltung der Gesamtmasse auch wenn die Einzelmassen m; nicht individuell erhalten sind.

Wir betrachten nun den haufigen Fall konstanter Einzelmassen m;. Dann gilt fir die Ge-
schwindigkeit des Schwerpunktes

L d P R 5
R= dtW:Zmln— o  P=MR

P entspricht also der Impuls eines Teilchens, das sich im Schwerpunkt befindet und die Masse
M hat. Da P fur ein abgeschlossenes System erhalten ist, folgt

—

. N . P .
R=2=0 &  R@t)=1t+R0).

Der Schwerpunkt eines abgeschlossenen Systems bewegt sich also geradlinig gleichformig. Man
kann diese Tatsache so interpretieren:

FUr ein abgeschlossenes Systems ist

eine ErhaltungsgroRe.

Das ist der Schwerpunktsatz. Man kann zeigen dass die Erhaltung von R(t) — %t direkt aus der
Tatsache folgt, dass die Newton’sche Bewegungsgleichung in allen Inertialsystemen glltig ist.

2.6.3 Energieerhaltung

Die kinetische Energie des i-ten Teilchens ist

PN
T, = imiri = QTZrLi .

Entsprechend definiert man die gesamte kinetische Energie als

N N 1 )
T=) Ti=) jmi}.
=1 =1

Analog zum Fall eines Punktteilchens kann man zeigen dass

T(ty) — T(t1) :/ / F - dr .
C(7(t1),r tz) Z C(7i(t1),75(t2))
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Die Anderung der gesamten kinetischen Energie entspricht also der Summe der durch die ein-
zelnen Krafte an allen N Teilchen geleisteten Arbeit. Das Skalarprodukt im mitteleren Ausdruck
ist dabei das Skalarprodukt im R3V. Die Summe der an den N Teilchen geleisteten Arbeit kann
man entsprechend als die an einem Punktteilchen in 3N Raumdimensionen geleistete Arbeit auf-
fassen. Die Aussage, dass die Arbeit genau dann wegunabhangig ist, wenn die Kraft durch ein
Kraftfeld erzeugt wird, das sich als (negativer) Gradient eines Potentials ergibt, gilt in beliebigen
Raumdimensionen. Eine solche Kraft ist also von der Form

—

F —NU(FL, ..., 7N)
L | =-YU@ = :
Fy —VNU(F, ..., 7N)

ST
Il

Es gilt also fur die Kraft ﬁ, auf das i-te Teilchen
Fy = —VU(7, ..., 7N,

dabei ist ﬁi der Gradient beziglich 7; also

0
Bmm

Vi =

0x; 2
9zi3
Die Annahme dass FZ (hier zusatzlich als Kraftfeld angenommen) von der Form
N
Fi=F'F) + Y Fylmm)
J=1,57#

ist 1asst sich mit der Annahme dass F‘Z konservativ ist in Einklang bringen wenn man z.B. an-
nimmt, dass das Potential U von der Form

N N N
U, in) = D UPE) + Y > Uyl =),
i=1 i=1 j=i+1

ist. Die Summe Uber j ist dabei begrenzt auf j > i um “Dopplungen” zu vermeiden, denn Uj;(7; —
;) flr ¢ < j fuhrt mittels —ﬁj bereits zu einer Kraft ﬁﬂ Mit der obigen Form des Potentials gilt
(far ¢ < 7)
FEUR) = —ViUPSr) s By ) = =Vl = 75) = =(= VU3 (7 = 75)) = =Fu(75, 7).
Hierbei haben wir ausgenutzt, dass fiir jede Funktion f : R? — R gilt
Vif (7 = 7%5) = =V f (7 — 7).
Das folgt aus der Tatsache, dass fur eine Funktion f : R — R gilt

d . d(.ﬁL‘l — 1‘2) df(acl — .%'2) _ d(xl — .%'2) df(l’l — 1‘2)
Tmf($1 B $2) - ( d.%'Q ) d(acl — xz) - < d:rl >

d
d(a:l _ x2) = —dT:lf(xl - 5U2) .
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Die obige einfache Form des Potentials ist in vielen Situationen gegeben. Allerdings qilt fur be-
liebige konservative Kraftfelder fir das N-Teilchen-System:

IstE ein konservatives Kraftfeld, dann ist die Gesamtener-
gie

E=T+U
eines N-Teilchen-Systems erhalten. Inbesondere ist die
Gesamtenergie in einem abgeschlossenen N-Teilchen-
System erhalten, wenn die Krafte zwischen den Teilchen
konservativ sind.

Die kinetische Energie lasst sich aufspalten in einen Schwerpunkts- und einen Relativanteil.

P2

T:TS+TTE|7 Ts:m

Trel ist dabei als Differenz von T und T definiert. Fir ein abgeschlossenes System ist Es =
T, separat erhalten, da P und M erhalten sind und die externen Potentiale UP(7;) alle als
verschwindend gewahlt werden kénnen.

Fur N = 2 Teilchen werden wir gleich einen einfachen Ausdruck fir T;e angeben. Fir N > 2
ist das im Allgemeinen nicht mdglich. Die potentielle Energie Iasst sich dartber hinaus im Allge-
meinen gar nicht erst sinnvoll in einen Schwerpunkts- und einen Relativanteil aufspalten. Wenn
allerdings die relativen Absténde |z;| der Teilchen zum Schwerpunkt R klein sind im Vergleich zu
den Skalen auf denen die externen Potentiale U (7;) variieren, dann kann man approximieren

U () = UP (R + &) ~ UP(R).

Dann kann man
N

USH(R) =) UP(R)
i=1
als Schwerpunktspotential auffassen und die Bewegung des Schwerpunktes naherungsweise
vollstandig getrennt von der relativen Bewegung der N Teilchen betrachten - als Verallgemeine-
rung des Falls eines abgeschlossenen Systems. Das rechtfertigt nachtraglich die Idealisierung
die man macht, wenn man ausgedehnte Systeme als Massenpunkte auffasst.

Beispiel: abgeschlossenes System aus 2 Teilchen Als Beispiel betrachten wir ein abge-
schlossenes System mit N = 2. Wir setzen

— m1?71 + 7712772
R=—— ==

=
I

!
|

el

mi + ms
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Wir nehmen an, dass die Krafte ﬁl, ﬁg konservativ und von der oben diskutierten Form sind.
Dann gilt ) )
my7 = F1 = —Viu(r), maiy = Fy = —Vau(T), u(r) = Ura(7) .

Da das System abgeschlossen ist, gilt

MR=0.
Wir definieren die reduzierte Masse p als
_ <1+1>‘ _mims
mq mo m1 + ms
Dann qilt
- SO, 1 = 1 = 1 1 - -
pr'=p(ry —r2) =p | —F - —F)=p|—+— ) F1=—-Vu.
m1 mo my m2

Offenbar lasst sich die Relativbewegung der zwei Teilchen als eine Bewegung eines Teilchens
mit Masse p im Potential u auffassen. Es gilt auch

MR? 72 L
2 s Erel = Tre|+Ua Trel = %7 U(T‘l,TQ) = U(F)

E =T+U = Es+FErel ) Es=1Ts =

Fir m; = me qilt p = %ml = %mg = %(ml + mg). FUr mg > my gilt p &~ ma. In diesem Fall
ist R ~ 7 und damit 7% ~ 0. Man kann also die Bewegung von Teilchen 1 im Ruhesystem von

Teilchen 2 betrachten, das annahrend ein Inertialsystem ist.

2.6.4 Drehimpuls und -erhaltung

Ein Punktteilchen Der Drehimpuls L eines einzelnen Punktteilchens ist definiert als
L=Fxp=mixr.

Der Impuls p héngt nicht vom Ursprung O des Bezugssystems (O, €1, €3, €3) ab, da 7 als relative
GroRe unabhangig von O ist (sofern O zeitlich konstant ist). Im Gegensatz dazu hangt der Dre-
himpuls explizit von O ab, da der Ortsvektor i auch ohne Ableitung in seine Definition eingeht.

Fir die zeitliche Anderung von L finden wir

Dabei haben wir verwendet das

—

rXp=mrxr=>0

da das Kreuzprodukt eines Vektors mit sich selbst immer verschwindet. Wir definieren das Dreh-
moment N einer Kraft F' als
N=7FxF
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und erhalten somit .

L=N.

Analog zur Tatsache, dass eine Kraft F fur die Anderung des Impulses p verantwortlich ist, ist
ein Drenmoment N fiir die Anderung des Drehimpulses L verantwortlich. Wie L ist auch N - im
Gegensatz zu F' - vom Ursprung O des Bezugssystems abangig.

Wenn F' parallel zu 7 ist, also zum Beispiel wenn F ein Zentralkraftfeld ist

—

F=F@ = 17

mit einer Funktion f : R3 — R, dann verschwindet das Drehmoment

—

N=FxF=f(f)Fx7=0

und der Drehimpuls ist erhalten. Daflir muss nicht unbedingt f(7) = g(r) mit einer Funktion
g : R — Rund r = |] gelten, d.h. das Kraftfeld muss nicht rotationsymmetrisch sein.

Ist der Drehimpuls erhalten, so ist es zweckmaRig, ein Bezugsystem (O, €1, €2, €3) so zu wah-
len, dass L||e3, d.h.

0
L=1[o]., 1=IL.
z
Es gilt
FL=i (mix i) =0, 7 L=7(mix7) =0

da das Kreuzprodukt zweier Vektoren immer senkrecht auf beiden Vektoren steht. Ist L konstant,
dann spielt sich die gesamte Bewegung des Teilchens also in der Ebene senkrecht zu L ab! Mit
der obigen Wahl des Bezugssystems ist das die ¢€;-é>-Ebene, es gilt also z3(t) = 0 fir alle t. Es
ist nitzlich, die Bewegung in Polarkoordinaten in der ¢€;-¢5 zu beschreiben. Wir setzen also

x1 = rcos(p), x9 = rsin(y), (x3=0,) r=|F]= /22 +23.
Damit gilt
&1 = 1 cos(p) — r¢sin(p), &9 = rsin(g) + r¢ cos(p) ,
0 ) xgi'g — xgi’z 0
L=10]=mrfx7=m 133:&‘1*1‘1:&3 = 0 y
l xli‘g — xgi‘l m7“2(,b

insbesondere sehen wir, dass 7 in L herausfallt. Die GréRe
I =mr

nennt man Tagheitsmoment - in diesem Fall ist es das Tragheitsmoment eines Punktteilchens
bezliglich der &3-Achse. Spater bei der Diskussion der Bewegung eines ausgedehnten starren
Korpers werden wir sehen, dass so ein Korper im Allgemeinen mehrere Tragheitsmomente hat.
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Ingesamt finden wir also
l=1I¢

und sehen wie der Drehimpuls zu seinem Namen kommt. Ist [ # 0 und r > 0 dann ist ¢ #
0 und das Punktteilchen vollfiihrt eine verallgemeinerte Drehung um die €5-Achse aus - mit
konstantem Drehsinn, da das Vorzeichen von ¢ nicht wechseln kann. Diese Bewegung ist eine
Drehung im strengen Sinne - d.h. eine kreisformige Bewegung - wenn zusatzlich r konstant
ist, was nicht notwendigerweise aus der Erhaltung von L folgt. Eine geradlinig-gleichférmige
Bewegung in der €1-é>-Ebene entspricht z.B. auch einem erhaltenen Drehimpuls. Die formale
Ahnlichkeit zwischen Impuls p’ = miund [ = 1y ist ebenfalls augenfallig. Insofern kann man das
Tragheitsmoment I = mr? sinngemaR als “trage Masse beziiglich der Drehung” interpretieren -
daher auch der Name.

Wir betrachten nun die kinetische Energie der Punktmasse im Falle eines erhaltenen Drehim-
pulses. Es gilt

1 - 1 1 1 1
T = §mF2 =om (2 + 33) = 5 (7% +r?¢?) = §mf2 + §I¢2.
Die kinetische Energie teilt sich also auf in die kinetische Energie der Radialbewegung T, und
die kinetische Energie der (verallgemeinerten) Drehbewegung T,
]. ‘2 ]. '2
T=1T +1T,, T,,:§mr, Twzglgp.
Wenn wir p, = mr als Radialimpuls definieren, dann kdnnen wir die kinetischen Energien auch
schreiben als
Py o b
T = —"— = .
"om’ Y
Ist F' ein konservatives Kraftfeld mit Potential U, dann ist U im Allgemeinen eine potentielle
Energie fur Radial- und Drehbewegung. Gilt allerdings

U(r) = u(r),

d.h. F ist eine rotationssymmetrische Zentralkraft, dann ist u(r) ein Potential nur fur die Radi-
albewegung. Die Gesamtenergie in diesem Fall ist

1 I?
E=T+U=mi*+ Sy +u(r).
Da [ konstant ist, kobnnen wir )
U. —
er(r) = ulr) + 53—

als effektives Potential fur die Radialbewegung auffassen und die Form von E entspricht der
kinetischen Energie einer eindimensionalen Bewegung im Potential Ues;. Die Tatsache, dass ¢
in der Gesamtenergie nicht auftaucht, liegt daran, dass ¢ durch die Erhaltung von L bzw. ja
bereits eindeutig festgelegt ist. Es gilt namlich



Mehrere Punktteilchen Wir betrachten nun mehrere Punktteilchen. Jedes hat einen Drehim-
puls

=

L =7; X p; =m;T; X T .

Der Gesamtdrehimpuls L des N-Teilchen-Systems ist definiert als

N
=ML
i=1
Es gilt natlrlich
= N N —
= Z Z x F
= i=1

das Gesamtdrehmoment ist also die Summe der einzelnen Drehmomente. Wie zuvor betrachten
wir den Fall, dass alle F; von der Form

Fy=-VU
sind, mit

U, . ZUext +Z Z Uij (7

i=1 j=1+1

Wir wollen nun zusatzlich annehmen, dass
Uij(7i = 75) = wij(I7i — 751)

mit Funktionen u;; : R — R. Das ist z.B. erflllt wenn zwischen den Teilchen Gravitationskrafte,
Coloumbkrafte oder harmonische Krafte wirken. Dann gilt fur die inneren Krafte

— IR — o o — = N = = ’F - 77
Eyj(7i, 75) = = Fji(75,7%) = =Viug (|75 — 75]) = —ug; (|75 — rﬂ)ﬁ,

wobei u ; die Ableitung von wu;; ist. Die Krafte wirken also entlang der Verbindungsachsen zwi-
schen den Teilchen, d.h. FZ]H(TZ 7j). Die duBeren Krafte sind wie zuvor

Fext( ) VUext( )

Wir berechnen fir diesen Fall das Gesamtdrehmoment.

Zf;xﬁz ZrleeXt—i—Z Z rleZ]

i=1 j=1,j#i

Den zweiten Term kann man umschreiben als

N N . 1N N . . N _
oY mxBy=53 o (RxBytnxB) =53 3 () x Fy.

i=1 j=1,j#i i=1 j=1,j#i i=1 j=1,j#i

—_
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In der ersten Gleichung haben wir einfach den Term in zwei Halften aufgeteilt und bei der 2. Halfte
die Rollen von 7 und j vertauscht; das konnen wir tun, da die Summenvorschriften vazl Z;V:l’#i

und Eévzl vazi#j identisch sind. In der zweiten Gleichung haben wir verwendet, dass F;; =
—F};. Da nach Annahme F;;||(7; — 7;) qilt, verschwindet also jeder Summand und damit die
ganze Summe. Folglich qilt

N N
\ 2 : = il § : = oext
N = r; X Fi = r; X Fi .
i=1 i=1

Wir finden also, unter der Annahme, dass die Krafte zwischen den Teilchen entlang der Verbin-
dungsachsen wirken - diese Annahme wollen wir im Folgenden immer treffen -

In einem Vielteilchensystem, in dem die Summe der au-
Beren Krafte verschwindet, ist der Gesamtdrehimpuls er-
halten. Insbesondere ist der Gesamtdrehimpuls in einem
abgeschlossenen System erhalten.

Man beachte die Analogie zur Erhaltung des Gesamtimpulses P.

Der Gesamtdrehimpuls 13sst sich wie die kinetische Energie in einen Schwerpunkts- und
einen Relativanteil zerlegen.

Es gilt

Im Fall konstanter Massen m; folgt daraus

d N N .
$Zmii",~ = Zmia_:} =0.
i=1 i=1

In diesem Fall ist also

N . N N N
Lo = E m;T; X R+ R X E m;T; + E m; T; X T = E m; T; X T
=1 =1 =1 =1

50



und Lre| lasst sich als Drehlmpuls des Systems bezogen auf den Schwerpunkt als Ursprung auf-
fassen. Insbesondere ist Lre| - im Gegensatz zu L und Ls - also unabhangig vom Ursprung des
Bezugssystems, in dem wir die Ortsvektoren 7; ausdriicken.

Wir wissen bereits, dass in einem System in dem die Summe der auleren Krafte verschwin-
det, inbesondere also in einem abgeschlossenen System, der Gesamtimpuls P erhalten ist. Da

—

L, = RxP+RxP
und, im Fall konstanter Massen m;, )
P=MR,

gilt also, dass in einem abgeschlossenen System L eine ErhaItungsgroBe ist. In diesem Fall ist
natirlich L selbst auch erhalten, und damit auch Lre| L— Ls.

Fir ein Zweiteilchensystem mit konstanten Massen m1, msy hat Ere| analog zu Ty eine be-
sonders einfache Form. Es qgilt (¥ =7 — 75)

L L = L i+ maery  (mg + ma)i — miT — marh ma
xr1 =T — R= r— = = r
mi + mo mi + mso mi + meo
L L= L mafi+mery  (my 4 mg)fh — myT — mal my
Tog=7T9g— R=17y— = = - r
my + ma m1 + ma mi +ma

und damit, unter der Annahme m; = gy =0,

Liel = m1 T1 X 1 + ma Ty X T

() e (i) ) e
=|\lmi|\— +tm2| ——— TXT=UrxXr.
mi1 + mso mi + ms

Der relative Drehimpuls Iasst sich also interpretieren als Drehimpuls eines Teilchens mit Masse
u am Ort 7 bezlglich 75 als Ursprung - oder umgekehrt, denn mit

gilt auch

2.6.5 Zusammenfassung der ErhaltungsgrofRen

Wir fassen die gefundenen ErhaltungsgréRen flr ein “typisches” System von N Teilchen zusam-
men. Mit “typisch” meinen wir:

1. Das System ist abgeschlossen, d.h. ﬁf"t = 0 fUr alle 1.

2. Alle inneren Krafte sind konservativ mit Potentialen die nur von den Verbindungsvektoren
abhangen, d.h. (7, 7) = = ViU (7 — ) = = Fjs(75, 7).
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3. Die Potentiale hangen nur vom Betrag der Verbindungsvektoren ab, d.h. U;;(7; — 7;) =
ui; (|75 — 75]), und damit insbesondere ﬁin(ﬂ» — 7).

4. Die Massen m; sind alle konstant.

Unter diesen Annahmen sind folgende GréRen zeitlich erhalten.

1. der Gesamtimpuls P = Zpl me

N N N
. . 1 .
2. die Gesamtenergie F/ = 5 ;mirf + Zl ‘ZH Uij
1= 1=1 3=

N

=4 N

. )2 .
3. R(t) = 57t = R(0), mit M = > " m; und R(t) Ej
=1 i=1

N N
4. der Gesamtdrehimpuls L= Zﬁ- X Py = Zmiﬁ- X 7

i=1
]32
5. die Schwerpunktsenergie Es = o= 5MR2 und die Relativenergie Fr = E — Eq

6. der Schwerpunktsdrehimpuls Es = R x P und der Relativdrehimpuls Ere| =L Es

Die ersten vier ErhaltungsgrofRen - eigentlich zehn: drei Dreiervektoren und ein Skalar - sind
dabei von zentraler Bedeutung. Wir werden spater sehen, dass sie direkt aus den Symmetrien
des Systems abgeleitet werden kdénnen.

2.7 Das Kepler-Problem

Das Kepler-Problem ist die Berechnung der Bahnkurven in einem abgeschlossenen Zweiteilchen-
system mit konstanten Massen m, my flr das Potential

Ulr)=——, r=|rl=|r -7, k konst. .

Fir k = Gmymgy > 0 ist U das Gravitationspotential und man interpretiert das System als ein
Modell fur die Bewegung eines Planeten um die Sonne. Dieses Modell ist in der Hinsicht eine Ver-
einfachung, dass man die Ubrigen Planeten im Sonnensystem vernachlassigt. Trotzdem liefert
es sehr gute Ergebnisse fiur die Bahnkurven der Planeten, die sich, wie wir wissen, auf Ellip-
sen um die Sonne bewegen. Das obige Potential kann aber auch die Coloumb-Kraft zwischen
zwei geladenen Teilchen beschreiben, dabei ist x > 0(< 0) bei gleichem (unterschiedlichem)
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Ladungsvorzeichen. Fur x < 0 ist das Potential abstoSend und die entsprechenden Bahnkurven
beschreiben die Streuung von geladenen Teilchen.

Johannes Kepler hat aus sehr genauen Positionsbestimmungen der Planeten im Sonnensy-
stem im frihen 17. Jh. drei empirische Gesetze fur die Bewegung der Planeten abgeleitet - die
Kepler'schen Gesetze.

1. Die Bahn jedes Planeten ist eine Ellipse mit der Sonne in einem der beiden Brennpunkte.
2. Der Fahrstrahl Sonne-Planet Uberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Fachen.

3. Das Quadrat der Umlaufzeit eines Planeten ist proportional zur Kubikzahl der grof8en Halb-
achse seiner Bahn.

Newton hat dann im spaten 17. Jh. aus den Newton’schen Gesetzen wiederum die Kepler'schen
Gesetze ableiten konnen - ein groBer Erfolg seiner Theorie und ein Glanzstilick der theoretischen
Physik.

Um das Kepler-Problem (erneut) zu I6sen, wiederholen wir einige flr dieses Problem relevante
Sachverhalte, die wir im Kontext von Zweiteilchensystemen als Beispiele fir Mehrteilchensyste-
me bereits diskutiert haben.

Da es sich um ein abgeschlossenes System mit konstanten Massen handelt, wissen wir sofort,
dass der Schwerpunkt sich geradlinig-gleichférmig bewegt

—

P =
- = —t+R(0)

R»(t) _ ml7?1 (t) + mQFQ(t)

mit dem (erhaltenen) Gesamtimpuls P = p1+ P2 und der Gesamtmasse M = mq +mo. Damit ist
die Schwerpunktsbewegung geldst und es bleibt das Problem der Losung der Relativbewegung,
d.h. die Bestimmung von 7(t) = 71 (¢) — 72(t). Denn nachdem wir 7(¢) bestimmt haben, ergeben
sich 71 (t) und 7(t) als

7(t) = R(t) + (F(t) — R(t)) = R(t) (1),
mi + mg

() = R(t) + (a(t) — B(t)) = R(t) — T 7(t) .
mia meo

Da zusétzlich das Potential von der Form U = U(|7 — %) ist, ist der Gesamtdrehimpuls L
eine ErhaltungsgroBe und dartber hinaus sind Schwerpunkts- und Relativdrehimpuls Lgs und Ly
separat erhalten. Es gilt

mit der reduzierten Masse



Da Ere| erhalten ist, spielt sich die Bewegung von 7 vollstandig in einer Ebene senkrecht zu
Lo ab. Wenn wir Koordinaten so wahlen, dass

ist, dann ist das die €;-€>-Ebene und es gilt z3(¢) = 0. In dieser Ebene wahlen wir Polarkoordinaten

x1 = rcos(yp), x9 = rsin(p) .

Dann qilt
l

| = pr¢ & p=—.
ur

Damit ist die Winkelbewegung ¢(t) geldst, sobald die Radialbewegung r(¢) geldst ist. Denn ist

r(t) bekannt, dann auch ¢(¢) und wir bekommen ¢(¢) durch einmaliges integrieren nach der

Zeit.

Die noch zu lésende Radialbewegung ist eine eindimensionale Bewegung und wir wissen,
dass in einem abgeschlossenen System mit konservativen inneren Kraften sowohl die Gesam-
tenergie E als auch die Relativenergie FE\¢ erhalten sind. Wir kénnen also die uns bekannte
Loésungsmethode verwenden: wir bestimmen die Geschwindigkeit aus der Gesamtenergie und
integrieren einmal um die Bahnkurve zu erhalten.

Die Relativenergie E, ist (Ubungen)

iR K
Erel :Trel‘f'U:gTQ—*-
r
Wir haben bereits berechnet, dass die kinetische Energie sich zusammensetzt aus einem radia-
len und einem Winkelanteil.
1 1 1 12

_ -2 2.2 -2
Trel = §MT + §MT w = §ur + 2NT2

Wir finden also
12 K

B 2ur?

Erel = gig + Ueff(T') ) UEff(T)
Folglich haben wir es mit einer eindimensionalen Bewegung im effektiven Potential Ugf zu tun.

Das Potential ist (fur [ > 0) im Folgenden abgebildet. Geometrisch ist r auf positive Wer-
te festgelegt. Das ist mit dem gefundenen Effektivpotential vertraglich, da Ues(r) fUr  gegen
0 unendlich grof§ wird. Das “Teilchen” bendtigt also unendlich viel Energie um Uberhaupt zum

Ursprung zu gelangen, es sei denn [ = 0. Den abstofRenden Teil L nennt man daher Zen-

l
2ur?
trifugalbarriere oder Zentrifugalpotential, in Anspielung auf die Zentrifugal(schein)kraft die auf
ein sich drehendes Teilchen (scheinbar) wirkt. Falls [ = 0, d.h. der Drehimpuls verschwindet,

dann ist auch ¢ = 0 und daher ¢ konstant. Fir die Planetenbewegung ist dieser Fall nattrlich
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Uefr

nicht relevant. Er entspricht einer Bahn, bei der sich die Teilchen entlang der Verbindungslinie
voneinander weg- oder aufeinander zubewegen.

Fir den relevanten Fall [ > 0 hat Ugg () €in Minimum beir; = % an dieser Stelle ist Ugs(r1) =

Uy = —%. Wir kdnnen nun vier Falle unterscheiden:

1. Eiq hat den minimalen Wert E.o = Uy. In diesem Fall ist Ty = 0 d.h. » = 0. Teilchen 1
bewegt sich bezlglich Teilchen 2 auf einer perfekten Kreisbahn mit Radius r = r{ - und
umgekehrt. Die Winkelgeschwindigkeit ¢ = ﬁ ist konstant.

1

2. Uy < Erel < 0. r oszilliert um rq, dabei sind minimale und maximale Annaherungen rmin,
rmax €ndlich und durch Erej = Uett(rmin) = Uetf(rmax) festgelegt. Wegen ¢ = ﬁ ist ¢ bei
min Maximal und bei rmax Minimal und oszilliert zwischen diesen Werten. Wie wir spater
sehen werden sind die entsprechenden Bahnen Ellipsen.

3. Eiq = 0. Es ist gerade genug kinetische Energie vorhanden, dass die zwei Massenpunkte
sich (in unendlich groBer Zeit) unendlich weit voneinander entfernen kénnen, d.h. rmax =
0. Die entsprechende Bahn stellt sich als eine Parabel heraus. Sind die Anfangsbedingun-
gen so, dass 7(0) < 0 dann nahern sich die Massenpunkte zunachst bis auf rmj, an und
entfernen sich dann unbeschrankt.

4. Ee > 0. Analog zum Fall Er) = 0 gilt rmax = 00. Die entsprechenden Bahnen sind allerdings
Hyperbeln.

Bevor wir diese Bahnformen verifizieren, wollen wir zunachst Kreise, Ellipsen, Parabeln und
Hyperbeln mathematisch zusammenhangend diskutieren. Diesen Figuren ist gemein, dass sie
sich allesamt als Kegelschnitte, d.h. als Schnitte eines (Doppel-)Kegels mit einer Ebene erhalten
lassen.
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Ellipse Wir betrachten zwei Punkte F; und F,. M sei der Mittelpunkt dieser beiden Punkte.
Eine Ellipse ist die Menge aller Punkte P flr die gilt

[FP|+|FBP =22, a>0.

a nennt man dabei die groBe Halbachse der Ellipse und Fy, F5 ihre Brennpunkte. Wir definieren

—}g — —
r=FmnP, e=MF, =—-MF;.
Es seien zusatzlich Exzentrizitat e, kleine Halbachse b und der Winkel ¢ definiert als

le] b2:a2—€2:(12(1—62)7 €

- cos(p) = GGk

Dann folgt aus der Definition der Ellipse

[FP| + |FoP| = |7 + |74 26 = 2a
(r —2a)? = (7 + 2¢)*
r? — dar + 4a® = r? + 47 & + 47
— dar + 4a® = 4arecos(p) + 4a?€
a(1+ ecos(p))r = a*(1 — €%) = b*
b 1
a1+ ecos(p)’

t ¢ o0

Mit p = % finden wir also die sogenannte Polargleichung fur eine Ellipse:

r=— 2
1+ ecos(p)
Sie gibt an wie » vom Winkel abhangt. Offenbar gilt
P P b? b2
o = = = — =4/1—-—=<1.
Tmin 1re’ Tmax 1—¢’ p P € 2
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Wahlen wir Koordinaten so, dass M der Ursprung ist, die Brennpunkte auf der é&;-Achse liegen
und die Ellipse in der é1-e>-Ebene liegt, dann gilt flr die Punkte auf der Ellipse

2 2
S
a? b2

Flr e = 0 bekommen wir den Spezialfall eines Kreises mitr =p =a = b und F| = F>.

Hyperbel Analog zur Ellipse ist eine Hyperbel mit Brennpunkten F; und F; definiert als die

Menge aller P mit
|F1?\—]F2?]:i2a, a>0.

In der folgenden Abbildung haben wir die Bennennung der Brennpunkte vertauscht um die Ver-
wandschaft von Ellipse und Hyperbel zu verdeutlichen. Im Fall von 42a spricht man vom rechten

Ast und im Fall von —2a vom linken Ast. Wir betrachten im folgenden den linken Ast (der rechte
ist relevant fur k < 0). Wir definieren, ahnlich wie bei der Ellipse,

— —
FP—FP, &=MF——MEF,.

‘6 2 >2 2 202 €. r
— 9 b — - 1 9 —»‘ *
€ € a® = a“(e ) cos(p) = Bl

und finden
[FP| — [FoP| = |7 — |7 — 2¢] = —2a
(1 + 2a)? = (7 — 26)*
2 + dar + 4a® = r? — 47 - € + 467
dar 4 4a® = —4are cos(p) + 4a’e?
a(1+ ecos(p))r = a*(e* — 1) = b*

b 1

al+ecos(p)’

Tt ¢ T
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also die Polargleichung
p

Ty ecos(p)
Far die Hyperbel gilt

2 2
P b b
Tmi — s T = N = — = 1 > 1 .
min Tre max = OO D 0’ € + )
Es gibt auBerdem einen minimalen und maximalen Winkel ¢min, ¥max = —@min Mit

1+ ecos(pmin) =1 + €cos(¢max) = 0.

In der &;-é>-Ebene I3sst sich die Hyperbel (beide Aste) festlegen durch

2 2
1Ty
a? b2

Die minimalen und maximalen Winkel entsprechen asymptotischen Geraden durch den Ursprung.
Die Steigung dieser Geraden lasst sich aus obiger Gleichung ablesen. Fir 21 — oo, o — oo gilt

a? b2 1 a

Parabel Eine Parabel ist die Menge aller Punkte P die von einem (Brenn-)Punkt I} und einer
Leitlinie L jeweils gleich weit entfernt sind. Wenn p der Abstand zwischen F; und L ist und ¢ der
Winkel zwischen 7 = F1 P und €, wobei ¢ = F;L der Vektor ist, der (auf kiirzestem Weg) F; und
L verbindet, dann findet man die Polargleichung

_p
r=—-.
1+ cos(yp)

In kartesischen Koordinaten mit dem Scheitelpunkt der Parabel im Ursprung gilt
m% = —2pz;.

Wir finden also fur alle Falle die Polargleichung

e=0 Kreis
- p mit 0<e<1 Ellipse
1 + ecos(p) e=1 Parabel
e>1 Hyperbel

Wir kehren zurlick zum Keplerproblem. Um 7(t) zu bestimmen kénnen wir die Methode aus
Abschnitt[2.5.1] verwenden. Wir 16sen

Erel = %?’”2 + Ues(r) = konst.
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nach r auf

I

und integrieren. Die entsprechenden Integrale sind allerdings nicht einfach I6sbar. Daher wol-
len wir uns statt der Bahnkurven der Massenpunkte lieber die Bahnen anschauen. Wie bereits
erwahnt kdnnen wir im Prinzip r(¢) und daraus ¢(t) bestimmen. Die Umkehrtfunktion von ¢(t),
d.h. t(¢), gibt uns den Zeitpunkt an dem ¢ einen bestimmten Wert hat. Setzen wir diesen Wert
in r(t) ein, bekommen wir r(t(¢)), d.h. r(¢), den Wert von r fur einen gegebenen Winkel. Wie
wir am Beispiel der Polargleichungen fir die Kegelschnitte gesehen haben, lasst sich aus r(y)
die Bahn (des 2. Massenpunktes bezlgl. des 1.) ablesen. Um r(y) zu bestimmen, bemerken wir
dass

;= \/2(Erel - Ueff(r))

2
,_dr_ﬂdﬁ_dr_ (r)

dT‘ ’I“ / (EreI_Ueff T \/T
—_— = —_— = = lu = ZMTQ V (Erel - Ueff(r))

r_a_dgodt_dcpsp de ¢ e

Analog zum Abschnitt folgern wir daraus, dass
l " dr’
V21 Jrg 7"/2\/(Erel = Uert (1))

Dieses Integral lasst sich analytisch berechnen. Man findet

=Y —%0-

l " dr’ (pr1—1> <pr0_1—1>
= arccos | —— — arccos{ —— y
V21 T0 7"/2\/(Ere| - Ueff(T/)) € €

l2 1 Erel
= — € = —_ 5
P K’ U
mit dem Arkuskosinus arccos der die Umkehrfunktion des Kosinus ist. Wir erinnern uns, dass aus
7 nur ¢ ableitbar ist und ¢y daher unabhangig von rqg frei gewahlt werden kann. Wir wahlen rq

und g so, dass

Damit finden wir

also die Polargleichung fir einen Kegelschnitt. Wie bereits vorweggenommen, finden wir

1. Wenn Uy < Er < 0,d.h. 0 < e < 1 ist die Bahn eine Ellipse. Dieser Fall ist relevant fur
die Planetenbahnen im Sonnensystem. Damit ist das 1. Kepler'sche Gesetz verifiziert. Fur
FEret = Up, d.h. e = 0, haben wir als Spezialfall einen Kreis. Im Sonnensystem findet man
z.B. fir Merkur ¢ = 0.206, fur die Erde ¢ = 0.017, Mars ¢ = 0.093. Der Komet Halley hat
€ = 0.967 und ist damit “nur sehr leicht gebunden”.
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2. Wenn E > 0, d.h. € > 1 ist die Bahn eine Hyperbel (oder eine Parabel bei ¢ = 1). Dieser
Fall ist relevant fir Himmelsobjekte, die genug Energie besitzen um das Sonnensystem zu
verlassen.

Wir wollen nun das 2. Kepler'sche Gesetz verifizieren, d.h. die Tatsache, dass der Fahrstrahl
Sonne-Planet in gleichen Zeiten gleiche Fachen Uberstreicht. Zwischen ¢ und ¢ + dt andert sich
7(t) zu #(t) + 7(t)dt. Der Fahrstrahl Giberstreicht also zwischen ¢ und ¢ + dt eine Flache dA die
der Fache des Dreiecks, dass durch 7(t) und #(t)dt aufgespannt wird entspricht. Die Flache eines
Dreiecks, das durch @ und Z;aufgespannt wird ist %]6 x b|, d.h. wir finden

dA 1

- {
i ﬂ'LrEI’ = — = konst.

1 . 1, -
dA = |7 x 7ldt = —|Lyel|dt &
2‘7' 7 2#‘ rel | 2%

Das 2. Kepler'sche Gesetz folgt also direkt aus der Erhaltung des relativen Drehimpulses - und
damit aus der Tatsache, dass die Gravitationskraft eine rotationssymmetrische Zentralkraft ist.

Das 3. Kepler'sche Gesetz besagt schlielSlich, dass das Quadrat der Umlaufzeit eines Plane-
ten proportional zur Kubikzahl der groRen Halbachse seiner Bahn ist. Um das zu verifizieren,
berechnen wir zunachst die grolRe und kleine Halbachse der Bahn. Es gilt

_g_ﬁ € — 1_2_ 1_Erel
p_a_/m’ S a2 U

D 12Uy K K 12

<~ a = - = — = s b = \/pa = .
1—¢2 K Ere 2Ere 2’Erel‘ b 2M‘Erel|

Die Flache der Ellipse ist
K 12
=T
2|EreI’ 2N’Erel‘

Atot = mab

Wegen A = [/(2u) = konst. fir den Fahrstrahl, und der Tatsache, dass der Fahrstrahl in der
Umlaufzeit T die gesamte Flache Ay Uberstreicht, gilt

Y. S S
T — Atot o 2| Erell 24| Erel o

T r H =27
A 1/(2p) | Erell \/ 2| Erell

Njw

Ha = T2 = 471'2Ba3 .
K

Wir wollen uns den Proportionalitatsfaktor genauer ansehen. Es gilt

T2 1
— = 47r2ﬁ =4t
a3 K G(m1 + mo)
FUr die Planetenbewegung ist ms = msonne > mq, also
T2 1
73 = 47T27 .
a Gmsonne
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Aus dem Radius der Erdbahn und der Umlaufzeit der Erde konnen wir also die Masse der Sonne
ableiten!

In der Diskussion der Planetenbahnen haben wir insbesondere gefunden, dass diese ge-
schlossen sind. Eine Bahn nennt man geschlossen, wenn eine natirliche Zahl n existiert, so
dass r(¢) = r(¢ + 2nm), d.h. nach n Umlaufen hat r wieder denselben Wert - wie haben gefun-
den, dass das der Fall ist fur n = 1. Diese Tatsache lasst darauf schlieRen, dass es im Kepler-
Problem eine weitere ErhaltungsgréRe geben muss. Wie in den Ubungen diskutiert, ist das der
Runge-Lenz-Vektor

A=7x L+ UF.

Wir wollen diesen Vektor nun geometrisch interpretieren. Da A konstant ist, kann man A zu
jedem Zeltpunkt der Bewegung bestimmen, z.B. zu dem Ze|tpunkt an dem r = rmin gilt. Dann
ist 7]|@, 7]|é2 und L||é5. Damit ist auch (7 x L)||¢; und A]|é, - man kann zeigen, dass A und
€1 in dieselbe Richtung zeigen, d.h. A zeigt vom Brennpunkt zum Perihel. Die Erhaltung von A
[asst sich also interpretieren als zeitliche Erhaltung des Vektors in Richtung des minimalen r, des
Perihels. In den Ubungen haben wir gesehen, dass /Twegen der Form des Gravitationspotentials
exakt erhalten ist, fir andere Potentiale, bzw. Abweichungen vom Gravitationspotential aber
nicht. Tatsachlich beobachtet man, dass z.B. der Perihel des Merkurs nicht konstant ist, sondern
sich dreht. Eine vollstandige Erklarung dieser Periheldrehung ist nur im Rahmen der allgemeinen
Relativitatstheorie moéglich, die u.a. vorhersagt, dass das Gravitationspotential nicht exakt U =
— = ist, sondern etwas davon abweicht.

2.8 Galileitransformationen

Wie bereits besprochen, gilt in der klassischen Mechanik das Relativitatsprinzip - die physi-
kalischen Gesetze haben in allen Inertialsystemen dieselbe Form, sind also in allen Inertialsy-
stemen glltig. Wir haben bereits festgestellt, dass fir zwei Bezugssysteme (O, €1, €, €3) und
(O, ey, &, e3) gilt: wenn (O, é1, €3, €3) ein Inertialsystem ist und es gilt, dass

—
O'O(t) = Wt + 3,

d.h. (O, €1, &3, €3) bewegt sich relativ zu (O, €1, €2, €3) geradlinig-gleichférmig, dannist (0’, &1, €2, €3)
ebenfalls ein Inertialsystem. AuBerdem gilt fir die Bahnkurve 7(t) im Bezugssystem (O, €1, €, €3)
und die Bahnkurve 7’(t) im Bezugssystem (O, €1, &, €3) die Beziehung.

7' (t) = 7(t) + Wt + §.

Wie besprochen zeichnen sich Inertialsysteme dadurch aus, dass kraftefreie Bewegungen in
diesen Systemen geradlinig gleichféormig sind. Die Bahnkurve eines Massenpunktes im Inertial-
system (O, €1, é2, €3) im Fall verschwindender Kraft F' = 0 ist also

7(t) = vot + 70
mit 7y = ©* = konst. und 7 = konst.. Insbesondere gilt 7 = 0. (0, &, é&,, &) ist genau dann eben-

falls ein Inertialsystem, wenn fir diese Bahnkurve in diesem Bezugssystem ebenfalls 7 =0
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gilt. Fur (0, €1, é,, €3) wie oben gilt 7 = 7 und diese Bedingung ist erfiillt. Wir wollen nun unter-
suchen, ob es noch andere Mdéglichkeiten gibt, ein Bezugssystem relativ zu einem gegebenen
Inertialsystem in der Art abzuandern, dass das resultierende Bezugssystem wieder inertial ist.

Als erstes betrachten wir die Transformation
t—=t =t+r71

mit einer Konstante 7. Diese Zeittranslation entspricht einer Verschiebung des Zeitnullpunktes,
d.h. des Ursprungs auf der Zeitachse. Unsere Intuition besagt, dass so eine Verschiebung fur
die Gultigkeit physikalischer Gesetze keine Rolle spielt. Gegeben eine Bahnkurve 7(t) bezlglich
eines Inertialsystems und bezlglich einer Wahl der Zeitkoordinate ¢t kbnnen wir diese Bahnkurve
bezilglich der neuen Zeitkoordinate ¢’ ausdriicken als

Flt)y=r(t") =t +7).

Wir berechnen nun die Geschwindigkeit von 7’.

- d dt' d d(t+7) d d .
) = — 7 (1) = — —f(#) = 2T TRy = () = (¢ .
T =m0 =) G ap B = gptt) =Tt +T)
Genauso gilt
) d2 ) A
(t) = —dt,Qr(t )=7(t+71),

und damit ) )
=0 N r=0.

FUr die Aussage ob ein Bezugssystem inertial ist, bzw. ob eine Bewegung geradlinig gleichférmig
ist, spielt die Wahl des Zeitnullpunktes also keine Rolle! Um dieser Tatsache Rechnung zu tragen,
nehmen wir die Wahl des Zeitnullpunktes, bzw. der Zeitkoordinaten, in eine erweiterte Definition
eines Bezugssystems auf. Wir schreiben also

(07 517 827 837t)

und sagen dass dieses erweiterte Bezugssystem inertial ist, wenn darin kraftfreie Bewegung
geradelinig gleichférmig ist. Wir wissen bereits, dass

! =l = =)
(O )€1, €2, €3, t )
ebenfalls inertial ist, wenn - zum Beispiel -

/ - g / —/ —
O'O(t) = wt + 5, t'=t+r, el =¢

(3

> ! 3

mit &, §, 7 konstant gilt. Gibt es noch andere (O, €], €3, €3, t') fur die das gilt? Die Basisvektoren
€; legen bei Wahl eines Ursprungs O die Richtung der Koordinatenachsen fest, und bilden ein
rechtshandiges Koordinatensystem, d.h. es gilt

— —

3=e€1 Xey.
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Unsere Erfahrung besagt, dass die Wahl dieser Koordinatenachsen keine Rolle spielt, solange
das Koordinatensystem rechtshandig bleibt. Wir kbnnen z.B. die Koordinatenachsen rotieren. Es
sei D eine konstante Drehmatrix, z.B. (Drehung um é3-Achse mit Winkel 6)

cos(f) sin(d) O
D =D(3,0) = | —sin(f) cos(f) 0
0 0 1

Wir kdnnen nun neue Basisvektoren definieren als
¢ =D'¢, &  ¢&=Dé i=1,2,3.

2

Es gilt

Wir definieren nun

2
zh i=1 i=1
und finden
3 3 3 3 3 3
F=Y (F&)E = (F-D'e)E =D (7 DTe)e, = > (DF-&)el = > (7 -&)el = > aje].
=1 =1 =1 =1 =1 1=1

Dabei haben wir ausgenutzt, dass D! = D7, d.h. dass eine Drehmatrix orthogonal ist. Es

gilt also, dass 7’ der Vektor ist, dessen Komponenten z/ (in der Standardbasis von R3) gerade

die Koordinaten von 7 im neuen Koordinatensystem ¢/ sind. Ist #(¢) also eine Bahnkurve im

Bezugssystem (O, €1, €, €3, t), dann ist die entsprechende Bahnkurve 7/(t') im Bezugssystem
(Ola€{a€2,7€§7t/>a t/:t> O,:Ov é’.’:D_lé’,L-

7

gegeben durch
Da D konstant ist, gilt
und da D invertierbar ist, gilt erneut
=0 & F=0.

Konstante Drehungen Uberfuhren also Inertialsysteme in Inertialsysteme.

Wir fassen die gefundenen maoglichen Transformationen zwischen (erweiterten) Inertialsyste-
men (O, é1, é, €3, 1), (0, €], 5, é;,t") zusammen. Diese werden Galileitransformationen genannt.
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Name Transf. d. Bezugssystems | Transf. d. Bahnkurve

zeitliche Translation O=0,¢=¢,t'=t+71 7(t) =7t + T)
raumliche Translation 0’-8( t)y=58¢€ =¢,t =t 7' (t) = 7(t) +
spez. Galileitransformation O’—O>( t)y=ut, e/ =¢é,t =t 7'(t) = 7(t) + Wt
Rotation O'=0,e=D7'te, t =t 7' (t) = D7(t)

Galileitransformationen Uberfiihren also Inertialsysteme in Inertialsysteme. Die vier Arten
der Galileitransformationen lassen sich beliebig kombinieren, wir kénnen also gleichzeitig ei-
ne zeitliche und raumliche Translation, eine Drehung und eine spezielle Galileitransformation
durchftuhren.

Wir betrachten nun folgende Situation (O, €1, €3, €3, t) sei ein Inertialsystem. Nach einer Gali-
leitransformation erhalten wir daraus (O’, €7, €3, €, ¢") und nach einer weiteren (0", e’, &/, €5, t").
Da (0", €/, ey, ey, t") wieder ein Inertialsystem ist, erwarten wir, dass es eine GaI|Ie|transforma-

= > 3!

tion gibt, die (O, é1, é, €,t) ohne den Umweg Uber (O, ], €, €5,t') direkt in (0", e/, ey, ey, t")
Uberflhrt. Um das zu untersuchen, schreiben wir eine Galileitransformation als T'[ D, «, §, 7]. D.h.

7 (t) = T|D,w, 3, 7|(F(t)) = DF(t + 1) + Wt + §

il A~ B~

Es sei nun T'[D;,w, 51, 71] die Transformation, die (O, é1, €3, €3,t) in (0, e}, &5, ¢e5,t") tberflhrt
und T'[Ds, W, 52, 2] die Transformation, die (0’, &}, é;,é;,t') in (0", e/, ey, ey, ¢") Uberfuhrt. Es
gilt also

7' (t) = T[D1,1, 51, 71| (F(t)) = D17t + 11) + Wit + 51

7" (t) = T[Da,Wa, 53, To] (7 (t)) = Do’ (t + 7o) + Wat + 55
=Dy (le'(t + 71+ 72) W (t+T2)+ §1) + Wat + 59
= D2D177(t + 7+ 72) + (Dg’lﬂl + wg)t + Dg(wl’rz + §1) + 59
= T[D2D1, Doy + Wa, Do(wW1Ta + 51) + 82,71 + 12](7(1))

Dieses Ergebnis lasst sich wie folgt ausdricken
T'[Do, W, 52, T2) o T[D1, 1, 51, T1] = T[Da D1, Doty + wWa, Do (w1 7o + 51) + 52,71 + T .

Das Symbol o bedeutet dabei “Verknipfung” bzw. “Hintereinanderausfihrung”. Wir finden also:
die Verknipfung von T[Dy, @1, 51, 71] und T'[Ds, wWs, 82, 7o) ist erneut eine Galileitransformation
T[Dg, 7ﬂ3, §3, 7'3] mit

D3 =DyDq, w3 = Doty + o , §3:D2(w172+§1)+§2, T3 =T1 +T2.
Offenbar kdnnen wir eine Galileitransformation rickgangig machen, indem wir wahlen

—1 - —1 = - —1/> —
D2:D1 5 w2:_D1 w1, SQZ_Dl (Sl—lel), T — —T1 .
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In Formeln gilt
T(D;Y, —Dy Yy, —Dy (51 — mwy), —71) o T[Dy, 11, 51, 1]
[D17 U_]‘l, gl) Tl] o T[D]__17 _D]__lu_jl7 _D]__1(§1 - le1)7 _Tl]
[1,0,0,0
mit der Einheitsmatrix 1. AuBerdem gilt fir eine beliebige Galileitransformation T'[D, 0, 3, 7|
T[D,w,5,7] o T[L,0,0,0] = T[1,0,0,0] o T[D,&,35,7] = T[D, 0, 5, 7]
Damit haben die Galileitransformationen mathematisch die Struktur einer Gruppe - die Galilei-

Gruppe. Eine Gruppe ¥ ist mathematisch eine Menge von Elementen mit einer Verknipfung o,
so dass folgende Axiome erfullt sind

1. Fir beliebige Gruppenelemente A, B, C qilt das Assoziativgesetz

(AoB)o(C =Ao(Bo()

2. Es existiert ein neutrales Element e, so dass flr alle Gruppenelemente A gilt

Aoce=eocA=A.

3. Zu jedem Gruppenelement A existiert ein inverses Element A°~! so dass
AoAt=AToA=e.
Ein einfaches Bespiel fir eine Gruppe sind die reellen Zahlen mit der Addition als Verknupfung.
Das neutrale Element ist e = 0 und A°~! = — A,
Im Falle der Galileitransformationen ist das neutrale Element
e="TI[1,0,0,0]
und das inverse Element ist
(T[D,w,5,7)° =T[D~!, — D7 &, —-D~Y(5 — @), —7] .

Das Assoziativgesetz lasst sich leicht durch direktes Nachrechnen Uberprufen.

Die Galileitransformationen Uberflihren Inertialsysteme in Inertialsysteme. Daher nennt man
sie die Symmetrietransformationen und die Galileigruppe die Symmetriegruppe der klassischen
Mechanik. Die Galileitransformationen sind kontinuierliche Transformationen, d.h. sie sind durch
verschiedenen reelle Zahlen )\;, j = 1,2,... so bestimmt, dass man fir \; “groR” eine “groRe
Transformation” hat, man aber die )\; beliebig klein wahlen kann und z.B. fur \; = 0 die Identi-
tatstransformation bekommt. Diese Parameter sind
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e ... fUr die Zeitranslation die Zahl 7,
e ... flr die raumlichen Translationen die drei Komponenten von s,
e ... flr die speziellen Galileitransformationen die drei Komponenten von 0,

e ... fUr die Rotationen die drei Winkel 6, 65, 63 mit denen man jede Rotation eindeutig
charakterisieren kann.

Wir werden spater verstehen, dass zu jeder kontinuierlichen Symmetrietransformation eines
Systems eine ErhaltungsgréRe gehort. Diese Tatsache ist von fundamentaler Bedeutung in der
(theoretischen) Physik und unterstreicht die wichtige Rolle der Symmetrien physikalischer Sy-
steme. FUr ein Mehrteilchensystem lasst sich zeigen (spater)

e Aus der Invarianz unter Zeittranslationen folgt die Erhaltung der Gesamtenergie (das ha-
ben wir im Grunde schon gezeigt).

e Aus der Invarianz unter raumlichen Translationen folgt die Erhaltung des Gesamtimpulses.

e Aus der Invarianz unter Drehungen folgt die Erhaltung des Gesamtdrehimpulses (das ha-
ben wir im Grunde schon gezeigt).

e Aus der Invarianz unter speziellen Galileitransformationen folgt R(t) — %t = R(0).

Zusatzlich zu den besprochenen kontinuierlichen Transformation die Inertialsysteme in an-
dere uberfuhren gibt es noch diskrete Transformationen die das auch tun. Zu einen kénnen wir
raumliche Spiegelungen betrachten

F/(t) = _F(t) )

zum anderen kénnen wir die Zeitrichtung umkehren
t'=—t, 7(t)="7(-t).

Diese zwei Transformationen lassen sich auch gleichzeitig durchfihren und es ist nicht schwer zu
sehen, dass sie Inertialsysteme in Inertialsysteme Uberfihren. Offenbar sind diese Transforma-
tionen nicht kontinuierlich, da man nicht “ein bischen spiegeln” kann. Aus diesem Grund haben
wir diese Transformationen nicht in die Galileigruppe aufgenommen. Mathematisch ist das aber
maoglich und man erhalt eine gréRere Gruppe.

2.9 Bewegung in Nicht-Inertialsystemen

Zum Abschluss der Diskussion der Newton’schen Mechanik betrachten wir Bewegungen in Nicht-
Inertialsystemen. In solchen wirken auf Koérper zusatzlich zu den “echten” Kraften Scheinkrafte
bzw. Tragheitskrafte.
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Das einfachste Bespiel fur Nicht-Inertialsysteme sind rotierende Bezugssysteme. Es sei also

(0, €1, €, €3,t) ein Inertialsystem und (0’, &], &, &,t') ein weiteres Bezugssystem mit

oO=0, t=t, ¢&=¢&@t=D"'te

mit einer zeitabhangigen (inversen) Drehmatrix D~1(t). Es sei ¥ = O? der Ortsvektor einer
Punktmasse am Punkt P. Wie im vorigen Abschnitt diskutiert gilt

3 3
g E riel .

Dabei sind 2, die Komponenten des Vektors

3
= — ! -
=Dr = E T;€;
=1

bezliglich des Inertialsystems. Im vorigen Abschnitt hatten wir also den Wechsel der Basis ¢€; —
€] so interpretiert, dass sich der Ortsvektor 7 also Ganzes &ndert 7 — 7/, so wie er sich auch
andert wenn man den Ursprung O verschiebt. Im Folgenden wollen wir den Standpunkt einneh-
men, dass der Vektor sich durch den Wechsel des Bezugssystems nicht andert, sondern dass
sich nur seine Komponenten éndern x; — . Die beiden Sichtweisen sind im Prinzip aquivalent.
Der Wechsel

To — ),
/

lasst sich auf beiderlei Art interpretieren.

Im Inertialsystem bezeichnen wir 7und r als Geschwindigkeit bzw. Beschleunigung des Mas-
senpunktes. Da ¢; konstant ist gilt

i =

-

s
I
—

3
€, T=) B

i=1
Ein Beobachter der beziglich des Nicht-Inertialsystems in Ruhe ist - sich also aus sich eines

inertialen Beobachters mitdreht - wirde aus seiner Sicht Geschwindigkeit und Beschleunigung
des Massenpunktes definieren (und messen) als

3
o o) =) S o] o/
== E Z;€; r = E Z;€; .
=1 i

Wir wollen nun eine Beziehung zwischen diesen GréBen herstellen. Wir schreiben dafir 7 bezlg-
lich des Nichtinertialsystems
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und leiten ab. Da €] selbst zeitabhangig ist, miissen wir auch Zeitableitungen von &/ berticksich-

tigen:
S5 o] = 3 S ) =) 1S 151
r = E (xiei + xi6i> s T = E (miei + 2172-61‘ + I',L'e ) .
i=1 =1

Wir wollen nun zeigen, dass Folgendes gilt: es existiert ein Vektor Q so dass
g =0xeée.
Wir starten mit der Definition von &/

&(t) =D (t)e; = D" (t)é; .

7

Hierbei haben wir verwendet, dass D eine orthogonale Matrix ist, d.h. D~! = DT Es ist zweck-
mafig die Inverse als Transponierte zu schreiben. Denn es gilt

4o = (th)T ,

DT

die Schreibweise

ist also unproblematisch, da wir nicht Gberlegen missen ob wir erst ableiten und dann transpo-
nieren oder umgekehrt. Im Gegensatz dazu gilt

d d _\!
%(D_l) # (dtD> ;
die Schreibweise
D1

ist also sehr problematisch weil zweideutig interpretierbar.

Nach diesen Voruberlegungen berechnen wir

¢/ =D"¢;=D"Dpe, =we/, W=DTD.

Wir finden also: die Zeitableitung von €/ lasst sich schreiben als Ergebnis der Anwendung einer

Matrix W auf &/. Um die Eigenschaften dieser Matrix zu untersuchen, berechnen wir zunachst:

d ) ) ) )
p'p=pD"'D=1 = @(DTD) =D'p+D'D=0 & DI'D=-D'D.

Daraus folgt also ‘ ‘
W=D'D=-DTD.

Wir berechnen nun . . ‘
wT =Dy = "D =D'D =-W.
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W ist also eine antisymmetrische Matrix. Schlie8lich wollen wir zeigen, dass fur eine beliebige
antisymmetrische Matrix A und einen beliebigen Vektor ¢ gilt, dass es einen Vektor  gibt, so
dass

AT =W X U.

Eine allgemeine antisymmetrische Matrix A ist von der Form

0 Az Az

A= -4 0 A
—Aiz —Asz 0
Es gilt also
Ajovs + Ag3v3 —Ass
AV = | —Ajgvy + Aggug [ =W x 7 mit @ =| Ay
—Aj3v1 — Agsva —Ajz
Daraus folgt
—Was
e=wé =Qxe  mit Q= Wy
—Wia

und die Behauptung ist gezeigt.

Wie ist (3 zu interpretieren? Es gilt, dass \Q] die Winkelgeschwindigkeit des rotierenden Be-
zugssystems ist und Q/|€2| die Drehachse. Als Beispiel betrachten wir den Fall

cos(0(t)) sin(A(t)) O
D(t) = D(3,0(t)) = | —sin(0(t)) cos(6(t)) 0
0 0 1

d.h. ein Bezugssystem, dass sich um die €5 Achse dreht. Offenbar gilt dann
€3 = €3 = konst. = & =0.

Andererseits gilt .

es=0xe;=0 da Ql|es .
Die Interpretation, dass () die Drehachse ist, scheint also in diesem Beispiel sinnvoll zu sein. Um
zu zeigen dass |Q?] als Winkelgeschwindigkeit interpretiert werden kann, berechnen wir

—sin(f) cos(d) O —sin(f) —cos(d) 0
D=0 - cos(f) —sin(f) O Aad DT =9 cos(#) —sin(f) 0
0 0 0 0 0 0
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Um unser Ziel zu erreichen, 7/ und 7/ mit 7 und 7 in Verbindung zu bringen, bendtigen wir
noch die zweite Zeitableitung von ¢&’. Aus

=Qxeé

folgt

3

3
= (@ + alE) = Zx/*ur} :a:Qx Py

i=1 =1

—

Es gilt

d.h. F ist die Kraft die im Inertialsystem auf den Massenpunkt wirkt. Im rotierenden Bezugssy-
stem gilt allerdings

mF’:F—QmQxF’—mQxF’—mQx(QXF’),

wobei wir 7/ = 7 gesetzt haben da wir 7 in diesem Fall als einen Vektor betrachten, der unab-
hangig vom Bezugssystem die gleiche Lange und Richtung hat. Die drei zusatzlichen Beitrage
nennt man Scheinkréfte oder Tragheitskréfte, da sie zusatzlich zu F scheinbar wirken und da
sie darauf zurtckzufihren sind, dass eine Bewegung in einem Inertialsystem fur F=0 wegen
der “Tragheit” dieser Bewegung geradlinig gleichférmig verlauft und eben nicht rotierend.

Wir wollen nun die einzelnen Scheinkrafte allgemein und am Beispiel eines erdfesten Be-
zugssystems diskutieren. Dafur vernachlassigen wir die Rotation der Erde um die Sonne und
betrachten die Bewegung der Erde als geradlinig gleichféormig. Ein Bezugssystem mit Ursprung
O im Erdmittelpunkt und konstanten Koordinatenachsen ware dann als inertial anzusehen. Be-
zuglich dieses Bezugssystem rotiert die Erde (gegen den Uhrzeigersinn, also “nach Osten”). Fur
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einen festen Punkt O’ auf der Erdoberflache wahlen wir €3 als nach oben (in den Himmel) zei-
gend. ¢] zeige tangential zur Erdoberflache nach Osten und é; dann tangential zur Erdoberflache
nach Norden. Auch wenn O # O’ gilt - wir haben in der Berechnung oben der Einfachheit halber
O = O’ angenommen - treten die berechneten Scheinkrafte in der gefundenen Form auf. Es gibt
zwar einen Zusatzbeitrag von der Zeitableitung von O0’, diesen wollen wir hier aber auBer Acht
lassen.

1. Der Beitrag —mQ x 7 entspricht einer Tragheitskraft die auf die Anderung der Drehachse
oder Winkelgeschwindigkeit zurickzufluhren ist. Im Beispiel der Erde ist dieser Term ver-
nachlassigbar.

2. Der Beitrag —mQ x (Q X F’) ist die Zentrifugalkraft. Mit der BAC-CAB Regel finden wir
—mQ x (ﬁ X F’) = mQ 2 — m(ﬁ . F')Q.
Wenn die Bewegung in einer Ebene senktrecht zu Q stattfindet, dann qilt
—m x <ﬁ X F’) = mQ %

Allgemein kann man 7’ zerlegen in einen Beitrag parallel zu () und einen Beitrag senkrecht
zu Q)
A =/
r = 7"” + r.
Dann gilt
—m€ x <ﬁ X F’) = —mQ x (ﬁ X Fi) = mQ%F .

Wenn ein Massenpunkt beziglich der Erdoberfache ruht, dann wirkt auf ihn (scheinbar)
die Kraft
mg +m§ 27 .

D.h. dass Kérper je nach Breitengrad durch die Drehung der Erde leichter sind. Am stark-
sten ist dieser Effekt am Aquator, wo die Erdanziehungskraft um ca. 0.3% herabgesetzt
wird (bdse Zungen sprechen von der Aquatordiat). Auf anderen Breitengraden ist der Ef-
fekt geringer, allerdings ist dort auch die Richtung der Schwerkraft leicht abweichend und
zeigt nicht genau zum Erdmittelpunkt.

3. Der Beitrag —2m$ x 7 = 2mi”’ x ) ist die Corioliskraft und wirkt nur auf Punktmassen die
sich relativ zur Erdoberfache bewegen. In den oben gewahlten Koordinatensystem ist jede

> !

Bewegung auf der Erdoberflache eine Bewegung in der €}-¢;-Ebene. Es sei also
7= 1)15{ + ’Ugé‘é .

AuBerdem gilt
Q = Qqeh + Q364
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da O keinen Beitrag in Richtung von €7, d.h. tangential zu den Breitengraden, hat. Es folgt

02§23
2m7'7/ X ﬁ =2m —0Q3 | = 2m (’1)19253/, + 93(1)251/ - Ulgé)) .

v1§2

() flhrt also zu einer verminderten (Bewegung nach Osten) oder erhohten (Bewegung
nach Westen) Erdanziehungskraft. 23 lenkt dagegen die Bewegung auf der Oberfache ab,
und zwar aus sich der Bewegungsrichtung nach rechts auf der Nordhalbkugel und nach

links auf der Studhalbkugel. Wegen
= 2w

6] =
1Tag
gilt
km

. N m . m
27 x Q~102= =10"* fi P~ T— A 25— |
127" x Q| =~ 10 - 0 %g ar |7 7S 5h

Far kurze, langsame Bewegungen spielt die Corioliskraft also keine Rolle. Fir lange Zeits-
kalen aber schon, darum ist die Corioliskraft relevant fur das Wetter und die Meeresstro-
mungen. Und darum ist sie irrelevant fur die Fragestellung, in welche Richtung das Wasser
sich dreht wenn es aus der Badewanne flielst; das ist auf der Nordhalbkugel namlich oft
der Uhrzeigersinn ;-).

3 Der Lagrange’sche Zugang zur klassischen Mechanik

Im bisher diskutierten Newton’schen Zugang zur klassischen Mechanik sind wir in der Regel
wie folgt vorgegangen: wir haben die Bewegung eines oder mehrerer Massenpunkte unter dem
Einfluss von Kraften auf Grundlage der Newton’schen Gesetze bestimmt. Die genaue Form der
Krafte war dabei bekannt und/oder konnte ebenfalls aus den Newton’schen Gesetzen bestimmt
werden.

In vielen wichtigen Anwendungen ist diese Vorgehensweise nicht ausreichend. Oft ist man
mit der folgenden Situation konfrontiert: Massenpunkte bewegen sich unter dem Einfluss von
Kraften, die man nicht explizit kennt. Man kennt diese Krafte allerdings implizit, indem man
weil3, was sie bewirken. In Beispielen kann man diese implizite Kenntnis verwenden um mit den
Newton’schen Methoden die Bewegungsgleichungen aufzustellen und diese zu I6sen. Das ist
allerdings oft mihsam und man muss von Fall zu Fall neu denken. Offenbar ist zur effizienten
Analyse solcher Falle eine Zugang zur klassischen Mechanik noétig, der Gber die Newton’schen
Gesetze hinausgeht: der Lagrange’sche Zugang. Dieser Zugang soll im Folgenden motiviert
und erlautert werden. Dazu betrachten wir das Problem der “unbekannten Krafte” an ein paar
Beispielen, die wir zunachst mit den uns bekannten Methoden berechnen.
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3.1 Generalisierte Koordinaten, Zwangsbedingungen und Zwangskrafte

Beispiel 1: Pendel Wir betrachten erneut das Pendel aus Abschnitt|2.5.2] diesmal aus einem
etwas anderen Blickwinkel. Ein Massenpunkt ist an einer starren und idealisiert masselosen Stan-

ge der Lange [ im Ursprung aufgehangt und bewegt sich unter dem Einfluss des Schwerefeldes
der Erde. Es qgilt - wie immer - )
mr=F.

Was ist F? Offenbar ist die Schwerkraft

—mg

ein Beitrag von F. Allerdings kann nicht F = F, gelten. Ware das der Fall, wirde der Massen-
punkt senkrecht herunterfallen. Er wird allerdings durch die Befestigung an der Stange daran
gehindert. Offenbar gilt die Zwangsbedingung

r=|r=1.
Zu dieser Zwangsbedingung muss es eine Zwangskraft A geben, so dass gilt: jede Lésung von

mr=F=F,+7Z
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erflillt automatisch die Zwangsbedingung » = [. Wie genau ist 7 beschaffen? Offenbar ist Z par-
allel zu 7, zeigt also entlang der Verbindungslinie Massenpunkt-Aufhangepunkt. Das Vorzeichen
von Z ist dabei weniger offensichtlich. Man kann sich die starre Stange als Kette von Massen-
punkten vorstellen, die jeweils durch “harte Federn” verbunden sind; der “letzte Massenpunkt”
ist ebenfalls durch eine harte Feder mit dem hier betrachteten verbunden. Fur die Krafte zwi-
schen diesen Massenpunkten und dem hier betrachteten gilt jeweils das dritte Newton’sche
Gesetz. Die Kraft Z auf den hier betrachteten Massenpunkt entspricht also einer umgekehrten
Kraft auf die Stange. Wenn Z vom Ursprung zum Massenpunkt zeigt, wirkt also auf die Stange
eine Zugspannung, im anderen Fall eine Stauchspannung. Das zeigt, dass Zwangskrafte durch-
aus eine physikalische Bedeutung haben. Das Gebiet der Statik befasst sich im Grunde nur mit
solchen Zwangskraften. Eine Bricke lasst sich z.B. als eine Ansammlung von Massenpunkten
auffassen. Es existieren soviele Zwangskrafte, dass sich die Brlcke (im Idealfall) nicht bewegt.
Diese Zwangskrafte entsprechen Kraften, die auf die Brickenelemente wirken. Die Bricke sollte
naturlich so konstruiert sein, dass die Bauelemente diesen Kraften standhalten kénnen.

Wir betrachten weiterhin das Problem der exakten Berechung von Z und der Lésung der
Bewegungsgleichungen. Die Zwangsbedingung r = [ hat zur Folge, dass der Massenpunkt sich
nur auf der Oberflache einer Kugel mit Mittelpunkt im Ursprung und Radius [ bewegen kann.
Wir wollen hier den Fall betrachten, dass sich der Massenpunkt nur in der z1-z3-Ebene bewegen
kann. Wie im Abschnitt[2.5.2] besprochen lasst sich das erreichen, indem wir Anfangsbedingun-
gen so wahlen, dass z5(0) = 0, #2(0) = 0. Dann folgt aus der Zwangsbedingung, dass sich der
Massenpunkt nur auf einem Kreis um den Ursprung mit Radius [ bewegen kann. Die Zwangsbe-
dingung lasst sich also etwas abstrakter wie folgt interpretieren: zunachst hat das System ohne
Zwangsbedingunen zwei Freiheitsgrade - der Massenpunkt kann sich in der x;-x3-Ebene frei be-
wegen. Durch die Gleichung r = || = [ - eine einzelne Gleichung - werden die Freiheitsgrade
des Systems gerade um eins reduziert, das System hat also nur noch einen Freiheitsgrad - es
kann sich frei auf dem angesprochenen Kreis bewegen. Allgemein reduziert sich die Anzahl der
Freiheitsgrade gerade um die Anzahl der Zwangsbedingungen. Weiteres Beispiel dazu: betrach-
te einen Massenpunkt in drei Raumdimensionen. Dieser hat zunachst drei Freiheitsgrade. Wir
stellen uns nun vor, dass dieser Massenpunkt eine Perle ist, die sich entlang eines (unendlich
langen) Fadens bewegen kann. Der Faden sei entlang der z3-Achse aufgespannt. Die Zwangs-
bedingungen sind also x; = 0 und x2 = 0. Diese zwei Zwangsbedingungen reduzieren die drei
Freiheitsgrade des Systems um zwei. Es hat also nun noch einen Freiheitsgrad - es kann sich
frei entlang der x3-Achse bewegen.

Hat man ohne Zwangsbedingungen f Freiheitsgrade und sind k£ Zwangsbedingungen vor-
handen, dann hat das System mit den Zwangsbedingungen f — k Freiheitsgrade. Das System
kann sich also auf einem f — k-dimensionalen “Gebilde” bewegen - in unserem Beispiel ein
Kreis (genauer: der Rand eines Kreises). Es ist in der Regel zweckmassig, anstatt der f kar-
tesischen Koordinaten f neue Koordinaten zu wahlen, die derart sind, dass f — k davon das
f — k-dimensionalen “Gebilde” beschreiben, auf dem die Bewegung stattfindet und die Gbrigen
k die Richtungen beschreiben, in denen die Bewegung wegen der Zwangsbedingungen nicht
stattfinden “darf”. In unserem Beispiel wahlen wir anstatt der zwei kartesischen Koordinaten x;
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und x3 ebene Polarkoordinaten r, ¢ mit
x1 = rsin(¢), x3 = —1cos(P) .

r ist dabei gerade die Koordinate, die wegen r = [ durch die Zwangsbedingung festgelegt ist, und
¢ die Koordinate, die den Kreis beschreibt, auf dem Bewegung noch maglich ist. Die Polarkoordi-
naten r, ¢ sind ein Beispiel fUr generalisierte (verallgemeinerte) Koordinaten. “Verallgemeinert”
heil3t hierbei “nicht notwendigerweise kartesisch”.

Die Tatsache, dass A parallel zu 7 ist, ist gleichbedeutend damit, dass 7 senkrecht auf der
Tangente am Kreis am Ort des Massenpunktes ist. Allgemein gilt, dass - fur zeitunabhangige
Zwangsbedingungen - 7 senkrecht auf dem f — k-dimensionalen “Gebilde” steht, auf dem die
eingeschrankte Bewegung stattfindet.

Die Tatsache, dass Z parallel zu 7 ist kdnnen wir ausdricken durch
Z(t) = h(t)r(t)

mit einer unbekannten Funktion i : R — R. Ingesamt finden wir also

sin(¢) ¢ cos(¢) — ¢? sin(¢) 0 sin(¢)
- d? = 2
mr:mlw 0 =ml 0 =F,+7Z = 0 + hl 0 ,
— cos(¢)) ¢ sin(¢) + ¢? cos(¢) —myg — cos(¢))
zusammengefasst,

Beos(s) — $sin(9) = - sin(9),

. . h

$sin(¢) + ¢ cos(d) = —% - cos(9) .

Wir kénnen nun die Zwangskraft eliminieren, indem wir die erste Gleichung mit cos(¢) und die
zweite mit sin(¢) multiplizieren.

§e0s(8) — & sin(6) cos(6) = 1 sin(6) cos(6).
Bsin(8) + 8 sin(6) cos(9) = "2 sin(6) ~ - sin(g) cos().
Wenn wir die Gleichungen addieren, finden wir
¢ =—Tsin().

Diese Gleichung kdnnen wir nun Idsen. Die Losung dieser Gleichung haben wir bereits in Ab-
schnitt diskutiert. Dabei haben wir die Losung unter Ausnutzung der Energieerhaltung
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abgeklrzt, darum war es gar nicht erst nétig die Gleichung fur gb zu betrachten. Die Zwangs-
kraft kbnnen wir berechnen, indem wir die Gleichungen subtrahieren und die Gleichung fur ¢
einsetzen

H(cos(6) — sin®()) — 267 sin(6) cos(6) = 2. sin(6) cos(6) + & sin(9)

m l
& —%(2 cos?(¢) — 1) — 2¢2 cos(¢) = 2% cos(¢) + % ,
& = —? cos(¢) — ma?

Der Beitrag —mlcz}2 im Betrag von A entspricht dabei der Zentripetalkraft fur die Drehung um
die x9-Achse. In Abwesenheit der Erdschwerkraft ist das gerade die vollstandige Zwangskraft.
Fir ¢ € [—m/2,7/2], d.h. in der unteren Halbebene, gilt cos(¢) > 0, d.h. h < 0. Z zeigt zum
Massenpunkt und auf die Stange wirkt eine Zugspannung. In der oberen Halbebene hangt das
Vorzeichen von h von der Energie, d.h. qﬁ ab. Wenn die Energie gerade reicht um nach oben
durchzuschwingen, dann ist fir ¢ = —7 = 7 cos(¢) = —1 und ¢ = 0, also h > 0, Z zeigt
zum Ursprung und auf die Stange wirkt eine Stauchspannung. Fir genigend groBe Energien gilt
immer h < 0, wobei h aber in der obener Halbebene betragsmafRig immer noch kleiner als in
der unteren Halbebene ist.

Beispiel 2: Bewegung im Kegel Als weiteres Beispiel betrachten wir die Bewegung eines
Massenpunktes in einem umgedrehten Kegel mit Offnungswinkel 2o unter Einfluss der Erd-
schwerkraft. Man kann sich dieses System vorstellen als eine Kugel die in dem Kegel reibungsfrei
rollt, wobei die kinetische Energie der Rollbewegung selbst vernachlassigt wird. Offenbar sind
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Kugelkoordinaten (r, ¢, ) gute verallgemeinerte Koordinaten fir dieses Problem. Wir setzen also
cos(¢) sin(#)
=1 | sin(¢)sin(f)
cos(6)
Die Zwangsbedingung lautet in diesen Koordinaten
0=c.

Die dreidimensionale Bewegung wird also durch die Zwangsbedingung auf eine zweidimensio-
nale Bewegung reduziert. Das zweidimensionale Gebilde auf dem die Bewegung stattfindet ist
gerade die Kegeloberflache. Die Bewegungsgleichung lautet

—mg

Wir erwarten, dass die Zwangskraft senkrecht auf dem Kegel steht. Die Tangentialebene am
Kegel am Ort des Massenpunktes wird aufgespannt durch die Einheitsvektoren in - und ¢-
Richtung. Allgemein gilt

4z 4
= =T
F )%F
Es ist
cos(¢) sin(0)
d : ,
U sin(¢) sin(0)
cos(0)
Dieser Vektor hat bereits Lange 1, d.h.
cos(¢) sin(#)
€ = | sin(¢) sin(9)
cos(0)
Weiter ist
— sin(¢) sin(#)
if’— r in(o = if’ = rsin(0)
7 cos(¢) sin(6) | = .

0
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Also
—sin(¢)
€6 = | cos(¢)
0

Die Bedingung, dass 7 senkrecht auf den Kegel steht lautet also

oy

Z-8 =0, Z-é=0.

Damit bekommen wir (fur 6 = «)
Z7 cos(¢) sin(a) + Zg sin(¢) sin(a) + Z3 cos(a) = 0

—Zysin(¢) + Za cos(¢p) =0 & Zy = tan(¢)Z; .

(FUr die Berechnung dieser Bedingungen war die Normierung der Tangentialvektoren naturlich
nicht ndtig.) Wenn wir die zweite Bedingung in die erste einsetzen finden wir

Z1 cos(@) sin(a) + Z7 tan(¢) sin(¢) sin(a) + Z3 cos(a) = 0

sin?(¢) _tan(a)
o)) B~ i)

Wie bei dem Beispiel des Pendels haben wir durch geometrische Uberlegungen die Zwangskraft
bis auf eine unbekannte skalare GrélRe fixiert. Diese GroRe entspricht gerade der Starke (in-
kl. Vorzeichen) der Kraft, da wir deren Richtung ja bereits kennen. Die Bewegungsgleichungen
lauten damit

& Z3 = —tan(«) <c08(¢) +

(7 cos(9) — 276 sin(@) — résin(6) - r* cos(6) ) sin(a) Z
mr'=m (r sin(¢) 4 27 cos(¢) + rd cos(d) — rd? sin(¢)) sin(a) | = tan(¢) Z1
7 cos(a) —ZZISIEZ)) Z1—myg

Wir kdnnen nun wieder die Zwangskraft aus den Gleichungen eliminieren. Als erstes multiplizie-
ren wir die erste Gleichung mit sin(¢) und die zweite mit cos(¢) und subtrahieren die erste von
der zweiten. So finden wir (nach Division durch sin(«)) die folgende Gleichung fir ¢

2i¢+rd=0.

Um eine Gleichung flur 7 zu erhalten, multiplizieren wir die erste Gleichung mit tan(q) und die
dritte mit cos(¢) und addieren. Dabei nutzen wir die bereits gefundene Gleichung fir ¢ aus. Wir
finden

#(tan(a) sin(a) + cos(a)) — r¢? sin(a) tan(a) + g = 0
& i —r¢?sin®(a) 4+ gcos(a) = 0.
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Die Zwangskraft Z; Iasst sich nach Lésung der Bewegungsgleichungen fur » und ¢ fur jede
Lésung durch z.B. die erste obige Gleichung berechnen.

Die oben gefundenen Bewegungsgleichungen sind im Allgemeinen nicht exakt analytisch
I6sbar. Zwei einfache Spezialfalle kdnnen wir allerdings explizit diskutieren. Der eine Spezialfall
ist das “gerade in den Kegel hineinfallen”: Es gilt ¢ = ¢y = konst. und damit

_ gcos(a)

5 2 +7(0)t +7(0).

i = —gcos(a) & r(t) =

Der andere Spezialfall ist eine Drehung mit konstantem qb =w und r = rg. Es qgilt

g

—row? sin?(a) + g =0 & W=, —5 -
7o sin®(«)

d.h. je nach Héhe im Kegel und Kegel6ffnungswinkel ist eine bestimmte Winkelgeschwindigkeit
noétig um die Hohe zu halten. FUr dieses w sind Zentrifugalkraft und Schwerkraft gerade im
Gleichgewicht.

Zusammenfassung Wirfassen die in den beiden Beispielen diskutieren Konzepte zusammen.

e Ein System habe ohne Zwangsbedingungen f Freiheitsgrade, z.B. f = 3N fur N Punkt-
teilchen in drei Raumdimensionen (fur ausgedehnte starre Kérper kommen, wie wir spa-
ter diskutieren werden, noch jeweils drei Rotationsfreiheitsgrade pro Kérper dazu). Sind k
Zwangsbedingungen vorhanden, dann hat das System effektiv nur noch f — k Freiheits-
grade.

e Die f — k Freiheitsgrade entsprechen einer Bewegung auf einem f — k-dimensionalen Ge-
bilde (z.B. Kreisoberfache, Kugeloberflache, Kegeloberflache, Linie, ...).

e Es ist glnstig anstatt f kartesischen Koordinaten f verallgemeinerte Koordinaten (z.B.
Polarkoordinaten, Kugelkoordinaten, ...) zu wahlen, die dem Problem angepasst sind. Im
Idealfall beschreiben f — k verallgemeinerte Koordinaten die erlaubte Bewegung und pa-
rametrisieren damit das f — k-dimensionale Gebilde, die anderen k verallgemeinerten Ko-
ordinaten sind durch die Zwangsbedingungen festgelegt.

e Die Zwangsbedingungen sind in den Newton’schen Bewegungsgleichungen durch Zwangs-
krafte realisiert. Diese Krafte sorgen dafir, dass die mdgliche Bewegung zu allen Zeiten
den Zwangsbedingungen entspricht.

e Die explizite Form der Zwangskrafte kann nicht a priori aus den Newton’schen Gesetzen
abgeleitet werden. Sie kénnen aber durch geometrische Uberlegungen zum Teil festge-
legt werden: oft stehen sie senkrecht auf dem f — k-dimensionalen Gebilde in dem sich
die Bewegung abspielt. Durch diese geometrische Uberlegung wird zwar die Richtung,
aber nicht die Starke dieser Krafte festgelegt. Konkreter: im Prinzip haben die Zwangs-
krafte f unbekannte Komponenten - entsprechend der f Beschleunigungskomponenten,
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eine fur jeden Freiheitsgrad. Die Bedingung dass die Zwangskrafte senkrecht auf dem
f — k-dimensionalen Gebilde stehen legt f — k dieser f Komponenten fest, k bleiben also
unbestimmt. Insgesamt sind die f Komponenten der Newton’schen Bewegungsgleichun-
gen also ausreichend um die f vorhandenen unbekannten GréRen festzulegen: die f — k
Freiheitsgrade der eingeschrankten Bewegung und die k£ nach den geometrischen Uberle-
gungen noch unbekannten Komponenten der Zwangskrafte.

e Die Newton’'schen Bewegungsgleichungen mit Zwangskraften kénnen wie folgt gelést wer-
den.
1. Wahle geeignete verallgemeinerte Koordinaten.

2. Drucke die Bewegungsgleichungen in diesen Koordinaten aus, benutze dabei die Zwangs-
bedingungen.

3. Berechne Beziehungen zwischen den Komponenten der Zwangskrafte aus der Bedin-
gung, dass diese senkrecht auf dem f — k-dimensionalen Gebilde stehen.

4. Eliminiere die Zwangskrafte aus den Bewegungsgleichungen durch geeignete Linear-
kombinationen dieser Gleichungen.

5. Lose die sich so ergebenden f — k Bewegungsgsgleichungen in denen die Zwangs-
krafte nicht mehr auftauchen.

Wenn wir die verallgemeinerten Koordinaten mit

qi , Zzl,f

bezeichnen, dann sind die bisher diskutieren Zwangsbedingungen von der Form

Fﬁ(‘]la"'v‘]fat):(), 621,,]6

D.h. wir verlangen, dass bestimmte Funktionen der verallgemeinerten Koordinaten verschwin-
den, z.B.
r—1=0 (Pendel), 0—a=0 (Kegel).

Diese Bedingungen nennt man holonome Zwangsbedingungen. Nichtholonome Zwangsbedin-
gungen kénnen auch Ableitungen der Koordinaten nach der Zeit enthalten oder kdnnen auch
Ungleichungen sein. In der Vorlesung werden wir uns ausschlieBlich auf holonome Zwangsbe-
dingungen beschranken.

Holonome Zwangsbedingungen durfen explizit von der Zeit abhangen, z.B. kdnnte beim Pen-
del die Lange [ zeitlich variabel sein. Zeitabhangige holonome Zwangsbedingungen nennt man
rheonom (“flieBend”), zeitunabhangige skleronom (“starr”).

3.2 Virtuelle Verruckungen und das d’Alembert’sche Prinzip

Das in vorigen Abschnitt beschriebene Schema zur Behandlung von Systemen mit Zwangsbe-
dingungen kann bei komplexeren Systemen schnell mihselig werden - und selbst fur die hier
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diskutieren vergleichsweise einfachen Beispiele ist es nicht sehr effizient. Daher is es nétig, fur
solche Systeme ein verbesserten und effizienteren Formalismus zu entwickeln. Um das zu er-
reichen, wollen wir als erstes die geometrischen Einschrankungen an die Zwangskrafte etwas
verallgemeinern und abstrakter formulieren.

Dazu fUhren wir den Begriff der virtuellen Verriickungen ein. Wir betrachten zunachst eine
einzelne Punktmasse mit Ortsvektor 7. Eine virtuelle Verriickung §7 bezeichnet eine infinitesima-
le Anderung von 7 die mit den Zwangsbedingungen vertraglich ist. D.h. wenn  die Zwangsbe-
dingungen erflllt, dann gilt das auch fir ¥+ §7. Mathematisch bedeutet das nichts anderes als
das § ein Vektor ist, der am Ort 7 tangential am f — k-dimensionalen Gebilde liegt, auf dem die
eingeschrankte Bewegung ablauft. In den Beispielen des Pendels und der Bewegung im Kegel
ware 07 also ein Tangentialvektor am Kreis bzw. Kegel.

Was hat es mit dem Begriff “virtuell” auf sich? Die Idee ist, dass die Anderung ¥ — ¥ +
07 instantan vonstatten geht. Im Gegensatz dazu stehen reale Verriickungen dr, die in einem
infinitesimalen aber endlichen Zeitschritt dt ablaufen, so dass

. dr
T

gerade die Geschwindigkeit ist. In den von uns betrachtenen Beispielen gilt, dass 7 und damit
auch dr selbst auch ein Tangentialvektor am f — k-dimensionalen Gebilde ist. Das liegt daran,
dass wir es in diesen Beispielen mit zeitunabhangigen Zwangsbedingungen zu tun haben. Der
Formalismus, den wir hier entwickeln wollen, soll aber auch fur zeitabhangige Zwangsbedingun-
gen gultig sein. Fur solche Zwangsbedingungen sind reale Verrickungen im Allgemeinen nicht
tangential. Wenn wir z.B. ein Pendel mit zeitabhangiger Lange [(¢) betrachten. Dann gilt

r(t) = |7()] = I() .

In Polarkoordinaten (r, ¢) lasst sich eine reale Verrickung di aufteilen in eine Anderung in ¢-
Richtung (bzw. ég4-Richtung) und eine Anderung in r-Richtung (bzw. &.-Richtung):

dr dr
dF = édqﬁ + Todr =18y dg + & dr
Wegen der Zwangsbedingung gilt
dl .
dr=dl=—dt=1dt.
dt

Wenn | # 0 ist, dann ist also dr” nicht parallel zu €;, dem Basistangentialwinkel am Kreis. Im
Gegensatz dazu ist 47 nach Definition immer parallel zu é. Die virtuelle Verrickung erfolgt also
immer entlang eines Kreises mit dem “jeweils aktuellen” Radius I(t).

Wir betrachten nun N Teilchen mit Ortsvektoren 7,...,7x. Alle N Teilchen sollen (holono-
men) Zwangsbedingungen ausgesetzt sein. Diese Zwangsbedingungen kénnen unabhangig sein
- z.B. zwei Pendel die unabhangig voneinander schwingen - aber dirfen auch voneinander ab-
hangen - z.B. zwei Pendel die mit einer starren Querstange verbunden sind und deswegen immer
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im Gleichtakt schwingen. Auf die N Teilchen wirken also N Zwangskrafte Zl, . ZN. Virtuelle
Verrickungen §7; kénnen fir jedes Teilchen betrachtet werden. Wir postulieren nun ...

... das d’Alembert’sche Prinzip: Die Zwangskrafte erflllen
die Bedingung
> %

i=1

or; =0.

~

Man spricht davon, dass die Zwangskrafte keine virtuelle
Arbeit am System verrichten.

Das d’Alembert’sche Prinzip kann nicht aus den drei Newton’schen Gesetzen abgeleitet werden.
Es muss also als zusatzliches Gesetz aufgefasst werden. Das d’Alembert’sche Prinzip ist inbe-
sondere erflillt, wenn jede einzelne der N Zwangskrafte senktrecht auf das f — k-dimensionale
Bewegungs-Gebilde steht, d.h.

Z,-6F,=0 furalle i=1,...,N

- z.B. bei N unabhangigen Pendel. Das d’Alembert’sche Prinzip ist also eine Verallgemeinerung
der Bedingung, dass jede Zwangskraft von dieser Art ist. Es wird nicht verlangt, dass jede einzel-
ne der N Zwangskrafte keine virtuelle Arbeit verrichtet, sondern es wird nur verlangt, dass die
virtuelle Arbeit in der Summe verschwindet. Es gibt durchaus Beispiele bei denen die einzelnen
virtuellen Arbeiten nicht verschwinden, die Summe aber sehr wohl.

Im Fall von zeitunabhangigen Zwangskraften impliziert das d’Alembert-Prinzip auch das Ver-
schwinden der realen von den Zwangskraften verrichteten Arbeit. Es gilt also

N
> Zi-di=0
=1

und damit

N N

S / Zity At =Y / Z.(t) - dFl = 0.

i=1 7t i—1 Y C(7i(t1),7i(t2))
Wenn fur die “echten” Krafte ﬁz in den Newton’schen Bewegungsgleichungen mZF, = 13, + Z:»
gilt, dass ﬁ, zeitunabhangige konservative Kraftfelder sind, dann ist auch in Anwesenheit der
Zwangskrafte die Gesamtenergie der N Teilchen eine Erhaltungsgrofie.

Anders ist das, falls man zeitabhangige Zwangsbedingungen betrachtet. Dann verschwindet
zwar die gesamte von den Zwangskraften geleistete virtuelle Arbeit, nicht aber die reale. Es gilt
also im Allgemeinen

=

=1
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und daraus folgt, dass die Gesamtenergie keine Erhaltungsgrdéfie ist. Die Tatsache, dass die
virtuelle Arbeit verschwindet, |asst sich so interpretieren, dass die Zwangskrafte die von auBen
am System geleistete Arbeit unverandert “weitergeben”.

Was lasst sich nun aus dem d’Alembert’schen Prinzip ableiten? Wir wissen

—

Daraus folgt sofort

N

}:Qma—ﬁw-wzzo

i=1
Diese Gleichung hat den Vorteil, dass die Zwangskrafte in ihr nicht mehr auftauchen. Trotzdem
scheint auf den ersten Blick unzureichend zu sein um die Bewegung des Systems zu bestimmen
- wir haben f — k Freiheitsgrade aber nur eine skalare Gleichung! Es ware verlockend, jeden
einzelnen Summanden in der Summe gleich 0 zu setzen. Das ware im Allgemeinen aber nicht
richtig, da die vorhandenen Zwangsbedingungen im Allgemeinen Beziehungen zwischen den
kartesichen Komponenten der einzelnen Ortsvektoren festlegen, man kann diese also nicht un-
abhangig betrachten. Allerdings kann man verallgemeinerte Koordinaten ¢y, ..., q; betrachten,
die das gesamte System der N Teilchen beschreiben. Wie bereits im diskutiert, wollen wir diese
so wahlen, dass f — k dieser Koordinaten ¢,...,qs—; die erlaubte Bewegung beschreiben und
die Ubrigen k gf 41, ..., qy durch die Zwangsbedinungen festgelegt sind - wir kdnnen die Koor-
dinaten ¢qy,...,qy immer so “sortieren”, dass die Aufteilung in “frei” und “fest” wie angefuhrt ist.
Insbesondere heilt das, dass die f —k “freien” verallgemeinerten Koordinaten ¢z, ..., s unab-
hangig sind, es sind also im Prinzip Bewegungen erlaubt in denen sich nur eine der Koordinaten
andert und die anderen konstant sind. Wir kdnnen das wie folgt ausnutzen. Wir betrachten den
Ortsvektor als Funktion der freien verallgemeinerten Koordinaten

7= f’(ql,.. . ,qu,k) .

Dann lassen sich die virtuellen Verriickungen 47; in einzelne Verriickungen der freien Koordinaten
entwickeln
.
51"1‘ = dos 5(]]' .
=1 i

Wir setzen nun diese Entwicklung in die Gleichung ohne Zwangskrafte ein.

N Jk N -
> (Wﬁ—ﬁ) XEIY (miﬁ—ﬁi) : d:;» 0qj
1 J

i=1 j=1 i=1

Da die ¢; unabangig sind, kénnen wir z.B. den Fall betrachten dass dg; fur ein bestimmtes aber
beliebiges j nicht verschwindet, fur alle anderen aber schon. Daraus folgt

}:Qmﬂ—Pﬂ-—izo faralle j=1,...,f — k.
de

=1
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Wir erhalten also f — k Gleichungen in denen die Zwangskrafte nicht mehr auftauchen! Das sind
gerade die gesuchten f — k Bewegungsgleichungen fir die f — k freien verallgemeinerten Koor-
dinaten! Diese Gleichungen sind flr jedes System mit Zwangsbedingungen gultig und ersparen
uns die muhselige Arbeit, die Zwangskrafte “zu Fuss” zu diskutieren und aus den Newton’schen
Bewegungsgleichungen zu eliminieren. Wie wir gleich sehen werden, lassen sich diese Gleichun-
gen noch etwas effizienter umschreiben. Bevor wir das tun, wollen wir uns aber am Beispiel der
Bewegung im Kegel vergewissern, dass die allgemeinen Gleichungen dasselbe Resultat ergeben
wie unsere kleinteilige Rechnung im vorigen Abschnitt.

Die Verallgemeinerten Koordinaten sind also die Kugelkoordinaten

Q=r, @=¢ qg=0.
¢q1 und g sind frei und ¢3 ist durch die Zwangsbedingung festgelegt: ¢3 = a. Es gilt

cos(¢) sin(«) cos(gz) sin(«)
=71 | sin(¢)sin(a) | =@ | sin(ge) sin(a)
cos(a) cos(«)

Daraus kdonnen wir wie zuvor 7’ berechnen

(7'“' cos(¢) — 2r¢sin(¢) — résin(p) — re? cos(qﬁ)) sin(a)
r= (r sin(¢) 4 27¢ cos(¢) + r cos(p) — ré? Sin(gb)) sin(a)

7 cos(a)
AufRerdem ist die Kraft
0
F=F=| o
—mg
Wir berechnen jetzt noch
cos(¢) sin(a) — sin(¢) sin(a)
dr  dr ) ) v dr )
o = sin(¢) sin(«) | ; i = s =7 cos(¢)sin(a)
cos(a) 0

Die neu gefundenen Gleichungen sind in unserem Fall
N dF P
(mF—F)-—T:O, (mF—F)-—Tzo.
dqi dqz
Einsetzen der Vektoren liefert nach kurzer Rechnung:

N di . .
(mf'— F) : é =m (r — r¢?sin®(a) + gcos(a)) =0 & it — r¢? sin?(a) 4 g cos(a) = 0
1
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(m#’—ﬁ)-j;:mrsinz(a) (27”(]'5—1—7“&) =0 & 2+ 1rd =0

Wir finden also die bereits bekannten Bewegungsgleichungen!

3.3 Die Lagrange’schen Gleichungen

Wir wollen nun wie angektlindigt die Gleichungen

AN dr;
Z(miﬁ—Fi) g furallej=1,...,f —k,
i=1 dq;

die in dieser Form bereits die effiziente Aufstellung der Bewegungsgleichungen fur die g; erlau-
ben, noch etwas effizienter formulieren.

Als erstes wollen wir den Term
N

> i 4
m;r; - ——
i=1 dg;

umschreiben. Dazu machen wir einige Nebenrechnungen. Nach Annahme ist 7 eine Funktion
der verallgemeinerten Koordinaten ¢;, j = 1,..., f — k. Wir erwarten, dass 7" von ¢; aber auch ¢;
abhangt. Wir wollen nun die Ableitung von i nach ¢; berechnen. Es gilt nach Kettenregel

. dr dq; dr
T w2y

Wenn wir die letzte Summe nach ¢; ableiten, sind die Ableitungen von 7" nach ¢; konstant in ¢;.
Es bleibt also beim Ableiten nur der eine Term Ubrig in dem ¢ = j ist. Es folgt also

dr  di

dg; — dg;’
die “Zeitableitungen kiirzen sich also heraus”. Als nachstes wollen wir die Ableitung von 7 nach
q; selbst berechnen. Einerseits gilt durch Ableiten des obigen Ausdrucks fir 7

und andererseits gilt nach Kettenregel

dt dq]' i1 dqidqj v

Daraus folgt '
di d dr

dg;  dtdg;’



es spielt also keine Rolle ob man 7 zuerst nach ¢ und dann nach ¢; ableitet oder umgekehrt.

Wir betrachten nun N

> mi o
mgry c —— .
i=1 dg;

Die Summe uber spielt zunachst keine Rolle. Wir berechnen mit Hilfe unserer Nebenrechnungen

d (- dr d (o i\ _ o dri oo ddh dﬁ+;dﬁ
- | " == |\Ti 5| ="7 Ty =15 — s ——.
a\"" i dt \""" dg; dgj dt dg; dgj dgj

3

Es gilt also (fur konstantes m;)

. di,  d . di . di
m;ri s — = — | myr; o — | —myr; o —.
A2 dq] dt A2 dq] A2 dq]

Wir erinnern uns dass die kinetische Energie T; definiert war als

my; -,
Die beiden Terme in der vorletzten Gleichung sind aber nichts anderes als Ableitungen dieser
GroBe! Es gilt also

dry _ ddf _dT,

de dt d(jj de

—

m;r; -

und damit
N

S i dr; i(ddTi dﬂ) ddr dT
mir; - —— = = ==
i—1 de im1 dt dq]' de dt de de

Wir diskutieren schlieRlich den Term

Wir nehmen an, dass F‘Z ein konservatives Kraftfeld ist, das aus einem fur alle N Teilchen gultigen
Potential U(71,...,7n) resultiert

F,=-V,U.
Dann gilt nach Kettenregel
N N
~ dr; - dry  dU
— Fo— = ViU -—=—.
ZZ; dg; Zz; dgj  dg;

Wir finden also

S (mifi— F) dr_ddl_ dT  dU _
izl v ! de dt d(jj dqj dqj

Wir kénnen diese Identitat wie folgt umschreiben. Wir definieren ...
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... die Lagrangefunktion
L=T-U.

Es gelten die Lagrange-Gleichungen

Diese Gleichungen werden in der Literatur oft die Lagrange-Gleichungen zweiter Art genannt.
Die Lagrange-Gleichungen erster Art sind gewissermafBen die Newton’schen Bewegungsglei-
chungen mit Zwangskraften, wobei die Zwangskrafte durch die Bedingung senkrecht auf Tan-
gentialvektoren zu stehen eingeschrankt sind und ihre Komponenten somit gewisse Relationen
erflllen. In der weiteren Vorlesung wollen wir diese Lagrange’schen Gleichungen erster Art al-
lerdings nicht weiter betrachten.

Die Lagrange’schen Gleichungen sind die gesuchten effektiv formulierten f — k-Bewegungs-
gleichungen flr die f—k freien verallgemeinerten Koordinaten die wir aus dem d’Alembert’schen
Prinzip und den Newton’schen Bewegungsgleichungen hergeleitet haben.

Bedienungsanleitung fiir die Lagrange-Gleichungen Wir fassen zusammen, wie man die
Lagrange-Gleichungen verwendet, um die Bewegungsgleichungen eines N-Teilchen Systems
mit f Freiheitsgraden und k£ Zwangsbedingungen effizient zu bestimmen, falls die vorhandenen
Krafte (ausgenommen die Zwangskrafte) konservativ sind. Einige Beispiele dafir wurden bereits
und werden in den Ubungen behandelt, andere werden wir in der Vorlesung diskutieren.

1. Wahle f verallgemeinerte Koordinaten ¢y, ..., gy die zur Beschreibung des Systems gut ge-
eignet sind. Diese kdnnen ganz oder teilweise kartesisch oder vollstandig nicht-kartesisch
sein. Wahle die Koordinaten so, dass qi,...,q7— frei sind und qs_j1,...,q; durch die

Zwangsbedingungen festgelegt.

2. Dricke die Ortsvektoren 771,...,7y der N Teilchen durch die q1,...,qys, aus. Dricke die
Geschwindigkeiten ?1,...,FN durch die ¢1,...,q7 und ¢i1,...,qy aus, d.h. berechne die
Zeitableitungen der durch die ¢, ..., g5 ausgedrickten Ortsvektoren. Verwende dabei die
Zwangsbedingungen - d.h. in der Regel ;11 = -+ = ¢y = 0 mit der obigen Wahl der
Koordinaten.

3. Drucke die gesamte kinetische Energie T' = %Zi]\; mi?f durch q1,...,qr und q1,..., G5k
aus, unter Beachtung der Zwangsbedingungen.

4. Verfahre ebenso fir die gesamte potentielle Energie U (7, ..., 7n). Wichtig: sind die Nicht-
Zwangskrafte ﬁl,...,ﬁN auf die N Teilchen gegeben, dann ist U aus den ﬁl,...,ﬁN o)
zu bestimmen, dass fur alle : = 1,..., N gilt F, = —V,U. D.h. die Zwangskrafte und
Zwangsbedingungen gehen zunachst nicht in die Bestimmung von U ein! Erst nachdem
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einU(7,...,7n) gefunden ist, das ein gemeinsames Potential fiir alle ﬁl, Cy ﬁN ist, drickt
man U(7,...,7n) durchqi,...,qr ausindem man i, ..., 7y durch ¢i, ..., ¢ ausdrickt und
das Ergebnis in U(71,...,7n) einsetzt.

5. Benutze die Ergebnisse fur T'und U um die Lagrangefunktion L =T — U in Abhangigkeit

von qi,...,qy und gu, ..., ds_x zu bestimmen. Berechne die Lagrange-Gleichungen %U% —
% =0flrallej=1,...,f— k. Die Lagrange-Gleichungen sind Differentialgleichungen in
denen ¢q,...,qyr sowie qq,...,q4r— und gy, ..., Gr—x auftauchen. Sie legen also Gi, ..., Gr—k

in Abhangigkeit von ¢i,...,qy und qi,...,qs_ fest. Die Losung dieser Gleichungen mit
gegebenen Anfangsbedingungen legen die Bewegung des Systems eindeutig fest.

6. Die beschriebene Vorgehensweise ist auch glltig wenn £ = 0, wenn es also gar keine
Zwangskrafte gibt und alle verallgemeinerten Koordinaten frei sind. Beispiel: fur ein freies
Teilchen in einer Raumdimensionist L =T-U =T = %mg’cQ. Mit ¢ = x lautet die Lagrange-
Gleichung %% — % = 4(mg) = mj =mi = 0.

7. Die beschriebene Vorgehensweise ist auch gultig wenn die Massen my, ..., my der N Teil-
chen nicht konstant sind, sondern orts- und/oder zeitabhangig wie (z.B. bei der Peitsche).
Insbesondere sind die Lagrange-Gleichungen auch sinnvoll, wenn L nicht nurvon gy, ..., gy
und g1, ..., qy abhangt, sondern auch noch explizit von der Zeit ¢.

8. Die beschriebene Vorgehensweise ist auch gultig - d.h. die Lagrange-Gleichungen sind
auch sinnvoll - wenn das Potential U geschwindigkeitsabhangig ist.

3.4 Kanonische Impulse

Wir wollen den in den Lagrange-Gleichungen auftretenden Groen einen Namen geben. Wir

nennen
dL

dg;
den zu g; kanonisch konjugierten Impuls. Andere verwendete Bezeichnungen sind kurz kanoni-
scher Impuls oder konjugierter Impuls oder verallgemeinerter Impuls. Die Motivation flr diese
Bezeichnung wird klar, wenn man den Fall kartesischer Koordinaten betrachtet. Fur z.B. ein Teil-
chen in drei Raumdimensionen mit (q1, 2, g3) = (z1, 2, x3) ist - wenn U nicht von der Geschwin-
digkeit abhangt -

Di

dL AT  d m=~ .,
dTb— dTh = (@2;% =mqg;,
p; istin diesem Fall also einfach die i-te Komponente des “eigentlichen” Impulses. Wir verwenden
hier und im folgenden dieselbe Notation p; fur den verallgemeinerten Impuls, die wir friher
fir den eigentlichen Impuls verwendet haben. Aus dem Kontext sollte immer klar sein, was
jeweils gemeint ist. Wenn wir eine verallgemeinerte Koordinate mit einem eigenen Buchstaben
bezeichnen, z.B. «, bezeichnen wir den dazu konjugierten kanonischen Impuls mit p,,.
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Die Newton’schen Bewegungsgleichungen besagen, dass die zeitliche Anderung des eigent-
lichen Impulses (in einem Inertialsystem) gerade die Kraft ist. Die Lagrange-Gleichungen besa-

gen
ddL  dL

dtdg — dg
Es ist also sinnvoll,
dL
dgi
als verallgemeinerte Kraft(-komponente) aufzufassen. Diese Grofe ist allerdings von geringerer
Bedeutung als der verallgemeinerte Impuls.

Beispiel Wirbetrachten ein Teilchen in drei Raumdimensionen in Kugelkoordinaten (g1, g2, q3) =
(r,0,¢). Es ist
cos(¢) sin(0)
7=r | sin(¢)sin(f)
cos(6)

Wir wollen nun zunachst 7 berechnen, daraus die kinetische Energie und daraus schlieRlich
den verallgemeinerten Impuls p, = p3. Um unlbersichtliche lange Rechnungen zu vermeiden,
dricken wir alles in der Kugelbasis ¢, &, €, aus.

cos(¢) sin(6) cos(¢) sin(0)
AP
e, = d—:: = | sin(¢)sin(#) = | sin(¢)sin(9) |
normiert
COS(H) normiert COS(@)
cos(¢) cos(#) cos(¢) cos(6)
Lo dr
€y = d—g = 1| sin(¢) cos(6) = | sin(¢) cos(0)
normiert
N sm(@) normiert B Sln(e)
— sin(¢) sin(6) —sin(¢)
AP
€y = ar =1 | cos(¢)sin(f) = | cos(¢) | -
d¢ normiert
0 . 0
normiert
Es gilt
ar _ ar_ o ar _ in(6)e,
ar— a0 g T TS
und

5TX€9:5¢, 59><5¢=é},
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die drei Vektoren sind also insbesondere paarweise orthogonal. &, €, €, bilden folglich ein Rechts-
System.

Wir kdnnen nun ?bequem berechnen
d_ dr, dr

—

coodr, - . -
@ = o Tl T gt = e e+ rosin(f)ey

und daraus die kinetische Energie

i =

T= %7_"2 = % (7'“2 + 1262 4 r2? sinz(G))
Wir berechnen jetzt den zu ¢ konjugierten Impuls py = p3 fr den Fall dass U nicht geschwindig-
keitsabhangig ist

dL dL dT .

= = =mr?sin?(h)¢.
dgs  d¢ do
Um zu verstehen, was diese GroBe physikalisch ist, berechnen wir den Drehimpuls L =mix .

Py = P3 =

L = mi X ¥ = mré, x <f€r + 108 + rq5 sin(@)e})) = mr? (95} X €y + ésin(&)e} X €¢>
—0sin(¢p) — ¢ cos(¢) sin() cos(6)
= mr? (95¢ — qusin(G)é’e) =mr? | fcos(¢) — dsin(¢) sin(6) cos(0)
$sin?(0)

Py ist also die z-Komponente des Drehimpulses.

3.5 Forminvarianz der Lagrange-Gleichungen

Eine wichtige Eigenschaft der Lagrange-Gleichungen ist, dass sie in allen Koordinatensystemen
gultig sind, d.h. unabhangig von der Wahl der q¢i,...,qs immer dieselbe Form haben. Fur die
Newton’schen Bewegungsgleichungen gilt das nicht: diese haben nur in allen Inertialsystemen
dieselbe Form.

Die Forminvarianz der Lagrange-Gleichungen bedeutet konkret (hier der Einfachheit hal-

ber far den Fall ohne Zwangsbedingungen): sind zwei Satze von Koordinaten ¢,...,qy und
Q1,...,Qf gegeben, wobei letztere jeweils eine Funktion der ersteren und der Zeit sein dar-
fen Q; = Q;(q1,...,4qr,t), dann gelten die Langrage-Gleichungen fir ¢, ..., qf

ddL dL

——— ——=0 furallej=1,...,f.

dtdg;  dg;
genau dann wenn die Langrage-Gleichungen flr Q1,...,Qy

d dL dL

—— = — =0 furallej=1,...,f.

dtdQ,  dQ; J /

gelten. Anstatt diese Aussage mathematisch zu beweisen (die dafir notwendige Rechnung ist
vergleichbar mit der Herleitungen der Lagrange-Gleichungen), betrachten wir ein Beispiel.
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Beispiel Wir betrachten die kraftefreie Bewegung eines Teilchens mit konstanter Masse m auf
einer mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w im Ursprung zentrierten rotierenden Kreisscheibe
in z1-z2-Ebene. In “inertialen Polarkoordinaten” (r, ¢) gilt

7 cos(¢) 7 cos(¢) — 27"d§ sin(¢) — r<}5 sin(¢) — T¢2 cos(¢)
7= | rsin(¢) mr=m i sin(¢) + 27 cos(¢p) + r¢ cos(¢) — r¢?sin(¢) | = 0,
0 0

also

it cos(p) — 27psin(p) — rsin(¢) — ré? cos(p) =0 #sin(¢) + 2¢ cos(¢) + ré cos(p) — r¢? sin(¢)

Wenn wir die erste Gleichung mit cos(¢) multiplizieren und die zweite mit sin(¢) und die Ergeb-
nisse addieren, finden wir eine Bewegungsgleichung fur r

i—r¢? =0.

Einsetzen dieser Gleichung in die erste oder zweite ursprungliche Gleichung liefert eine Bewe-
gungsgleichung fur ¢ ) .
ro+2r¢p=0.

Wir betrachten nun “mitrotierende Polarkoordinaten” (r/,¢') mit r = 7/, ¢ = ¢ — wt. Wie
wir wissen, ist die obige Newton’sche Bewegungsgleichung nicht gltig, wenn man (r, ¢) durch
(r',¢') ersetzt, da man Scheinkrafte beriicksichtigen muss. Entsprechend sind die abgeleiteten
Bewegungsgleichungen fir r und ¢ nicht gultig wenn man (r, ¢) durch (', ¢') ersetzt.

Far die Gultigkeit der Lagrange-Gleichungen ist das kein Hindernis. In den inertialen Polar-
koordinaten (q1,q2) = (1, ¢) bekommen wir

7 cos(¢) — o sin(¢)

- . m -, m . i m., . .
7= | 7sin(¢) + r¢ cos(¢) = L=T= 57”2 = 5(7’2 +r2¢?) = 5((1% +4id3) ,
0
ddL dL d . 92 . 9y . 9
@diql dT[l =0 (mg1) —maqi1g; = m(G1 — q1d3) =0 A i —r¢” =0,

ddL_dL_d

(mg2go) — 0 = m(?Go + 201q142) =0 & rd+27¢=0.

dt dQQ dQQ N dt

In den “mitrotierende Polarkoordinaten” (Q1,Q2) = (', ¢') finden wir hingegen

r cos(Q) ' cos(¢’ + wt) Q1 cos(Q2 + wt)
7= | rsin(¢) | = | 7/sin(¢ +wt) | = | Q1sin(Q2 + wt)
0 0 0
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Q1c08(Q2 + wt) — Q1(Q2 + w) sin(Qa + wt)
= 7= | O15in(Qs + wt) + Q1(Q2 + w) cos(Qa + wt) = L=T= % (Q% +QF(Qa + W)Z)
0

d dL dL d . . 9 YT Y 2
it a0, do, dt(le) mQ@Q1(Q2 +w)* =0 & P =1 (¢ + 20w+ w’) =0,
ddL _dL _ d
dtdQ, dQs  dt
Die Terme linear in w entsprechen gerade der Coriolisbeschleunigung, und die Terme quadratisch
in w der Zentrifugalbeschleunigung.

(M@ +w)=0=0 & IF+2d +27w =0

3.6 Symmetrien und Erhaltungsgrofien im Lagrange-Formalismus

Ein weiterer Vorteil des Lagrange’schen Zugangs zur klassischen Mechanik (des sog. Lagrange-
Formalismus), ist die Tatsache, dass sich ErhaltungsgroBen besonders leicht identifizieren las-
sen, d.h. es istin der Regel leichter als im Newton’schen Zugang zu zeigen, dass eine bestimmte
Grole zeitlich erhalten ist.

In diesem Zusammenhang lasst sich eine ErhaltungsgrofRe streng formal wie folgt definieren.

Eine Erhaltungsgrofe ist eine Funktion
Alqr,.-.,qf,G1,..-,47,t) die von den verallgemeiner-
ten Koordinaten, ihren Ableitungen und der Zeit abhangt,
so dass gilt: fir beliebige Lésungen qi(t),...,qs(t) der
Bewegungsgleichungen - d.h. der Lagrange-Gleichungen

~ist LA(qi(t), ..., qr (), qu(t), ..., qp(t),t) = 0.

Eine einfache Klasse von ErhaltungsgroBen ergibt sich sofort aus den Lagrange-Gleichungen.
Wir wissen, dass die Zeitableitung der verallgemeinerten Impulse den verallgemeinerten Kraften

entsprechen.
d ddL dL

%pz = %diqz = T%
Wenn diese fur eine bestimmte Koordinate verschwinden, dann ist p; erhalten. Das ist gerade
der Fall wenn L nicht von ¢; selbst abhangt, sondern nur von ¢;. Man spricht dann davon, dass
q; zyklisch ist. Nach Méglichkeit sollte man die ¢; also so wahlen, dass mdglichst viele zyklisch
sind - denn wir haben gesehen, dass die Kenntnis von ErhaltungsgroRen die Lésung der Bewe-
gungsgleichungen deutlich vereinfacht.
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Beispiel Wir betrachten wieder ein Teilchen mit konstanter Masse in drei Raumdimensionen,
zunachstin kartesischen Koordinaten. Wenn U und damit L raumlich konstant - d.h. translations-
invariant - ist, also in Abwesenheit von Kraften, dann sind alle Impulse p; erhalten. Wir wahlen
nun Kugelkoordinaten. Wenn U und damit L nicht von ¢ abhangt, d.h. wenn das System invari-
ant unter Drehungen um die z-Achse ist, dann ist py, also die z-Komponente des Drehimpulses
erhalten.

Wir wollen nun weitere ErhaltungsgrofSen untersuchen, die man direkt aus den Eigenschaften
der Lagrange-Funktion ableiten kann. Dazu diskutieren wir das Noether-Theorem - benannt nach
der Mathematikerin Emmy Noether (1882 - 1935). In Worten lautet das Noether-Theorem:

Zu jeder kontinuierlichen Symmetrie der Lagrange-
Funktion existiert eine entsprechende ErhaltungsgrofRe.

Um das Noether-Theorem als mathematische Aussage zu formulieren, missen wir zunachst
definieren, was eine “kontinuierliche Symmetrie” ist. Dazu betrachten wir kontinuierliche Trans-
formationen von Bahnkurven, d.h. in einem System von N Teilchen bilden wir jede Bahnkurve
7;(t) auf eine neue Bahnkurve 7;(t, ) ab, wobei diese Abbildung von einem kontinuierlichen
Parameter o abhangt, d.h. « ist eine reelle Zahl.

7i(t) — Ti(t,a) furalle i=1,...,N

Wenn wir verallgemeinerte Koordinaten ¢; wahlen und die Bahnkurven darin ausdricken, dann
entspricht die Transformation einer Abbildung

qit) — ¢qi(t,a) furalle j=1,...,f

Beispiele fiir kontinuierliche Transformationen Beispiele fur kontinuierliche Transforma-
tionen sind die uns bekannten Galilei-Transformationen.

1. Raumliche Translationen: Wir verschieben jede Bahnkurve um einen konstanten Vektor s
mit Lange «, z.B. § = «a¢7. In kartesischen Koordinaten heilSt das also

zi(t)+a  furj=1
zij(t) ) g furalle i=1,...,N.
xi,j(t) firj =2,3

2. Zeitliche Translationen: Wir verschieben den Zeitnullpunkt.

7i(t) — 7w{t+a«) fiuralle i=1,...,N
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3. Drehungen: Drehung um eine konstante Achse s mit konstantem Winkel «, z.B. 5= 3.
cos(a) sin(a) O
7i(t) = D(3,a)7(t) = | —sin(a) cos(a) 0| 7i(t) furalle i=1,...,N
0 0 1
4. Spezielle Galileitransformationen: Wir verschieben jede Bahnkurve um einen Zeitabhan-

gigen Beitrag mit konstanter Geschwindigkeit ¥, o« = |0, z.B. ¥ = «a€). In kartesischen
Koordinaten heifst das also

e +at firj=1 )
zij(t) 1) g furalle i=1,...,N.

azi,j(t) fUrj = 2, 3

Wann ist eine kontinuierliche Transformation eine Symmetrie? Die Idee ist:

Eine kontinuierliche Transformation 7;(t) — 7;(¢, ) ist ei-
ne Symmetrie, wenn Sie Bahnkurven, die die Bewegungs-
gleichungen erflllen, in ebensolche Bahnkurven abbildet.

Wir wollen in diesem Zusammenhang natulrlich die Lagrange-Gleichungen als Bewegungsglei-
chungen auffassen. D.h. wir verlangen (der Einfachheit halber ohne Zwangsbedingungen): wenn
eine Bahnkurve in verallgemeinerten Koordinate ¢; ausgedrickt die Lagrange-Gleichungen er-

fallt, d.h.
ddL dL

dtdg; dg;
wobei L = L(gi(t), ... ar(t), 1 (b), ., dr(t),1).

0 furallej=1,...,f,

dann soll auch gelten
ddL dL

dtdg; dg;
wobei L = L(qi(t,c),...,q7(t,a),q1(t, @), ..., d4r(t, @), t).
An dieser Stelle ist es hilfreich sich zu klarzumachen, dass z.B. der Ausdruck
dL (ql(ta O[), s 7qf(ta OL), (jl(t7a)7 s ,Qf(t, OZ),t)
dg;

0 firallej=1,...,f,

bedeutet, dass man die Funktion L(q1,...,q¢,q1,- - ., {s,t) nach ¢; ableitet und anschlieBend alle
Qs qf5q1, -4 durch gi(t, ), ..., qp(t, ), q1(t, @), ..., ¢ (t, o) ersetzt.

Offenbar ist eine kontinuierliche Transformation eine Symmetrie, wenn qilt

L(qi(t,a),...,qr(t, o), qi(t, @), ... qp(t,a),t) = L(qi(t), ..., qr(t),q1(t), .., dr(t), 1),

94



wenn sich also die Lagrange-Funktion durch die kontinuierliche Transformation nicht andert. Man
spricht, dann davon, dass “L unter der Transformation invariant ist”. Denn wenn sich L nicht
andert, dann bleiben auch die Ableitungen von L gleich, also z.B.

dL (qi(t,a), ..., q¢(t, @), q1(t, ), ..., q4f(t, @), t) _ dL (qi(t),...,q7(t),d1(t), ..., qs(t),1)
dg; dgj

und die Lagrange-Gleichungen gelten dann fur die “neue” Bahnkurve wenn sie fur die “alte”
bereits gultig waren.

Die Invarianz der Lagrange-Funktion ist allerdings eine zu “strenge” Bedingung. Denn die
Gultigkeit der Lagrange-Gleichungen bleibt auch erhalten wenn es eine Funktion

X(q1,---59f,q1,---,4dy,t) gibt, so dass gilt

L(qi(t, ), ...,qr(t, ), q1(t, ), ..., 45 (t, ), t)

=L(qi(t),...,qr(t),qi(t), ..., qr(t),t )+aiX(q1( 1)y qr(t),qu(t), ..., qp(t),t).

Diese Tatsache wollen wir nun verifizieren. Dazu bendtigen wir zwei Nebenrechnungen, die ahn-
lich derer sind, die wir flr die Herleitung der Lagrange-Gleichungen selbst bendtigt haben. Der
Einfachheit halber stellen wir diese Nebenrechnungen flur den Fall an, dass X nicht explizit von
der Zeit abhangt, sondern nur implizit tber die ¢;(t) und ihre Ableitungen ¢;(t). AuBerdem neh-
men wir weiterhin an, dass X nicht von den Ableitungen ¢; abhangt, sondern nur von g; selbst.

Zuerst berechnen wir %X. Es gilt nach Kettenregel

f
. d d dX
X=—X=-—-X t)) =
X=X (@), as(1)) ; a0,
Im Ausdruck ganz rechts hangt 2% nurvon qi,...,qys, €s gilt also
dX dX
dg;  dg;’

wir kdnnen also wieder “Zeitableitungen kiirzen”. Wenn wir den Ausdruck fiir X nach ¢; Ableiten,
finden wir, da ¢; nicht von ¢; abhangt,

dqg ZZ: dqqug '

Andererseits gilt nach Kettenregel
)
idX Z d*X .
dt dg; dqldq]
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Wir finden also )

ddX dX

dt de N de ’
d.h. far die Ableitung von X nach ¢ und ¢; spielt es keine Rolle welche der Ableitungen man
zuerst durchfuhrt. Wir betrachten jetzt den Fall, dass die kontinuierliche Transformation L in
L' = L + oX Uberfiihrt. Es gilt

ddy v _ddp dr (ddX dxX\_ (ddt dx
dtdg; dg;  dtd;  dg N 7
=0

weil die “alte” Bahnkurve ja nach Annahme die Lagrange-Gleichungen lést. Aus unseren Neben-
rechnungen folgt allerdings auch

ddX dX _ddX dX _dX dX _

Der Zusatzterm aX hat also keinen Einfluss auf die Bewegungsgleichungen, weil die Lagrange-
Gleichungen fur diesem Term immer automatisch erflllt sind. Diese Aussage bleibt auch richtig,
wenn man erlaubt, dass X von den Ableitungen ¢; und explizit von der Zeit ¢ abhangt. Offenbar
ist die Gultigkeit der Lagrange-Gleichungen auch erhalten wenn L durch die Transformation auf

d 3d
2 X2—‘|—047X3+

d
L X
topt Ty di

d

abgebildet wird, diese Falle sind also auch Symmetrien.

Wir wollen jetzt aus der Tatsache, dass eine kontinuierliche Transformation eine Symmetrie
ist, die Existenz einer ErhaltungsgrofSe herleiten. Ausgangspunkt ist die Transformation von L.

L(gi(t, o), ...,qr(t, ), qi(t, ), ..., 45 (t, ), t)

=L(qi(t),...,qr(t),qi(t),...,q¢(t),1) +Q%X(q1(t), conqr (), qu(t), . qp(2),t).

Wir leiten diese Gleichung nach « ab und setzen anschlieBend o = 0. Wir erhalten dann

d

. ) d
%L(ql(tva)v cee 7qf(ta a)an(ta O[), s >Qf(t7a)7t)

. %X(ql( ) ...,Qf(t),Q1(t),--~7(jf(t)at>'

Wir wollen nun die linke Seite dieser Gleichung berechnen. Wir berechnen zuerst die Ableitung
nach a ohne a = 0 zu setzen. Es gilt nach Kettenregel

d . dL dqz (t, @) dL dqz (t, @)
%L(Q1(tua)a"'7Qf(t7a)7q1(t7a)7"‘7Qf t O{ Z Z .
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Wir verwenden nun die Tatsache, dass die Transformierte Bahnkurve die Lagrange-Gleichung

erfullt um fl% durch jtfllL zu ersetzen:

f
d .
%L(QI(taa)v'”7Qf<t7a)7q1(t7a)7"'7Qf t Oé Z(

ddL)dqlta Zdeqlta
=1

dt dg; dg; da
Da « konstant sein soll, gilt auBerdem

i dg; (ta O[) _ dg; (tv O[)
dt da do

und damit p
ﬁL(ql(t, a),...,qr(t, ), q1(t, @), ..., 4r(t, @), 1)

-y ddL dqzta Zdem_ Zdetha
S \dtdg dg dt — da dt £~ dg;  do
Wir definieren nun

_ dai(t, )

T; =

Insgesamt haben wir dann

d ) .
%L((h(tva)v s 7qf(ta a)le(ta Oé), B aC.Zf(taa)vt)

!
d dL
~0=0 = =5 -
& L@=0Q ;:1 i

() ist gerade die gesuchte ErhaltungsgroRe. Wir kdnnen nun zusammenfassend das Noether-
Theorem formulieren.

Eine kontinuierliche Transformation die ¢;(t) auf ¢;(¢, a)
abbildet sei eine Symmetrie. D.h. es existiere eine Funk-
tion X der ¢; und ihrer Ableitungen ¢; so dass die konti-
nuierliche Transformation L in L + a%X Uberflhrt. Dann
ist die GroRRe ) definiert als

do

a=0

f
dL dit,Oé
=1

eine Erhaltungsgréfle. Die Aussage bleibt auch gultig
wenn die Transformation L in L + a2X + o?£X, +
«@ thg + ... UberfUhrt. Far die ErhaltungsgroBe ist nur
die “erste Korrekturfunktion" X relevant.
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Als Beispiele fur das Noether-Theorem kénnen wir nun wie bereits vorweggenommen zeigen,
dass den zehn kontinuierlichen Galileitransformationen eines N-Teilchen-Systems zehn Erhal-
tungsgréflien entsprechen.

1. Raumliche Translationen: Wir verschieben jede Bahnkurve um § = «¢}. Die kinetische Ener-
gie ist invariant unter dieser Transformation weil die Geschwindigkeiten sich nicht andern.
Die potentielle Energie ist invariant wenn wir - wie in friheren Abschnitten - annehmen,
dass U nur von den Verbinungsvektoren 7; — 7; zwischen Teilchenpaaren abhangt. Also ist
L invariant unter raumlichen Translationen (X = 0). Wenn wir die f = 3N kartesischen
Koordinaten der N Teilchen als verallgemeinerte Koordinaten nehmen, dann ist die Erhal-
tungsgrofie

N 3

dL dz; (¢,
Q=22 Ja i Tig = SO zliy &

X
i=1j=1 %

1 firj=1
a=0 0 furj=2,3

N
= Q= de” Zz:dle ;pi,lzpy

Die ErhaltungsgroRe ist als gerade die x1-Komponente des Gesamtimpulses.

2. Zeitliche Translationen: Wir Uberprifen, dass Zeittranslationen eine Symmetrie sind, wenn
die Lagrange-Funktion nicht explizit von der Zeit abhangt. Da T nicht explizit von der Zeit
abhangt, ist diese Bedingung erflllt wenn U nicht explizit von der Zeit abhangt. Um zu
Uberprifen ob Zeittranslationen eine Symmetrie sind, machen wir eine Taylorentwicklung
von

L'=L(g (1), .., q5(t), a1 (1), ..., 45 (1), ¢;(t) = g;(t, )
inaum a = 0. Es ist

d 1 d2
[/ [/ [/ 2
’a——O +a 7[10 + 9 d02

a=0 a=0

Es gilt - wie bereits besprochen - nach Kettenregel
S g
dg; do — di; do '
Wegen ¢;(t) = ¢;(t + a) gilt

dg; _ dg; dg; _ dg; ddq;

2 7

do _dt’ da_dt — da

Daraus folgt




Man kann genauso mit den anderen Termen in der Taylorentwicklung verfahren und findet

Das Ergebnis ist keine Uberraschung, denn die Taylorentwicklung von L' in @ um o =
0 entspricht einer Taylorentwicklung in ¢ = ¢t + o um ¢’ = t. Wir sehen also, dass die
Zeittranslationen eine Symmetrie sind mit X = L, Xy = %%L, ... . Folglich ist

!
dL . dg; .
Q:Z@Qi_La (Ti:da O:(Ii>
i=1 a=

eine ErhaltungsgroBe. Um diese GroRe zu interpretieren, betrachten wir den Fall kartesi-
scher Koordinaten und nehmen an, dass U nicht geschwindigkeitsahangig ist. Dann gilt

N 3 dT
Q= ZZ fbw L=ZZd g T U= szz zij -~ T+U

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
=T -T+U=T+U=E,

die Erhaltungsgrofe ist also die Gesamtenergie. Wir wollen nun zeigen, dass (Q auch die
Gesamtenergie ist, wenn wir beliebige verallgemeinerte Koordinaten wahlen. Es ist - wie
bereits besprochen -

i, o lenldn dr 14L&,
z—zd SR D DL D 3) 3 DT 3 TN
qJ i=1 i=1 j=1 k=1 4 j=1 k=1
dry  dr;

ij _ 1 v ki
— dq; dqk
Es gilt also (fur U nicht geschwindigkeitsabhangig)
f f f
dL  dT . dL . ..
=g =2 Gk = Y mdi=) ) Gikdjde=2T.
9 GooS j=1 44 j=1k=1

. Drehungen: Drehungen um beliebige Achsen sind eine Symmetrie wenn U nur von den
Abstanden |7; — 7| der Verbindungsvektoren zwischen Teilchenpaaren abhangt. Die dazu-
gehorige ErhaltungsgroBe ist der Gesamtdrehimpuls bzw. seine Komponente in Richung
der jeweilig betrachteten Drehachse. Mehr dazu in den Ubungen.

. Spezielle Galileitransformationen: Spezielle Galileitransformationen sind eine Symmetrie
wenn U nicht geschwindigkeitsabhangig ist. Die dazugehdrige ErhaltungsgrofRe ist die
“Schwerpunktsbewegung”
. P -
R(t) — —t = R(0
() - 57t = E(0)

bzw. die Komponente von ﬁ(o) in der betrachteten Transformationsrichtung. Mehr dazu in
den Ubungen.
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3.7 Die Hamiltonfunktion und die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen

Hinweis fiir alle Nur-Skript-Leser: dieses Kapitel wird vielleicht aus Zeitmangel nicht in der Vorle-
sung (und Klausur) behandelt und wird deshalb zunachst zurtickgestellt, ist jedoch sehr hilfreich
fiir das Verstandnis der Quantenmechanik und statistischen Mechanik - Inhalte der Vorlesungen
TP3 und TP4. Ich habe es deshalb trotzdem hier an dieser Stelle im Skript aufgefihrt und emp-
fehle Ihnen, das Thema spétestens im Laufe von TP3 und TP4 hier (oder natlirlich gerne auch in
einem Buch) nachzuschlagen.

L ist eine Funktion der ¢;, ihrer Ableitungen ¢; (und evtl. noch explizit eine Funktion der Zeit
t). Die Ableitung von L nach ¢; ist gerade der kanonische Impuls

dL
by =7
Da L eine Funktion von g; und ¢; ist, gilt das auch far p;. Wir konnen diese Abhangigkeit umkehren
und ¢; als Funktion der p; und ¢; ansehen. Streng genommen gilt das nur wenn L bestimmte
Bedingungen erfullt. Es reicht z.B. aus, dass U nicht geschwindigkeitsabhangig ist.

Beispiel Fur ein einzelnes Teilchen ist
pj = mi; = mg;
die j-te Komponente des eigentlichen Impulses. Offenbar ist

. _DPj
q; m’

Mit diesen Uberlegungen kdnnen wir jede Funktion der qj,» gj und t auffassen als Funktion der
qj. pj. t. Als Beispiel betrachten wir

! dL f
H(Qla"'vqfaplv"')pfat) = ZEQZ - L :ZpZQl_L
i=1 1 i=1

Wir nennen H die Hamiltonfunktion. Wir wir gesehen haben, entspricht diese gerade der Ge-
samtenergie E = T 4 U und ist erhalten wenn L (und damit H) nicht explizit von ¢ abhangt.
Auch wenn H = F eine ErhaltungsgroBe ist, ist es nutzlich sie nicht als Konstante sondern als
Funktion der ¢;, p; aufzufassen.

Es ist namlich méglich, die Lagrange-Gleichungen aquivalent durch H auszudricken. Die
entsprechenden Gleichungen nennt man Hamilton-Gleichungen. Viele allgemeine Aussagen in
der klassischen Mechanik lassen sich in diesem sogenannten Hamilton-Formalismus am besten
zeigen. Wir wollen den Hamiltonformalismus hier nur kurz anreifRen, da er ein wichtiger Aus-
gangspunkt zum Verstandnis der Quantenmechanik ist und auch die Grundlage der klassischen
statistischen Mechanik ist (beides wird in TP3 und TP4 behandelt).

100



Um die Hamilton-Gleichungen herzuleiten berechnen wir mit Kettenregel die Ableitung von
H nach p;.

dH | dl dL dg;
@;Z% 23 : 22 q:
J

dg; dp]

Als nachstes berechnen wir die Ableitung von H nach ¢;. Dabei ist zu beachten dass in der
Sichtweise, dass H von den g¢;, p; und ¢t abhangt ¢; und p; unabhangige Grdssen sind, so dass
die Ableitung der einen GroRe nach der anderen verschwindet. Wir berechnen also

f

dp; . dg; dL dL dg; .
Sy Sl LS,
dq] — dq;  dg; = dgi dgj
— —1.1,
:0 =p; =pi
Insgesamt finden wir also die Hamilton-Gleichungen
d, _g_a o d . dd
a TV T @ T T Ty
Beispiel Fur ein einzelnes freies Teilchen ist
3 p2
H=T= L,
Z 2m
=1
Die Hamilton-Gleichungen lauten
dH p ) dH 0
q = bj=—F=
i~ dpj m J dg;

Die erste Gleichung sagt einfach wie Geschwindigkeit und Impuls zusammenhangen, die zweite
dass der Impuls erhalten ist (da keine Kraft vorhanden ist).

Die Hamilton-Gleichungen lassen sich wie folgt umschreiben

d

%q]‘:{%ﬁH}v %pjz{pj’H}'

Dabei ist {, -} die sogenannte Poisson-Klammer. Flr zwei Funktionen fi, f, die von g;, p; (und
evtl. t) abhangen ist diese definiert als

dX1dXy dXodXy
X1, X — .
X0, Ko} = Z < dg; dp; dg; dp; )

Eine wichtige Eigenschaft der Poissonklammer ist ihre Antisymmetrie:

{X1, X2} = —{X9, X1}.
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FUr die ¢; und p; gilt offenbar: die Zeitableitung dieser GrolRen entspricht der Poisson-Klammer
der GrofSen mit der Hamiltonfunktion. Wir wollen diese Behauptung kurz nachrechnen indem wir
ausnutzen dass die ¢s und ps unabhangig sind und aulerdem die Hamilton-Gleichungen verwen-
den.

f f
dg; dH dH dg; . .
g ={apHY =) | 72 ——— — L | =) dydi =

f f
d Z dp; dH  dH dp;j Z . :

=0 =q =—p; =0;;

FUr die Zeitableitung einer Funktion der gs und ps gilt die Kettenregel

d
aX(ql,...,(prpla"'vpf Zd Gi T dez

Man kann zeigen, dass fur die Poisson-Klammer ebenfalls eine Kettenregel gilt. Fir beliebige
Funktionen X; und X5 der gs und ps qilt

{Xy, Xo} = ZXm{qZ7X2} ZXm{puXQ}

Diese Tatsache sieht man mit einer einfachen direkten Rechnung und der tiefere Grund fur diese
Kettenregel ist natlrlich die Tatsache, dass die Poisson-Klammer durch Ableitungen definiert ist,
welche selbst eine Kettenregel erfillen.

Aus der Kettenregeleigenschaft der Zeitableitung und der Poisson-Klammer, sowie der Tat-
sache dass die Zeitableitungen der ¢s und ps sich als Poisson-Klammern mit H schreiben lassen
folgt: fur jede Funktion der gs und ps (also eine Funktion die nicht explizit von ¢t abhangt) lasst
sich die Zeitableitung schreiben als Poisson-Klammer mit H.

d

gX(ql,...,qf,pl,...,pf):{X,H}.

Die Beschreibung der klassischen Mechanik im Hamilton-Formalismus lasst sich wie folgt
zusammenfassen: Der Raum der von den gs (“(kanonische) Orte”) und ps (“(kanonische) Impul-
se”) aufgespannt wird, wird Phasenraum genannt. Diesen Begriff haben wir bereits im Abschnitt
kennengelernt. Die Relevanz des Phasenraums ist, dass ein mechanischen System zu je-
dem Zeitpunkt durch einen Punkt im Phasenraum beschreibbar ist. Man nennt diesen Punkt im
Phasenraum den Zustand des Systems. Funktionen auf dem Phasenraum (z.B. Ort und Impuls
selbst, Energie, Drehimpuls, ...) nennt man MessgréSen bzw. Observablen eines Systems. Zu je-
dem Zeitpunkt haben diese einen definierten Wert - wenn die Observable eine ErhaltungsgroRe
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ist, dann ist dieser Wert natlrlich zeitlich konstant. Bewegungen eines Systems werden durch
Kurven im Phasenraum beschrieben, die den Hamilton-Gleichungen gentigen. Die zeitliche An-
derung einer Observablen ist gegeben durch die Poisson-Klammer mit der Hamilton-Funktion.

Im Rahmen des Hamilton-Formalismus lasst sich auch das Noether-Theorem etwas besser
physikalisch verstehen. Wir betrachten eine Symmetrie im Lagrange-Formalismus, d.h. eine
Symmetrie der Lagrange-Funktion. Wir transformieren die Orte #(t) — (¢, «). Diese Transforma-
tion ist eine Symmetrie wenn gilt L — L—i—%X mit einer Funktion X. In den meisten Fallen gilt die
Symmetrie-Eigenschaft separat fir Tund U. D.h. T — T+ £ Xp, U — U+ L Xy, X = X — Xy
Dann gilt die Symmetrie-Eigenschaft aber auch fir die Hamilton-Funktion H = T + U, H
H+ %(XT—i—XU). Wir kénnen also analog zum Lagrange-Formalismus im Hamilton-Formalismus
definieren wann eine kontinuierliche Transformation eine Symmetrie ist.

Man kann nun Folgendes zeigen und begrinden (die Herleitung / Begrindung muss hier lei-
der entfallen): man betrachte eine kontinuierliche Transformation mit Parameter «. Eine Funktion
X auf dem Phasenraum - also eine Observable - transformiert sich dann zu X — X’. Man kann

zeigen:
d

%X/ - {X/,Q}

wobei () die ErhaltungsgroRe aus dem Noether-Theorem ist. Analog zu der Tatsache, dass sich
Zeitableitungen von Observablen als Poisson-Klammer mit H schreiben lassen, lassen sich also
a-Ableitungen als Poisson-Klammer mit ) schreiben. Man spricht davon, dass ) die Erzeugende
der kontinuierlichen Transformation mit « ist. (Als eine Analogie kann man sich den Zinssatz bei
der Bank als eine Erzeugende der Geldvermehrung durch Zins und Zinseszins vorstellen.) Im
Fall dass die betrachtete kontinuierliche Transformation bzw. Symmetrie gerade die Zeittrans-
lation ist, ist die ErhaltungsgrofRe die Hamilton-Funktion H selbst, die also als Erzeugende der
Zeittranslationen aufgefasst werden kann. Warum ist () nun eine Erhaltungs-Grof8e? Nehmen
wir den einfachen Fall, dass die Symmetrie derart ist, dass die kontinuierliche Transformation H
invariant lasst, also H in sich selbst Uberfihrt H — H' = H. Es gilt dann

d

o _ __a
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4 Schwingungstilgung

Wir haben bereits den Fall einer erzwungenen gedampften Schwingung in einer Dimension disku-
tiert. Offenbar lassen sich unerwiinschte Schwingungen beseitigen indem man geeignete Damp-
fungen einsetzt. Eine andere Mdéglichkeit die wir hier diskutieren wollen ist die Schwingungstil-
gung. Dabei wird eine Schwingung durch eine geeignete Gegenschwingung “neutralisiert”. Die-
ses Phanomen hatten wir im Prinzip auch im Rahmen der Newton’'schen Mechanik diskutieren
kénnen. Allerdings kdnnen wir jetzt mit Kenntnis des Lagrange-Formalismus einige zusatzliche
Bemerkungen dazu machen.

Wir wiederholen zunachst den Fall einer erzwungenen gedampften Schwingung in einer Di-
mension. Die Newton’sche Bewegungsgleichung lautet

ma + 2px + kx = focos(wt)  wp = % .
Dabei ist p > 0 die Dampfungskonstante, &k > 0 die Federkonstante, w die Frequenz der antrei-
benden Kraft und fy ihre Amplitude. wy ist die Eigenfrequenz des schwingenden Systems. Wie
besprochen ist die allgemeine Losung dieser inhomogenen Gleichung mit fy # 0 gegeben durch
die Summe der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung mit fy = 0 und einer speziellen
Lésung der inhomogenen Gleichung. FUr kleine Dampfungen p2 < w%mQ finden wir

x(t) =zg(t) + x1(t)

2 (t) = e mt (Acos(wit) + Bsin(wit)) , w1 = y/wg — p?/m?,

_ Jo
my/ (W2 — w2)2 + 4p2w2 /m?2

Der Anteil zy(t) l1asst sich dabei interpretieren als die Eigenschwingung des Systems. Diese wird
durch die Reibungskraft derart gedampft, dass die Amplitude mit der Zeit exponentiell abnimmt
und die Eigenschwingung somit flr ¢ > m/p effektiv abstirbt. AuBerdem wird die Eigenfrequenz
des Systems durch die Dampfung verringert, es schwingt also langsamer.

2pw

x1(t) = C cos(wt + @), C tan(p) = —

m(w% —w2)2’

Der Anteil z;(t) dagegen entspricht der durch die duRRere Kraft aufgezwungene Schwingung.
Die Frequenz dieser erzwungenen Schwingung entspricht exakt der Frequenz der auSeren Kraft.
Trotz Dampfung bleibt die Amplitude der erzwungenen Schwingung konstant, da sie durch die
auBere Kraft aufrechterhalten wird. Fir ¢ > m/p ist das also der einzig relevante Beitrag zur
Losung z(t). Nichtsdestotrotz hat die Dampfung auch einen Einfluss auf die erzwungene Schwin-
gung. Die Amplitude dieser Schwingung wird durch die Dampfung reduziert, so dass die soge-
nannte Resonanzkatastrophe - die Tatsache, dass die Amplitude C fir p = 0 unendlich groRB wird
wenn w = wq, d.h. wenn Antriebs- und Eigenfrequenz gleich sind - vermieden wird. AuRerdem
wird die erzwungene Schwingung gegenuber der antreibenden Schwingung Phasenverschoben
mit einer Phase ¢ # 0, sie lauft also “nach”. Die Phasenverschiebung ist am gréRten im Reso-
nanzfall w = wy und betragt dort ¢ = 7/2 = 90° (tan(7w/2) = o). D.h. im Resonanzfall hat die
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erzwungene Schwingung einen Nulldurchgang wenn die aufere Schwingung einen Maximalaus-
schlag hat und umgekehrt.

Wir wollen nun zunachst untersuchen, wie eine moégliche Lagrange-Funktion fur dieses Pro-
blem aussieht. Far den Fall p = 0 lautet diese
m .o k o
L=T-U, TZEI‘ , U:§$ — focos(wt)zx .
U und damit L hangt explizit von der Zeit ab, daher ist die Energie nicht erhalten - es wird
dem System durch die auRere Kraft standig Energie zugefihrt. Diese wird dazu verwendet die
erzwungene Schwingung aufrechtzuerhalten.

Wir kénnte L bzw. U fir p > 0 aussehen? Ein mdglicher Beitrag flur U ware

dU
P prT, dz _Pr
Ein solcher Beitrag wirde allerdings auch zum 1. Term der Lagrange-Gleichung beitragen.
ddUu, d .
— = = — —pr = —pT.
it di _at T F

FUr diesen Term mussten wir also das andere Vorzeichen wahlen, bzw. wir sehen dass so ein
Beitrag zu U aus den Lagrange-Gleichungen verschwindet. Das liegt daran, dass

Dieser Beitrag ist also die Zeitableitung einer Funktion, und wir hatten bereits im Rahmen der
Symmtrien diskutiert dass ein Beitrag zu L von dieser Form keinen Einfluss auf die Lagrange-
Gleichungen hat. Tatsachlich ist es so, dass es nicht mdglich ist, einen Beitrag zu U anzugeben,
der in den Lagrange-Gleichungen die Reibungskraft reproduziert. Um solche Krafte im Lagrange-
Formalismus zu behandeln, muss dieser erweitert werden. Darauf wollen wir aber in der Vorle-
sung nicht weiter eingehen. Stattdessen behandeln wir das Phanomen der Schwingungstilgung
mit den altbekannten Newton’schen Methoden.

K, m, k, m,

ra'a'a'a'a'a'a'a'a'a'a's o'a'a'a’a’a’aa'aa'a'a’.
000000000000 000000000000 X

f, cos(w) X, X5

Dazu betrachten wir das obige Modellsystem aus drei Massenpunkten die sich entlang der
z-Achse bewegen kénnen. Der Massenpunkt ganz links schwingt um den Ursprung und ist der

105



Ursprung der antreibenden Kraft. Der mittlere Massenpunkt mit Masse m; ist mit einer Feder mit
Federkonstante k; mit dem linken Massenpunkt verbunden. Der dritte Massenpunkt ganz rechts
hat die Masse msy und ist mit dem mittleren mit einer Feder mit Federkonstante ks verbunden. Wir
stellen uns vor dass die beiden rechten Massenpunkte durch Reibung an der Luft Reibungskrafte
mit Dampfungskonstanten p; und py erfahren. Die Newton’schen Bewegungsgleichungen lauten

mii = F1 = —kix1 + ko(x2 — x1) — 2p121 + fo cos(wt)

mode = Fy = —ko(xo — x1) — 2p2dn

Dabei ist
fo=FkiAo

mit Ay der Amplitude der Schwingung des linken Massenpunktes. Wie im einfachen Fall ist die
allgemeine L6sung dieses inhomogenen Systems von der Form

x1 (t) = CCl’H(t) + :I,‘L[(t) , xg(t) = $27H(t) + $27[(t) .

Dabei sind z1 g (t), x2 g (t) die allgemeinen Losungen des homogenen Problems mit f = 0, d.h.
die Eigenschwingungen des Systems. Und z; ;(t), 2 1(t) sind spezielle Lésungen des Systems
mit fo # 0, die wir wie im einfachen Fall am sinnvollsten als reine erzwungene Schwingung ohne
Eigenschwingungsanteil wahlen.

Wir wollen an dieser Stelle nicht die allgemeine Form von z1 g (t), z2 g (t) diskutieren, da wir
erwarten, dass dieser Beitrag fir ¢ groBer als m1/p; und ms/p2 keine Rolle spielt und es bei
Schwingungstilgung in diesem Beispiel darum geht, die Wirkung der antreibenden Schwingung
auf den mittleren Massenpunkt durch die Schwingung des rechten Massenpunktes zu neutrali-
sieren.

Wir suchen also nach speziellen Lésungen 1 ;(t), x2 1(t) die reine erzwungene Schwingungen
sind. Wir betrachten zunachst den Fall verschwindender Dampfungen p; = p2 = 0. Wir machen
den Ansatz

x1,1(t) = Aj cos(wt), x9.1(t) = Az cos(wt) .

(Wir erlauben also, dass beide Massenpunkte sich und den Ursprung “durchdringen koennen”.)
Einsetzen des Ansatzes in die Gleichungen fuhrt zu
—miw?A; = —k1 Ay + ko(Ay — Ay) + k1 A, —maw? Ay = —ko(As — Ay).

Die zweite Gleichung kénnen wir schreiben als

2
w ko
(P WAy = WA e Ay= P2 AL =2
2 2 wg _w2 ) ma
2

Einsetzen dieses Ergebnisses flir A, in die erste Gleichung fihrt zu

2

—miw?Ay = k1 Ay + k22w72141 + k1Ap
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w (w3 — w?) Ky ko
1\ws _ _
5 wy = ;W12 =

<~ Al = Ao
(F — )] — ) — Wl m m

Einsetzen in die Gleichung flr A, liefert

2,2
wiw

Ay = Ag

(Wi — w?) (W3 — w?) — wipw?

An diesem Ergebnis sehen wir: wenn wy = w, wenn also der zweite Massenpunkt in Resonanz
schwingt, dann ist A; = 0 und der mittlere Massenpunkt steht still! Das kénnen wir leicht ver-
stehen. In diesem Fall ist namlich

w2 k‘l
Ay = —Ag— = —Ag—
2 OUJ%Q 0]{52’

d.h. der rechte Massenpunkt und der linke schwingen gegenphasig. Wenn der eine nach links
schwingt, dann schwingt der andere nach rechts und umgekehrt. Da die Amplituden im rich-
tigen Verhaltnis stehen verschwindet die resultierende Kraft auf den mittleren Massenpunkt.
Das Ergebnis bleibt qualitativ richtig, wenn man Dampfung bericksichtigt. Allerdings ist mit
Dampfung in der Regel keine perfekte Schwinungstilgung méglich, d.h. man kann A; nicht zum
Verschwinden bringen sondern nur sehr klein im Vergleich zu Ay machen.

Das Prinzip der Schwingungstilgung ist z.B. im Hochhaus “Taipeh 101" realisiert, das in Taipeh
steht und 101 Stockwerke hoch ist. Im Hochaus ist ein Pendel mit Pendelarmlange von 42m und
Pendelmasse von 660 Tonnen (!!) aufgehangt. Im 88. Stock ist ein vornehmes Restaurant in
dessen Mitte die Pendelmasse, eine vergoldete Kugel von 5.5m Durchmesser, zu sehen ist. Bis
jetzt kam sie noch nicht zum Einsatz ... .

5 Starre Korper

Bislang haben wir Systeme von Massenpunkten behandelt, die sich im Prinzip unabhangig von-
einander bewegen konnten. Wir wollen nun die Dynamik starrer Kérper diskutieren. Starre Kérper
kann man sich vorstellen als ein System von N Massenpunkten, wobei zwischen jedem Paar von
zwei Massenpunkten Zwangskrafte Zij herrschen die dazu flihren dass |r; — 7j| konstant bleibt.
In einem weiteren Schritt 1asst man die Anzahl N der Massenpunkte im starren Kérper gegen
unendlich gehen wobei die Gesamtmasse M endlich bleibt. In dieser Art und Weise lassen sich
kontinuierliche starre Kérper verstehen, mit denen wir es in der Regel im Alltag zu tun haben.

5.1 Die Freiheitsgrade eines starren Korpers

Um die Gesamtheit der mdglichen Lagen eines starren Koérpers zu verstehen betrachten wir
> ! 3

ein kérperfestes Koordinatensystem (Ok, €], €5, €5). Wir wahlen einen Punkt Ok innerhalb des
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Koérpers. In der Regel wird das der Schwerpunkt sein, aber diese Einschrankungen wollen wir
zunachst nicht machen. Der Ortsvektor dieses Punktes in einem raumfesten Inertialsystem
(O, €1, €, e3) sei (wir wahlen den gleichen Zeitnullpunkt fir beide Systeme darum erwahnen
wir die Zeitkoordinate nicht eyplizit)
Ryg =00k .
Es sei nun P ein beliebiger Punkt im Kdrper. Wir kdnnen diesen beschreiben durch den Vektor
— .
7=0P =005 +OxP =Ry +7, §=O0xP.

7 ist dabei der Ortsvektor im raumfesten System und ¢ der Ortsvektor im kérperfesten System.
Wir kénnen ¢ schreiben als
3
7= wi.
= =/

Da das kérperfeste System (Og, €7, €5, €;) per Definition jede Bewegung des Kérpers mitmacht,
gilt

i =0.
Es gilt aber in der Regel nicht

y;: 67
der Punkt P kann sich ja relativ zum Punkt O bewegen, z.B. wenn sich der Kérper um eine Achse
durch Ok dreht. Mit anderen Worten, gj;& 0 weil die korperfeste Basis in der Regel nicht zeitlich
konstant beziiglich des raumfesten Systems ist. Da nach Definition sowohl die kérperfeste &/
als auch die raumfeste Basis ¢; ein Rechtssystem bilden lassen sie sich durch eine Drehung
ineinander Uberflhren.

Eine allgemeine Drehung lasst sich durch die drei Euler’'schen Winkel parametrisieren, d.h.
in drei einzelne Drehungen zerlegen. Man dreht erst das System ¢&; um die €3-Achse mit Winkel
0 < ¢ < 27. Man hat dann

=/ —

51#—)51”, gg'—)é%’, 53#—)63 =e3.
AnschlieBend dreht man das System & um die €;’-Achse mit Winkel 0 <6 < 7

—// =1/ =/ =/ =/ =/ =/
€1|—>61 =€1, 62'—>€27 63'—>€3.

SchlieRlich dreht man das System &;” um die é€3”-Achse mit Winkel 0 < ¢ < 2.

&, e, dlea=ey.

Wichtig ist hierbei die Mdglichkeit der Zerlegung einer allgemeinen Drehung in drei einzelne Dre-
hungen. Natlrlich kann man sich viele andere mdgliche Zerlegungen in drei Drehungen Uberle-
gen.

Wir stellen also fest: um die Lage eines beliebigen Punktes im starren Kérper in einem bezlg-
lich eines raumfesten Inertialsystems anzugeben und damit die Lage des starren Koérper selbst,
ist es ausreichend, zu jedem Zeitpunkt sechs Zahlen zu kennen:
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1. die drei Komponenten von ﬁK, die die Lage des korperfesten Bezugspunktes im raumfe-
sten System angeben,

2. die drei Euler'schen Winkel, die die Ausrichtung der kérperfesten Koordinatenachsen in
Relation zu den raumfesten Koordinatenachsen angeben.

Ein starren Korper hat also f = 6 Freiheitsgrade, drei Translationsfreiheitsgrade und drei Rotati-
onsfreiheitsgrade.

5.2 Die Tragheitsmomente und die kinetische Energie eines starren Korpers

Wir wollen nun die kinetische Energie eines starren Kérpers berechnen. Wie bereits im Rahmen
rotierender Bezugssysteme besprochen gilt: es gibt einen Vektor Q, so dass fur die korperfeste
Basis gilt

el =Q0xeél.

Dieser Vektor lasst sich interpretieren als Winkelgeschwindigkeitsvektor, d.h. die momentane
Rotation erfolgt um eine Achse parallel zu 2 und mit Winkelgeschwindigkeit Q2 = |Q|.

Wir betrachten nun zunachst einen starren Kérper der aus N einzelnen Massenpunkten be-
steht. Die Lage jedes dieser Punkte lasst sich beschreiben durch

3
7i = Rk + 3 = Rk + ) _ i€
j=1

wobei
Vij = 0.
Es gilt also
gi=0xg = fi:ﬁKJrﬁxgji.
Fur die kinetische Energie folgt daraus
Nmi;g M =, 2 . O . mi, = .9
ngzri = 5 Bi + B - (Qx ;my> +;2(Qxyi) :

mit der Gesamtmasse M = Zf\il m;. Wir wahlen nun Ok als Schwerpunkt des starren Kérpers,
d.h.

| N
Rx=R= Z Mt .
=1
Dann qilt - wie bereits diskutiert -

N N
Zngj} :Zmz(ﬁ—ﬁ) :MR—Mézﬁ,
=1 =1
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d.h. der mittlere Term in der Berechnung der kinetischen Energie verschwindet:

M : N m
T———ZR +El2 (Qx ;).
i

Den letzten Term kdnnen wir mit der Spat-Produkt- und der BAC-CAB-Regel berechnen. Es gilt
(@x i) (@ x ) =G (5 x (Ex ) =9 (952 - 5i(@- 7)) = 827 — (3 -5)?.

Wir haben also

N N 3 3
™m; Mi =o_, —_— m; .
Z 7 => 71(923/2'2 — (7)) =) 71 D0 (05T — vigik)
i=1 i=1 i=1 j=1k=1
1o 1
=52 2 Ly = 562 - (19)
Jj=1k=1
mit
N 100 %2,1 Yi1Yi2 Yi1Yi3
L, = Zmi<5jkgi2 —YijYik), 1= Zmz g lo 1 0| —|yioyia V2 YiaVis
= i=1

0 0 1 YisVil VisViz  Yis

I ist also eine symmetrische Matrix mit Komponenten I;;. Wir nennen I den Tragheitstensor
des starren Korpers. Der Begriff “Tensor” ist in diesem Zusammenhang gleichbedeutdend mit
“Matrix’.

Im Fall eines kontinuierlichen starren Kérpers mussen wir die Summe Uber die einzelnen
Massenpunkte durch ein Integral ersetzen

N
S o[ @,
i—1 R3
dabei ist p die Massendichte des Kdorpers. Wir werden in Klirze Beispiele rechnen.
Insgesamt sehen wir also, dass die kinetische Energie eines starren Kérpers zwei Beitrage
hat.

M = 1= -
T = Tirans + Trot , Tirans = ?Rz ) Trot = §Q -(19).

Diese Beitrage entsprechen der kinetischen Energie der Translation und der kinetischen Energie
der Rotation.

Die Berechnung der kinetischen Rotationsenergie ist flur die Praxis in der gefundenen Form
ungeeignet und kann in vielen Fallen deutlich vereinfacht werden. Ausgangspunkt daflr ist die
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Tatsache, dass die Matrix I symmetrisch ist. AuBerdem qilt: die oben angegebenen Matrixele-
mente [;, der Matrix I lassen sich berechnen aus

L =¢&; - (Iey),
sie hangen also von der gewahlten kérperfesten Basis ab (da die Komponenten y; von ¥ von
dieser Basis abhangen). Die Frage ist nun, ob es eine bestimmte Wahl der kérperfesten Basis

5]’» gibt, in der die Matrix I eine besonders einfache Form hat. Aus der Mathematik (linearen
Algebra) ist folgende Tatsache bekannt.

Fir jede symmetrische Matrix I existiert eine Orthonor-
malbasis éjf bezlglich derer die Matrix Diagonalform hat,
d.h.

L =€ - (Iey) = Ljoj,

L 0 0
1= 0 IQ 0
0 0 I3

Die drei Vektoren 8; sind dabei gerade die Eigenvektoren
der Matrix und die I; die dazugehorigen Eigenwerte, d.h.
es gilt

> _ 1.
Iej = I]ej .

Wir wollen im folgenden immer diese spezielle kdrperfeste Basis wahlen. Die entsprechenden
Koordinatenachsen nennt man Haupttragheitsachsen und die dazugehoérigen Diagonaleintrage
von I Haupttragheitsmomente (oder einfach Tragheitsmomente).

Die Haupttragheitsachsen sind ausgezeichnete Drehachsen des starren Koérpers. Man kann
zeigen: die Drehung um die zum gro8ten und niedrigsten Haupttragheitsmoment gehdrigen
Haupttragheitsachsen ist besonders stabil gegen Stérungen. Die Drehung um jede andere Ach-
se (inkl. der Haupttragheitsachse flur das mittlere Haupttragheitsmoment) ist dagegen relativ
instabil gegen Stérungen. Fallen zwei (oder drei) Haupttragheitsmomente betragsmassig zu-
sammen, dann gibt es in diesem Sinne kein “mittleres” Haupttragheitsmoment und die Drehung
um alle drei Haupttragheitsachsen ist besonders stabil.

Wir kdnnen die kinetische Rotationsenergie also vereinfacht ausdriicken als

3
1
1=
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5.3 Berechnung von Haupttragheitsmomenten

Es gibt ein allgemeines mathematisches Verfahren zur Bestimmung der Haupttragheitsachsen
und -momente. Man muss einfach die Eigenvektoren und Eigenwerte des Tragheitstensors be-
stimmen. Oft kann man die Hauptragheitsachsen aber leicht “raten”. Zunachst einmal gehen na-
tarlich alle Hauptragheitsachsen durch den Schwerpunkt des Kdrpers, schneiden sich also dort.
Es leuchtet ein, dass Symmetrieachsen eines symmetrischen Starren Kérpers immer Haupttrag-
heitsachsen sind. Diese Tatsache Iasst sich auch nicht allzu schwer mathematisch beweisen, wir
wollen uns aber an dieser Stelle mit der physikalischen Intuition und einigen Beispielen zufrieden
geben.

Beispiel: 2 Massenpunkte Wir betrachten einen starren Kérper der aus zwei Massenpunkten
an den Orten

1,1 T2.1
=10 |, =1 0
0 0

Der Schwerpunkt ist

m1T1,1 + mMaTa 1

Wir wahlen als korperfestes Koordinatensystem einfach die kartesischen Koordinatenachsen mit
Ursprung im Schwerpunkt. Es ist also

1,1 —T21 21 — T1,1
N N = ma — — =4 mi
yl:Tl—R: s yQZTg—Rzi
mi + meo

0 0

mi + mg

Offenbar sind wegen der Symmetrie alle drei Koordinatenachsen Haupttragheitsachsen. Die
Haupttragheitsmomente sind

I =my (4 - yil) +my (75 — 93,1) =0

=0 =0
B} B} _ L, mamy L
Iy =mi(J7 — y3a) + ma(fy — yho) = maffi +mafiy = ———— (w21 — 211)° = (it — 7)> = Is.
mi + ms
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Beispiel: Kugel Wir betrachten eine Kugel mit Radius rg, Masse M und konstanter Massen-
dichte

M |
A <o 4

v 1 V= 7777“3 .

p(¥) = 3

0 |yl >0

Offenbar ist jede Achse durch den Mittelpunkt der Kugel eine Haupttragheitsachse und das
Haupttragheitsmoment bezlglich jeder dieser Achsen ist gleich gro8. Wenn wir ein korperfe-
stes kartesisches Koordinatensystem wahlen gilt also

Il+[2+.[3 _,_, 2 . .
L=hL=1I= —Z/ddypy 2—y?):?,/ddyp(‘i/)?ﬂ-

Wir wahlen nun Kugelkoordinaten (7,6, ¢). In diesen gilt fir die Integration (bzw. das Volumen-

element) )
/dgy :/ / / dr df d¢ sin()r?
o Jo Jo
Es ist dann
2m _2 M1 2
L=L=1I= / / / dr df d¢ sin(6) r* 47T/ drrt = 7477757"8 = 5Mr(2).

Dabei haben wir ausgenutzt dass das Integral Uber die Winkel gerade 47, d.h. die Oberflache
einer Kugel mit Radius 1 gibt. Die kinetische Energie einer Kugel die entlang der z1-Achse in der
z1-r9-Ebene rollt ist also

M. M ..
T = Ttrans + Trot , Tirans = ?R% ) Trot = gT(Q)QbQ

wobei ¢ der Drehwinkel um die kdrperfeste x2-Achse ist.

5.4 Bewegungsgleichungen eines starren Korpers

Wir wollen nun die Bewegungsgleichungen eines starren Kérpers herleiten. Wir betrachten dazu
zunachst einen starren Kérper aus N Massenpunkten. Auf jeden Massenpunkt wirkt die Kraft

E:EeXt+Zz', Z; = Z Zijv Zij:_Zji'

Die Zwangskrafte Z}i halten wie besprochen die Abstande der Massenpunkte konstant und ge-
nuigen dem dritten Newton’schen Gesetz. Daraus folgt analog zur Diskussion mehrerer “nicht-
starrer” Punktteilchen und unter der Annahme konstanter Massen.

N

dﬁﬁ -2 me me _ Z Fot g 7) = ZFext n Z Z 7= ZFext Fext

i=1 i=1 j=1,j7#1 i=1
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Diese Bewegungsgleichung beschreibt also die Translationsbewegung des starren Korpers. Wir
bendtigen also noch eine Gleichung fur die Rotationsbewegung um eine vollstandige Beschrei-
bung zu erhalten.

Dazu betrachten wir die Ableitung des Gesamtdrehimpulses, wieder analog zur Diskussion
von mehreren “nicht-starren” Massenpunkten

N

N N
d- d . L s
—L:—E mirixrizg mirixrizg T; X Fy.
dt dt “ , ,

i=1 i=1 i=1

Die Zwangskrafte erflllen nicht nur

sondern auch

Zig |7 — 75 .
Wie besprochen impliziert das, dass die Zwangskrafte zum Gesamtdrehmoment nicht beitragen.
Es gilt also

N
AN - mext

dtL =N-= ;m x F;

Das ist die Bewegungsgleichung fir die Rotationsfreiheitsgrade.

Im Falle eines kontinuierlichen starren Kérpers muss man die Summen uber die Teilchen
durch Integrale Uber die Massendichte ersetzen, ansonsten behalten die Gleichungen ihre Gl-
tigkeit.

Wenn die duBeren Krafte alle konservativ sind mit gemeinsamem Potential U
F’wiext _ —ﬁiU

dann kann man die Lagrangefunktion L =T — U aufstellen und die Bewegungsgleichungen flr
Translation und Rotation daraus ableiten. Wie fir mehrere nicht-starre Punktteilchen ist das oft
die effizienteste Methode die relevanten Bewegungsgleichungen herzuleiten.
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