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Aufgabe 13.1 [wird nicht korrigiert]
Es sei R > 0 fest vorgegeben und Ogp sei die Oberflache eines Zylinders mit Radius R,

Or = {(z,y,2) € R3: 2% +y*> = R?}.

Ermitteln Sie fiir zwei Punkte Py und P, auf Og die Kurve minimaler Linge (Geodite), die
beide Punkte verbindet. Driicken Sie dafiir die Linge einer C>-Kurve v : [0,1] — Og, die
Py und Py verbindet, als Wirkungsfunktional S() zu einer geeigneten “Lagrangefunktion” aus.
Geben Sie die zugehorigen Euler-Lagrange-Gleichungen an, und bestimmen Sie die Losungen unter
Beriicksichtigung der Randbedingungen ~(t = 0) = Py, v(t = 1) = P;. Fiihren Sie dazu Zylin-
derkoordinaten ein und wahlen Sie Py = (R,0,0) und P, = (Rcos 1, Rsin g, 21). Interpretieren
Sie anhand von Skizzen die Geodaten geometrisch, besonders fiir die folgenden Falle: (i) z; = 0,
(ii) ¢1 = 0, (iii) 7/2 < ¢1 < 7, 21 > 0. Was l3sst sich hinsichtlich der Eindeutigkeit der Geodaten
sagen?

Aufgabe 13.2 [diese Aufgabe wird korrigiert und bewertet, Wert = 12 Punkte]

Teilchen der Masse m bewege sich in einer raumliche Dimension (ohne weitere Zwangsbedingungen)
im eindimensionalen harmonischen Oszillatorpotential gegeben durch

mw2

Ulq) = ?QQ

mit einer Konstanten w > 0.
a) Geben Sie die Lagrangefunktion L(q, ¢) fiir die Bewegung des Massenpunkts an.

(

(b) Priifen Sie, dass die Lagrangefunktion die Aufldsungsbedingung erfiillt.

(c) Driicken Sie ¢ = ¢(q,p) als Funktion von ¢ und dem kanonisch konjugierten Impuls p aus.
(

d) Geben Sie die Hamiltonfunktion H(q,p) an. Bestimmen Sie die Hamiltonschen Bewegungs-
gleichungen und geben Sie deren allgemeine Losung an. Wieviele Integrationskonstanten sind
fur eine konkrete Losung festzulegen?



(e) Essei (go,po) ein Punkt im Phasenraum und ¢ — (g(t), p(t)) sei eine Integralkurve des Hamil-
tonschen Vektorfeldes mit (¢(0),p(0)) = (qo,po). Zeigen Sie, dass die Integralkurve (auch
genannt Phasenraumkurve) eine Ellipse ist. Berechnen Sie deren Mittelpunkt sowie GroBe und
Richtung der Halbachsen. Skizzieren Sie die Umlaufrichtung.

(Hinweis: Es ist ratsam, zunachst die Kurve (£(t),n(t)) = (v/mwq(t), p(t)/+/mw) anstelle von
(q(t),p(t)) zu betrachten.)

Aufgabe 13.3 [wird nicht korrigiert]

Fir eine 2-mal stetig differenzierbare Funktion f : R — R sei f” ohne Nullstelle, d.h. f’ ist invertier-
bar. Es sei g(z) = f'~1(2), f*(z) = zf'(z) — f(z) (x € R) und

(L)(2) = f*(9(2)) = 29(2) — f(9(2)) (2 € f(R))
heiBt die Legendretranformierte von f.

(a) Zeigen Sie, dass L(Lf)(y) = f(y) gilt.

(b) Auf R? sei die C%-Funktion T(q,u) = 3m(q)u® gegeben, wobei m(q) > 0 fiir alle ¢ € R.
Ausserdem sei V() eine beliebige reelle C2-Funktion auf R. Berechnen Sie fiir festgehaltenes
q die Legendretransformierte H(q,p), mit p = %L(q,u), der Funktion

u— L(g,u) =T(q,u) —V(q).

Aufgabe A.2 [Klausurvorbereitung — wird nicht korrigiert]
Beantworten Sie die folgenden Fragen moglichst knapp und treffend. Verwenden Sie Formeln und
Skizzen, wenn dies der Erklarung dient oder in der Aufgabenstellung verlangt wird. Erklaren Sie die

Symbole, die Sie verwenden. Vermeiden Sie zu lange Antworttexte (nicht mehr als eine Seite pro
Frage).

/.3



(i) Erlautern Sie das d'Alembertsche Prinzip. Fiir welche Arten von Zwangsbedingungen ist es
anwendbar? Wie lauten die Bewegungsgleichungen in diesem Fall?

(ii) Erlautern Sie den Begriff des effektiven Potentials. Fiir welche Arten von mechanischen Sys-
temen wird es eingefiihrt? Wie lautet die Bewegungsgleichung im effektiven Potential? Wie
lasst sich anhand des Verlaufs des effektiven Potential auf das Vorhandensein (oder nicht) von
gebundenen Bahnen des Systems schlieBen? Skizzieren Sie geeignete Beispiele.
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