Prof. Dr. R. Verch

UNIVERSITAT LEIPZIG

Inst. f. Theoretische Physik
TP1-L Wintersemester 2014/15

Miniscript:

Mathematische Begriffe und Sachverhalte (TP1-L)

1.) Der Vektorraum R3

R3 ist der Raum aller 3-dimensionalen Spaltenvektoren mit reellen Eintragen,
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Vektorsumme:

dann:

Multiplikation mit Zahlen:
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Fiir alle 7,7, 7 € R3, a € R gilt:
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Damit erfiillt R? die Axiome eines 3-dimensionalen, reellen Vektorraums.

Bemerkung: Das verallgemeinert unmittelbar von R? auf den Fall von R” fiir jedes n € N,
d.h. den Raum der n-dimensionalen Spaltenvektoren mit reellen Eintragen. Entsprechend
verallgemeinert alles, was im Folgenden fiir den R?® dargestellt wird, auf den R", sofern
nichts anderes dazu vermerkt wird.

2.) Euklidisches Skalarprodukt und Norm

Fur
T W
T = o) ) 37 = Y2 )
T3 Ys

ist das Euklidische Skalarprodukt definiert durch
3
(T @ Y) = z1y1 + Tayo + T3y3 = ijyj :
j=1

Das Skalarprodukt hat die folgenden Eigenschaften fiir alle Z, 7, 7 € R3, a € R:

(Toy) = (7o)

a(Z e §) = (a @ j) = (7 e (ay))
(To(y+2) = (Toy)+ (jeo2)
(T+y)e2)=(Tez2)+ (jeZ)

(ZeZ)=0 < =0



Die Euklidische Norm (oder: geometrische Linge) von Z € R? ist definiert durch

1Z|| = V(T e T).
Es gilt fiir alle Z, 7 € R?, a € R:

|laZ|| = lal - [|7]]
Z+4]| <|Z|| +||y]] (Dreiecksungleichung)
|1Z|=0 = #=0
(o) <||Z]| - ||y]|] (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)

Bei der Dreiecksungleichung und bei der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt Gleichheit
dann und nur dann, wenn ¢ = a oder ¥ = &'y mit a,a’ € R gilt. (Insbesondere, wenn
Z=0oder y=0.)
Fiir alle 7,7 € R? gilt:

|(Z o )| = cos(a(Z, 7)IZ]] - 7]l
wobei a(Z, ) der spitzere Winkel (< 90°) zwischen & und ¥ ist.
Wenn & # 0, i # 0, dann sind Z und ¢ genau dann zueinander orthogonal (Z L %), wenn
(Foy)=0:

(o) =0 & TL1y.

3.) Orthonormalbasen

Ein Satz ), Wy, w3 von Vektoren im R? heifit Orthonormalbasis (kurz: ONB), falls
(%) |W;]|=1 (j=1,2,3) und (W, ewy) =0, (Wyews)=0, (wWzew;)=0.
Die Bedingungen in (%) sind dquivalent zu

(w; @ wy) = o5 (j,k=1,2,3),

wobei d;;, das Kronecker-Delta Symbol ist, definiert als

1 falls j=k
it = |
0 falls j #k

Jeder Vektor ¥ lasst sich in eindeutiger Weise als Linearkombination einer ONB schreiben:
Fiir jedes 7 € R3 gilt

3
F=) (i e F)i; .

Jj=1



Die Standard-ONB des R? wird bezeichnet mit &, €, €3, definiert durch

1 0 0
_‘1: 0 ) _»2: 1 ) _)3: 0
0 0 1

4.) Lineare Abbildungen und Matrizen

Eine Abbildung 7" : R3 — R3 heifit linear, wenn fiir all 7,7 € R?, a,b € R gilt:
T(aZ + by) = aT(Z) + bT(Y) .

Bei linearen Abbildungen schreibt man oft T'Z anstelle von T'(Z).

Eine reelle 3 x 3 Matrix ist eine quadratische Zahlenanordnung mit reellen Eintragen:

All A12 A13
é = (Ajk)ikzl = A21 A22 A23
A31 A32 A33

Linker Index (j): Zeilenindex Rechter Index (k): Spaltenindex

I Y1
Die Anwendung von links der Matrix A auf ¥ = | 22 | ergibteiny= | vy | in R3,
- T3 Y3

3
y= A7, definiert durch y; = Z Ajpxy .
B k=1

Aus der Definition folgt fiir alle 7,7/ € R3, a,b € R:

A(aZ + by) = aAT + bAY,

d.h. die Multiplikation von Vektoren mit einer Matrix ist eine lineare Abbildung.
Jede lineare Abbildung 7" : R* — R? 148t sich durch die Matrix 7' = (T})?,_, mit den

Eintragen
T = (& ¢ T(€}))
darstellen:
T(%) =T firalle ¥eR’.

Mit dieser Beziehung zwischen linearen Abbildungen 7" und Matrizen 1" entspricht die Hin-

tereinanderausfiithrung von linearen Abbildungen dem MatrixproduktT



Fur zwei 3 x 3 Matrizen

A A A By By DBis
le = | An Axpn Ay |, lj = | Ba B DBas |,
Asp Asy Asg Bs1 Bsy Bss

ist das Matrixprodukt A - B wieder eine 3 x 3-Matrix,

Cii Cip Ci
A-B=C, C=| Cyn Cxn Oy |,
- U311 Oz Csg

definiert durch ;
Cjk — Z AﬂBlk .
i—1
Wenn 7 : R® — R und L : R? — R? zwei lineare Abbildungen sind und

T=((&eT(E)); e » L= L@,

die zugehorigen Matrizen beziiglich der Standard-Basis von R3, dann gilt fiir alle 7 € R?

Achtung: Das Matrixprodukt ist nicht kommutativ, d.h. im allgemeinen (auBer fiir
spezielle Matrizen) gilt
AB£B A

Ahnlich wie bei Vektoren # kann man auch fiir Matrizen Linearkombinationen durch die

Linearkombinationen der jeweiligen Eintragskomponenten bilden, also fiir a,b € R3 und
Matrizen A, B:

ail +0B = (aAji + ijk)?,k:l :

Mit dieser Definition gilt dann fiir alle a,b € R, Vektoren ¥ und Matrizen A, B,

[le)

(aA +bB)T = aAZ + bBF
(aA+bB)-C =aA-C+DbA-

C-(aA+bB)=aC-A+bC -

Iy 1Q




5.) Die transponierte Matrix

Fur eine Matrix
A A A

é = A21 A22 A23
A31 A32 A33

ist die transponierte Matrix definiert durch

All A21 A31
éT = A12 A22 A32
A13 A23 A33

d.h. élT entsteht aus A durch Vertauschen der Zeilen- und Spaltenindices. Das ist gleichbe-

deutend damit, die I\/I_atrixelemente, also die Eintrage der Matrix, an der Matrixdiagonalen
— die Diagonale von der linken oberen zur rechten unteren Ecke, auf der die Matrixdi-
agonalelemente A;q, As, A3z stehen — zu spiegeln.

Fiir alle a,b € R, Vektoren 7, § und alle Matrizen A, B gilt:

(aA +bB)" aAT + bBT
(A-B)"=B"- AT Beachte Vertauschung der Reihenfolge!
(A=A
(T o A7) = (A" )

Man nennt Matrizen A, die élT = A erfiillen, symmetrisch.

6.) Orthogonale Matrizen, Drehungen, Spiegelungen

Eine Matrix D heifit orthogonal, wenn sie die Bedingung

T T

(M
g
I
—
Il
g
g

erfiillt. Dabei ist 1 die Einheitsmatrix (oder 1-Matrix),

1=

O O =
O = O
_ o O

esgilt 1-A=A-1= A fiir jede Matrix A



Eine Matrix D ist orthogonal genau dann, wenn fiir alle Vektoren Z, y gilt:
(D7 e Dij) = (T @) .

D.h. eine orthogonale Matrix entspricht einer linearen Abbildung der Menge der Vektoren
des R3, die Langen von Vektoren und Winkel zwischen Vektoren unverandert
1a83t. Dies enspricht dem Verhalten von (starren) Drehungen um eine Achse, oder von
Spiegelungen.

Ein Beispiel ist die Matrix D(3,0), die eine Drehung um die €3-Achse um den Winkel
beschreibt:

cos(f) sin(d) 0
12(3, ) =1 — 81(1)1(0) co%(ﬁ) 01,
1

7.) Bahnkurven

Fiir to,t; € R mit ¢ty < t1 ist (o, ¢1) ein offenes, reelles Intervall.

Eine Abbildung
r1(t)
7i(to, ) = R, t=7t)=| rt)
73(t)

heifit eine Bahnkurve. Dabei ist der Parameter ¢ iiblicherweise ein Zeitparameter.

Von Bahnkurven mochte man Ableitungen bilden, um Geschwindigkeiten und Beschle-
unigungen der Bahnkurve zu ermitteln. Dafiir miissen die Koordinatenfunktionen
t—1r;(t) (j =1,2,3) der Bahnkurve geniigend oft stetig differenzierbar sein. Wir nehmen
an, dass die Koordinatenfunktionen immer wenigstens C? sind, also 2-mal stetig differen-
zierbar. Es lassen sich also fiir alle ¢t € (¢y,t;) die erste und die zweite Ableitung der r;
bilden, und diese Ableitungen sind auch stetige Funktionen.

In der Physik schreibt man fiir die Zeitableitung gerne einen Punkt iiber die entsprechende
GroBe (das geht auf Newton zuriick). Also

71 (t) Lr(t)
o= )\

Diese Definition der Zeitableitung einer Bahnkurve stimmt auch tiberein mit der der
Ableitung einer vektorwertigen Funktion: Es gilt

Jim [ 5 (7(t + At) = 7(t)) — 7(8)]| = 0



fir alle t € (to,t1). Man definiert die erste Zeitableitung
i(t) = 7(t)
als die Geschwindigkeit der Bahnkurve, und die zweite Zeitableitung
(t) = u(t) = g=7(1)

als die Beschleunigung der Bahnkurve. (Wobei zu beachten ist, dass dies sich auf die
Beschreibung der Bahnkurve in gewihlten Koordinaten, d.h. in der Standard-ONB des R3
bezieht.)



