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I. Vorbemerkungen

1. Die Mannigfaltigkeit der Rawm-Zeit- Punkte

Eine der elementarsten und gleichzeitig allgemein-
sten Grundlagen jeder physikalischen Theorie ist die
Tatsache, dall unsere Raum-Zeit-Welt eine 4-dimen-
sionale Mannigfaltigkeit ist. Nicht nur in den klas-
sischen Theorien, sondern auch in der Quanten-
theorie gibt es bis heute keinen Begriff, der tragfihig
genug wire, die Raum-Zeit-Welt als nur annihernd
giiltigen Begriff zu qualifizieren — obwohl es an Ver-
suchen in dieser Richtung nicht fehlt.

Die Mannigfaltigkeit der Raum-Zeit-Punkte M ist
insofern absolut, als keinerlei Abhingigkeit vom Zu-
stand der Beobachter in diesen Begriff eingeht. Die
Relativitdit von Raum und Zeit entsteht vielmehr
erst durch die Vielzahl der méglichen Zerlegungen
von M in raumartige Hyperflichen und Biindel zeit-
artiger Weltlinien.

Die Tatsache, da M eine ‘4-dimensionale Man-
nigfaltigkeit ist, wird nun wie folgt ausgedriickt: Zu
jedem Punkt ¢, aus M gibt es eine Umgebung U von
Weltpunkten und vier auf U erkléirte reelle und ste-
tige Funktionen «1, ..., z* derart, daB durch

Q—->{«*@),....2* @}, Q€U (L

eine eineindeutige Abbildung von U auf eine offene
Menge des 4-dimensionalen Zahlenraumes gegeben
ist. Vorbehaltlich gewisser Differenzierbarkeitsbedin-
gungen, die wir hier nicht niher erértern wollenl),
bilden die vier Funktionen {x'} ein Koordinaten-
system mit dem Giiltigkeitsbereich U. Sind yl, ...,
y* irgend vier Funktionen (der Klasse C*), die auf
einer offenen Teilmenge U von M erklirt sind, so
bilden die %' ein Koordinatensystem {%‘} mit dem
Giiltigkeitsbereich U.

Die Koordinatensysteme auf M haben keinerlei
tiefere physikalische Bedeutung. Sie sind lediglich
Mittel der Parametrisierung der Mannigfaltigkeit,
gewissermaflen ,,.Namen‘ oder ,,Marken‘, die den
Weltpunkten zu ihrer Unterscheidung gegeben
werden?).

2. Kovarianz

Der Begriff der Kovarianz ist iiblicherweise etwas
verschwommen und wird von verschiedenen Autoren
verschieden benutzt.

Eine Theorie, ein physikalischer Begriff u. i.
heiBt kovariant formulierbar, wenn fiir die Formu-
lierung die Existenz privilegierter Koordinaten-
systeme nicht notwendig ist. Man sagt hierzu oft
auch (etwas vereinfachend), die Theorie sei kova-
riant, wenn sie ,,in jedem beliebigen Koordinaten-
system formulierbar® ist.

Eine Theorie kann hiernach kovariant formulier-
bar sein und gleichzeitig gewisse Koordinaten-
systeme stark auszeichnen. Die Auszeichnung soll
jedoch eine Folge der Theorie sein, nicht ihre Vor-
aussetzung.

Es ist nicht notwendig, da8 eine Theorie kovariant
formuliert ist: Es langt zu wissen, daB eine ko-
variante Formulierung méglich ist. Eine ,,explizite
kovariante Formulierung bringt jedoch oft Vorteile.
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Es hat sich die Erkenntnis durchgesetzt, dal eine
kovariante Formulierung bei jeder Theorie erzwun-
gen werden kann, und somit dieser Begriff keine tie-
fere physikalische Bedeutung hat. Dies steht offenbar
in engem Zusammenhang mit der analogen Feststel-
lung fiir die Koordinatensysteme.

Trotz dieser negativen Einschitzung besitzt der
Begriff der Kovarianz einen rationalen Kern:

Wir nennen eine Theorie (bzw. einen physika-
lischen Begriff) lokal kovariant, wenn ihre (seine)
Formulierung an die Existenz von Koordinaten-
systemen gekniipft ist, die ganz M zum Giiltigkeits-
bereich haben. Anderenfalls sprechen wir von glo-
baler Kovarianz.

Global kovariant sind z. B. sowohl die Weylsche
als auch die Kédhlersche Formulierung der Max-
wellschen Gleichungen.

Die Allgemeine Relativitdtstheorie ist global ko-
variant mit Ausnahme der auf Pseudotensoren ge-
griindeten Begriffe Energie, Impuls, Drehimpuls
u. 4.3).

Allgemein kann gesagt werden, dafl die lokale Ko-
varianz eine im Allgemeinen triviale Angelegenheit
ist. Der Forderung nach globaler Kovarianz hin-
gegen kann man einen physikalischen und mathe-
matischen Inhalt zuordnen.

Tatsédchlich sind unsere Kenntnisse iiber die glo-
bale Struktur unseres Weltalls dulerst gering und
es kann M eine ziemlich beliebige topologische Ge-
stalt haben. Da wir nicht wissen, wie unsere Welt im
GroBlen strukturiert ist, sollte eine Formulierung
unserer physikalischen Theorien moglich sein, die
von diesen globalen Eigenschaften von M weit-
gehend unabhéngig ist.

Das heifit aber im besonderen, dafl eine global
kovariante Formulierung existieren und die Defini-
tion physikalisch wichtiger Begriffe nicht an den
Sonderfall einer topologisch trivialen Raum-Zeit-
Mannigfaltigkeit gebunden sein sollte?).

LiteraturzuIl. und I2.:

Alexandrow [2], Newman, E. [10], Dirac [19], Eddington
[22], Fock [30—32], Hoffmann, B. [41], Lemaitre [57], Moller
[65], Pauli [69], Swann [77], Wigner [101] (siehe auch die dor-
tigen Diskussionsbemerkungen von F.Hoyle, D. van Dantzig,
J. L. Synge, J. Généniau). Zur globalen Kovarianz der Max-
wellschen Gleichungen siehe Kahler [48], Uhlmann [91],
Weyl [99].

3. Die Metrik

Um auf der Mannigfaltigkeit M/ Physik treiben zu
kénnen, braucht man eine Metrik. Ohne eine Metrik
haben z. B. Begriffe wie Linge, Eigenzeit, raum-
artig, zeitartig usw. keinen Sinn%).

Wir sehen schon hieraus, dafl das metrische Feld
eine Ausnahmerolle in bezug auf alle anderen physi-
kalischen Felder spielt. Dies kann man auch leicht
konkret an einzelnen Beispielen zeigen.

Wenn z. B. in der Feldtheorie von ,,freien Feldern*
gesprochen wird, dann ist bei diesen stets eine ge-
wisse ,,Kopplung* mit dem metrischen Feld einge-
schlossen. Diese Kopplung ist sehr komplizierter Art.
Von der Metrik ist z. B. abhéngig
a) der Laplace-Beltrami-Operator,

b) das ,,Herauf- und Herunterziehen von Ten-
sorindizes,
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c) der Begriff des Spinors,

d) der Energie-Impuls-Tensor einer jeden Feld-
theorie.

Besonders auf den letztgenannten Punkt soll hier
die Aufmerksamkeit gelenkt werden: Es geht in den
Ausdruck fiir die Energie nicht nur die Struktur des
betreffenden Feldes, sondern auch die der Metrik ein.
Es liegt deshalb nahe, in der Existenz des Energie-
Impuls-Tensors den Ausdruck der Wechselwirkung
des metrischen mit den nicht-metrischen Feldern zu
sehen.

Wir wollen unter ,,Metrik‘‘ bzw. ,,metrischem Feld**
einen auf ganz M definierten symmetrischen Tensor
gix vom Typ (+++—) verstehen. Hierin steckt
eine gewisse Willkiir, da mit gleichem Erfolg der
Typ (— — — +) genommen werden konnte.

Da ds? = g;; dat da¥ eine Invariante ist, kann man
ihr eine (physikalische!) Dimension zuordnen. Da
ds® das metrische Feld sein soll, kann dies Dimen-
sion nur [L?] oder [7?] sein, je nachdem man ds? als
eine Verallgemeinerung der Form

dx? + dy? 4 dz® — c2 d¢*

1
oder 2 (da® 4 dy? + dz?) — d¢? (3,1)
ansieht. Wir wollen uns auf den erstgenannten Fall
konzentrieren und somit

[ds*] = [L7] (3.2)

schreiben. In diesem Falle sind die g;; dimensions-
los, wenn alle Koordinaten die Dimension einer
Linge besitzen:

(1] = [L] - [gix] = [1] (3,3)

Vom Typ (+ -+ +—) sein heiBt fiir eine Metrik,
da es in der Umgebung eines jeden Weltpunktes
vier unabhingige Pfaffsche Formen w,, w,, w, ws,
mit

ds® = — wo? + 0% + wy? + w,? (3,4)
gibt. Hiermit identisch ist auch die Existenz von
,oskulierenden* (,,Minkowskischen) Koordinaten-
systemen {y’} in der Umgebung eines jeden Welt-
punktes @: Sind g;; die Komponenten beziiglich
{y*}, so kann

Gix (@) = & Ok, Gik1(Q) =0

mit & =&, =6 =—¢, =1

(3.5)

erreicht werden.

Im weiteren Verlauf verstehen wir unter einer
Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit (Raum-Zeit-Welt) eine
4-dimensionale Mannigfaltigkeit (der Klasse C*°) zu-
sammen mit einer auf ganz M erkliarten Metrik vom

Typ (+++—) und der Dimension [L2].

Literatur:

Zur allgemeinen Interpretation von M :

Alexandrow [1, 2]; Einstein, A. [24, 25, 28]; Fock [30—32];
Pauli [69]; Uhlmann [95].

Einige zusammenfassende Werke:

Eddington [22]; Einstein [24, 25, 28]; Hoffmann, B. [41];
Jordan [46]; Landau-Lifshitz [55]; Lichnerowicz [58]; Moller
[63]; Pauli [69]; Schrodinger [76]; Swann [77]; Trautmann
[89]; Weyl [99].
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4. Konventionen, Abkiirzungen

M bezeichne stets die Raum-Zeit-Mannigfaltig-
keit und @ ihre Punkte, die ,,Raum-Zeit-Punkte‘
bzw. ,,Weltpunkte* genannt werden.

Ein , lateinischer Summationsindex s, k, . .. lauft
von 1 bis 4 wenn keine Koordinate und iiber 0, 1, 2, 3,
wenn die ,,nullte” Koordinate ausgezeichnet werden
soll. ,,Griechische* Summationsindizes », u, 4 laufen
stets von 1 bis 3.

In der Arbeit wird oft vom Kalkiil der duBeren
Differentialformen Gebrauch gemacht. Das alter-
nierende Produkt wird durch A angezeigt, die to-
tale Differentiation durch d. Der Dualitétsoperator
wird mit a bezeichnet und durch

a@ . (_1)(2) A ) iy J1 irdy dxjr+l A
YT =y T
jngl2...m | 3
ndamd; o =g
definiert, falls .
1 i i
@:FAil.__;rdx‘/\.../\dx’

ist. Dabei ist stets n = 4. Insbesondere ist ¢ 1 das
invariante Volumendifferential von M.

Des weiteren ist es zweckmaBig, fiir einige haufig
gebrauchte Begriffe Abkiirzungen einzufithren, um
das Satzbild zu entlasten und iibersichtlicher zu ge-
stalten. Wir setzen

Spezielle Relativitdtstheorie = SRT
Allgemeine Relativitdtstheorie = ART

Koordinatensystem = KS
Hyperflache = HF1
Weltlinie = WL

Die Abkiirzungen treten auch in Zusammenset-
zungen auf: HFI-Stiick, WL-Biindel. ’

Ein Formelzitat IIT (6,3) sagt, da es sich um die
dritte Formel im Abschnitt 6 des dritten Kapitels
handelt. Wird die Formel im selben Kapitel zitiert,
in dem sie auftritt, so wird das Kapitelzeichen weg-
gelassen —also z. B. (6,3). Wir geben noch einige be-
nutzte mathematische Literatur an:

Mathematische Literatur:

Bochner Yano [12]; Eisenhart [29]; Lichnerowicz [59, 60];
Yano [97, 98]. Fiir den duBeren Differentialkalkiil: Kéhler [47,
49]; Lichnerowicz [59]; Uhlmann [92] (insbesondere fiir die
hier benutzten Bezeichnungen und fiir weitere Zitate).

II. Zur Theorie der Beobachtungen

1. Allgemeine Voraussetzungen

Sei M eine Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit mit der
Metrik g;z. AuBer den durch die Metrik ausdriick-
baren objektiven Gegebenheiten mdgen noch andere
nicht-metrische Felder ¢, vorhanden sein.

Es erhebt sich dann die Frage, wie sich diese als
objektiv und real vorausgesetzten Dinge in unserer
Beobachtung widerspiegeln konnen. Es ist dies na-
tiirlich ein sehr differenziertes Problem, da jede Si-
tuation, jede physikalische GroBe ihr eigentiimliche
individuelle Ziige aufweist.

Ehe man aber diese Frage z. B. fiir die Energie be-
antworten kann, mufl man wissen, wie man die Beob-
achter in die Theorie einzufithren hat. Dabei ver-
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stehen wir unter ,,Beobachtern‘‘ stets auch die Ge-
samtheit der Beobachtungsmittel, MeBgerite usw.
Wir treffen hierzu einige allgemeine Feststellungen.

a) Die Beobachtungsmittel verhalten sich wie klas-
sische Objekte. Wir nehmen insbesondere an, daf
ihre Bewegung wohldefiniert ist.

b) Die ,,Bewegung“ der Beobachter in Raum und
Zeit wird durch ein Biindel von Weltlinien ge-
geben, den Weltlinien der Beobachter (Beob-
achtungsmittel usw.).

Es ist klar, dal jede dieser Weltlinien zeitartig sein
muB, da jeder Beobachter eine endliche, von der
Grenzgeschwindigkeit verschiedene Geschwindigkeit
besitzen mufl. Das Weltlinienbiindel beschreibt den
Bewegungsverlauf der Beobachter vollstindig.

¢) SchlieBlich miissen noch die Weltpunkte gekenn-
zeichnet werden, an denen die Messung statt-
findet. Diese Weltpunkte bilden eine Teilmenge 2
von M.

Natiirlich kann ein Weltpunkt nur dann zu Q ge-
horen, wenn er mit einer der in b) genannten WL
koinzidiert.

Im allgemeinen wird man bestrebt sein, Q als raum-
artige Punktmenge zu wihlen, da dann die an ver-
schiedenen Weltpunkten vorgenommenen Messun-

gen voneinander unabhéingig sind.

Um schlieBlich eine maximale Information zu er-
halten, wird man sich auf maximale raumartige
Punktmengen stiitzen. Wir nehmen deshalb an, daf}
2 ein raumartiges Hyperflichenstiick ist.

Die Weltlinien der Beobachter verkorpern die
kinematische ,,Geschichte‘* der Beobachter. Es ist
klar, daBl wir fiir eine Messung in den Punkten Q
einer raumartigen HFI die Struktur dieser WL nur
in einer beliebig kleinen Umgebung von £ zu kennen
brauchen. Fiir die hier betrachteten GroBen langt
es nun vollig, den Bewegungszustand der Beob-
achter und die Weltpunkte, an denen die Messung
stattfindet, zu kennen. Mit anderen Worten: Die
hier betrachteten Observablen kann man als Funk-
tionale dieser ,,Beobachtungsbedingungen‘ und des
physikalischen Zustandes (gegeben durch die g und
@) ansehen.

2. Die Weltlinien der Beobachter
Wir betrachten zunichst eine WL w aus dem Biin-
del der WL der Beobachter. w ist eine Abbildung
eines reellen Parameters 1 auf gewisse Weltpunkte
Q (A) aus M:
A= Q () (2,1)
Auf w kann nun ein Vektorfeld wie folgt erklért
werden: Die Komponenten & beziiglich eines be-
liebigen K8 sind an der Stelle @ = @ (1) durch

i THQU + ) — 21 (Q(2)

e—>0 €

& =

(2,2)

gegeben.

Nun ist freilich der Parameter 1 noch beliebig.
Wird er durch einen anderen p = p(4) ersetzt, so

entsteht statt & das durch & - Zi; = &t gegebene Vek-
torfeld .
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Das gesamte WL-Biindel, das ein gewisses Gebiet
von M iiberdecken mag, definiert dort durch den
cben beschriebenen ProzeB ein kontravariantes Vek-
torfeld &¢. Die Willkiir der Parameterwahl kommt
dadurch zum Ausdruck, dafl die Vektoren & und die
Vektoren « . & (o ist eine bel. Funktion) dem glei-
chen WL-Biindel zugeordnet sind.

Auf der anderen Seite bestimmt jedes solche Vek-
torfeld &¢ das Weltlinienbiindel vollstindig. Es sind
ndmlich die einzelnen WL @ (4) durch

@ (@ (4) = ¢* (@, 4) (2,3)

gegeben, wobei die Funktionen ¢! die Lésungen des
Differentialgleichungssystems
d
7@ D=8, .Y
mit den Anfangsbedingungen
¢ (@, 0) = 2t (Q)
sind. (Vgl. hierzu auch IV.5.)

An die Stelle des mathematisch nicht so hand-
lichen WL-Biindels sind somit die zu ihm ,asso-
ziierten‘ kontravarianten Vektorfelder &i o . &t . ..
getreten.

Unbequem ist nun lediglich noch die Willkiir in
der Wahl des Parameters 1, die den willkiirlichen
Faktor o bedingt. An dieser Stelle erinnern wir uns
daran, da die WL zeitartig sind. Wir wihlen des-
halb den Parameter gerade so, dafl

Q(2;)

Ay — A = f ds
Q(%4)
ist. Dann miBt 1/c? gerade die Eigenzeit der WL und
wir haben die physikalisch klare Forderung zu stel-
len, daBl der Parameter einer jeden WL gerade die
Eigenzeit des zu dieser WL gehorenden Beobachters
als 1/c® bestimmt.

Damit dies der Fall ist, muf3

dl =ds

(2.4)

(2,5)

(2,6)

(2,7)
werden, wenn wir
2t (1) = ' (Q(4))
in das Linienelement eintragen. Aus
ds = Y—gux 3% &F dA = Y—gix E EF d2

folgt, daB unsere Forderung mit

G&=—1

(2,8)

(2,9)

(2,10)
gleichbedeutend ist.

Durch unsere Forderung, daB dem kontravarian-
ten Vektorfeld & die auf die Eigenzeit der Beobachter
bezogene Parameterdarstellung des WL-Biindels
zugrunde liegt, ist &' bis auf ein Vorzeichen be-
stimmt; denn mit & erfillt auch —&¢ (2,10). Wir
konnen jedoch annehmen, daB (wenigstens lokal)
infolge der Kausalitdtsrelationen eine Ordnung der
Punkte von w eintritt. Wir diirfen deshalb voraus-
setzen, dal Wirkungen nur in Richtung wachsender
Parameterwerte fortgepflanzt werden. Wir sagen
dann, daBl das Feld & vorwirts gerichtet sei. Zusam-
mengefalit:

Zu jedem zeitartigen Weltlinienbiindel gehért ge-
nau ein kontravariantes Vektorfeld & mit

Eigi:_l,
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& ist vorwirts gerichtet und umgekehrt. Die zuge-
horige Parameterdarstellung hat die c¢2-fache Eigen-
zeit als Parameter und die Richtung sich ausbreiten-
der Wirkungen wird durch wachsende Parameter-
werte angezeigt. Wir bezeichnen die so gewihlten &
als die zum Weltlinienbiindel gehérenden normierten
Tangenten.

Betrachten wir eine zeitartige WL w, die wir als
WL eines kleinen Teilchens ansehen und eine aus
dem WL-Biindel der Beobachter herausgegriffene
WL w. Im Weltpunkt @ mégen sich w und w schnei-
den. In diesem Punkt seien & und #¢ die zugehoren-
den normierten Tangenten. Wir wihlen ein KS der-
art, daB

ds?(Q) = da® + dy? 4+ dz® — c2 di? (2,11)
ist und in dem der auf w befindliche Beobachter ruht:

£@ =0 @=L

c
Ist w in der Ndhe von @ durch 2* = 2*(t) gegeben,
8o ist
l=a-vg, P=ca-vy, PP=a v, 1=,
und der Proportionalititsfaktor ist durch die Nor-
mierung zu

— P + v+ 02—t = —o2 (1P —c?) =1
festgelegt. Also ist
1
Emi(Q) = — (2,12)

_ﬁ’
Vl—c‘z

und der ,,Kosinus des Winkels*“ zwischen w und w
bestimmt durch diese Formel die vom Beobachter
auf w gemessene Geschwindigkeit des Teilchens mit
der Weltlinie w.

3. Die raumartigen Hyperflichenstiicke

Wir wenden uns nunmehr dem zweiten Teil der
raum-zeitlichen Beobachtungsbedingungen zu, den
raumartigen HFI-Stiicken. Die iibliche Definition
der SRT, nach der zwei Punkte raumartig zueinander
liegen, wenn ihr ,,Abstand‘“ positiv ist, versagt frei-
lich bei geniigend allgemeiner Gestalt von M. Er ist
auch lokal viel zu kompliziert, um fiir die Definition
grundlegender Begriffe verwendbar zu sein. Da aber
£ ein Hyperflichenstiick ist, kann man leicht eine
Definition angeben, die im Falle Minkowskischer
Metrik mit der in der SRT iiblichen Bestimmung die-
ses Begriffes zusammenfallt:

Q heiBe raumartig, wenn jede ganz in 2 verlaufende
WL nur raumartige Tangenten besitzt.

Dies ist gleichbedeutend mit jeder der folgenden
Bedingungen:

a) Ist £ durch eine Gleichung f = 0 gegeben, so ist
das Vektorfeld of/0at zeitartig.
b) Ist {«?} ein KS derart, daB 20 = 0 eine Gleichung
fiir 2 ist, so ist g,, auf Q positiv definit.
¢) Ist 2 durch eine Parameterdarstellung
xt = at (11, 12, 13)
gegeben, so ist die Form
Oxt Oxk

9k g g F A

positiv definit.
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Wegen a) ist das durch
of
. Oxt
P =
of of .
+ V_ oaF 601
gegebene Feld der Normalen einer raumartigen HF1
zeitartig. #; ist hierdurch auf 2 bis auf ein Vorzeichen
bestimmt. Nehmen wir jedoch an, daB f so gewihlt
ist, daB} Ereignisse an Weltpunkten @ mit f(Q) < 0
auf gewisse Ereignisse mit Weltpunkten f(Q) >0
wirken konnen (itber Kausalketten), so ist auch die-
ses Vorzeichen festgelegt und wir sprechen von der
nach vorwdrts gerichteten Normalen von Q.

Ist n; vorwirts gerichtet, so ist —g?¥ 75 im Sinne
des vorhergehenden Abschnittes ebenfalls vorwirts
gerichtet.

Lassen wir deshalb eine zeitartige Weltlinie w den
»Raum‘ Q in einem Weltpunkt ¢ passieren und ist
& bzw. gt die vorwirts gerichtete Tangente bzw.
Normale in diesem Punkt, so ist wegen (2,12) durch

(3,2)

die Relativgeschwindigkeit eines Beobachters bzw.
eines Objekts beziiglich Q2 gegeben.

Berechnen wir nun auch die Richtung dieser Ge-
schwindigkeit von w relativ 2 und somit das Ana-
logon zum ,Dreiervektor der Geschwindigkeit.
Hierzu betrachten wir wieder ein KS {z, y, 2 t}, das
im Punkte @ die Relation (2,11) befriedigt und neh-
men an, daB die Fliche ¢ = 0 unsere Hyperfliche im
fraglichen Weltpunkt beriihrt. Letzteres ist mit

Nz =Ny =n=0, n=c
dquivalent. Andererseits ist in diesem KS
£ =

Vg gt__l
pp——— ==
ch_vz

Ep—y

Bestimmen wir nun die Projektion of von &¢ auf Q
durch die Gleichungen

=1y +af, aln; =0.

(3,3)
Es folgt
ax=%~ ! s, ot =0.

— 3.4
T — (3.:4)

SchlieBlich treffen wir die folgende Verabredung,
die spéter nicht mehr explizit angegeben wird : Hingt
eine Gréfe neben anderem von einer Hyperfliche ab
D= D[, ...], so bedeutet die Redeweise ,, @ ist
von der Wahl der raumartigen HFI unabhiingig* ge-
nauer eine Wahl von {2 innerhalb einer Homologie-
klasse und die Unabhéingigkeit von @ bei Variation
von £2 innerhalb dieser Homologieklasse. Bei den
bisher niher betrachteten Raum-Zeit-Mannigfaltig-
keiten spielt dies jedoch keine oder nur eine unter-
geordnete Rolle (mit Ausnahme der Wheelerschen
,s Wurmlochtheorie).

4. Interpretation der Daten & und Q

Wir nehmen nun ein zeitartiges Biindel von WL w
mit normierten Tangenten &¢ an, das eine raumartige
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HFI Q durchsetzt. Die WL seien die WL der Beob-
achtungsmittel, und beim Passieren von 2 werde ge-
messen.

Hat das Feld & in den Punkten von 2 die Rich-
tung der (vorwirts gerichteten) Normalen n; von Q

fi +gik Nk = 0’ (471)
So ,,ruhen® die Beobachter relativ zu Q; denn die
Projektion von & auf Q ist in diesem Falle Null, und
daher ist die Geschwindigkeit der Beobachter — be-
zogen auf den ,,Raum ¢ — Null.

Der durch (4,1) gekennzeichnete Fall ist offenbar
der wichtigste und in der Praxis fast immer mit aus-
reichender Genauigkeit verwirklichte. Bei ihm wer-
den vom Standpunkt der Eigenzeit die MeBgerite
gleichzeitig eingeschaltet, und sie befinden sich iiber-
dies vom Standpunkt des Raumes £2 in Ruhe.

Es hindert uns jedoch nichts, auch die allgemeine
Situation

E gl g = 0 (4.2)
zu betrachten. Sie liegt z. B. vor, wenn wir im To-
monaga-Schwinger-Formalismus die auf ein Inertial-
system bezogene Energie durch ein Integral iiber eine
beliebige raumartige HF1 ausdriicken. Uberdies muB
gesagt werden, daB eine Beschrinkung auf (4,1)
schon deshalb nicht immer ratsam ist, weil fiir manche
Weltlinienbiindel (4,1) gar nicht realisiert werden
kann.

Um némlich (4,1) erfiillen ..u kénnen, miissen wir
die Existenz von Funktionen f und % mit
0
0xk

voraussetzen. Die Integrabilititsbedingung fiir diese
Gleichung ist

PAdY =0 mit & = & g dak (4,4)

Ein kosmologisches Beispiel fiir die Nichterfiillung
von (4,4) ist das Godelsche Modell des ,,rotierenden
Universum®. Dort gibt es ein zeitartiges Weltlinien-
biindel, das sogar zur Bewegungsgruppe der Metrik
gehort und (4,4) verletzt.

Jedoch kann man bereits in der SRT beliebig viele
Beispiele konstruieren, bei denen (4,4) nicht erfiillt
ist. Interpretiert man dann die zugehérenden Welt-
linien als WL von Beobachtern, so gibt es keine HF1,
relativ zu der sich die Beobachter in Ruhe befinden.
Das heifit fiir solche Scharen von Beobachtern gibt
es keine sinnvolle Definition der Gleichzeitigkeit.

[Umgekehrt kann man fiir eine Schar von Beob-
achtern genau dann eine sinnvolle Definition der
Gleichzeitigkeit festlegen, wenn die zugehsrenden WL
die Gleichung (4,4) erfiillen.]

Wir betrachten nun den Fall, daB (4,2) und nicht
(4,1) gilt. Wir haben diese Situation so zu interpre-
tieren, daf entweder die Beobachter relativ zu Q be-
wegt sind, oder dal die MeBapparatur, vom Stand-
punkt der Beobachter aus beurteilt, nicht gleich-
zeitig eingeschaltet wurde. Beide Deutungen sind
gleichwertig: Die erste beurteilt die Situation vom
Standpunkt einer zweiten Schar von Beobachtern,
die relativ zur betrachteten HFI ruht. Die zweite ur-
teilt iiber die Situation vom Standpunkt der zu dem
fraglichen WL-Biindel gehorenden Beobachter aus.

g =h- gk (4,3)
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Wir bringen zwei einfache Beispiele aus dem Be-
reich der SRT.

Beispiel 1:
Die Weltlinien von Beobachtern, die sich in einem
Inertialsystem befinden, sind natiirlich durch

x = const., y = const., z = const., { = 4,

gegeben. (4,1) entspricht dann der Wahl einer HF].
t = const. Fiithren wir jedoch die Messung so aus, daf
sie von relativ zu diesem Inertialsystem bewegten
Beobachtern als gleichzeitig wahrgenommen wird, so
liegt (4,2) vor. Der hier einfachste Fall ist die Wahl
einer HF1 © durch die Gleichung

2t + vx = const.
Es ist dann

B o1 v
y— v e — = 0
5 60 c ? 7} 1 Vm’ 172 173 ’
2
T/t = e
V 62 — /02
so dall wir wie erwartet
B 1
&y = —=
/ 2
Jr—
erhalten.
/ ..
Z welllinern
§ > qer
U Beobachirer
‘Abb. 1
Beispiel 2:

Hier betrachten wir eine ,,MeBapparatur®, deren
einzelne Teile sich gegeneinander bewegen (vom
Standpunkt eines Inertialsystems aus betrachtet).
Als einfaches Modell nehmen wir etwa die Molekeln
eines Gummibandes, das ausgedehnt aber nicht ver-
bogen wird. Wir haben dann das folgende Schema:

~— I~ Richtung der Normaltern
aes Gummrbanaes,
Welllirrer eines
Inertialsystems

~
~ ~ _
N \ \\
\ Weltlinen der

Gummi- Molekelr
Abb. 2

4
/

Wir kommen nun nochmals auf die Bemerkung zu-
riick, daB fiir die Messung an den Weltpunkten einer
raumartigen HF] die Kenntnis des WL-Biindels nur
in einer beliebig kleinen Umgebung dieser HFI be-
notigt wird. Eine nicht wesentlich stirkere Aussage
ist, daB das MeBergebnis nur von den Werten der
Tensoren

51:(@)7 ak fi (Q)) 6k1 6k2 §Z(Q) s e Q e Q )

genommen an den Punkten der HFI, abhingt.

(4,5)
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Hingt jedoch der Wert einer physikalischen GroBe
eines physikalischen Systems nur von der (relativen)
Geschwindigkeit der Beobachter ab, so heiit das,
dafl die Werte

ok £ (Q), oMok EH(Q), ...
fiir die Ermittlung dieser physikalischen Grofle ohne

Bedeutung sind. In diesem Falle ist die Angabe der
Beobachtungsbedingungen durch die Angabe von Q2

und der Vektoren

vollstindig erschopft. Nach Aussagen der SRT st
die Energie gerade eine solche Gréfe.

Betrachten wir als ein anderes Beispiel hierfiir die
Messung von Rauminhalten.

Sei 2 ein beliebiges HF1-Stiick. Als eine bestimmte
Menge von Weltpunkten aus M hat £ ein ganz be-
stimmtes Volumen im Sinne der Metrik von M. Ist
nédmlich {f} ein KS derart, da 2° = 0 eine Glei-
chung fiir Q ist, so ist

V@) =[av (4,7a)
Q

mit
dV = |Det (9,,) dat A da® A dad

Ist 2 raumartig und 7; das nach vorwiérts gerich-
tete Normalenbiindel von 2, so kann man hierfiir
auch

(4,7b)

V@) = —[madal (+.8)
e

schreiben. Wir wollen nun den Zusammenhang von
V (2) mit den Messungen von Beobachtern her-
stellen. Dazu nehmen wir an, dal die normierten
Tangenten &' der Beobachter die Integrabilitéts-
bedingung (4,4) erfiillen. Wir haben dann folgendes
Bild:

—~
Horpers

Welllirwer
der Beobachler

Abb. 3

Die gestrichelt gezeichneten HFI-Stiicke werden
begrenzt durch die punktiert gezeichneten Welt-
linien des Randes des auszumessenden Korpers.
Diese ,,gestrichelten” HF1-Stiicke sind so gewihlt,
daf3 die Beobachter relativ zu ihnen in Ruhe sind.
Dies ist wegen der Voraussetzung (4,4) moglich.

Wegen #;* = — g4 £F und (4,8) ist dann das Vo-
lumen eines solchen HFI-Stiickes gerade

V(Q¥) = [ & gy dak.

0%

(4.9)

Wir wollen nachweisen, dal das von den &-Beob-
achtern gemessene Volumen fiir den Korper gerade
V (%) ist. Hierzu betrachten wir dasselbe Bild noch-
mals und zeichnen noch die HFI-Stiicke 2,, £, ein,
die zu Beobachtern gehéren, die relativ zum aus-
zumessenden Korper in Ruhe sind:
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Welllinien
aes
Horpers
Weltirier 7
aer Beobachiter
Abb. 4

Offenbar sind die WL dieser Beobachter mit denen
des Korpers identisch und deshalb wird das Volumen,
das von ihnen gemessen wird, gleich

VQ)=[6, @=diggadet  (4,10)
90

sein. Dabei sind die o die nach vorwirts gerichteten
normierten Tangenten des Korpers.

Ehe wir nun (4,9) mit (4,10) vergleichen, wollen
wir die Frage beantworten, wann

V(Qo) = V(Qol)

ist, d. h. die mit dem Korper bewegten Beobachter
die Erhaltung des Volumens wahrnehmen.

Bezeichnet M, das schraffierte Raum-Zeit-Ge-
biet, so ist

M{d@:ﬂﬂ[@-ﬂﬂ/@ +8/@,

wobei 3§ der Zylindermantel der Weltlinien des Ran-
des des Korpers zwischen 2, und 2 ist. Fiir die Nor-
malen von F gilt auf Grund der Konstruktion natiir-
lich o §; = 0. Hieraus aber folgt, daBl @ = 0 auf 3
ist. Deshalb ist

V(@) — V(@) =[d0 = [(@ehal. (1)
M, M,

Notwendig und hinreichend fiir die Volumenerhal-
tung ist somit die Divergenzfreiheit der normierten
Tangenten des WL-Biindels des Korpers:

oy =0 bzw. d° (qzdat) =0  (4,12)

Nun kehren wir zu dem beliebig bewegten Beob-
achtern zuriick und nehmen an, daf} (4,12) erfiillt ist.
Wegen © = 0 auf § kann man auch

[o =7
Q*
schlieBen. Nun ist

V(@) =[Egpadat = [1-d gy adat,
0* o*

wobei 4 durch
& = lat + p' mit & y; =0

bestimmt ist. Es ist deshalb

_1:1§iai:—ﬂi_,

,02
Vl—c‘z

wobei v die (rdumlich und zeitlich im allgemeinen ver-
anderliche) Relativgeschwindigkeit zwischen Korper
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und den durch &¢ gegebenen Beobachtern ist. Somit
folgt

V (Q%) :fVlmng 3/@ = V(). (4,13)
Q*

Q%

Ist iiberdies v = konst. auf Q*, so folgt die ge-
ldufigere Formel

V(Q%) = Vl _ z_: V(2

Es ist klar, daB sich die Verhéiltnisse bei der Vo-
lumenmessung komplizieren, wenn sich das Eigen-
volumen éndert, d. h. (4,12) nicht erfiillt ist. Ubrigens
sieht man nachtréglich, daf} bei erhalten bleibendem
Eigenvolumen die Integrabilitdtsbedingung (4,4) fiir
die Beobachter ungangen werden kann.

(4,14)

5. Bemerkung iiber Koordinatensysteme

Sei {27} ein KS, von dem wir annehmen wollen, daB
das Vektorfeld grad a° zeitartig ist. (Dies ist eine
echte Beschrankung, die keineswegs immer durch Um-
numerierung der Koordinaten zu erreichen ist.) Dann
ist das durch ‘

2’ = const., 20 = variabel

definierte WL-Biindel zeitartig.

Sei {4} ein zweites KS. Wann sind dann die beiden
nach der Vorschrift (5,1) gebildeten Weltlinienbiindel
im gemeinsamen Definitionsbereich beider KS gleich?
Offenbar muB, da d2” und dy* lings der WL ver-
schwinden, wegen

(5,1)

0y oy
v — Y " _J 0
dy 8x”dz —{—axodx
0y° | 0 identisch verschwinden; denn die WL iiber-
decken ja den gesamten gemeinsamen Giiltigkeits-
bereich der beiden KS. Es folgt, daBl

y = [ (a!, 2% 2?) (5,2)

sein mull. Weiter: grad 2 und grad y° sind nach Vor-
aussetzung (nicht notwendig normierte) Tangenten-
felder zum gleichen WL-Biindel. Beide Gradienten
kénnen sich deshalb nur um eine nichtverschwin-
dende Funktion z unterscheiden. Das heit es mull

dy’ = ada®, a=F0

sein. Aus dieser Gleichung folgt wegen dd4° = 0 so-
fort 0/ 02 = 0, und deshalb ist & = b’ (29) bzw.
y® = h (2°). Damit sind die angenommenen Voraus-
setzungen ausgeschopft: Notwendig und hinreichend
dafiir, daf die KS {2?} und {y’} in ihrem gemein-
samen Giltigkeitsbereich geméaB (5,1) dasselbe WL-
Biindel bestimmen, sind die Transformationsformeln

Yy = fv (xl? .’L‘2, xg) (5,2)
YO =k (2°) (5,3)
mit beliebigen Funktionen /* und A.

Wir berechnen nun die Geschwindigkeit der Beob-
achter relativ zu den Flichen 20 = const. (y° =
const. liefert dieselben HF1!). Das Normalenbiindel
dieser Flichen ist beziiglich des KS {«?} durch

=80 (—g) "}
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und das Feld der normierten Tangenten der WL
durch

1
5

& = 0% (— 9oo)
gegeben. Also ist

- v 0
* bzw. l—c—2 = Goo g

1 — —

c? (5,4)

Man sieht, dafl das durch {«¢} definierte WL-Biin-

del genau dann die zugehdérenden HF1-Stiicke ortho-
gonal schneidet, und somit v = 0 ist, wenn

1
N & = ]/1)2 = (9% goo)

gro =0 (5,5)

gilt. Der fiir v in (5,4) angegebene Wert ist natiirlich
gegeniiber einen Koordinatenwechsel (5,2) bzw. (5,3)
invariant.

Betrachten wir nun weiter den zeitlichen Abstand
zweier HFI-Stiicke 2° =0 und 20 = 7, d. h. die
Eigenzeit, die fiir einen Beobachter verstreicht, wenn
er sich auf einer Weltlinie (5,1) zwischen diesen bei-
den HFI. bewegt. Auf den ersten Blick ist klar, dafl im
allgemeinen diese Zeit von WL zu WL variieren wird.
Es ist ndmlich

A
1 1 o
T b?/ds - wCaf]/—“goodf‘”o’ (5,6)
x0=0

und selbstverstindlich ist g, im allgemeinen von
{2*} abhingig.

Damit also (5,5) erfiillt ist und die Eigenzeit vom
Beobachter unabhidngig wird, mul das Weltlinien-
biindel durch ein KS definiert werden kénnen, in dem
die Metrik die Gestalt

ds? = Ivu dyv d?/” - (d ?/0)2 (5:7)

annimmt. Hierdurch ist iibrigens %° bis auf das Vor-
zeichen bestimmt, das noch durch die Forderung nor-
miert werden kann, dal wachsende y°-Werte zu zu-
kiinftigen Weltpunkten gehéren. Damit dann zwei
KS sowohl dasselbe WL-Biindel definieren als auch
(5,7) erfilllen, muf} zwischen ihnen die Transforma-
tionsvorschrift

v =1y ¥ )

¥ =19 (5.8)
bestehen. Es mifit dann y° die Eigenzeit der zu den
Weltlinien gehérenden Beobachter.

Wir bemerken, dafl auch wenn die Form (5,7) er-
reicht ist, die BReobachter im allgemeinen keine
., kriaftefreie’” Bewegung ausfithren. Hédngt ndmlich
gru von y° ab, so ist die Bewegung der Beobachter
beschleunigt. (Siehe hierzu III. 5.)

Wir wollen nun aus obigen Darlegungen eine wich-
tige SchluBfolgerung fiir beobachtbare physikalische
GroBen ziehen. Sei A eine physikalische Grofle, die
aufler von gewissen Feldfunktionen usw. noch vom
Bewegungszustand der Beobachter und von den Welt-
punkten abhéngt, an denen die Messung ausgefiihrt
wurde. Konzentrieren wir uns besonders auf die Ab-
hingigkeit vom Bewegungszustand der Beobachter
und schreiben die anderen Abhédngigkeiten nicht
explizit auf:

A4 = A& (5.9)
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Nehmen wir nun an, daB an Stelle der &i-Ab-
hédngigkeit eine Abhéngigkeit von einem KS steht,
wie das noch meist iiblich ist:

A4 = A[{«l)]. (5,10)

Damit dann die physikalische GroBe 4 einem Sy-
stem von Beobachtern eindeutig zugeordnet werden
kann — was offenbar eine Minimalforderung dafiir
ist, dafl 4 als Observable gelten kann — muf} die Ab-
hingigkeit (5,10) eine Abhéngigkeit (5,9) induzieren.

Diese Forderung aber bedeutet, daB (5,10) in-
variant gegeniiber einem Koordinatenwechsel (5,2)
und (5,3) sein mufB.

Dies ist iibrigens eine sehr minimale Forderung. Sie
erlaubt, daBl 4 an den Melpunkten von den Werten
aller Ableitungen (4,5) abhingen darf. Hingt 4 je-
doch nicht von allen Tensoren (4,5), sondern nur von
(4,6) ab (= nur die Relativgeschwindigkeiten spielen
eine Rolle), so miissen wir viel allgemeinere Koordi-
natenwechsel zulassen. Diese werden dann nur durch
die Forderung

5@ =0

eingeschrankt.

fiir Q € 2 (5.11)

Betrachten wir als eine Konkretisierung des obigen
Vorgehens die Annahme, daf die Energie durch
einen Ausdruck der Form

E = ——/Mioodxldxzdx?’ :/th

«° = const.

(5,12)
x% = const.

dargestellt werden soll mit einer affinen Pseudo-
tensordichte, die die Gleichung % ; = 0 erfiillt.
Soll (5,12) invariant gegeniiber beliebigen Koordi-
natenwechsel der Form (5,2) und (5,3) sein, so muB
dies auch auf die Funktion & zutreffen®).

Entspringt nun die Funktion # wie angenommen
einem affinen Pseudotensor, so gilt das schone Resul-
tat von Moller, daB es genau eine Pseudotensor-
dichte gibt, die in (5,12) in Betracht gezogen werden
kénnte und gleichzeitig ein & liefert, dal beziiglich
(5,8) invariant ist. Unter der Annahme (5,5) wird
insbesondere fiir diesen Mgllerschen Pseudotensor

92 S
h=—AY—g0- (5,12a)

%
wobei A der Laplace-Operator des Unterraumes
20 = const. ist. Dieser Ausdruck ist nun invariant
gegeniiber einem Koordinatenwechsel (5,8) aber nicht
gegeniiber der Kombination (5,2) und (5,3), wie so-
fort zu sehen ist. (Man wiéhle z. B. 3 = 1. 29.)

Deshalb gibt es keinen Ausdruck fiir die Energte, der
evnem affinen Pseudotensor entspringt und auf die Ge-
stalt (5,9) gebracht werden kann.

Allerdings beschrinkt sich der Mollersche Ein-
deutigkeitsbeweis auf Fille, bei denen die Ableitun-
gen des metrischen Tensors in héchstens zweiter Ord-
nung auftreten. Es erscheint jedoch unwahrschein-
lich, daBl dies eine wesentliche Beschriankung sein
konnte. .

Als eine gewisse Kuriositdt merken wir noch an:
Wenn wir die Bewegungszustinde der Beobachter
so beschrianken, daB zu ihnen stets ein KS gefunden
werden kann, fiir das (5,7) gilt, so kénnen wir tat-
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sdchlich bereits aus einer Invarianz (5,8) auf eine
Darstellbarkeit (5,9) schlieBen. Dies ist jedoch kein
Ausweg, da fiir solches KS die Mollersche Energie-
dichte » im ganzen Giiltigkeitshereich des KS iden-
tisch verschwindet!

Wir wollen nur kurz vermerken, da3 der von eini-
gen Autoren (z. B. Moller) versuchte Ausweg, aus
dem Koordinatendilemma durch Verwendung loka-
ler Riemannscher Normalkoordinaten herauszu-
kommen, ebenso hoffnungslos sein diirfte. Diese KS
héngen bekanntlich von einem willkiirlich wihlbaren
Weltpunkt, dem ,,Koordinatenmittelpunkt® zusétz-
lich ab. Durch ihre Verwendung wird daher die Uber-
bestimmung der pseudotensoriellen Energieaus-
driicke, die von der Unerfiillbarkeit der Invarianz-
forderungen (5,2) und (5,3) herriihrt, auf einen zu-
sdtzlichen Parameter geschoben, eben auf den Koor-
dinatenmittelpunkt des KS.

Es verbleibt nun noch die Notwendigkeit, auf die
Inertialsysteme der SRT einzugehen. Ist {af} ein
Lorentz-KS, so liegt natiirlich die Metrik in der
Form (5,7) vor, und die durch

2’ = const., (5,13)

definierten Weltlinien sind das WL-Biindel von Beob-
achtern, die sich in einem Inertialsystem befinden.
In einem Lorentz-KS messen sdmiliche Koordinaten
Weltabstinde und alle ihre Parameterlinien sind
itberdies geodétisch. Aus diesen Umstinden erklirt
sich die besondere Bedeutung und Stellung solcher
KS8. Seien nun & die normierten Tangenten der WL
(5,13). Dann haben wir fiir das Lorentz-KS (20 = ct
gesetzt)

29 = var.

£ = 4,0
Es folgt, daf} in diesem System
o
0k
ist. Da fiir die Minkowski-Metrik die kovariante Ab-
leitung in einem Lorentz-KS mit der gewéhnlichen
Ableitung zusammenfillt, gelten die kovarianten

Gleichungen
0 & =0 bzw. 0k & =0. (5,14)

Nennen wir ein Vektorfeld, das die Gleichungen
(5,14) erfiillt, konstant, so gilt:

Jedem Inertialsystem der SRT entspricht genau
ein zeitartiges konstantes und normiertes Vektor-
feld. Jedes konstante zeitartige Vektorfeld definiert
ein Inertialsystem.

Der letzte Teil dieser Behauptung ergibt sich so:
Sei & zeitartig und konstant. Dann ist 0 & & = 0
und somit & &; -eine Konstante. Durch eventuelle
Multiplikation mit einer reellen Zahl kann man des-
halb §&; & = —1, & vorwirts gerichtet, voraus-
setzen. Nun wihlen wir einen Weltpunkt @ beliebig
aus und bestimmen ein Lorentz-KS {2%} so, daf} in
ihm & (Q) = 0, ist. Da &% konstant ist, gilt in die-
sem K8 & ; = 0 bzw. & = const. Folglich ist & = §,!
und & das normierte Tangentenfeld des zum Lo-
rentz-KS gehérenden WL-Biindels. Es ist klar, da8
{«%} bis auf eine Transformation

i — 0

ey
¥ = a, *H,
~
20 — 20
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bestimmt ist. Eine solche Transformation fiihrt ja
auch nicht aus einem Inertialsystem heraus.
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Vgl. auch die unter I genannte Literatur.

IIl. Die Energie

1. Mathematische Hilfsbetrachtungen

Wir beginnen damit, einige fiir das Folgende und
auch fiir spitere Zwecke wichtige Formeln herzu-
leiten.

Sei £ ein raumartiges Hyperflichenstiick, & ein
kontravariantes Vektorfeld und A4;;, ein kovarianter
Tensor.

Wir betrachten dann das Integral

A = _fgi Ag a dak. (1,1)
0

Als erstes formen wir (1,1) etwas um: Sei {y?} ein
KS derart, daB 2 in seinem Definitionsbereich durch
y° = const. gegeben ist und daB auBerdem g,o = 0
gilt. Da die Formen ady’ dann auf Q verschwinden,
ist

A= —[&d5adyp.
2

Bedenken wir nun, dafB fiir die Komponenten des
Normalenfeldes von Q in diesem KS

=00 —g%, 7 = —0 |—guo. nFni=— 05} 610
gilt, so finden wir durch Einsetzen leicht die Formel

A= —[& Ayt av(@) (1,2)
Q2

Dabei bezeichnet d V(£2) das zu Q2 gehérende In-
variante Volumenelement :

dV(Q) = — n;adyt. (1,3)

Nun betrachten wir noch die Zahl A*, die entsteht,
wenn man in (1,1) das HFI-Stiick £ durch einanderes
Q* ersetzt. Wir wollen dabei annehmen, daBl  und
0% den Rand eines 4-dimensionalen Raum-Zeit-Ge-
bietes M, bilden. Nach dem allgemeinen Satz von
Stokes ist dann

A% — A= —[d@E Ay adat).
M,

Zur Auswertung des rechts stehenden Integrals be-
merken wir, dal sein Integrand gleich

d°9-dV mit dV =al, 9 — & Ay dak
ist. Nun ist aber
d* 9 = ok (& Ay)
und somit

A% — 4 — —f(Aik Ok & 4 L Ok Ag)dV. (14)
MO
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Erfiillt jetzt der Tensor A iiberdies die Bedin-
gungen

Ajp = Ay, 0F Ay =0, (1,5a)
so entsteht endlich die Formel
A% — 4 = —%/Aik @k & 1 pigk) . dV.  (L5D)
M,

2. Die Energie in der Speziellen Relativitdtstheorie

Die erste Forderung, die wir an jeden Ausdruck
fiir die Energie stellen miissen, ist seine Uberein-
stimmung beim Vorliegen des Minkowskischen Li-
nienelements mit dem Energieausdruck der Speziel-
len Relativitidtstheorie. Deshalb wenden wir uns jetzt
dem letzteren zu. Durch das Einfiihren der beliebigen
raumartigen HF] in die SRT durch Tomonaga und
Schwinger sowie durch die Untersuchungen von
Trautmann iiber die ,kovariante’ Schreibweise
des Energieintegrals wurde der Begriff der Energie
fiir Beobachter, die sich in einem Inertialsystem be-
finden, weitgehend geklért.

Ist {«?} ein Lorentz-KS, in dem sich die Metrik

ds?2 =da*dx’ —d 20 d2®

schreibt, ist Q ein Stiick der HFl 2° = const., und
sind schlieBlich 7 die Komponenten des Energie-
Impuls-Tensors in diesem K8, so ist bekanntlich

E = | Tydatda? da?.
@

Das normierte Tangentenfeld & der mit dem Sy-
stem { %} verbundenen Beobachter, das Normalenfeld
n; von £2 sowie das invariante Volumenelement von
£ sind nun durch

&=yt my = 0% dV (Q) = dal A da? A da®

gegeben. Wir kénnen deshalb zu der vollsténdig ko-
varianten Schreibweise
E = — [ & Ty ot aV () (2.1)
Q
iibergehen (beachte 7% - &¥ = 0). Dies entspricht
der Formel (1,2). Wir kénnen dies weiter in
= —[& Tyadak 2,2)
Ie}
umformen (Trautmann). Nun ist 7% ein symme-
trischer Tensor, der die berithmte Divergenzrelation
befriedigt:
Tix = Tri, 0¥ Top = 0. (2,3)
Da & zu einem Inertialsystem gehort, ist 0% &8 =0.
Fiir zwei beliebige HF1 2, und £, ist somit

B—=—[&Tyadet = —[8Tyadet  (24)
Q] 2

nach Formel (1,5). Bekanntlich driickt eine Formel

der Gestalt (2,4) einen Erhaltungssatz aus — den

Satz von der Erhaltung der Energie im vorliegenden

Fall. (Eine derartige Formulierung der Erhaltungs-

sitze wurde von Tomonaga und Schwinger ein-
gefiihrt.)

Betrachten wir nun eine beliebige raumartige

HFI1 Q. Infolge des Erhaltungssatzes (2,4) hat man
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den von den in Rede stehenden (in einem Inertial-
system befindlichen) Beobachtern beim Passieren

von {2 gemessenen Energiebetrag mit

B=— | Ty adat
Q

anzugeben. Infolge der Gleichwertigkeit der Formeln
(1,1) und (1,2) wird man deshalb den Ausdruck

w = —& Ty nk, (2,5)

wobei 7; das Normalenfeld von Q ist, als die Energie-
dichte anzusehen haben, die die im Inertialsystem be-
findlichen Beobachter beim Passieren das HFI-

Stiickes 2 vorfinden. Es ist dies eine MeBanordnung,
die in II. 3. im 1. Beispiel erldutert wird. Man be-
achte auch die Analogie zur Volumenmessung.

Bei gekriimmter Raum-Zeit existieren jedoch im
allgemeinen keine Scharen von Beobachtern, die dhn-
lich ausgezeichnet sind wie die Inertialsysteme der
SRT. Um deshalb Schlisse fiir die ART ziehen zu
konnen, miissen wir das Obenstehende noch etwas
verallgemeinern.

Wir betrachten deshalb eine beliebige Schar von
Beobachtern, die sich nicht notwendig in einem
Inertialsystem befinden, und deren normierte Tan-
genten durch &' gegeben sein mogen. Die Messungen
sollen wieder an den Weltpunkten eines raumartigen
HF1-Stiickes stattfinden, dessen Normalenvektor-
feld 7; sei. Wir wéhlen nun einen beliebigen Welt-
punkt @ aus 2 aus und betrachten ein Inertialsystem
derart, dafl das zugehérende normierte Tangenten-
biindel & im Weltpunkt ¢ gerade die Beziehung

£(Q) = (@

erfiillt, was offenbar immer moglich ist. Die beiden
Scharen von Beobachtern haben dann im Weltpunkt @
die Relativgeschwindigkeit Null. Da die Abhédngig-
keit der Energie vom Beobachter nach all unseren Er-
fahrungen nur iiber die Geschwindigkeit vermittelt
wird, werden deshalb beide Beobachter in diesem
Weltpunkt die gleiche Energiedichte messen!

Die Beobachter im Inertialsystem messen nun die
Energiedichte (2,5). Im Punkte @ ist dies aber gerade
gleich — & T’y k. Folglich ist die Energie, die von
der beliebig bewegten Schar von Beobachtern ge-
messen wird, gleich

B :—/5@ T 7% dV(Q) :—ff_i T o dak.
0 Q2

Das Dbefriedigende Ergebnis unserer einfachen
Uberlegungen lautet also:

Satz 1:

Besitzt eine Schar von beliebig bewegten Beob-
achtern das normierte Tangentenfeld &%, so ist der
beim Passieren einer raumartigen Hyperfliche £2 ge-
messene Energiebetrag durch

E=—[§ Ty adot
Q

und die Energiedichte durch
w = — & Ty nk
gegeben, wobei 7; das Vektorfeld der Normalen von

Q ist.
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3. Der Erhaltungssatz fiir die Energie in der Speziellen
Relativititstheorie

Befinden sich Beobachter in einem Inertialsystem,
so haben wir den durch (2,4) in allgemeinster Form
ausgedriickten Erhaltungssatz fiir die Energie fiir
solche Beobachter vor uns.

Es ist jedoch von vornherein klar, daB beliebig be-
wegte, d.h. beschleunigte Scharen von Beobachtern
keine Energieerhaltung beobachten kénnen. Dies
sieht man schon an allereinfachsten Beispielen: Wird
ein Massenpunkt der Ruhemasse m, von einem Beob-
achter betrachtet, der relativ zu ihm die Geschwindig-
keit v besitzt, so ist fiir diesen bekanntlich B = m,c?/

/ P
1— Z‘E . Andert sich die Geschwindigkeit, d. h. ist

der Beobachter nicht unbeschleunigt, so dndert sich
auch E. Diese im ersten Augenblick trivial erschei-
nende Feststellung erhilt jedoch besonderes Gewicht,
da fiir ein vom Minkowskischen abweichendes Li-
nienelement oft iiberhaupt gar keine Scharen von
unbeschleunigten Beobachtern existieren und mithin
keine Beobachter da sein konnen, die die Energie-
erhaltung in dhnlich universeller Weise konstatieren
wie die Beobachter in Inertialsystemen der SRT.

Um spiter nicht gleiche Rechnungen wiederholen
zu miissen, nehmen wird an, wir hitten eine beliebige
Metrik g; und ein beliebiges Vektorfeld & vor uns.
Damit fiir jeden Tensor 7, der iiberhaupt alsEnergie
Impuls-Tensor auftreten kann, die Grof3e

4(Q) = —[ & Ty adat (3.0)
2

einem Erhaltungssatz unterliegt, mul das Vektor-
feld gewisse Bedingungen erfiillen. Die Grofie A4 (£2)
,,bleibt erhalten‘‘ genau dann, wenn sie von der Wahl
der HFI unabhingig ist. Da 7', symmetrisch und
divergenzfrei sein mufl, um als Energie-Impuls-Ten-
sor iiberhaupt fungieren zu konnen, muf deshalb

nach (1,5)
Tix (08 & + 0 EF) =0 (3,2)
sein. Wenn wir fordern, dafl 7;xz im Rahmen der Be-

dingungen (2,3) willkiirlich wihlbar sein darf, erhal-
ten wir aus (3,2) die schirfere Forderung

ok &l 0l gk =0 (3,3)
Das heilt es muBl & ein Killingsches Vektorfeld
sein. Diese Bedingung leitete auch Trautmann ab.
Wir wollen jedoch betonen, daf3 (3,3) aus (3,2) nur
dann folgt, wenn die GréBe (3,1) fiir jede mit der Sym-
metrie und der Divergenzfreiheit vertragliche Wahl
des Tensors 7T, einem FErhaltungssatz unterliegen
soll. Wir miissen uns insbesondere dabei vorstellen,
daB die Metrik g;; den Tensor T';; nicht bereits ein-
deutig bestimmt und miissen andere Zusammenhénge
zwischen diesen beiden Tensoren als den durch die
Divergenzfreiheit bedingten ignorieren. Eine solche
Situation liegt bekanntlich in der SRT vor.

Es ist leicht der Nachweis erbracht, daf3 die Kil-
lingschen Vektorfelder der SRT gerade die in-
finitesimalen Transformationen der Lorentz-Gruppe
bilden. Allgemein weil man, dal die Killingschen
Vektorfelder eines Riemannschen Raumes gerade
den infinitesimalen Transformationen der Gruppe
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seiner isometrischen Abbildungen entsprechen (siehe
z. B. Yano). Gilt nun fiir ein Killingfeld sogar noch
die Beziehung

& &y = const.,

so sind die zugehorenden isometrischen Abbildungen
Translationen, und die zu den & gehorenden Welt-
linien sind geodétisch. Es folgt hieraus, dafl im Falle
der SRT ein Killingfeld mit konstanter Norm not-
wendig ein konstantes Vektorfeld ist, d. h. 0k & = 0
gilt. Da & zeitartig ist, folgt nach II. 5., daB & zu
einem Inertialsystem gehort.

Satz 2:

Damit fiir eine Schar von Beobachtern in der SRT
die Energie fiir jede mit (2,3) vertrigliche Wahl von
Tir eine erhalten bleibende GroBe ist, miissen sich
die Beobachter in einem Inertialsystem befinden,
d.h. ihr normiertes Tangentenfeld muf konstant
und daher auch killingsch sein.

4. Definition der Energie bet beliebiger Metrik

Es gibt ein allgemeines Verfahren, das es gestattet,
ein speziell-relativistisch geschriebenes Naturgesetz
auf den Fall beliebiger Metrik zu verallgemeinern.
Hierzu schreibt man es in einer vollstdndig ko-
varianten Form (was wenigstens lokal immer mog-
lich ist). AnschlieBend sieht man nach, ob die so er-
haltene Formel sinnvoll bleibt, wenn man die Min-
kowskischen g;; durch eine allgemeine Metrik er-
setzt. Es kann vorkommen, da3 eine solche Erset-
zung nicht geht, weil das urspriingliche Gesetz spezi-
fische, nur mit der Minkowskischen Metrik ver-
tragliche Aussagen beinhaltet. Dann hat man zu ver-
suchen, die Formeln mit Hilfe von Ausdriicken in
Rikim so zu korrigieren, dafl beim Verschwinden des
Kriimmungstensors die urspriingliche Formel ent-
steht. In den meisten Féllen ist das eben kurz skiz-
zierte Verfahren eindeutig, wenn man den vollen In-
halt der SRT ausschopft — insbesondere die Mog-
lichkeit beliebiger raumartiger HF] und beliebig be-
wegter Beobachter in Betracht zieht.

Die eben beschriebene Ubertragung von physika-
lischen Gesetzen, deren genaue Form in der SRT be-
kannt ist, auf den Fall des Vorliegens allgemeiner
Metrik, wurde vielfach benutzt. Man denke dabei
nur an die ,,allgemein-relativistische‘ Formulierung
der Elektrodynamik, der Klein-Gordon-Gleichung
sowie der Dirac-Gleichung. Andere Beispiele bilden
die Bewegungsgleichungen fiir Testpartikel unter
dem Einflufl nicht-metrischer Kréfte und das Prinzip
ihrer Bewegung auf geoditischen WL beim Fehlen
solcher Krifte usw.

Dieses erfolgreiche Leitmotiv fiir die Behandlung
einer gekriimmten Raum-Zeit-Welt, das so viele un-
serer Erfahrungen iiber diesen Gegenstand enthilt,
wurde jedoch bei der Definition von Energie und Im-
puls verlassen. Es konnte freilich auch gar nicht be-
nutzt werden, da man in der Entstehungsperiode der
ART den Energiebegriff der SRT nur mit Hilfe aus-
gewdhlter KS (ndmlich der Lorentzschen) fassen
konnte und an eine koordinatenfreie Darstellung, wie
wir sie in (2,1) und (2,2) vorliegen haben, noch gar
nicht zu denken war. Den Grund hierfiir haben wir
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freilich mehr in begrifflichen denn mathematischen
Schwierigkeiten zu suchen. Brauchte doch Einstein,
wie wir in seiner Autobiographie lesen, allein 7 Jahre,
um sich von der Auffassung zu befreien, dafl den all-
gemeinen Koordinatensystemen eine metrische Be-
deutung zukommt.

Heute hindert uns jedoch nichts, die Einfiihrung
der sogenannten Pseudotensoren in den Energiebe-
griff als einen historischen Irrweg zu betrachten und
die im Falle topologisch nicht trivialer Raum-Zeit-
Mannigfaltigkeiten mathematisch inkonsistente Inte-
gration iiber solche Gebilde zu vermeiden. Wir kon-
nen nimlich den eingangs geschilderten Weg der Ver-
allgemeinerung physikalischer Gesetze und Begriffe
von ungekriimmter zu gekriitmmter Raum-Zeit-Welt
einschlagen. Dafiir sind offenbar mit Aufstellung der
Formeln (2,1) bis (2,3) alle Voraussetzungen getrof-
fen, und wir kénnen die bisherige Ausnahmestellung
des Energiebegriffs in der ART durch die Forderung
beseitigen :

Satz 3:

Die Feststellung von Satz 1 sind fiir eine topolo-
gisch und metrisch beliebige Raum-Zeit-Mannigfal-
tigkeit zutreffend.

Eine solche Definition bringt von vornherein einige
grofle Vorteile:

a) Zu jeder Schar von Beobachtern gehért eine ein-
deutige Energiedichte bei der Messung der Energie
in den Weltpunkten einer raumartigen HFI. Die
Energie ist somit vollstédndig lokalisierbar in genau
der Weise, wie wir es von der SRT gewohnt sind.

. b) Die Energie hiingt auller von der durch 7 ge-
kennzeichneten physikalischen Situation nur vom
Bewegungszustand der Beobachter ab. Die Ener-
gie ist somit wie gewohnt eine Relation zwischen
einer objektiven physikalischen Situation und dem
Bewegungszustand von Beobachtern.

c) Der Bewegungszustand der Beobachter geht nur
iiber ihr (normiertes) Tangentenfeld ein. Deshalb
héingt die Energie in gewohnter Weise nur von der
Relativgeschwindigkeit der Beobachter im Augen-
blick der Messung ab und nicht von ihren son-
stigen Eigenschaften (Beschleunigung).

d) Die Energie ist ein Funktional des Zustandes in
folgendem Sinne: Um die Energie(dichte) festzu-
stellen, benétigen wir die Kenntnis des Bewegungs-
zustandes der Beobachter und die des Energie-
Impuls-Tensors nur ,,wihrend“ der Messung, d. h.
auf dem gerade betrachteten HFI-Stiick.

Dies sind wichtige, von unseren bisherigen Erfah-
rungen bestétigte Eigenschaften, die wir verlieren,
wenn wir Pseudotensoren einfithren. Bemerken wir
in diesem Zusammenhang noch die weiteren Eigen-
schaften unseres Energieausdrucks:

e) Die Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit M sowie die HFI-
Stiicke 2 diirfen beliebige topologische Gestalt be-
sitzen. Letztere diirfen insbesondere auch ge-
schlossen sein, ohne daB sich die Energiebilanz
auf die triviale Gleichung £ = 0 reduziert.

f) Die Energie lokalisierter Systeme hingt nicht ab
von der (uns vollig unbekannten!) Struktur des
Kosmos in grofler Entfernung von einem solchen
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System. Irgendwelche Koordinatenbedingungen
sind iiberfliissig.

g) Wegen der Lokalisierbarkeit a) ist es zu Messung
der Energie nicht notwendig, sich ins ,,unendlich
Ferne* zu begeben, um das asymptotische Verhal-
ten gewisser Ausdriicke zu studieren. Im Gegen-
satz zu allen Definitionen mit Pseudotensoren ist
der vorgeschlagene Energiebegriff beobachtbar
(wenigstens im Prinzip) und nicht nur berechen-
bar. Man bemerke hierzu, dal die Energie eine Ob-
servable wird, wenn eine Lokalisierbarkeit im
Sinne von a) vorliegt — anderenfalls gibt es keine
realisierbare MeBvorschrift. (Letztere Bemerkung
betrifft den klassischen, nicht den quantentheore-
tischen Fall. Die Pseudotensoren quantentheore-
tisch zu rechtfertigen, hat noch niemand ernsthaft
versucht. Es diirfte dies auch ein hoffnungsloses
Unternehmen sein. Die Quantentheorie benétigt
keine Pseudotensoren.)

Fiir physikalische Zwecke sind die Eigenschaften a)
bis g) offenbar sehr niitzlich. Jedoch trifft unsere
Energiedefinition auf zwei Probleme, die noch gelést
sein miissen, ehe man sie als gelungen bezeichnen
darf. Das erstere der beiden Probleme betrifft die
Erhaltung der Energie und den ersten Hauptsatz.
Das zweite jedoch die Gravitationsenergie. Wir wen-
den uns zunéchst dem ersten Problem zu.

5. Uber den Satz von der Erhaltung der Energie

Historisch gesehen wurde die Einfithrung der
Pseudotensoren in die Energiedefinition durch die
Forderung nach Erhaltung der Energie fiir beliebig
bewegte Beobachter, ,,die zu einem Koordinaten-
system‘* gehoren, veranlaBt.

DaB die Vermengung von KS und Bewegungszu-
stinden von Beobachtern nur in Ausnahmefillen
sinnvoll erscheint, wurde schon in II. 5. ausfiihrlich
dargelegt. Die Forderung, daB beliebig bewegte Beob-
achter einen Energieerhaltungssatz beobachten, die
fiir so unabdingbar gehalten wird, kommt einfach von
einer zu engen Auffassung des Wesens der SRT. In
der Tat war die SchluBweise etwa folgendermaBen:
Die SRT ist eine Theorie, die fiir gleichformig bewegte
Beobachter zutreffend ist, die sich natiirlich in Iner-
tialsystemen befinden. Dann sollten die beliebigen
KS der ART die Verallgemeinerungen der Lorentz-
schen KS der SRT sein. Da in den Inertialsystemen
Energieerhaltung festgestellt wird, sollte sie deshalb
auch fiir mit ,,beliebigen Koordinatensystemen ver-
bundene* Beobachter gelten.

Wir wissen jedoch, daBl man auch in der SRT in
voller Strenge beliebig bewegte Beobachter einfiihren
kann. Satz 2 sagt uns dann gerade, dafl von allen die-
sen moglichen Beobachtern gerade die in Inertial-
systemen befindlichen die Erhaltung der Energie fest-
stellen, die anderen aber nicht. Die fiir die Ableitung
der Energiedefinition der ART angenommene Ener-
gieerhaltung fiir beliebig bewegte Beobachter ist so-
mit bereits fiir das Minkowskische Linienelement
falsch.

Tatsiichlich lautet die Forderung nach Unméglich-
keit eines perpetuum mobile auch so, dal Beobachter,
die sich in einem Inertialsystem befinden, die Erhal-



UHLMANN: UBER DEN BEGRIFF DER ENERGIE BEI GEKRUMMTER RAUM-ZEIT-MANNIGFALTIGKEIT

tung der Energie beobachten und eben deshalb kein
perpetuum mobile konstruieren kénnen.

Um diesen Sachverhalt fiir eine gekriitmmte Raum-
Zeit-Mannigfaltigkeit zu verallgemeinern, haben wir
deshalb den Begriff des Inertialsystems richtig zu
formulieren. Nun ist der Begriff des Inertialsystems
in der SRT (und bereits in der Ne wtonschen Mecha-
nik) physikalisch in aller Strenge fallbar:

Damit sich eine Schar Beobachter in einem Iner-
tialsystem befindet, ist notwendig und hinreichend,
daB sie jeden kraftefreien Massenpunkt (Testpartikel)
als in unbeschleunigter Bewegung befindlich beob-
achten.

Diesen Sachverhalt kann man offenbar wortwort-
lich auf den Fall einer beliebigen Raum-Zeit-Welt
iibertragen. Wir werden diese Definition jetzt mathe-
matisch auswerten.

Sei & das normierte Tangentenbiindel der Beob-
achter und w die Weltlinie irgendeines sich kriftefrei
bewegenden Teilchens. Der Terminus , kriftefreie Be-
wegung eines Massenpunktes® hat in einer beliebigen
Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit einen wohldefinierten
Sinn: Damit w die Weltlinie eines kréftefreien Probe-
teilchens ist, mufBl w eine Geodétische sein und um-
gekehrt.

Seien nun ¢! die auf — 1 normierten Tangenten
von w. Dann finden die Beobachter, dafl sich das
Teilchen mit der Geschwindigkeit » relativ zu ihnen
bewegt, wobei

oy = —

ist. Die Beobachter befinden sich deshalb gerade
dann in einem Inertialsystem, wenn langs jeder zeif-
artigen Geoddtischen
£l a; = const. (*)
ist. Betrachten wir einen beliebigen Weltpunkt @,
so kann man in seiner Nihe die zeitartigen geodé-
tischen Weltlinien durch
al = 28 (Q) +cds— It e 2 +(s3), afoy=—1
(**)
darstellen. Dabei bezeichnet (s3) Glieder, die in s
mindestens von dritter Ordnung sind. Bezeichnen
wir die Ableitung nach dem Parameter s durch einen
Punkt, so kénnen wir die fragliche Bedingung (*) fiir
das Vektorfeld &
0= (@1 &) = &1 & + @t & x 3*
schreiben. Hier setzen wir nun (**) ein und betrach-
ten die entstehende Formel an der Stelle ¢, d. h. fiir
s = 0.
Es folgt
— Tpmamem& + ol & ok =0.
Diese Formel ist nur eine andere Schreibweise fiir
am o™ Oy &y, (%)

und gilt zunichst fiir beliebige Vektoren «f mit
ot o; = — 1. Die Menge aller Vektoren ! mit

ﬂn ﬂm an Em =0

bildet nun eine lineare Mannigfaltigkeit. Da sich in
ihr alle auf — 1 normierten zeitartigen Vektoren be-
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finden, ist diese Mannigfaltigkeit der lineare Raum
der kontravarianten Vektoren im Weltpunkt @. Die-
ser Weltpunkt war jedoch beliebig gewdhlt. Damit
nun (***) fir jeden Vektor ¢f gilt, mull der symme-
trische Teil von 0, &, verschwinden:

Oném + Omén =0 bzw.

Satz 4:

Damit sich eine Schar von Beobachtern mit dem
normierten Tangentenfeld & in einem Inertialsystem
befindet, ist notwendig und hinreichend, daBl & ein
Killing-Vektorfeld ist:

O0tEk + ok gL = 0.

Fiir Beobachter in einem Inertialsystem gilt der
Satz von der Erhaltung der Energie.

Denn fiir ein Killingfeld ist der Wert des Energie-
integrals von der benutzten HF] unabhéingig.

Man kann Satz 4 auch folgende Deutung geben:
Damit die Energie ein allgemeines Integral der Be-
wegungsgleichungen ist, mufl die Raum-Zeit-Man-
nigfaltigkeit ein zeitartiges Killingfeld konstanter
Norm besitzen. Letzteres bedeutet, dafl die Raum-
Zeit-Welt eine zeitartige Translation gestattet. Da-
bei deutet der Ausdruck ,,allgemein‘ auf die Unab-
hingigkeit der Energieerhaltung von der speziellen
Struktur des physikalischen Systems hin.

Wir kénnen deshalb sagen — und dies wird sich
auch fiir die neun anderen allgemeinen Integrale der
SRT bestitigen —, dall jede Symmetrie der Raum-
Zeit-Mannigfaltigkeit ein allgemeines Integral (bzw.
einen allgemeinen Erhaltungssatz) bedingt. Umge-
kehrt ist die Existenz allgemeiner Integrale eine
Widerspiegelung vorhandener Symmetrien der Raum-
Zeit-Welt. Es besteht hiernach eine eindeutige Be-
ziehung zwischen den allgemeinen (dynamischen)
Integralen und den Symmetrien des Raum-Zeit-
Kontinuums.

Wir kniipfen hieran noch zwei wichtige Be-
merkungen :

gngm  gmeEn — 0.

a) Ist ein spezieller Energie-Impuls-Tensor Ty ge-
geben, so kann dank spezieller Eigenschaften dieses
Tensors die Grofle

—[& Ty a dzr
Q

sehr wohl erhalten bleiben obwohl &% nicht killingsch
ist; denn hierzu ist nur die Bedingung

Tix 0F & = (4,1)

notwendig, die viel schwicher ist als die, daB} &¢
killingsch ist. DaB & killingsch sein soll, ist eine
hinreichende aber keine notwendige Bedingung fiir
(4,1) bei einem speziell gewdhlten Tensor 7T;. Nur
wenn gefordert wird, (4,1) gelte fiir jeden beliebigen
symmetrischen Tensor, der die Divergenzbedingung
erfiillt, muB & killingsch sein. Mit anderen Worten:
Wenn (4,1) erfiillt ist, haben wir ein spezielles (von
der besonderen Struktur des Systems abhidngendes)
Integral vor uns und dieses ist genau dann allgemein,
wenn &¢ ein Killingsches Vektorfeld ist.

Spezielle Integrale kann man zu jedem Tensor 7'
in hinreichender Menge konstruieren und dies sogar
ziemlich einfach IV. 2.), wie wir sehen werden.



472

Wir wollen hier nur ein besonders einfaches Bei-
spiel erwahnen. Sei

Tixk=mnpo, mint=—1

Es ist dann
Tix 0% 0t = 5 ni @ 0% 7t

(4.2)

Jedoch folgt aus der zweiten unter (4,2) stehenden

Formel, daf3
ni 0kt =0

ist. Fiir Beobachter, deren normiertes Tangenten-
biindel & = — ¢ ist, gilt deshalb der Energieerhal-
tungssatz. Das Vektorfeld p#; ist divergenzfrei
0%(p 7;) = 0 und die beobachtete Energiedichte re-
lativ zu einer raumartigen HF1 Q2 ist — o %% o; (; =
Normale von Q).

b) Bei geniigender Inhomogenitit des Raum-Zeit-
Kontinuums verschwinden schlieSlich seine sidmt-
lichen Symmetrien. Das Energieintegral ist dann
in keinem Falle ein allgemeines Integral der Bewe-
gungsgleichungen mehr.

Wir kénnen uns jedoch leicht iiberlegen, daB diese
Tatsache sehr natiirlich ist:

Nehmen wir ndmlich das Bestehen der Einstein-
schen Gleichungen fiir die Metrik an, so gibt es zu
einem gegebenen metrischen Feld genau ein T';. Be-
riicksichtigt man also den Zusammenhang zwischen
Metrik und Verteilung von Energie, Impuls und Span-
nungen, so ist keine Moglichkeit offen, den SchluB
von Formel (3,2) auf (3,3) durchzufiihren. Wir kon-
nen vielmehr nur auf (4,1) schlieBen;

Aus diesem Grund wird der Begriff des allgemeinen
Integrals der Bewegungsgleichungen nicht mehr an-
wendbar; denn es gibt zu einer bestimmten Metrik
zwar viele Tensoren T, die die Divergenzrelation
— aber nur einen, der die Einsteinschen GQlei-
chungen befriedigt! Nur der letztere ist vom Stand-
punkt der ART sinnvoll. Der Begriff des ,,allgemei-
nen‘‘ Integrals, des ,,allgemeinen‘ (d. h. von der spe-
ziellen Struktur von T';; unabhéingigen) Erhaltungs-
satzes wird daher in der ART leer.

Diese Begriffe sind hiernach nur Approximationen
an die wirklichen Verhéltnisse. Wegen der Kleinheit
der Gravitationskonstante sind sie sehr wirksame
Néherungen.

6. Umformung der Energiedichte mit Hilfe der Ein-
steinschen Gleichungen

Wir wollen jetzt in mehreren Schritten die Energie-
dichte fiir den Fall berechnen, daff das normierte Tan-
gentenfeld der Beobachter die Richtung der Nor-
malen eines HFI-Stiickes {2 hat. Ist dann #; das Nor-
malenfeld von Q, so ist

(6,1)

Wir wollen nun voraussetzen, da3 die Einstein-
schen Gleichungen erfiillt sind.

Zur Berechnung von (6,1) wihlen wir einen auf Q
gelegenen Weltpunkt @ aus. Gleichungen, die nur an
der Stelle @ richtig sind, wollen wir dadurch kenn-
zeichnen, dafl das Gleichheitszeichen durch das Zei-
chen = ersetzt wird.

w = 1 Ty nk
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A.

In der Nihe von @ sei das raumartige HFI-Stiick
durch die Gleichung f = 0 gegeben. Ist dann e eine
beliebige, im Punkte @ nicht verschwindende Funk-
tion, so ist auch f* = e - f = 0 eine Gleichung fiir Q.
Wir wihlen nun ein im Punkte Q oskullierendes KS
so aus, daB

of
ist. Es gilt dann fiir dle GroBe
of* of* .
" adam? IF=1e

an der Stelle @
% 2
Oc E_zz(e—‘?’—Jrz_ai)

ox o0x®0a* dxz?)’
oa* 02f de
g =2 (e 22 2.

Wir schlieBen hieraus, daB man f so wihlen kann,
daB fiir die Norm

_ Of ot
oxt ol
die Beziehungen
O .
o=1, PP =90 (3,2)
gelten. Wir wéhlen nun ein KS {y¢} derart, la8

Y% = f und
ds® = gy, dy’ dyr + go dy°2
ist. Von den g,, kénnen wir iiberdies

00y,
oy
voraussetzen, da die Giiltigkeit dieser Glelchungen
durch eine Transformation 3" — ¥ (¥, y2, y3) stets
zu erreichen ist. Wir beachten noch, daB wegen

o = 900 = L
Joo
die Formeln (6,2) Aussagen iiber Joo enthalten.
Alles zusammengefaBt haben wir ein KS gefunden,
fiir das gilt:

a) 2 ist durch y° = 0 gegeben

I = 61;,u s =0

b) Jvo = 0

c) Jou = 5vm Joo = — 1
d) gv,u,l =0

e) 90,1 = 0.

Wir wollen ein KS mit diesen Eigenschaftenauch
,»Zu 2 und Q normal‘‘ nennen. Fiir Gleichungen, die
zwischen Tensorkomponenten usw. im Punkte @
bei Benutzung eines solchen KS richtig sind, wollen
wir wieder das Zeichen = verwenden.

Wir berechnen nun leicht

i 1
-rv,u = '5 gla (gvo',u + Juo,v —gv,u,o);
1 1
Fg,u:_‘z“googvu.O: Pgoz‘igoogoo,u; (6,3)
1 1
50:*2’9”691»0,0, Fg():'—‘z“ga".(](m )

1
Fgo=§g°°goo,0,
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sowie
F:”EpgoEF,?oE 0=20
1 6,4
FSyEFi‘OEEgvu,O ( )
B.

Wir betrachten nun den verjiingten Kriimmungs-
tensor der HF1 2 im Punkte @ und beziiglich des KS
ty }:

J— 8 A
R,,(2)= T I'y,—

yﬂ

0
oyt
Hiernach gilt fiir den verjiingten Kriimmungs-

tensor des Raum-Zeit-Kontinuums M infolge der
{"formeln (6,4)

A
r,.

0 0
R,,= R,,(Q) + a—y—,l’,’io—m I+ Ty T,
+F21F20—F201w0w
0w 0 0 ,w 0
R(}QEWFOV—}‘wng—%,FOO—W[’gO
+I—"l0‘1l]13;4~

Weiter haben wir
R = Ry g% = g** R,, + ¢® Ryy = R,, — Ry,
Unter Beriicksichtigung der obigen Formeln bilden
wIr nun
R +2 Ry = Ry, + Ryy= R(Q) + I'yo,,— I'}\0
+ o0 — TG0, + 2 Iho I — I3, Tos + T4, T,
Unter stédndiger Benutzung von (6,3) und (6,4)

rechnen wir jetzt die einzelnen hier auftretenden
Terme aus und erhalten:

1
FBO’vE —_— = gOO,vv
1
ng,OE ng,oo
, 1 1
0y, 0 = — ? gvo',O gvo,O + E gvv,OO
1
Fzﬂ,v = — 5 Jgoo, vy
1
F:o BAE Z Ivu, 0 Jou, 0
, 1
ng I'y, = — Gvv, 0 Jaa,0
13 ]-w —_ l
04 0p = 4 gv,u,ogv,u,o

Damit bekommen wir die bemerkenswerte Formel
1
vt + 2‘ROO = R(Q) + Z (gvu,O gV/L,O - gvv,o gu,u,o) .

Wie durch ein Wunder sind alle nicht zu R () ge-
hérenden zweiten Ableitungen des metrischen Ten-
sors weggefallen. Der (physikalische) Grund scheint
in den Beziehungen dieses Ausdrucks zu einer Ener-
giedichte zu liegen:
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Die Energiedichte sollte nach Dirac tatséchlich
nur von auf 2 bildbaren GréBen und der ersten ,,zeit-
lichen* Ableitungen der g¢,, abhingen — d.h. sie
sollte beziiglich der Metrik ein Zustandsfunktional
sein. Eine genauere Formulierung dieses Sachver-
halts erfolgt im néchsten Abschnitt.

Wir bemerken nun, daf

1 1
(Rm—ggikR)nin’“ERoo +5 B

ist. Deshalb ist

1 . 1
(Rilc — 3 ik R) ntnk = 5 R(Q)

1
"{_ ”g (gvu, 0 gv,u,O - gvv,() guu, 0) . (6’5)
Auf Grund der Einsteinschen Gleichungen
1
Ry — 5 ik R=—uxTy (6,6)
haben wir deshalb
1
N T
w=mntTygn 5 R(Q)
1
- g (gyp,ll gv,u,O - gvv, 0 g,u,u, 0) (6’7)

Eine analoge Formel findet sich auch in einer Ar-
beit von D. Brill (ohne Beweis), jedoch mit falschem
Faktor vor dem quadratischen Term?).

Formel (6,7) ist nicht besonders handlich, da sie
nur im Punkte ¢ und bei Benutzung eines zu £2 und @
normalen KS§. giiltig ist. Um das Zeichen = durch
das Gleichheitszeichen ersetzen zu koénnen, miissen
wir noch den quadratischen Term in dieser Formel
kovariant schreiben. Dafl dies moglich ist, folgt be-
reits aus der Tatsache, daf} alle anderen Glieder die-

ser Formel koordinatenunabhingige Bedeutung
haben.

C.
Wir behandeln zuerst folgende Aufgabe: Ist wgy

igendein Tensor, so suchen wir einen Tensor w;; der-
art, daB in einem zu 2 und @ normalen KS

a)vu = Wyps Wy = W0y = —w—oo =0
gilt. Wir sagen zu diesem Proze8, er ,,beschrinke den
Tensor wq auf ¢ oder auch ,,w;; sei die Beschrin-
kung von wg auf Q.
Um dies durchzufiihren, benétigen wir offenbar
einen Tensor r;¥ = r;%(Q) derart, daB3

=0k rl=ry=r0=0

gilt. Dieser Tensor ist leicht anzugeben. Ist ndmlich
7; ein zu 2 normales auf — 1 normiertes Vektorfeld,
so gilt

ni=00 ni=—0d
und deshalb ist
rif = 0% + ny nk. (6,8)
Es ist dann
Wik = 13" TE™ Opap, - (6,8a)

Wir suchen nun einen Tensor £;, der nur von 2
(und der Metrik) abhdngt und fiir den

Qv,u = Gou, 0, ‘QOv = QvO = Sy = 0 (6!9)
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gilt. Sei ¢; ein Vektorfeld, das auf Q die Richtung der
Normalen von £ hat, aber nicht notwendig normiert
ist. Fiir ein solches Feld gilt
a; = 0;° }/—akoa, o, =0.
Nun ist

m 0
ava/t = au,;t‘rv‘uamgﬁrplu&o =

- _
— E’ Jvu,0° ]/_CCIC Uk

Wir erhalten also £;; durch die Beschrinkung des

Tensors

et Ok
auf Q.
Satz 5:

Sei 2 ein HFI-Stiick, #; das Normalenfeld von
und ¢; irgendein Vektorfeld. das auf Q die Richtung
der Normalen hat:

(g — Am) (@) = 0 fiir Q € 2
mit einer gewissen Funktion 1 == 0. Sei weiter
rif = 0k + i nk.

Ist dann :

Qi = — 1t rm (Mm%) .
J—ejai
so gilt in jedem zu £ und @ normalen KS
-Qvu = Gou, 0 250 = QOA = Qoo =0.

0y, verschwindet auf Q identisch, wenn es ein Kil-
ling-Vektorfeld gibt, das auf Q in Richtung der Nor-
malen von £ weist.

Weiter gilt

Satz 6:

Ist Q ein HFI-Stiick und haben die normierten
Tangenten & einer Schar von Beobachtern die Rich-
tung der Normalen #; von Q

&+t =0,
so gilt fiir die Energiedichte
= — & Ty ¥

beim Bestehen der Einsteinschen Gleichungen die
Formel
1 1 S S
w= g BQ) 4 o (908 0 — 07 Q).

Im Sinne des kanonischen Formalismus wird der
Zustand eines physikalischen Systems beziiglich der
Metrik (d.h. ohne Beriicksichtigung der anderen
eventuell noch vorhandenen Felder) durch die g,,
und die zugehérenden ,konjugierten Impulse ge-
geben. Letztere sind Funktionen der g, , o. Eine physi-
kalische Grofle ist hiernach genau dann ein ,,Zu-
standsfunktional @(£) beziiglich der Metrik im
Sinne von Dirac, wenn sie nur von den Werten g,
und ¢,,, o auf £ abhingt.

Letzteres besagt, dafl in @ z. B. nur solche Ab-
leitungen vorkommen diirfen, die man auf Q aus-
fithren kann, ohne dabei Q zu verlassen. @ kann also
z. B. von Iopu, 25 Gvu, 2,6... Jvp,00... a'bha‘nglg sein, aber
z. B. nicht von g, 00 .
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Wir kénnen diesen Sachverhalt vollstindig ko-
variant formulieren:

Satz 7:

Damit eine GroBe ein Zustandsfunktional (beziig-
lich der vorliegenden Metrik) auf einem Hyperfli-
chenstiick (2 ist, ist notwendig und hinreichend, daf3
sie aus der Beschrinkung der Metrik auf Q

7% TE™ Gpm, 1Tk = ¥ (Q)

und dem Tensor £2;; durch Operationen errechenbar
ist, deren Ausfiihrung ohne Verlassen von £ méglich
ist.

Wir schlieen hieraus, da R () offenbar ein Zu-
standsfunktional auf Q ist, den bemerkenswerten
Sachverhalt:

Satz 8:

Befindet sich eine Schar von Beobachtern beziig-
lich eines HFI-Stiickes 2 in Ruhe, so ist die von ihnen
beobachtete Energiedichte (sowie die Energie selbst)
ein Zustandsfunktional auf Q beziiglich der Metrik.

Die Energiedichte ist iiberdies quadratisch in den
. konjugierten Impulsen.

Dies ist offenbar eine Folge von Satz 6.

7. Die (ravitationsenergie

A.

Wir wollen nun den Nachweis erbringen, daf unser
Ansatz fiir die Energie tatsichlich auch die Gravi-
tationsenergie mit enthalt.

Was wir experimentell von der Gravitationsenergie
wissen und nachweisen kénnen, 148t sich bereits mit
der Newtonschen Gravitationsenergie herleiten:

Ist ¢ eine Massendichte, und ist das Potential ¢
durch

Ao =47myp, limep =0 (7,1)
bestimmt, so ist
1 r |
By, = — —— 2 d3x = — | @ - od3x.
grad. Snyt/ (grad ¢)? d3x Sny/gr od3x

Unter Beriicksichtigung der SRT erhalten wir also
fiir eine beziiglich eines Intertialsystems ruhende
Masse die Gesamtenergie

r 1
K = ¢ A3y — —— / ad )2 d3x. 7,2
Je Sy | €40 (7,2)
Zwischen der Newtonschen Gravitationskon-
stante y und der in den Einsteinschen Gleichungen
auftretenden Konstante x besteht der Zusammen-

hang

8wy
X = ‘7* . (7,3)
C

Setzen wir

p="7, (7.4a)

C

so haben wir wegen (7,1)

1 1 1
2o =—Ay, _—— (grad ¢)® = — grad >
Fe=_—4dy, ¢ - (grad ¢)* = — grad y* (7.4b)
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und koénnen an Stelle von (7,2) den gleichwertigen
Ausdruck

1 1
BE=_ [/ Apdiz— — / (grad y)2 d3 ] (7.5)

schreiben.

Man kann sich (7,5) als Anfang einer , Potenz-
reihenentwicklung®* vorstellen, bei der der experimen-
telle Nachweis der hoheren Glieder allerdings hinter
unseren derzeitigen Moglichkeiten liegt: Das erste
Glied ist homogen vom ersten Grad und das zweite
homogen vom zweiten Grad in bezug auf die Substi-
tution ¢ — 1, wobei 1 eine Zahl ist.

B.

Beim Ubergang zur Einsteinschen Gravitations-
energie hat man an Stelle von (7,1) die Einstein-
schen Gleichungen zu beriicksichtigen. Es folgt nach
bekannten Rechnungen daB bei Anwesenheit einer
Massendichte ¢ an Stelle des Minkowskischen Li-
nienelements das Linienelement

ds® = (1 —y) o, dardat — (1 + p) d202

zu treten hat. Da bei der Berechnung von (7,6) konse-
quent in  quadratische Glieder vernachlissigt wer-
den, kénnen wir auch schreiben

(7,6)

ds® =ed, dardar —e 1da®? mit e=1—1yp. (7,7)

Wir wollen die Ersetzung des Minkowskischen
Linienelements durch (7,7) kovariant formulieren:

Sei 22 eine HFI und ¢ = 0 eine Massendichte, die
fir relativ zu £ ruhende Beobachter ruhend er-
scheint. Das bedeutet, wenn #; das Normalenfeld
von 2 ist,

n0;0=0. (7,8)

Ist 4 der Laplace-Beltrami-Operator der zur Be-
schrinkung der Metrik auf ©Q gehért, verschwindet o
geniigend rasch in der Nihe des Randes von 2, so ist
lim 9@ =0 (19

Q> Rand 2

Ay = xc?p,

eindeutig losbar (4 ist ein elliptischer Differential-
operator). Wir ersetzen dann die Metrik

ds? = g dat da® durch ds? =gy dat dak (7,

10)
mit Hilfe folgender Vorschrift: Ist 2 durch ¢° = 0
gegeben und sind die y* so gewéhlt, daB im KS {y¢}
¢y0 = 0 ist, so sei

o = €Gvus Gro =0, Goo = € Lggp e =1—1. (7,11)

Setzt man in diese Vorschrift ds? als das Min-
kowskische Linienelement ein, so fithren die For-
meln (7,8) bis (7,11) genau (7,7). Da in den ange-
gebenen Regeln aber keinerlei Hinweise enthalten
sind, dal das Linienelement ds? minkowskisch ist,
kénnen wir sie nach bewihrtem Rezept fiir beliebige
Metrik als richtig anzusehen versuchen.

Wir betrachten deshalb im folgenden gleich eine
beliebige Metrik ds? und konstruieren nach der ge-
gebenen Vorschrift ds2. Uberstrichene Gréfen deu-
ten darauf hin, dafl die Bildung mit der Metrik ds2
zu vollziehen ist.
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C.

Betrachten wir nun eine Schar von Beobachtern
mit normierten Tangenten &i, die sich relativ zu Q2 in
Ruhe befinden: & + 5f = 0 auf Q.

Vom Standpunkt der Metrik ds? haben wir dann
die Energie

BE——[8Tyadaet, (7,12)
Q

die wir nach Einfiihren der Massendichte o durch den

korrigierten Ausdruck

E——[&Tyadak (7,13)
] a

zu ersetzen haben.

Natiirlich héingt E von y ab. Wir ersetzen )
durch 1y und erhalten

B[iy]=Ey + AE, + 2 E, +(p%, (7,14a)

wobei (yp3) Glieder bezeichnet, die aus Formen
hoéher als zweiten Grades beziiglich vy bestehen. Nach
(7,5) haben wir

E,=E, E, :—/AtpdV
(7,14D)
:———/a W oy dV

wenigstens dann zu erwarten, wenn sich die Beob-
achter in einem Inertialsystem befinden. (Im allge-
meinen Fall werden sich noch zusitzliche Glieder er-
geben.)

Wenn wir finden, daf} aus (7,13) die Formeln (7,14)
folgen, so kénnen wir mit vollem Recht sagen, daf}
unser Energieausdruck alles iiber die Gravitations-
energie heute iiberhaupt Nachweisbare enthélt.

Der folgende Abschnitt beschiftigt sich mit der
Loésung dieses Problems.

D.

Da auf Q
gvu - egv,u (*)
gilt, kénnen wir eine allgemeine Formel heranziehen,
um zunédchst R () zu berechnen: Ist n die Dimen-
sion eines beliebigen Riemannschen Raumes, so

folgt aus (*)

eR=PR -+ (n—1)e 1de

_, (n—1) (n—6)

1 0le-0;e

+ e
In unserem Fall ist » = 3 und deshalb

eR(Q) = R(Q) +2e—1Ae—«-§‘e“2 Ole - 0; e

Nun ist e = 1 — v, und somit

2 Ty O
R(Q) — Aﬂ 2 0ty Ouy
1 —yp 3 (1 —yp)?
Bis auf Glieder mindestens dritten Grades in g ist
also

eR(Q) =

eR(Q2) =R(Q) —24y —2yAy

2 ..
—3 Oty sy + (%) (7,15)
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Fiir die folgende Rechnung benutzen wir weiter
ein KS mit
g0 =g,0 =0 und %° =0 als Gleichung fiir Q.

Es ist

=0 Y—foo, n* =— ¢ V—4g", (7,16)

-1 — 1 .
ni=-e "ni 7t = e” 1t.
Wir sehen zundchst, daf3
i = &F + nink = 0/ + nenk = ri¥
ist und nur die r,# von Null verschieden sind. Weiter
ist B L,
0y Nu = —‘rglﬂio’ Oy =—1"umn,.
Aus

1 0 —on — 0
I, = _Egoogmo, I, = _5900 Gowo =T,

folgt daher
. —1 1
G,nﬂz—ezl"g,,ﬁoz——eﬂ"fﬂ%e *=1¢"0,1n,.

Satz 5 sagt uns dann
— 3

Qix = e* Qi .

Ferner sehen wir wegen
— — 3 1
O = Oy =t Qughet = top (1,17)
Durch Kombination von (7,15) und 7,17) erhalten
wir

1 = 1 =, =, = =

e ——ﬂR(Q)—FE{(.QilQ]J—.Q@]Q]")
1 1 R C
= — 5o R@) + 5 (40— Q0 Q)
e2—1

8 %

+ S g — 000 + Ay

1 3
+ ;wﬁw + 1, Swoiy + (p®

Nach Satz 6 148t sich diese Formel wie folgt schrei-
ben

m 2—2 o L
g/)"«]i "v7k Tk = 771: "’]’c T + w—SxE (.Q,;".le —.QiJ.le)

1 1 3 .,
— il N 8 (7,18
+ oAy + —pdy + - Oybiy + () (T.18)
Nach Voraussetzung ist & + #¢ == 0, und somit
')77: 1}"' Tik aV = —fi Tik [4 dx¥ auf Q.
Weiter ist wegen dV = e%dV und (7,16)
eri ik Top dV = e ¥ i it T dV = ot Ty 7k dV
und somit _ _
etk Ty dV = —E Typada® auf Q.

Nach Multiplikation mit dV folgt daher aus (7,18)
die bemerkenswerte Formel

—E Tyadat = —& Typadak

2
+ <——~——w 3 %21/1) (948 Q — QJ Q) dV

1 1 3 ..
+ ; AypdV + (x wAy + ) Oty aiw) av

+ (p?) auf Q. (7,19)
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Nun gilt, falls 2 eine Hyperfliche ist, die Green-
sche Formel

[vapav + [sipapav =o.
2 2

Wir lernen von ihr, daB
1 3 .. 1 .
;/(wdw +5 % aﬂ/’) av = -nfa'wﬁide
bo] o]

ist.

Wair haben also (7,14) tatsichlich bestitigen konnen.
In einem Inertialsystem verschwindet nédmlich der
Tensor Q4. Ist jedoch die Metrik beziiglich der HFI
£ wesentlich nicht-stationér, so ist £;; 5 0. Wegen
0,, = gyu,0 in einem zu Q und @ normalen K8 kann
man £2;; in diesem Zusammenhang als ,,Tensor der
Anderungsgeschwindigkeit“ der Metrik betrachten.
Es ist dann der von £;; abhingende Bestandteil der
Energiedichte quadratisch in der Geschwindigkeit,
mit der sich die Metrik dndert. Diese GréBe ist somit
dual zur kinetischen Energie: Bei ersterer ist die
Massendichte unbewegt, aber die Metrik dndert sich,
bei der letzteren ist die Metrik unverédndert aber die
Massendichte bewegt.

SchlieBlich stellen wir fest, dal durch unsere Rech-
nungen der Prozefl der Ersetzung von ds? durch ds?
auch im allgemeinen Falle gerechtfertigt erscheint.

Satz 9:

Es sei ds? eine beliebige Metrik und 2 eine HF1 mit
Normalenfeld #;. Ist zusétzlich eine in ds? noch nicht
beriicksichtigte Massendichte o vorhanden, die be-
ziiglich Q ruht

nidto =0,
so hat die Einbeziehung von p eine Anderung von d s2
zur Folge, die ndherungsweise wie folgt beriicksich-
tigt wird. Ist 4 der Laplace-Beltrami-Operator der
auf Q beschrinkten Metrik ds2, so suchen wir eine
Losung der Gleichung

Ay = xc?p
mit der Nebenbedingung

lim y (@) — 0- fir @ — Rand 2.
Die neue Metrik ds? ist dann auf Q wie folgt defi-
niert, wobei
e=1—y
gesetzt wird:
1. Fiir die Normalen 7, 7 von £ beziiglich d's? gelte

o=ty i=eto.
2. Mit dem ,,Beschriénkungstensor‘
rif =7k = 08 4 ek
gilt
eri® g™ Gimp = T TE™ Gpm -
Satz 9 gibt eine véllig kovariante Formulierung des

unter B. beschriebenen ,,Korrekturprozesses* fiir die
Metrik ds?, bei dem von K8 keine Rede mehr ist.

Satz 10:

Unter Voraussetzung des Sachverhaltes und der
Bezeichnungen von Satz 9 entwickeln wir die ,,kor-
rigierte’ Energie

B=—[&Typadak, &4 nf=
Q2
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in eine Reihe
E=E,+E,+E,...,
wobei By alle in g vom Grade ¢ homogenen Formen
zusammenfaft. Als Funktional von y gelte also
Ey[iy] = M E [y].
Dann ist

B, = —ffi Tix a d ok,
2

B =1

X

/Aq)dV — %{fzp,(g,-i Qi — Q4 Q) dv,
(9]

@
2=——4L%/8i2p8i1pdV
Q

T / VR (24 Q) — Q9 O dV.
Q2

E.

Auf Grund seiner Bedeutung wollen wir fiir den
Fall der Newtonschen Approximation Satz 10 ver-
schérfen.

Sei

ds? = 0,, da’ dar — da®, & = §y (7,20)

und
ds? = A6, da’ dat — de(’:, n=call, niy =—1
(7,21)

Die verschiedenen Verfahren zur Bestimmung der
Newtonschen Approximation liefern A und B nur
bis zur ersten Ordnung von ¢ eindeutig. Sei also

Ad=1—yp + 2+ ... . (7,22)
B =1 +1/’+/«t'1/’2+ :I?w +,LM/)2+

Wir haben dann

E:E1 +E2 +<w3>

und es fragt sich, ob E, und E, von den Koeffizienten
2 und @ (bzw. ©’) abhéingig sind.

Wir betrachten eine beliebige raumartiger HF1 Q
und setzen

—[8 Tyadak = B, + By + (y%), (7.23)
2

wobei der Index die Ordnung in y angibt. (E, ver-
schwindet wegen 7' = O fiir die Minkowski-Metrik).

Ist £, durch 2® = const. gegeben, so ist, da & kil-
lingsch ist, auch

By + By + (p) = — [ & Typadak
2,

und somit

By + By + (y9) = [« Vit Ty ik dV.
2

Nun ist 7’ Tk 7* von mindestens) 1. Ordnung in
, und deshalb fillt eine Anderung von « und dV in
Gliedern hoher als erster Ordnung in ¢ in den Be-
reich (y3). Also ist B, + E, von u bzw. 1/ unab-
héingig. Wir kénnen also B = 4" ! setzen, ohne den
Wert von El o E_2 dabei zu dndern.
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Sei nun
e=1—y =1—yp + Iy
Wir finden nach Satz 10

— 1 ,
EfzzwadV
1 .., ,
2:——4—%/8“/) Oy dv.
Wir sehen, daB der Ubergang " — u den Aus-

druck E, nur um GréBen der Ordnung (y3) ab-
dndern kann, wihrend

&

7 — 1r 1 [ 2 JV 3
Er_;/awwu—;sz¢dI+4¢>
wird. Nun ist aber

Ay2=20"(po,y)
und wegen

b
vy

fir »r »> oo
ist
’

b
Yoy ~ 3
Also ist

fiir r — oo.

[Ayzav =0
und £, hingt nicht von 1 ab.

Satz 10a:
Ist g5 die Minkowskische Metrik und

gi’M:Aa"ﬂ’ gO():_B7 gyo:oa

80 ist mit den Bezeichnungen von Satz 10

=~ 1 1 i !
L::Z/Ade—quiww&deﬂ%wﬁ

v

immer dann, wenn

Ad=1—yp+(p? B=1+1yp +(y?
ist. Dabei bezeichnet (% Terme von mindestens
2. Ordnung in .

Satz 10a zeigt, daB die Ubereinstimmung mit dem
Newtonschen Ausdruck fiir die Gravitationsenergie
nicht durch eine ,,geschickte’* Wahl der g;; erzielt
wurde. Nach Satz 10a wird der Ausdruck fir die
Energie bis zur zweiten Ndherung im Gravitations-
potential bereits durch die Glieder erster Ordnung
in y des metrischen Tensors vollstindig bestimmt.

Literatur:

Trautmanns Formulierung, Bedeutung der Killing-Vek-
toren fiir die Erhaltungsséiitze: Trautman [85, 87]; Uhlmann
[93].

Formel (6,5): Brill [14].

Diracs Forderung: Dirac [19, 20, 21].

Zur Newtonschen Approximation siehe z. B. Jordan [46];
Landau, Lifshitz [55]; von Laue [56]; Weyl [99].

IV. Generalisierte dynamische Gréflen

1. Die zehn Erhaltungssdize der Speziellen Relativitdts-
theorte

Bekanntlich hingen die 10 Erhaltungsséitze der

SRT mit den 10 linear unabhéngigen infinitesimalen

Transformationen der Lorentzgruppe zusammen.
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Wir erhalten letztere durch Aufsuchen sdmtlicher
Killing-Vektoren des Minkowski-Raumes. Eine die
Minkowski-Metrik charakterisierende Eigenschaft ist
das Verschwinden des Kriimmungstensors bzw. —
was dasselbe ist — die Vertauschbarkeit der ko-
varianten Ableitungen:

0t ok = ok ¢t (1,1)
Sei nun & ein Killing-Vektorfeld. Es ist dann
0t &k = — ok £ und deshalb und wegen (1,1) haben
wir die Rechnung
05 0iEk — —ps ok &l — ok 95 £l — ok §i &5 — ¢k &s
= — ¢t asfk — __asaié’:k’

welche zeigt, dal}

0s 01 &k =0 (1,2)
sein muB}. In einem Lorentzschen KS folgt hieraus
sofort

&k = ok + ik ! (1,3a)

Setzt man diesen Ausdruck in 0! & —= — gk &i
ein, so findet man noch

fEt 4 fk = 0 mit ft' = fF gt (1,3Db)

Wegen (1,3) besitzen wir also 10 frei wiahlbare Kon-
stanten o*, f*' und die von der Hyperfliche 2 un-
abhingigen Integrale

— [ & Ty a dak (1,4)

Q
sind gerade die den allgemeinen Erhaltungssdtzen
unterliegenden dynamischen GréBen.

Beispielsweise folgt aus & = ¢§,¢ in einem Lorentz-
KS, daB (1,4) den in diesem System beobachteten
Impuls in a!-Richtung angibt. Betrachten wir als
zweites Beispiel in einem Lorentz-KS =z, y, 2, ¢t eine
Drehung um die z-Achse

g(p) x =xcos ¢ + ysing, o(@) z=2z

o(p) y=—2axsing + ycos g, o(p)t=rt.
Dann ist & in diesem KS durch
1__ 41
El:lil‘nﬁ(lg_)x—;_x:y’ 52:_<x’ 53:5020
=0 @

gegeben und
_/5@' Tix adxk :/(y Tw—xTy)dxdydz
@

t = const.

ist tatsdchlich der Drehimpuls um die z-Achse.
Es gilt somit (Trautmann):

Satz 11:

Samtliche dynamischen Grofen der SRT, die
einem Erhaltungssatz geniigen (d. h. die allgemeinen
Integrale) werden durch die Ausdriicke

— & Ty adak mit 9FE 4 oigk =0
0

geliefert.

Damit ist der Inhalt der Ausdriicke (1,4) selbst in
der SRT bei weitem noch nicht erschopft. Eine wich-
tige Klasse von Erhaltungssidtzen entsteht, wie schon
Trautmann bemerkte, fiir den Fall, daB 7;t = 0
ist. Dies ist in der Elektrodynamik der Fall. Es ist
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dann (1,4) eine erhalten bleibende GroéBe bereits,
wenn
01 Ek | ok i = ¢ . gik
mit einer beliebigen Funktion « ist; denn dann ist
(08 &k + OF &) Ty = o - g™ Ty = 0

Die Ausdriicke (1,4) geben AnlaB zu fiinf weiteren
erhalten bleibenden GroBen, die gerade der (zusitz-
lichen) Invarianz der Elektrodynamik gegeniiber den

konformen Transformationen der Minkowski-Metrik
entsprechen.

2. Generalisierte dynamische Gréfen

Nach den Erfahrungen der SRT und der allge-
meinen Methode des Uberganges zu beliebig ge-
kriitmmten Rdumen kénnen wir sinnvoll definieren :

Definition:
Unter einer generalisierten dynamischen Gréfe ver-
stehen wir jeden Ausdruck der Form

P, Q) = —[& Ty adak,
Q2

den wir néher als ,,Projektion des Energie-Impuls-
Tensors aus das Vektorfeld & beziiglich der HF1 Q¢
bezeichnen konnen.

P&, Q) nennen wir kurz ,,die zu & gehoérende’
dynamische GroBe.

Bei dieser Definition gehen wir vom Standpunkt
von Beobachtern aus, die relativ zu 2 ruhen. Allge-
mein miilte ndmlich die GréBe

[ & Ty £k av () (*)
(o]

definiert werden, wobei &; & = — 1 ein vorwirts ge-
richtetes normiertes Tangentenbiindel von Beob-
achtern ist und £* ein beliebiges Vektorfeld bezeichnet
Nehmen wir relative Ruhe der Beobachter relativ zu

0 an, so ist & = — 7%, und wir erhalten gerade die
obige Definition:

— [ 0 T &5 AV (@) = — [ & Ty AV (@)
o) Q2

= _/é:z Tikgdwk.
Pl

Insbesondere legt diese Definition eine weitere
Deutung des Energieintegrals nahe, die, wie wir noch
sehen werden, besonders den Zusammenhang der
dynamischen Gréfen mit den Transformationsgrup-
pen von M betont. Der Einfachheit halber beschif-
tigen wir uns im weiteren nicht mit dem allgemeinen
Fall (*), sondern nur mit dem durch die Definition
gegebenen.

Zu den dynamischen GroBen gehort die Energie
bei beliebiger Metrik sowie Impuls und Drehimpuls
(SRT). Die generalisierten dynamischen GréBen ver-
allgemeinern also auch die impulsartigen GrofSen,
weshalb die Einfiilhrung besonderer ,,Drehimpuls-
pseudotensoren‘‘ iiberfliissig und nicht gerechtfer-
tigt erscheint.

In Kapitel III haben wir schon geniigend Vorbe-
reitungen getroffen, um ohne weitere Rechnungen
den folgenden Sachverhalt bestéitigen zu kénnen:
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Satz 12:
Genau dann bleibt die dynamische GroBe P (&%, Q)
erhalten
P&, Q) = P&, Q)
fur zwei beliebige Hyperflichen, wenn
Tix 08k =0
ist.

P (&, Q) ist ein ,,allgemeines Integral“ genau dann,
wenn &¢ ein Killing-Feld ist.

Wir haben bereits bemerkt, dafl beim Bestehen der
Einsteinschen Gleichungen der Begriff des ,,allge-
meinen Integrals‘ im Grunde leer ist, da die Metrik
den Tensor T’y bereits vollig bestimmt (wihrend ohne
die Einsteinschen Gleichungen alle beziiglich der
Metrik divergenzfreien 7' zur Konkurrenz zuge-
lassen sind). Wir interessieren uns deshalb besonders
fiir die Bedingung 7' 0% & = 0.

Es ist leicht zu zeigen, daf} eine Vielzahl von dyna-
mischen GroBen Erhaltungssétzen unterliegen, die an
das betreffende physikalische System gebunden sind :

Satz 13:

Sei &t ein beliebiges kontravariantes Vektorfeld.
Dann gibt es (mindestens) eine Funktion ¢ derart,

daB die dynamische GroBe P({,?i, Q
Elo— - &
erhalten bleibt. Fiir ¢ kann man iiberdies

o >0

) mit

vorschreiben.
In der Tat, setzen wir
B = Ty o' &k, ft = Tyt &k
so ist fiir Ty ¢ EF = 0 notwendig und hinreichend,
daB
a-p+ Tx’ =

ist. Setzen wir

e¥ = ,
so muB} also y der inhomogenen linearen partiellen
Differentialgleichungen erster Ordnung

.0

P — *k

B+bamr=0 (**)

geniigen. Diese aber ist — wenigstens lokal — stets
lésbar. Ist y eine reelle Losung dieser Gleichung, so
ist e” eine nirgends verschwindende positive Losung
von (¥). Die Losung von (**) kann durch Wahl eines
geeigneten KS bekanntlich auf eine einfache Inte-
gration zuriickgefiihrt werden: Zu jedem kontra-
varianten Vektorfeld & existiert ndmlich (im Gegen-
satz.zu den kovarianten Vektorfeldern!) ein KS der-
art, daBl in seinem gesamten Giiltigkeitsbereich das
Vektorfeld die Komponenten §,’ besitzt. (Hierbei ist
¥° nicht notwendig zeitartig;). Dabei ist vorausge-
setzt, dafl das Vektorfeld in diesem Bereich in kei-
nem Punkt verschwindet. Aus (**) entsteht dann
einfach

0
ﬂ+5;1;/:0

Wir sehen aus Gleichung (*) iiberdies
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Satz 14:
Erfiillt das Vektorfeld & die Relation
Ty 0t &k =0,
so trifft dies auch fiir alle Vektorfelder
T 0 - &
mit
&k e Tau =0

zu.

Es gibt also ,,geniigend viele* Vektorfelder & der-
art, dal die dynamische GroBe

P (&, Q)
von der HFI £ unabhéngig ist — also einem Erhal-
tungssatz unterliegt. Ob sich darunter auch stets
Vektorfelder mit vorgegebenen Eigenschaften (z. B.
&1 & = — 1) befinden, ist damit allerdings nicht ge-
sagt. Diese Probleme sind zum Teil wegen ihrer Nicht-
linearitdt schwierig zu behandeln.

3. Eine Symmetrieeigenschaft der dynamischen Grofen
Ist o irgendeine eindeutige Abbildung von M auf
sich und A’ o .is ein Tensor, so gibt seine Transforma-

tion mit ¢ w1ederum einen Tensor, der mit ¢| A’il ’t“
Loty
bezeichnet wurde. Dieser Tensor ist wie folgt defi-

niert:

Sind A" die Komponenten des urspriinglichen
Tensors im KS{ xt}, so hat o"A" die Komponen-
ten oA" " im KS {0 t}.

Uberdecken sich die Giiltigkeitsbereiche der KS
{2} und {0 %}, so gilt fiir die Komponenten beziig-
lich {a%}:

jl jS
AJ1 -GA"‘ . j)_xn 0w
e Qg™ oox™s
a m, m,
A “.a“ﬁ (3.1)
ox* oz
Schreiben wir nun ausfiihrlicher
P&, gig, Tip, Q) = — / £ Ty a d.ok,
Aus der allgemein giiltigen Formel
/@ = /a (¢]
Q° o
folgt dann
P&, gir, T, 2°) = P(c|&, 0| g, 0| Tix, 2). (3.2)

Bestehen nun die Einsteinschen Gleichungen,
so gilt zundchst auf Grund ihrer Struktur: Fiihrt die
Metrik g¢;; auf den Energie-Impuls-Tensor Ty, so
tiihrt die Metrik o|g;x auf o| Tix. Aus o|gsx = g4 folgt
deshalb o| Ty = T Also:

Satz 15:

Ist o eine isometrische Abbildung und gelten die Ein -
steinschen Gleichungen, so besteht fiir ein beliebiges
HFI1-Stiick 2 und ein beliebiges Vektorfeld & die
Gleichung

(Sl _Qa —

P(c|&,Q (3,3)
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Diese Symmetrieeigenschaft der dynamischen Gro-
Ben hat kein Analogon in der SRT. Eine andere For-
mulierung fiir (3,3) ist

P&, Q) = P(c|&, Q7),
die aus (3,3) durch die Ersetzung  — £° " hervorgeht.

4. Die dynamischen Groflen als Diracsche
Zustandsfunktionale
£2 sei ein HFI-Stiick, 7; das Normalenfeld von £
und schlieBlich « ein Vektorfeld mit of ; = 0. In
einem zu £ und @ normales K8 ist
Ny = 0% o® =0 (*)
sowie

Ryo= (I't),0 + (I'no),0 — (I'3,),0 — (I'6,), 2

1 1
E (9“ i, v),O - *2‘ (91" gvu,O),Z ’

wie man mit Hilfe der Formeln III (6,3) und II1(6,4)
leicht nachrechnet. Eben wegen dieser Formeln ist
auch die Umformung

1 1
Bo=+ (9%° 9o1,0),» — 2 @* goo0)a  (*%)

in Ordnung. Beachten wir nun, dafl die Ableitungen
nach y* bzw. y* ohne Verlassen von 2 ausfithrbar
sind. Wir finden daher, daB R, auf £ ein Funktional
des Zustandes der Metrik ist. Wegen (*) kann man
also sagen:

Hilfssatz: of n* Ry ist auf 2 ein Zustandsfunk-
tional der Metrik.

Wir formen nun (*¥*) etwas um. Es ist

) 1 1
Rignf of = — o 5= & (9% 9o1,0) + 5 & (97 Gror0).2-
Es folgt wegen of =0
o 1 . 1 .
. Mt = —qaft— —_0.J L K
Rix nt of = — o Eye i i 4 3 o (024%),
Nun ist

O QF = (Q4F), 1 + Tk, Q8 — T Q.
Betrachten wir den Ausdruck
W Qp Thy— o Qg Ty = A
und beriicksichtigen wir, da8 fiir ein zu £ und @ nor-
males KS )
QO,,E,Q,,()EQOOEOCOEF:”EFgoE FgoEpgoEO
ist. Wir sehen dann, daf3
A=0

ist. Damit haben wir aber die Formel
, 1 ) .
Ry nf ok = ) ok (0; Qi — 0 Q) auf Q  (4,1)

gewonnen; denn da diese Gleichung in einem zu 2
und @ normalen KS§ giiltig ist, ist sie wegen des Ten-
sorencharakters ihrer beiden Seiten stets giiltig, Eine
nicht kovariante Form von (4,1) findet sich auch bei
Brill. (Infolge eines Versehens steht bei Brill ein
falscher Zahlenfaktor.) Sei nun &f ein beliebiges Vek-
torfeld. Es gilt dann genau eine Zerlegung

f=of 4+ Ayt mit of gy =0, (4,2)
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und zwar ist dabei
A= —8&n of =& + &k pg .
Es folgt die Beziehung

4,2a)

& Tyt = oF Ty b — &7 5 mF Ty ot

Wegen Formel (4,1) und (4,2) sowie nach Satz 6
haben wir deshalb:
Satz 16:

Fiir die Dichte

= —& Tt
der zu & gehorenden dynamischen GréBe gilt
2xu=— (& + & ns - nF) (0; Qi — 0x 27%)
. 1 . o o
— &y R(Q) + 1 & (807 — Q7 Q).

Weiter folgt aus Satz 8 und unserem Hilfssatz das
befriedigende Resultat:

Satz 17:

Die dynamischen GroBen sind siémtlich Zustands-
funktionale beziiglich der Metrik.

5. Dynamische Gréfien und Gruppentheorie

A.

Ist o(Z) eine einparametrige Gruppe von Punkt-
transformationen auf M mit kanonisch gewihltem
aeellen Parameter 4:

0(dy + 4g) = 0(dy) 0(dy), 0(0) =1, (5]1)

so konnen wir ihr ein kontravariantes Vektorfeld
nach der Vorschrift
o(4) xt — 2t

{2t} - & = lim — (5,2)
A->0 'Z ’

zuordnen. Wir haben dann eine Beziehung
o(4) = & — P(&, Q) (5,3)

die den gewiinschten Zusammenhang vermittelt ;denn
es gilt auch die folgende Umkehrung:

Ist & ein beliebiges kontravariantes Vektorfeld,
so gibt es genau eine einparametrige Gruppe o (1) mit
kanonischem Parameter 1 derart, daB (5,2) gilt.

Tatsédchlich folgt aus (5,2) leicht, daB die Funk-
tionen

¢ (Q, 2) = o (1) 28 (Q) = at (@),

das Differentialsgleichungssystem

Qe M (54a)

d . ) .y g .

(ﬁ ‘Pl (Q} l) = 52(971(@, 1)7 . )mlt EZ = 57' (xlz‘ . )
(5,4b)

befriedigen. Andererseits hat dieses System genau

eine Losung mit den Anfangsbedingungen

¢ (@, 0) = 2 (Q) (5:4¢)

Diese Losung definiert zusammen mit (5,4a) die
Gruppe vollstindig. Wir haben daher eine einein-
deutige Zuordnung

o(4) «~— & (5,5)
und deshalb kann man
P(o(2),80) = P (&,02) fallso(d)«~— &  (5,6)

definieren.
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B.
Ehe wir nochmals auf den Zusammenhang (5,6)
eingehen, miissen wir noch die Ableitung eines Ten-
sors A’1

feldes besprechen
Gilt der Zusammenhang (5,5), so definieren wir

" in Richtung eines kontravarianten Vektor-

. ) Jieee  gdaee
L(&i)A’i“":L(a(z))AJfW:nm"(m“lil... Ail...,
oo L 120 2

(5,7)

wobei a'AJ‘ in IV. 3. definiert wurde.

Es ist eine sehr wichtige Tatsache, dal die Ablei-
tung (5,7) von den herrschenden metrischen Verhilt-
nissen nicht abhingt. Aus der in IV. 3. angegebenen
Definition finden wir

0 &

Lo 4l =& - A’; Al
Leen 1 e Qi
lj... 0 &)1
_Ailj.-.. G (5,8)

In (5,8) ist die Unabhingigkeit von der Metrik
offensichtlich. Wir kénnen diese Unabhéingigkeit je-
doch auch ,,verstecken und die partiellen Ablei-
tungen iiberall durch die kovarianten Ableitungen er-
setzen:

L(o(2) A=V 00 A - AT 05, €' -

__A’h 0 & — . (5,9)

Denn (5,9) gilt zunachst in einem oskulierendem
KS. Da (5,9) in einem solchen mit (5,8) iiberein-
stimmt, gilt (5,9) als Tensorgleichung allgemein.

Aus (5,9) finden wir besonders leicht die niitzlichen
Formeln

L (&) gnm = On Em + Om &n,
L (51) gnm —_ (617, §m + om gn) .

Sie werfen einiges Licht auf die Bedeutung des
Tensors ;. Nach (5,10) ist dieser Tensor die Be-
schrankung der Ableitung des metrischen Tensors in
Richtung der Normalen von 0.

Wegen (5,7) gibt Q;; also tatsichlich die Ande-
rungsgeschwindigkeit der Metrik beim Verlassen von
2 in Richtung der Normalen an.

Bilden ganz allgemein gewisse geometrische Ob-
jekte @ eine Darstellung der Gruppe der Punkttrans-
formationen von M auf sich, so kann man (Lineari-
tdt von @ vorausgesetzt)

L&) @ = L(o(4) @ =lim ﬂ@%ﬁ
A=0
bilden (falls dieser Limes existiert). Jede solche Bil-
dung heilt eine ,,Liesche Ableitung (Slebod-
zinski 1931). Offenbar kann man abkiirzend

L&) = (d (1))
=0

schreiben. Man sieht leicht: Ist zwischen zwei geome-
trischen Objekten @, ¥ eine Multiplikation erklart,
so gilt

(5,10)

L(®D V)=(LD)-¥YW+D-L¥V
falls
c(PY¥Y)=0D oV
ist.
32 MNR
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C.
Wir betrachten nun den sehr allgemeinen Fall, daf3
die Einsteinschen Gleichungen
Ry —

Jik B = — n Ty (5,11)

1
2
einen Teil der Eulerschen Gleichungen eines Varia-

tionsprinzips

/ﬂg L = Extr.!

M,

(5,12)

(L skalar) bilden. Genauer gehére (5,11) zur Varia-

tion von (5,12) nach dem metrischen Tensor. Wir neh-

men nun weiter an, dafl L die Gestalt

1

L=1L,+ - R (5,13a)

hat und L, nur noch von den Feldgrofen und ihren
ersten Ableitungen abhingt:

Ly = Ly (Gikes Gik, 15 Ya» Pa,1) (5,13b)

Seien nun der metrische Tensor g;; sowie die y,

zusdtzlich noch von einem reellen Parameter 1 ab-
hangig

Gik = Gix (@, 1), o=, (@, 1), QE M,,

und werde die Ableitung nach diesem Parameter
durch einen Punkt gekennzeichnet.

Dann setzzen wir in ¢ L die vom Parameter 1 ab-
hingenden Feldgrofien ein und haben als Ausfiihrung
von (5,12)

d g’tk (Q) =0
dl/aL =0 falls g, (@) =0 ¢ fir Q€ Rand M,

M, Pa (@) =0 (5,14)

Es folgt nach bekannten Rechnungen, dafl wir
unter Verwendung von (5,11) als Definition fiir 7'
aus (5,14)

/Tik g“cgll = jﬁ.f@LO :fT;kgikf}l (5,15)
M, M, M,

erhalten, wobei T, der symmetrische Energie-Im-
puls-Tensor von Rosenfeld ist, der nur mittels L,
und mit Hilfe von Ableitungen nach nicht-metrischen
FeldgroBen gebildet werden kann (Rosenfeld). Die-
ser Tensor ist die Verallgemeinerung des Belin-
fanteschen symmetrischen Energie-Impuls-Tensors
fiir beliebige Metrik.

-Infolge der Willkiir der Variation ist natiirlich
Tk = Tix (5,16)

Betrachten wir nun den Ausdruck (5,15) fiir eine
beliebige Variation ¢'¥ der Metrik, die durch eine ein-
parametrige Transformationsgruppe veranlaft wurde.
Sei weiter M, ein Raum-Zeit-Gebiet, das von zwei
raumartigen HFI]-Stiicken derart begrenzt ist, daB
der Rand von M, homolog £, — 2, ist. Dann ist
wegen (5,10) und infolge der Divergenzfreiheit von
T3 nach der Formel III (1,5b)
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[Tiiirat = — [ Th @i e+ or g a
M, M,

:ffiT:k adak— /'Ei Tixa dak
2, !22‘/
= P(0(4),2;) — P(a(4),2;) (5,17)

Wegen (5,16) kann man an jeder Stelle dieser Rech-
nung 77 durch T ersetzen.

Wie Rosenfeld fiir den Fall der Spinoren und des
Elektromagnetischen Feldes gezeigt hat, ergibt

— 6 Tyadak = — [ Thadat (5.18)
2 9]

filr ein &%, das zu einer Drehung um eine Achse
(SRT) gehort, nicht nur den ,,Bahndrehimpuls®,
sondern den Gesamtdrehimpuls. Weiter ist wegen
der Identitit des Belinfanteschen symmetrisierten
Energie-Impuls-Tensors mit dem Tensor von Rosen-
feld zumindest fiir die SRT klar, daB (5,18) fiir alle
relativistischen Felder den Gesamtdrehimpuls lie-
fert (siehe z. B. Umezawa). Auch hier sieht man,
daB die P(o(4), £2) eine geradlinige Verallgemeine-
rung auch des Begriffs des Drehimpulses geben.

Literatur:

Erhaltungssitze und Killing-Vektoren: [85, 87, 93 (Traut-
man, Uhlmann).

Diracsche Forderung: [19, 20, 21] (Dirac).

Dynamische Grofen und allgemeine Transformations-
gruppen: siehe z. B. Bergmann [7, 8]; Komar [54].

Dynamische GréBen und Lagrange-Formalismus: Belin-
fante [6]; Eddington [22]; Einstein [24, 25, 27]; Goldberg [37];
Hilbert [38]; Hill [40]; Hund [42]; Jordan [46]; Landau,
Lifshitz [565]; von Laue [56]; Mizkjewitsch [62]; Noether [68];
Rosenfeld [72]; Schrédinger [76]; Swann [77]; Trautman [85];
Umezawa [96]; Weyl [99]; De Witt [102].

V. Die generalisierten dynamischen Gréfien
in der Quantentheorie

1. Die Vertauschungsregeln der dynamischen Grofen in
der speziell-relativistischen Quantentheorie

In der Quantentheorie ist es iiblich, die Lorentz-
Transformationen durch Festhalten des Weltpunktes
und Variation des Lorentzschen KS einzufiihren.
Wegen

ox (@) = o (@) (1.1)
ist dieser Vorgang voéllig demjenigen dquivalent, bei
dem der Weltpunkt einer Punkttransformation unter-
worfen wird und das KS fest bleibt. Bei Beniitzung
beliebiger KS (oder spéter bei von der Minkowski-
schen abweichenden Metrik) verschwinden gewisse
Vorteile der ersteren Betrachtungsweise mehr und
mehr. (Diese Vorteile haben in der Linearitit des
Transformationsgesetzes fiir Lorentzsche K8 ihren
Grund.) Fiir das Folgende ist es daher zweckmiBig,
die Lorentzgruppe als eine Gruppe von Punkttrans-
formationen zu betrachten, deren Transformationen
die Weltpunkte untereinander permutieren.

Sei |> ein Zustandsvektor im Heisenberg-Bild
und o eine Lorentz-Transformation. (Wir betrachten
die eigentlichen inhomogenen Lorentz-Transforma-
tionen.) In Analogie zu (1,1) ist ein Zustandsvektor
U (o) | > wie folgt definiert:

Ein Beobachter im Bezugssystem {cz?} beob-
achtet beim Vorliegen des Zustandes | > genau das-
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selbe wie ein Beobachter im Bezugssystem { %} beim
Vorliegen des Zustandsvektors U (o¢)|> (siehe z. B.
Schweber-Bethe-de Hoffmann). Da die {?} hier
Lorentz-KS sind, ist mit dieser Aussage ein klarer
geometrischer Sinn verkniipft.

Ist nun o(4) eine einparametrige Untergruppe der
Lorentzgruppe und P (¢(4), 2) = P (o(4) die klas-
sisch beobachtbare Grofe®), so ist der korrespon-
dierende Operator P (c(1)), tiir den

P (0(2) = <IP(a(d)|> (1,2)
gilt, durch
U(o(d) = E + 11 P(a(2) + (2%
gegeben. Das heif3t
P (a(2)) %Iim _U(“(l;) s
A= 0

und 7 P |> ist die ,,Liesche Ableitung‘‘ des Zustands-
vektors | > beziiglich der Untergruppe o (4). Es folgt
hieraus zwangsldufig (siehe hierzu den nichsten Ab-
schnitt), daBl die Operatoren P (o (1)) eine Darstellung
der Lie-Algebra der Lorentz-Gruppe bilden. Setzt
man an Stelle der ¢ (1) die zugehiérenden Vektor-
felder &%, so gelten deshalb die Vertauschungsrela-
tionen

i [P(E), P(nh)] =P (Y (L,4a)

. ) 0 o .
mit fi=¢! 87,—17@—77’ 727 " (1,4b)

(1,4) enthdlt simtliche zwischen den Operatoren
der dynamischen Grofen bestehenden Vertauschungs-
relationen, wenn man & und 7 die infinitesimalen
Transformationen der Lorentz-Gruppe durchlaufen
1aBt9).

Wir betrachten nun irgendeinen Operator A. Auf
Grund der Definition von U (c)|> ist es méglich,
fiir jede eigentliche inhomogene Lorentztransforma-
tion ¢ einen zweiten Operator 4° durch

<1 491> = <|4|> mit U(o)|>=[1> (1,5a)
zu definieren (siehe z. B. Bogoliubow-Shirkov).
Es folgt

A= U*"1(0) AU (o) = U(c) AU 1(s). (1,6Db)

Betrachten wir nun eine einparametrige Unter-
gruppe o(4) mit kanonischem Parameter 1, so folgt
wegen

U= o(4) = Uo7 (4) = U(a(—2))

die Gleichung

o(d) _
lim 4 A i VD) —F
A0 A 20 A
4 A lim L0 A)—E
A—>0 vl

Links steht die Liesche Ableitung von A4 (siche
IV. 5.) und rechts steht wegen (1,3) der Kommutator
von A mit dem der Gruppe o(4) entsprechenden
dynamischen Operator:

[4, P(o ()] =i L(a(2)) 4. (1,6)

Betrachten wir als Anwendung etwa ein lokales
skalares Quantenfeld ¢ (Q). Fiir dieses gilt

U(o) @) U(o™) = ¢(¢) (L,7a)
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und daher
.0
— £l
Lo()g =& 5~ 7.

falls &€ zu o (1) gehort. Analog findet man (siehe IV.5.)
die Liesche Ableitung eines tensoriellen Quanten-
feldes.

Fiir einen Spinor erhédlt man die entsprechende
Liesche Ableitung als

(1,7b)

L(o (1)) ya = & 5%; Yo + —;— (00 &%) - (s Y& — Yk V1) Ya

(1,8)
in einem Lorentz-KS. Nach IV (1,3) ist 0f &% ein
schiefsymmetrischer konstanter Tensor af¥, woraus
man die Ubereinstimmung von

[yar P(0(4)] = i L(a(2)) ya (1,8a)
mit der iiblichen Formulierung der Vertauschungs-

relationen auch fiir diesen Fall sieht10).
Wie bereits bemerkt, gilt fiir die klassischen GroBen

P(a(d)) = —/6@' Ti a d k. (1,9a)
Q

Ist andererseits 7 der quantisierte symmetrische
Energie - Impuls-Tensor (Belinfante-Rosenfeld-Ten-
sor), so weill man ebenfalls, daf

P(a(2) = *ffi Tik a dak (1,9b)
Q

gilt (siehe z. B. Umezawa).

Beim Ubergang zu einer beliebigen Metrik hat man
u. a. die Tatsache zu beriicksichtigen, dafl die Anzahl
der linear unabhdngigen Killing-Vektoren (d. h. die
Zahl der Symmetrien) kleiner wird bzw. verschwin-
det. Deshalb sind die Ausfithrungen dieses Abschnit-
tes mnicht ohne weitere Untersuchungen geeignet,
eine Verallgemeinerung fiir beliebige Metrik zu si-
chern. Andererseits legt die hier gewihlte kompakte
Form der Vertauschungsregeln der dynamischen
Groflen eine bestimmte Form der Verallgemeinerung
nahe.

2. Die Lue-Algebra der Rawm-Zeit- Mannigfaltig-
keit M

Sei I'(M) die Gesamtheit aller eineindeutigen (be-
liebig oft differenzierbaren) Abbildungen von M auf
sich. I'(M) ist natiirlich eine Gruppe. Allerdings ist
die Zahl ihrer Parameter nicht endlich, wie dies bei
den Liegruppen (z. B. der Lorentzgruppe) der Fall
ist, sondern sogar von der Michtigkeit des Kon-
tinuums.

Trotzdem ist es relativ einfach, zu I'(M) eine Lie-
Algebra zu konstruieren. Wir definieren sie wie folgt:

Die Elemente von L (M) sind die einparametrigen,
auf kanonische Parameter bezogenen Untergruppen
von I'(M).

Sind dann o(4), T(4) zwei solche Untergruppen, so
existieren genau zwei andere Untergruppen g (1), »(4)
derart, daf3

lim [9 (— %) o (9 ‘ (éﬂ =4 ,
oo

(2,1
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Wir setzen dann
o(4) = a(4) +(4) (2,3)
#(4) = o(d) ot (A) (2,4)

Damit sind in L(M) zwei Operationen -+ und o er-
klart.
Es gilt nun

Satz 18:

L(M) ist eine Liesche Algebra beziiglich der Ope-
rationen (2,3) und (2,4); sowie

Satz 19:

Fiir die Liesche Ableitung beliebiger geometri-
scher Objekte gilt
L(o (%) +7(4) = L(a(2)) + L(z(2)), (2,5)
L(o(4) 07 (4) = L(o(2)) - L(x(4) — L(z () L(a(4))

(2,6)

Die Lieschen Ableitungen sind somit Darstellun-
gen der Lie-Algebra L (M).

Den Beweis wollen wir nur skizzieren, da dann die
genauere Ausfithrung offensichtlich ist. Wir denken
uns hierzu die Gleichungen (2,1) und (2,2) auf ein
geometrisches Objekt @ angewendet. Nach IV.5
gilt bei geeigneter Differenzierbarkeitsvoraussetzung

0(A) @ =D+ 1-La(A) D+ (1*

Es folgt, daB

el

n2
bzw.

A y) A\
o) () () e
1 ' A2
:¢+@+§ﬁﬁuw+uw-um¢+@ﬁ

ist. Das hei3t fiir (2,1) ist

L(g) = L(o) + L(v)

notwendig. Wegen der eineindeutigen Beziehung o (1)
<~ &6 kann man hierfiir auch

L(Z%) = L(&) + L(%)
schreiben. Wenden wir die L z. B. auf Funktionen
(Skalare) an, so sieht man, daB das Vektorfeld ¢ durch
o (4) und 7(4) eindeutig bestimmt ist.
Die Konstruktion von ¢(1) verliuft dann wie
folgt:
0(2) <> &, 7(2) ~—> 7.
gi — é:z + ni
{le—>0(4)
Analog beweist man Gleichung (2,2) durch Uber-
fithrung in Gleichung (2,6) und Anwendung dieser
Gleichungen auf die Lie-Ableitungen von skalaren

Feldfunktionen. Hierbei muBl man von der genaueren
Abschétzung

0(1) @ = @ + AL(o()) B + 5 D(o(D) & + ()
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ausgehen. Als Nebenergebnis erhalten wir den fiir die
Anwendungen niitzlichen Satz

Satz 19a:
Gilt
0(2) <&, T(d) <1, (2,7a)
so folgt
o(4) +7() «— & + 7 (2,7D)

o . o ..
o(A) ot (L) «— &8 P nt —ns Tas & (2,7¢)

Eine besondere Rolle spielen die zu einer Metrik d s
isometrischen einparametrigen Gruppen o(4). Aus

0() ds® = ds? ~— L(a(2)) gir = 0 (2,8)

folgt wegen (2,5) und (2,6), daB. die Operationen (2,3)

und (2,4) isometrische einparametrige Gruppen in

Gruppen iiberfiithren, die wieder isometrisch sind.
Aus dem in V. 1. Mitgeteilten folgt, dafi die Zu-

ordnung
o() — P(a(2), L(o(4) g =0 (2,9)

eine Darstellung der durch (2,8) definierten Teil-
Algebra der Lie-Algebra L (M) ist.

Leider nutzt diese Tatsache fast nichts, wenn wir
zu einer von der Minkowski-Metrik verschiedenen
Metrik iibergehen; denn dann existieren Gruppen der
Eigenschaft (2,8) nur in Ausnahmefillen. Auf der
anderen Seite diirfte die Existenz der Quantentheorie
nicht mit der speziellen Form des Minkowskischen
Linienelements stehen und fallen. Es folgt, daB es
eine Moglichkeit geben muB, die Abbildung (2,9) iiber
die Bedingung (2,8) hinaus so fortzusetzen, dall die
fortsetzende Abbildung die Struktur der Lie-Algebra
weitgehend erhélt.

3. Ein Beispiel
Wir betrachten bei beliebiger Metrik g;; ein
(pseudo-)skalares Feld ¢ mit der Lagrange-Funktion

n

. 4]
L=g*qigr +2dmo™ ¢i=55¢ @1

Es ist
oL

1 1
Tix = W‘_‘z—gik‘L =gigr— 5 g L. (3.2)
Spéter benétigen wir, dal3
cL:=L+ X ¥Vypm
Tk = Tix —|~2)~”m(pm
mit (uneigentlichen) c-Zahlen 'y, 4"y, ist.
Sei 2 eine raumartige HF1, #; das vorwérts ge-
richtete Normalenfeld von Q und dV ({2) das zu £2 ge-
horende invariante Volumenelement. Man hat dann
die Formeln

(3.3)

[itp.p@1av@ =0, Qe (3.4)
Q
[10 ow (@1 AV (@) = if(Q), QE€Q (3.5)
Q
[1a* [gr. p@1aV (@) =0 fix cxyt =0 (3.6)

Q und Q € Q

Diese Formeln sind von L unabhingig, da £ raum-
artig ist und die zu L gehérende Feldgleichung die
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Gestalt [] ¢ = F (¢) besitzt: Auf 2 kann ¢ und 7* ¢
vorgeschrieben werden. Wir wollen nun mit einem

beliebigen Vektorfeld &¢

A=[PE,Q),9@]) Q€L

mit )
P(E,0Q) = —[8: Ty adat =—[§: Ty :adV (@)
° ? (3,7)

berechnen. Dabei gehen wir von
A = — [ [8 T b, 9 @14V (2)
2

aus und beachten (3,4). Wegen dieser Relation und
wegen (3,2) spielt die Summe X'1,, o™ in L bei der
Bildung von A keine Rolle, und analog ist es wegen
(3,3) gleichgiiltig, ob T, oder : T : in die Rechnung
eingesetzt wird. Also

A=A
und

A= —/«fi nk {(Pi oy —g;k s 1 g5, @(@)| AV (LQ).
Q

Wir erhalten

A4 =— f {&8 @i ¥ Lgw (@) + 7P @i EF [or, ¢ ()]
@ — & nips 9% [@1, (@1} AV (Q) .

Nach Formel (3,5) gibt der erste Summand ¢£(Q)
- @;(@). Der zweite und dritte Summand schreibt sich

— [ lgi, p(@1 4V (@)
mit !
o = n8 s - & — &Ny s goi.
Man sieht, daBl ¢f 9; = 0 ist und deshalb tritt For-
mel (3,6) in Kraft und das fragliche Integral ist Null.
Insgesamt gilt also mit der Definition (3,7)

[P(E,Q), 9l =—ifigy=—1iL(E) g, Q€2 (3,8

Diese Formel geht in der Tat in (1,6) iiber, wenn &¢
ein Killing-Vektor ist. In diesem Fall ist die zusdtz-
liche Bedingung @ € £ iiberfliissig. Fiir beliebige Vek-
torfelder diirfte (3,8) jedoch neu sein.

Natiirlich kénnen wir auch
i[P(o(4),Q), 9] = L(a(2)p; Q€L  (3,8a)
an Stelle von (3,8) schreiben. Man sieht ohne Schwie-
rigkeiten, dal der Beweisgang nicht gestért wird,
wenn an Stelle von ¢ seine ,,positiven’ bzw. ,nega-
tiven‘ Teile ¢ und ¢~ stehen.

Auf Grund von (3,7) und Satz 19a ist unmittelbar
klar, daf3

P(o(2) +7(4), Q) =P(c(2),2)+P(r(A), Q) (3,9)

gilt. Wir betrachten nun drei Gruppen o, (1), oy(4)
und oy(4), fiir die

01(2) 0 03(1) = (1) (3,10a)
gilt. Wir setzen zur Abkiirzung
P(or(2), Q) = Py; Lo (4) = Lr  (3,10b)

Auf Grund von (3,8) bzw. (3,8a) haben wir fiir
QeQ _
Ly Ly =1Ly [ Py, 9] = — [Py, [ Py, 9]].
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Wir erhalten

(L Lol @ = [Py, [ Py, @11 — [ Py, [ Py, ¢]]
und durch eine einfache Umformung

Ly, Lyl @ = — [[Py Py, g].

Nun ist aber die linke Seite dieser Gleichung gleich
Ly ¢ wegen (2,6). Wir haben also unter Benutzung

3P
von (3,8a)

[7.’ [_Pp_Pz]: (P] - [f ’ ‘P]

Diese Formel gilt ihrer Herleitung nach auch fiir
@'t und ¢~. Wir kénnen hieraus schliefen (unter der
Voraussetzung, daf} sich alle Zustdnde aus einem
Vakuumzustand |0 > mittels der ¢* herleiten lassen
und Py |[0> = 0 ist), daB

1 [Py, Pyl = Py (3,10¢)
gilt. (3,10c¢) ist die gesuchte Verallgemeinerung der
grundlegenden Vertauschungsrelation (1,4) fiir be-
liebige Gruppen.

Satz 20:
Fiir ein quantisiertes (pseudo-)skalares neutrales
Feld ¢ mit einer Lagrange-Funktion
L = g% g; g + 2 I o™
gilt bei beliebiger Metrik: Ist

_P(G(AL Q) = _‘/fii Tix a dxk, g(l) <« &,
Q

so ist die Zuordnung
6(1) = i P((2), 2)
eine Darstellung der Lie-Algebra L (M). Fiir ein be-

liebiges nur von ¢+ und ¢~ abhingendes Quanten-
feld @ gilt

i[P(a(),Q), D] = L(c(d) & tir Q€ Q.

Diese Relation diirfte selbst fiir den Fall der SRT
neu sein. Das Kinschridnkende gegeniiber der iib-
lichen Formulierung beim Vorliegen isometrischen
Gruppen besteht in der Forderung @ € Q. Man sieht:
Ist o(4) isometrisch, so ist P (o (1), 2) von der Wahl
der HF] unabhingig und die Bedingung @ € Q ist
von selbst erfiillt, weil jeder Weltpunkt in (minde-
stens) einer HF1 liegt.

4. Vermutung iber die Vertauschungsrelationen
der P(a(1), Q)

Wir haben schon bei der Besprechung der Lokali-
sierbarkeit der generalisierten dynamischen GréBen
P(o(2), 2) diese als im Prinzip beobachtbar ange-
nommen. Es miilte deshalb in der Quantentheorie
Operatoren P(o(4), 2) geben mit

P(o(2), Q) =<|P(c(2), 2)|> mit <|>=1. (41)

Aus Korrespondenzgriinden wird man weiterhin

Po(1).Q) = —[&: Ty:adat  (42)
(9]

annehmen.
Man wird nun vermuten, dafl folgendes Axiom in
der relativistischen Quantentheorie stets erfiillt ist:

Axiom: Die Zuordnung
o (1) > i P(a()), Q)

485

ist eine Darstellung der Lie-Algebra L (M).

Dabei stiitzen wir uns auf folgende Argumente.

a) Das Axiom ist richtig in der SRT fiir isometrische
Gruppen.

b) Die Aussage des Axioms ist unabhingig von den
herrschenden metrischen Verhiltnissen. Dies legt
die Vermutung nahe, dal} es auch nicht spezielle
metrische Strukturen (Minkowski-Metrik) bzw.
spezielle metrische Eigenschaften {Isometrie von
Gruppen) zur Voraussetzung hat.

¢) Das Axiom gilt bei beliebiger Metrik fiir (pseudo)-
skalare Felder (Satz 20).

d) Man sieht aus dem Beweis von Satz 20, daB das
tragende Argument die Eigenschaften von [¢(Q),
@(Q’)] auf raumartige HFl 2 waren. Das heiBt
der Beweis wird durch gewisse Kausalitidtsforde-
rungen erzwungen, die ihrem Charakter nach nicht
von Typ des quantisierten Feldes abhingen soll-
ten. Die Vertauschungsregeln zwischen den
P(a(), 2) sollten deshalb wegen ihres Zusammen-
hanges mit den Kausalitdtsforderungen ebenfalls
nicht an die spezielle Gestalt der Felder und ihrer
Kopplungen gebunden sein.

Wir wollen nun versuchen, aus dem Axiom das
Analogon zu Formel (3,8) bzw. (1,6) herzuleiten. Sei
0 (4) eine einparametrische Gruppe mit kanonischem
Parameter und 2 eine raumartige HFl. Wir ordnen
jedem Operator A einen Operator L (o, 2) 4 zu:

A—>Lo,Q) A, ¢ = a(d) (4,3)
durch die Vorschrift
L(o,2)A=i[P(c,Q), 4], 0 =a(l) (4,4)

Wir untersuchen die Eigenschaften dieser Abbil-
dungen der Operatoren in sich.

Zuniichst sieht man, daB L (g, Q) eine lineare Ab-
bildung ist

L(0, Q) (aty Ay + 0y Ay) = oy L(o, Q) 4,
+ayL(0,Q) 4, (4,5)
Aus (4,2) folgt mit Hilfe des Satzes (19a) weiterhin
L(a(2) +7(2), 2) = L(0(2), 2) + L(x(1), Q). (4.6)
Setzen wir nun abkiirzend
Pi=P(oi(2),2), L = L(os(2), )
und betrachten den Fall, daf3
01(4) 0 oy (4) = 03(4)
ist. Aus unserem Axiom folgt dann
Py = i[_Pp_Pz]
Nun ziehen wir die Identitét
[[f1’£2]7 A] = [_Pl [_]_32’ A]] — [fza [fl’ A]]
heran. Nach (*) wird
— i [Py, A] = [Py, [Py, A]] — P,, [ Py, A]].
Nach Definition (4,4) ist diese Formel mit
LyA =L LyA—L,L, A
identisch. Wir haben folglich

L(o(2) ot(2), Q) = [L(c(2) ), L(x(1),Q)]. @&1)
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Schliellich folgt aus P* = P
(LA)* = —i[P, A]* = — i [A*, P] = i[ P, A¥]
und somit
{L(o(d), Q) A = L(a(1), Q) A*. (4,8)

Aus der Definition (4,4) schlieBen wir auf Grund
der Identitét
[ab,c] =alb,c] +[a,c]b

noch auf die bemerkenswerte Beziehung
L(o(2), Q) (AB) = AL(o(1).2) B+ L(s(), Q) 4-B
(4,9)

Eine lineare Abbildung L mit dieser Eigenschaft
nennt man kurz eine 4bleitunyg.

Satz 21:

Gilt Axiom I und bezeichnet R die Algebra der
Operatoren einer Quantentheorie, so ist die lineare

Abbildung _
A= i[P(c(2),Q), Al = Lo(1), 24, A€ R
fiir eine feste raumartige Hyperfliche
1. eine Ableitung

2. eine Darstellung der Lie-Algebra L (M)
3. mit der antilinearen Abbildung

A— 4%
vertauschbar.

Betrachten wir nun ein quantisiertes Feld @ = { ®}
d.h. ein quantisiertes geometrisches Objekt. Ist
o (1) eine einparametrige Gruppe, so kénnen wir durch

L(o(l) ® = lim SH P — @
A—0 l
ein neues quantisiertes Feld herleiten. Also z. B.
G
Lio(1) p = & 5

Aus den Untérsuchungen von IV. 5. wissen wir, dafl
die Abbildung

@, falls ¢ ein skalares Feld ist.

®—> L (4,10)

sowohl eine Darstellung der ILie-Algebra L (M) als
auch eine Ableitung ist

L(Dy) = DLy + LD - .
Andererseits ist auch
(L D)* = L O*,

Die Abbildung (4,10) hat also alle drei in Satz 21-
genannten Eigenschaften. Es erscheint daher fol-
gende Definition angebracht:

Definition:

Ein quantisiertes Feld @ = { @;} heilit lokal, wenn

tiir jede raumartige Hyperfldche 22

L(o(4) P@Q) =i[P(c(2),Q), DQ)]firQe R (4,11)
ist.

Wir bemerken, dall die so verstandene Lokalitét
nicht mit Notwendigkeit aus unserem Axiom folgt.
Andererseits wissen wir (siehe z. B. Bethe-Schweber-
de Hoffmann), daBl ein in diesem Sinne lokales Feld
zusammen mit den Forderungen nach Spektralitit
und Vollstéandigkeit des Hilbert-Raumes der Zustéinde
zu dem Theorem von Lehmann-Ké&llén und sei-
nen Konsequenzen fiihrt.
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Mit Formel (4,11) sind wir also zu einer in jeder
quantisierten Feldtheorie (wenigstens im Prinzip)
nachpriifbaren Bedingung fiir die Lokalisierbarkeit
eines Feldes gekommen.

Literatur:

Bergmann and Brunnings [8]; Bethe, Schweber and de
Hoffmann [11]; Bogoliubov and Shirkov [13]; Deser [18];
Goldberg [36]; Klein [53]; Mizkjewitsch [62]; Schwinger [78,
79]; Tomonaga [83, 84]; Thirring [81]; Umezawa [96]; Wigner
[100, 101]; De Witt [102].

VI. Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit stellte sich das Ziel, den
Nachweis zu erbringen, dafl die folgerichtige Ver-
allgemeinerung der dynamischen GréBen, insbe-
sondere die der Energie, der Speziellen Relativitéts-
theorie durch die Ausdriicke

P =P Q, Tir, gum) = “—/ & Tipa dak

gegeben ist.
Diese Behauptung konnte u.a. durch folgende
Argumente gestiitzt werden:

1. Die Ubereinstimmung mit der Speziellen Rela-
tivitdtstheorie, falls ¢,,, die Minkowskische
Metrik bedeutet.

a) Sind & mit & & = — 1 die nach vorwirts
gerichteten normierten Tangenten der Welt-
linien einer Schar von Beobachtern, so ist
P (&, Q) die von ihnen beobachtete Energie
bei Messung auf der raumartigen Hyper-
flache Q.

b) Durchlduft & die zu den infinitesimalen Trans-
formationen der Lorentz-Gruppe gehérenden
Killing-Vektoren, so ergeben die P (&, Q) ge-
rade die zehn allgemeinen Integrale der Spe-
ziellen Relativitatstheorie. Wir erhalten also
die Erhaltungssitze fiir Energie, Impuls,
Drehimpuls und Schwerpunkt. Damit sind
bekanntlich die allgemeinen Erhaltungssitze
tiir dynamische GréBen erschépft.

2. Die Eigenschaften der P (&, Q) spiegeln die tat-
sidchlichen Erfahrungen iiber die Erhaltungs-
sitze wider:

a) Die Erhaltung der Energie wird stets beob-
achtet, wenn sich die Beobachter in einem
Inertialsystem befinden. Das heit wenn jedes
kriftefreie Probeteilchen (d.h. ein Teilchen,
das sich auf einer Geodéitischen bewegt) als
unbeschleunigt wahrgenommen wird.

b) Allgemein gilt ein Erhaltungssatz fiir die
P&, Q), wenn die & killingsch beziiglich
der vorliegenden Metrik sind. Diese Erhal-
tungssitze gehéren somit zu den Isometrie-
gruppen der Metrik.

3. Die Erhaltungssétze fiir die dynamischen Gro-

Ben kénnen in zwei Klassen eingeteilt werden.

«) Allgemeine Integrale:
P (&, Q) bleibt erhalten, wie immer der
Energie-Impuls-Tensor beschaffen ist. Er muf
nur divergenzfrei und symmetrisch sein.
Diese Erhaltungssétze sind an die Symmetrien
der Raum-Zeit gebunden. Die maximal még-
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liche Zahl von (linear unabhéngigen) der-
artigen Erhaltungssitzen ist 10 und diese Zahl
wird vom Minkowskischen Linienelement
erreicht.

B) P (&, Q) bleibt erhalten bereits dann, wenn
T 0F &k = 0 ist. Zu jedem Vektorfeld &¢ gibt
es eine (von drei willkiirlichen Funktionen ab-
héingende) Gesamtheit von Vektorfeldern &,
fiir die P (&, ) erhalten bleibt und & = «&f
ist. (Es kann o > 0 gefordert werden.)

Die Erhaltungsséitze vom Typ f) sind in der All-

gemeinen Relativitdtstheorie die mnatiirlichen;

denn hier bestimmt die Metrik auf Grund der

Einsteinschen Gleichungen den Energie-Im-

puls-Tensor vollstdndig. Der Begriff des allge-

meinen Integrals wird leer, da die Menge der
zur Konkurrenz zugelassenen T';; nur den in den

Einsteinschen Gleichungen auftretenden Ten-

sor enthélt.

. Die Energie ist vom Bewegungszustand der Beob-

achter nur iiber das normierte Tangentenfeld
der letzteren abhéngig, d. h. nur iiber ihren Ge-
schwindigkeits-Vierervektor. Analoges gilt fiir
alle dynamischen GréBen. Das Vektorfeld & geht
linear in den Ausdruck fiir die dynamischen Gro-
Ben ein, wie das unseren Erfahrungen im Gebiet
der Speziellen Relativitdtstheorie entspricht.

. Die energieartigen dynamischen Gréen P (&7, £2)

(d. h. & &; < 0) ergeben im Falle einer gekriimm-
ten Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit auch die Gravi-
tationsenergie. Ist insbesondere

ds®* =y, 6, da’ dat — y, d 202

und

2
wlzl——c—;p+lq)2+...

2
w2:1+7;p+‘u(p2+...

mit dem durch A ¢ =4 7y pobestimmten Newton-
schen Potential ¢, so ist

r

1
B = czfg dv — %"yf (grad ¢)2 dV -+ (g3
wobei (¢3) Glieder mindestens dritter Ordnung
in @ bezeichnet.

Dieses Resultat besitzt eine angemessene Ver-
allgemeinerung fiir beliebige Metrik (Satz 10).

. Die generalisierten dynamischen Gréflen kénnen

den einparametrigen, auf kanonische Parameter
bezogenen Transformationsgruppen der Raum-
Zeit eineindeutig zugeordnet werden.

Diese Zuordnung erfahrt ihre tiefere Begriindung
auller durch den Zusammenhang mit dem Lag-
range-Formalismus besonders einprigsam durch
die Vertauschungsrelationen der Quantentheorie.
Sind P (&, Q) die entsprechenden Operatoren,
so ist

0 (1) < £l > P (&, Q)
eine Darstellung der Lie-Algebra der Transfor-

mationsgruppe der Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit.
Weiter gilt

GEKRUMMTER RAUM-ZEIT-MANNIGFALTIGKEIT

10.

11.
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(@, P (£, )] = iL(E) & auf Q
fiir beliebige lokale quantisierte Felder .
Man beachte, dal das Auftreten von Raum-Zeit-
Kriimmungen bei der hier gegebenen Definition
fiir die dynamischen Gré8en auch in der Quan-
tentheorie zu keinerlei Komplikationen fiihrt.

. Die dynamischen GréBen sind von der Wahl von

Koordinatensystemen unabhingig. Randbedin-
gungen fiir Koordinaten werden nicht bendotigt.
Die dynamischen GroBen sind lokalisierbar in
dem MaBe, wie der Energie-Impuls-Tensor lo-
kale Bedeutung besitzt.

Es scheint dies eine wesentliche Voraussetzung
dafiir zu sein, dafl die dynamischen Gréfen als
Observable angesehen werden kénnen.

. Zur Bildung der dynamischen GréBen sind kei-

nerlei besondere topologische Voraussetzungen
fiir die Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit oder fiir Q
erforderlich. Thr Wert hiangt fiir lokale Systeme
nicht von der Struktur der Raum-Zeit-Welt im
Groflen ab. Auf der anderen Seite reduziert sich
die Energiebilanz eines rdumlich geschlossenen
Universums nicht auf die triviale Gleichung
E =0.

. Beim Bestehen der Einsteinschen Gleichungen

sind die dynamischen GroBen Funktionale des
metrischen Zustandes im Sinne von Dirac.
AuBler den hier und in der Arbeit angefiihrten
Gesichtspunkten gibt es noch einige weitere er-
wahnenswerte Aspekte:

Die dynamischen GroBlen unterliegen im Gegen-
satz zu den auf Pseudotensoren gegriindeten
Ausdriicken keinen starken Erhaltungssitzen,
d. h. Erhaltungssétzen, die unabhéingig vom Er-
fillltsein der Feldgleichungen bestehen, also
mathematische Identitdten sind. Alle hier auf-
tretenden Erhaltungssitze sind schwach, d. h.
von der Struktur, die wir in allen Bereichen der
Physik, die nicht mit Pseudotensoren arbeiten,
anzutreffen gewohnt sind.

SchlieBlich miissen wir noch das Aquivalenz-
prinzip erwidhnen. Da nach ihm lokal ein Gravi-
tationsfeld einem Beschleunigungsfeld &quiva-
lent ist, gilt Folgendes (Pirani): Entweder man
nimmt Energie nur dort an, wo 7';; = 0 ist oder
man verzichtet vollstdndig auf die Lokalisierbar-
keit der Energie und der anderen dynamischen
Groflen mit allen sich hieraus ergebenden merk-
wiirdigen Konsequenzen. Denn aus der bloflen
Tatsache, dal} etwas beschleunigt ist, folgt noch
kein Wert fiir die Energie (,leerer’ Fahrstuhl).
Wir nehmen hier den ersteren Standpunkt ein.
Dies steht nicht im Widerspruch zur Newton-
schen Naherung fiir die Gravitationsenergie;
denn

1 1
Sny/(grad(p) v 2/9(’)6”7'

Ubrigens existiert nach Tolman bei statistischen
Losungen der Einsteinschen Gleichungen auch
eine Umformung des Einsteinschen Energie-
integrals derart, daBl nur iiber Gebiete mit 7'
=+ 0 integriert wird.
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Es sei noch bemerkt, dal in der Arbeit die folgen-
den beiden Themen nicht behandelt worden sind.

Das erste ist der Zusammenhang der Einstein-
schen Feldgleichungen mit den Bewegungsgleichun-
gen. Bei der Ableitung der Bewegungsgleichungen
ist es jedoch nicht notwendig, sich auf bestimmte
Ausdriicke fiir die Energie festzulegen.

Der zweite Problemkreis betrifft die Gravitations-
strahlung. Hierbei handelt es sich um mehrere rela-
tiv getrennt liegende Fragestellungen wie z. B.
a) um das Problem der Fortpflanzung von Stérungen
des metrischen Feldes, b) um die Stabilitit von Be-
wegungsformen (insbesondere die des Zweikérper-
problems), des weiteren ¢) um die Suche nach perio-
dischen Losungen (Losungen mit ,,Wellencharakter)
der Einsteinschen Gleichungen sowie d) um die
Eigenschaften wellenartiger Losungen der lineari-
sierten Gravitationsgleichungen und endlich um die
Festlegung des Begriffes ,,Gravitationsstrahlung*
iiberhaupt. Hierzu kommt jeweils als gesonderte
Fragestellung die Auffindung der Energiebilanz, iiber
die man leider experimentell zur Zeit noch nicht aus-
sagen kann. Beispielsweise kann heute niemand mit
Sicherheit entscheiden, ob bei der Fortpflanzung von
Stérungen des metrischen Feldes mit Notwendigkeit
auch Energie transportiert wird. Die jeweilige Wahl
eines bestimmten Ausdruckes fiir die Energie be-
stimmt somit in weitem MafBle die Gestalt der Ener-
giebilanz solcher Prozesse.

Es folgt einige Literatur zu anderen Auffassungen
iiber die Energie als die hier vertretene:

Zu Einsteins Energieausdruck:

Bauer[3]; Einstein [24—28]; Freud [33]; Hilbert [38, 39];
Jordan [46]; Klein, F. [50—52]; Laue [56]; Misner and Put-
nam [61]; Pauli [69]; Schépf [74]; Schrodinger [75, 76]; Tol-
man [82]; Weyl [99].

Andere Vorschlége fiir die Definition der Energie:

Bel [4, 5]; Dirac [20, 21]; Geissler [34] (zu Bels Definition);
Goldberg [37]; Infeld [44]; Komar [54]; Landau and Lifshitz
[55]; Moller [64, 65, 66]; Pirani [71]; Sachs [73].

Literaturverzeichnis

[1] Alexandrow, A. D., The space-time of the theory of
relativity (russisch). In: ,,50 Jahre Relativitétstheorie*,
Basel 1956, p. 44.

[2] — Philosophischer Gehalt und philosophische Bedeu-
tung der Relativitdtstheorie. Ref. d. Allunionskonf.
Akad. UdSSR, Moskau 1958.

[3] Bauer, H., Phys. Zschr. 19, 163 (1918).

[4] Bel, L., CR. Acad. Sci. Paris 247, 1094 (1958).

[6] — CR. Acad. Sci. Paris 246, 3015 (1958).

[6] Belinfante, F., Physica 6, 887 (1939).

[7] Bergmann, P. G., Phys. Rev. 75, 680 (1949).

[8] — Phys. Rev. 112, 287 (1958).

[9] — mit Brunnings, J. H. M., Rev. Mod. Phys. 21, 480
(1949).

[10] — mit Newmann, E., Rev. Mod. Phys. 29, 443 (1957).

[11] Bethe, H. A., Schweber, S.S., de Hoffmann, F.,
Mesons and Fields I. Tllinois, New York 1955.

[12] Bochner, 8., Yano, K., Curvature and Betti Num-
bers. Princeton, New Jersey 1953.

[13] Bogoliubov, N.N., Shirkov, D. V., Introduction to
the Theory of Quantized Fields. New York — London
1959.

[14] Brill, D. R., Ann. of Phys. 7, 466 (1959).

[15] Cattaneo, S., Nuovo Cim. 10, 318 (1958).

[16] — — Nuovo Cim. 11, 733 (1959).

[17] — — Nuovo Cim. 13, 237 (1959).

[18] Deser, S., Rev. Mod. Phys. 29. 417 (1957).

[19] Dirac, P. A. M., Rev. Mod. Phys. 21, 392 (1949).

[20] — Phys. Rev. Letters 2, 368 (1959).

[21] — ,,Gravitationswellen‘, Ref. d. IX. Tagung d. Nobel-
preistriger, Lindau 1959.

[22] Eddington, A., The Mathematical Theory of Relati-
vity. Cambridge 1923.

[23] Ehlers, J., Sachs, R. K., Zschr. Phys. 155, 498 (1959).

[24] Einstein, A., Entwurf einer Verallgemeinerten Rela-
tivitédtstheorie und einer Theorie der Gravitation. Leip-
zig-Berlin 1913.

[25] — Ann. d. Phys. 49, 769 (1916).

[26] — Phys. Zschr. 19, 115 (1918).

[27] — Berliner Ber. 1918, p. 448.

[28] — ,,Autobiographisches*, in: Philosophen des 20. Jahr-
hunderts: Albert Einstein. Stuttgart 1951.

[29] Eisenhart, L. P., Riemannsche Geometrie. Princeton
1949.

[30] Fock, V. A., Czech. J. of Phys. 7, 255 (1957).

[31] — Rev. Mod. Phys. 29, 325 (1957).

[32] — Kot 38, 108 (1960).

[33] Freud, Ph., Ann. of Math. 40, 417 (1939).

[34] Geissler, D., Zschr. Naturf. 14a, 696 (1959).

[35] Godel, K., Rev. Mod. Phys. 21, 447 (1949).

[36] Goldberg, J.N., Rev. Mod. Phys. 29, 450 (1957).

[37] — Phys. Rev. 111, 315 (1958).

[38] Hilbert, D., Goéttinger Nachr., math.-phys. Kl. 1915,
p- 39.

[39] — Antwort an F. Klein in ,,Felix Klein, Gesammelte
Mathematische Abhandlungen I¢, p. 553, Berlin 1921.

[40] Hill, E. L., Rev. Mod. Phys. 23, 253 (1951).

[41] Hoffmann, B., Rev. Mod. Phys. 4, 173 (1932).

[42] Hund, F., Materie als Feld. Berlin-Géttingen-Heidel-
berg 1954.

[43] Tkeda, M., Progr. Theor. Phys. 15, 1 (1956).

[44] Infeld, L., Ann. of Phys. 6, 341 (1959).

[45] Jankiewicz, C., Acta Physica Pol. 18, 21 (1959).

[46] Jordan, P., Schwerkraft und Weltall. Braunschweig
1955.

[47] Kédhler, E., Einfithrung in die Theorie der Systeme
von Differentialgleichungen. Leipzig-Berlin 1934.

[48] — Abh. Math. Sem. Hamburg 12, 1 (1938).

[49] — Algebra und Differentialrechnung. In: Ber. iiber d.
Mathem.-Tagung in Berlin. Berlin 1953.

[560] Klein, F., Felix Klein. Ges. Mathem. Abh. I. 553. Ber-
lin 1921.

[61] — Felix Klein. Ges. Mathem. Abh. I. 568. Berlin 1921.

[62] — TFelix Klein. Ges. Mathem. Abh. I. 586. Berlin 1921.

[53] Klein, O., Quantum theory and relativity. In: ,,Niels
Bohr and the Development of Physics.* London 1955,
p. 96.

[64] Komar, A., Covariant Conservation Laws in General
Relativity. Phys. Rev. 113, 934 (1959).

[55] Landau, L., Lifshitz, E., The Classical Theory of
Fields. Cambridge 1942.

[66] von Laue, M., Die Relativitdatstheorie. II. Braun-
schweig 1953.

[67] Lemaitre, G., Rev. Mod. Phys. 21, 357 (1949).

[68] Lichnerowicz, A., Théories Relativistes de la Gravi-
tation et I’Electromagnétisme. Paris 1955.

[569] — Lineare Algebra und lineare Analysis. Berlin 1956.

[60] — Géometrie des groupes de transformations. Paris
1958.

[61] Misner, S. W., Putnam, P., Phys. Rev. 116, 1045
(1959).

[62] Mizkjewitsch, N. N., Wiss. Zschr. Friedrich-Schiller-
Univ. Jena 8, 341 (1958/59).

[63] Mgller, C., The Theory of Relativity. Cambridge 1952.

[64] — Uber die Energie nichtabgeschlossener Systeme in
der Allgemeinen Relativitdtstheorie. Max-Planck-Fest-
schrift, Berlin 1958.

[65] — Ann. of Phys. 4, 347 (1958).

[66] — Mat. Fys. Medd. Dan. Vid. Selsk. 31, no. 14 (1959).

[67] Newman, E., Phys. Rev. 114, 1391 (1959).

[68] Noether, E., Nach. Kgl. Ges. Géttingen 1918, p. 235.

[69] Pauli, W., Relativitdtstheorie. In: Enzyklopéadie d.
Math. Wiss. V, 2 p. 538. Leipzig 1920.

[70] Penfield, R. H., Zatzkis, H., Acta Phys. Austriaca
10, 261 (1956).

[71] Pirani, F. AL E., Phys. Rev. 105, 1089 (1957).



UHLMANN: UBER DEN BEGRIFF DER ENERGIE BEI GEKRUMMTER RAUM-ZEIT-MANNIGFALTIGKEIT

[72] Rosenfeld, L., Mémoires de I’Acad. Roy. Belgique 18,
1 (1938).

[73] Sachs, R. K., , Zschr. f. Phys. 157, 462 (1960).

[74] Schopf, H.-G., Ann. d. Phys. 5, 1 (1959).

[75] Schrodinger, E., Phys. Zschr. 19, 4 (1918).

[76] — — Space-Time Structure. Cambridge 1954.

[77] Swann, W. F. G., Rev. Mod. Phys. 2, 243 (1930).

[78] Schwinger, J., Phys. Rev. 74, 1439 (1948).

[79] — — Phys. Rev. 75, 651 (1949).

[80] Takeno, H., Uenno, Y., Prog. Theor. Phys. §, 291
(1952).

[81] Thirring, W., Einfithrung in die Quantenelektrodyna-
mik. Wien 1955.

[82] Tolman, R. C., Phys. Rev. 35, 875 (1930).

[83] Tomonaga, S., Prog. Theor. Phys. 1, 27 (1946).

[84] — Prog. Theor. Phys. 2, 100 (1947).

[85] Trautman, A., Bull. Acad. Polonaise Scin. Cl. III 4,
671 (1956).

[86] — Bull. Acad. Polonaise Scin. Cl. ITL. 4, 675 (1956).

[87] — Bull. Acad. Polonaise Scin. Cl. ITI. 5, 721 (1957).

[88] — Bull. Acad. Polonaise Scin. Cl. III. 6, 403 (1958).

[89] — Lectures on General Relativity. King’s College, Lon-
don, May-June 1958.

[90] Ueno, Y., Prog. Theor. Phys. 9,74 (1953).

[91] Uhlmann, A., Wiss. Zschr. Friedrich-Schiller-Univ.
Jena 8, 247 (1958—1959).

[92] — Wiss. Zschr. Friedrich-Schiller-Univ. Jena 8, 351
(1958/59).

[93] — Wiss. Zschr. Friedrich-Schiller-Univ. Jena 9, 67
(1959/60).

[94] — Acta Physica Pol. XIX, 133 (1960).

[95] — Zum Alexandrowschen Aufbau der Relativitats-
theorie. Symp. Philosophie-Naturwiss. (Leipzig 1959)
Sammelband (im Druck).

[96] Umezawa, H., Quantum Field Theory. Amsterdam
1956.

[97] Yano, K., Ann. of Math. 55, 38 (1952).

[98] — The Theory of Lie Derivatives and its Applications.
Amsterdam 1955.

[99] Weyl, H., Raum — Zeit — Materie. Berlin 1923.

[100] Wigner, E. P., Rev. Mod. Phys. 29, 255 (1957).

[101] — Relativistic Invariance of Quantum-Mechanical
Equations. In: ,,50 Jahre Relativitdtstheorie*‘, Basel
1956, p. 211.

[102] De Witt, B. S., Rev. Mod. Phys. 29, 377 (1957).

489

Anmerkungen

1) Wir setzen voraus, daB M von der Klasse O ist, und
somit die in den Transformationsformeln z¢ = fi(y¥) auf-
tretenden Funktionen j¢ beliebig oft stetig differenzierbar
sind.

2) Ist auf M eine zusitzliche Struktur gegeben (Metrik mit
gewissen Homogenitétseigenschaften, ,,Randbedingungen‘
filr FeldgroBen u. d.), so kann eine Auszeichnung gewisser
Koordinatensysteme relativ zu dieser Struktur eintreten.

3) Die Ausnahmerolle dieser Begriffe wird durch die in die-
ser Arbeit vorgeschlagene Definition beseitigt.

4) Wir nennen M topologisch trivial, wenn M topologisch
dem 4-dimensionalen Zahlenraum #quivalent ist. Es existiert
dann ein Koordinatensystem, das ganz M zum Giiltigkeits-
bereich hat.

5) Wir sehen hier davon ab, dal diese Begriffe teilweise auch
durch allgemeinere Strukturen eingefithrt werden kénnen, was
bei den unitdren Feldtheorien ausgeniitzt wird. Diese Verall-
gemeinerungen sind jedoch weder eindeutig, noch greifen sie
die hier gebrachten Argumente an.

6) Dieser SchluB kann dadurch umgangen werden, dal
man Grenzbedingungen fiir die {«?} im Unendlich-Fernen ein-
fithrt. (Fiir topologisch nicht-triviale Mannigfaltigkeiten ist die
Integration iiber Komponenten von Pseudotensoren sowieso
sinnlos.) Dieses ,,Umgehungsmandver vernichtet jedoch die
Lokalisierbarkeit und die eindeutige Bestimmtheit von h. Wie
man unter solchen Umstéinden h beobachten, und somit K an-
geben kann, ist dann ein unldsbar erscheinendes Problem
(s. auch Pirani). Die Energie (5,12) kann dann nur eine Re-
chengréBle, aber keine Observable sein.

7) Dies trifft auch auf die Formel IV(4,1) zu.

8) Da das zu o(A) gehoérende Vektorfeld & killingsch ist,
héngt P (o (A), 2) nicht von Q2 ab.

9) Mit den Bezeichnungen von Thirring enthélt (1,4) die
Formeln

[P¥, Pi] =0,
[PE, Jum] = i(gkm Pn— gkn Pm),
[J#, JkL] = 4 (ghi JU 4 git Jik 4 gik Jil 4 gli Jki),
10) Die Formel (1,6) ist ganz allgemein der Hintergrund
fir die Beziehungen (Bezeichnungen nach Thirring)
[y (@), Pr] =i 0k (),
[p" (@), Tyl = 5 (wx 85— 5 81) p* (@) + 857 v (@)

(Eingegangen: 4. August 1960)



