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Die Cartan-Algebra der duBeren Differentialformen als Supermannigfaltigkeit:
Automorphismen, Jordan-Automorphismen und ihre Realisierung als Diffeo-
morphismen

A. UHLMANN

Herrn Prof. Dr. H. Beckert zum 65. Geburtstag gewidmet

In der Cartan-Algebra der duBeren Differentialformen iiber einer Mannigfaltigkeit zshlen wir
konstruktiv alle Automorphismen, alle zerlegenden und alle Funktionenunteralgebren auf.
Wir geben ferner eine Klasse von Jordan-Automorphismen an. Die Automorphismen bzw.
Jordan-Automorphismen wirken als Diffeomorphismen transitiv auf gefaserten Raumen iiber
der gegebenen Mannigfaltigkeit M. Die Dimensionen dieser Réume sind 15 bzw. 24 falls
dim M = 3, und 32 bzw. 64 falls dim M = 4 ist.

B aurebpe Haprama mua sremmunx auddepeHnumanpHsix GopM Hap MHOTooGpasueM mepe-
YUCIAOTCA KOHCTPYKTHBHEM 06GpasoM Bce aBTOMOP(HMBMEI, BCe pasjarammue U Bce QyHK-
IMOHANBHHE mofanreGpel. Hpome aroro ykassBaeTCA Ha OfMH KJIACC aBTOMOP(UBMOB
Woppana. ABToMOp(UBMEI MIM COOTBETCTBEHHO aBToMOpQusMu Iopmama melCTBYIOT Kak
AuddeoMopuaMEL TPAHSUTUBHO HA PACCIOCHHHX HPOCTPAHCTBAX HAJ, AAHHHEM MHOTOOGpa-
sueM M. B ciydae dim M = 3 pasMepHOCTb STHX IpPOCTPaHCTB 15 u 24, a B cayvae dim M
= 4—32 u 64, COOTBETCTBEHHO.

In the Cartan algebra we constructively enumerate all automorphisms, all splitting and func-
tion subalgebras, and a class of Jordan automorphisms. We show representability of the auto-
morphisms resp. Jordan automorphisms as diffeomorphisms on a fibred space over the given
manifold M. Its dimensionality is 15 resp. 24 if dim M = 3, and 32 resp. 64 if dim M = 4.

0. Einleitung

Im Folgenden wollen wir die Algebra 4 der glatten duBeren Cartanschen Differen-
rialform iiber einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M als Beispiel fiir eine glatte
Supermannigfaltigkeit betrachten. (,,Algebra‘ bedeutet hier: Ring iiber den reellen
Zahlen, ,glatt’ heilt von der Klasse C(*).) Eine Moglichkeit, dies zu tun, besteht im
Folgenden: Wir ,vergessen‘ die Herkunft der Algebra 4 und betrachten nur ihre
algebraische Struktur, d. h. die Art und Weise, wie man in ihr addiert und multi-
pliziert. Eigenschaften der durch A definierten .,,Supermannigfaltigkeit** sind also
Operationen, Mengen usw. in 4, die nicht von einer konkreten Realisierung (z. B.
als Differentialformen auf M) abhingen. Ein solches Vorgehen ist im vorliegenden
Fall dquivalent zu den sonst iiblichen Verfahren [2, 4, 5]. Es schlieBt auBerdem an
die bekannte Tatsache an, daB man aus der Kenntnis der Algebra C (M) aller
auf einer glatten Mannigfaltigkeit definierten glatten Funktionen die zugrunde
liegende Mannigfaltigkeit bis auf Diffeomorphismen rekonstruieren kann. An die
Stelle der Algebra C'>)(M), die M kennzeichnet, setzen wir also die Algebra A der
glatten duBeren Differentialformen, die auf M definiert sind und fragen nach Eigen-
schaften, die in jeder zu A4 isomorphen Algebra aufzufinden sind.

Aus diesem umfangreichen Programm wihlen wir hier zwei Probleme aus: Die
Gestalt der Automorphismen und der Jordan-Automorphismen. AuBerdem deuten
wir an, wie diese Morphismen als Diffeomorphismen auf iiber M liegenden gefaserten
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Réumen realisiert werden koénnen. Die Jordan-Automorphismen kommen iibrigens
ganz zwangslaufig ins Spiel. Heuristisch gesehen liegt dies nahe, denn in einem ge-
wissen Sinne ist 4 nur ,wenig vom Kommutativen abweichend‘. Fiir kommutative
Algebren aber sind Jordan-Automorphismen und Automorphismen nichts Verschie-
denes.

Nun sei noch kurz kommentiert, wie sich das von uns gewahite Beispiel der
Algebra der glatten Cartanschen Differentialformen von einer allgemeinen, mittels
einer Garbe @ definierten Supermannigfaltigkeit im Hinblick auf die genannten
Morphismen unterscheidet. Die Erweiterung der Diffeomorphismengruppe der Basis-
mannigfaltigkeit M besteht dann aus Morphismen, die in den Halmen iiber den
Punkten von M operieren. Lokal sind die Halme @, von @ Algebren, die GraBmann-
Erweiterungen von kommutativen Algebren F, (p € M) sind, deren Radikal trivial
ist. Mit naheliegenden Modifikationen gestattet es die vorzustellende Methode, die
Konstruktion der in @, operierenden Jordan-Automorphismen und Automorphismen
auf die Bestimmung der Ableitungen (Derivationen) von F, zuriickzufithren. Der
eigentliche Vorteil, den die Cartan-Algebra der glatten Differentiale vor allgemei-
neren Situationen bietet, besteht in der durchsichtigen Weise des Zusammenklebens
der lokalen zu den globalen Morphismen. '

Das Studium der geometrischen Objekte, die lokal als GraBmann-Algebren mit
Koeffizienten aus gegebenen Algebren realisiert werden konnen, wurde in den letzten
ein bis zwei Jahrzehnten besonders durch physikalische Interessen angeregt. Diese
entstammen sowohl der zweiten Quantisierung von Fermisystemen als auch Ver-
suchen, Fermionen und Bosonen einer gemeinsamen Symmetrie zu unterwerfen,
eben der ,,Supersymmetrie® [1, 3, 8, 9]. Um auf einer Supermannigfaltigkeit aller-
dings Physik treiben zu konnen, mu man auf ihr FeldgroB8en, Lagrange-Funktionen
usw. konstruieren — genau so wie auf einer Mannigfaltigkeit Physik erst mit Hilfe
weiterer geometrischer u. a. Objekte getrieben werden kann. Diese Fragen werden
wir hier jedoch nicht beriihren.

Die Anregung, als Beispiel fiir eine glatte Supermannigfaltigkeit die Cartan-
Algebrp zu betrachten, verdanke ich A. TRAUTMANN, der in einer Vorlesung [6] die
zugehorende Super-Lie-Algebra mit Hilfe der Nijenhuis- Ableitungen elegant charak-
terisierte. Die Bestimmung der Automorphismen der Algebren, die aus C')(}{) durch
Adjunktion von GraBmann-Variablen entstehen, findet man in [7].

1. Einige elementare Eigenschaften

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und A die Algebra der reellen Cartanschen Diffe-
rentialformen der Klasse 0. Jedes Element a € A besitzt genau eine Darstellung

a:a(o)+a(,)+ cee —{—a(,,,> mit m-——dimM, (11)

wobei a, eine auf ganz M definierte glatte k-Form ist, die die k-te Komponente von
a genannt wird. Bei diesem Sprachgebrauch werden die reellen glatten Funktionen
als (glatte) 0-Formen bezeichnet.

Das Element @ in (1.1) ist genau dann nilpotent, wenn a, die Null ist. Die nil-
potenten Elemente bilden ein Ideal, das wir mit S bezeichnen wollen:

S={acd:agyh=0}. (1.2)

Die j-te Potenz S/ von S besteht aus allen Elementen (1.1), deren homogene Kompo-
nenten A, fiir &£ < j gleich der Null sind. Ist j > m, so besteht 87 nur aus der Null
von A. Das Ideal S ist das Radiakal von 4, d. h., es ist der Durchschnitt aller maxi-
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malen Ideale. Ist p € M ein Punkt so ist,
Iy =f{a € d:ag@) =0 (1.3)

ein maximales Ideal. Ein so gewinnbares Ideal heilt auch Punktideal. Man weiB,
daB ein maximales Ideal genau dann von der Gestalt (1.3) und daher ein Punktideal
ist, wenn es endliche Kodimension besitzt. Genau dann ist jedes maximale Ideal
von endlicher Kodimension und daher Punktideal, wenn M kompakt ist. Offenbar
ist 8 auch als Durchschnitt aller Punktideale gewinnbar.

Ein Automorphismus w von 4 heit Superstruktur, wenn gilt:

a) w?ist der identische Automorphismus.
b) Ist w(a) = a, so liegt ¢ im Zentrum von A4.
¢) Ist w(a) = —a, so gilt a® = 0.

Superstrukturen sind also spezielle Spiegelungen an zentralen Elementen. Gemi
der jetzt iiblichen Terminologie wird ein Paar {4, w} eine superkommutative Algebra
genannt. Eine wichtige Superstruktur w, ist in 4 gegeben durch

wo(X ay) = X (—1) ag), (1.4)

wobei a;, die j-te homogene Komponente eines allgemeinen Elements bezeichnet.

Ist w eine Superstruktur von 4, so heiBit ein Element a w-gerade bzw. w-ungerade,
wenn w(a) = @ bzw. w(a) = —a ist. Eine lineare Abbildung 7" von 4 in 4 nennt
man w-gerade, wenn Tw = wT ist. Analog ist eine w-ungerade Abbildung durch
wT + Tw = 0 gekennzeichnet. Eine Abbildung 7' wollen wir w-invers nennen, wenn
TwTw = id ist. Jede w-inverse Abbildung ist umkehrbar und es gilt 71 = wTw.
Fiir wy-gerade und wy-ungerade sagen wir wie iiblich einfach gerade bzw. ungerade.

Sei Ay die Menge der k-Formen aus 4. Es ist 4, die Algebra der auf M glatten
Funktionen, d. i. C)(}). Es ist

A=4p+8, AopnS=0. (1.5)
Wir rekapitulieren kurz, wie man alle Automorphismen 7' von 4 mit der Eigenschaft
T(ga) = gT(a) firalle g€ 4p und a€ 4 (1.6)

bestimmt. Sei p € M. Nach (1.6) 1aBt T die Menge aller g € 4 elementweise fest.
Sei J, das von diesen g mit g(p) = 0 in 4 erzeugte Ideal. Es ist 7'(J p)=4dJ, und T
induziert folglich einen Automorphismus in 4/J,, der 7', genannt werde. Die Faktor-
algebra ist aber eine (reelle und unitale) GraBmann-Algebra mit m = dim M Erzeu-
genden und deren Automorphismen sind bekannt [2]: Sei {U, z, ..., x,} eine Karte
von M mit p € U. T, bewirkt dann die Ersetzung von dx; 4 J, durch b; ,(1 4 2¢,)
+ J,. Hierbeisind b, ,, ..., by, p, ¢, ungerade Elemente von 4 mit b, ,b, 5 ... by, 4= J 5.
Jede solche Ersetzung charakterisiert umgekehrt mod J, genau einen Automorphis-
mus von, 4/J ,, wenn als zusétzliche Normierung das Verschwinden der m-ten homo-
genen Komponente von ¢ gefordert wird. Diese mod J, eindeutig bestimmten Ele-
mente von A schlieBen sich zu eindeutig bestimmten glatten Differentialen

bi:p—>b,+J, und c:p—>c,+J, aufU (1.7)

zusammen. Die b7 transformieren sich bei Koordinatenwechsel so wie die dx;, wahrend
¢ ein Element aus A ist.

Lemma 1.1: Sei T' ein Automorphismus von A, der die Bedingung (1.6) erfiillt.
Dann gibt es genau ein ungerades Vektordifferential b und ein ungerades Element c
mit Cimy = O wie folgt. Beziylich jeder Karte (U, z,, ..., x,} ist die Beschrdnkung von
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T(a) auf U durch die Substitution dxi — bi(1 + 2¢) in der Beschrankung von a auf U
bestimmt. Dabei bezeichnen b, ..., b™ die Komponenten von b beziiglich der gewdhlten
Karte. Im Giiltigkeitsbereich der Karte darf b'b?, ..., b™ nicht Null werden.

Korollar 1.2: Die Menge der Automorphismen, die (1.6) erfiillen, wird gemdf
Lemma 1 in eineindeutiger Weise durch Paare (b, ¢) charakterisiert, wobei ¢ ein unge-
rades Element mit ¢y = 0 und b ein glattes ungerades Vektordifferential ist, dessen
m-te Potenz nirgends auf M verschwindet.

Da ¢ ungerade ist, ist die Bedingung ¢,y = 0 fiir Mannigfaltigkeiten gerader
Dimension trivial erfiillt. Da b/ und ¢ ungerade sind, ist (1 + ¢)¥ = (1 — k¢) und
(1 — ¢) b = bi(1 + c). Daher 148t sich die fragliche Ersetzung

dai — bf — (1 + ¢)~1 bi(1 + ¢) = bi(1 + 2c) (1.8)

schreiben. Sei 7'; der Automorphismus, der durch die lokale Ersetzung von dz/ durch
bi charakterisiert ist. Offenbar ist 7', ein gerader Automorphismus. Sei 7', durch

a—Tya) = (1 +c)la(l + ¢) (1.9)

gekennzeichnet. Dann gﬂt T = T,T, und iiberdies sieht man: 7T, ist wy-invers. Also
haben wir

Korollar 1.3: Jeder Automorphismus, der die Bedingung (1.6) erfillt, ist das
Produkt zweier Automorphismen derselben Eigenschaft, von denen einer wy-gerade und
der andere wy-tnvers ist.

Es ist leicht zu sehen, daB jeder innere Automorphismus auf die Gestalt (1.9)
mit ungeraden ¢ gebracht werden kann. Hieraus schlieBt man weiter auf das Gelten
von

Korollar 1.4: Ein Automorphismus T, der die Bedingung (1.6) erfiillt, ist genau
dann ein innerer Automorphismus, wenn woTw, = T-1, T also wy-invers ist.

SchlieBlich betrachten wir noch die Superstrukturen, die die Eigenschaft (1.6)
haben. Fiir sie gilt

Korollar 1.5: Sei w eine Superstruktur, die die Bedingung (1.6) erfiillt. Dann ist
w das Produkt von w, mit einem inneren Automorphismus. Insbesondere ist w, die.
einzige gerade Superstruktur in der betrachteten Menge.

Ist daher w eine Superstruktur der Eigenschaft (1.6), so gibt es genau ein Element ¢
mit

w(a) = (1 + o wela) (L +¢),  wole) = —e. (1.10)

Da A, nur aus zentralen Elementen besteht, besitzt jeder innere Automorphismus
trivialerweise die Eigenschaft (1.6). Umgekehrt ist ein Automorphismus der Eigen-
schaft (1.6), der das Vektordifferential dx = {da', ..., dz™) durch ein anderes unge-
rades Vektordifferential § ersetzt, nur im trivialen Fall dz = B ein innerer. Man
kann hieraus folgern: Die Gruppe der Automorphismen der Eigenschaft (1.6) ist
das semidirekte Produkt der Gruppe der in ihr enthaltenen geraden Automorphismen
mit der Gruppe der inneren Automorphismen.

Die Gruppe aller Automorphismen der Eigenschaft (1.6) bildet eine Untergruppe
der folgenden Gruppe:

Auty (A) = {T € Aut (4): T(I,) = I, fiiralle pe€ M}. (1.11)
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Hierbei bezeichnet Aut (4) die Gruppe aller Automorphismen von 4. Ubrigens
ist Aut, ein Normalteiler und Aut (4)/Aut, (4) ist isomorph der Gruppe der Diffeo-
morphismen von M.

2. Zerlegende und Funktionen- Algebren

Wir hatten die Unteralgebra der auf M glatten Funktionen mit 4oy bezeichnet
(0-Formen). Ist aber die Algebra der Funktionen in A algebraisch ausgezeichnet?
Diese Frage wird durch die Existenz von Automorphismen von 4, die 4 auf von
A verschiedene Unteralgebren abbilden, verneint. Wir wollen alle Unteralgebren
angeben, die durch Anwendung eines Automorphismus von A entstehen kénnen.
Hierzu beginnen wir mit einer etwas allgemeineren Aufgabe: Da das Radikal von
jedem Automorphismus auf sich abgebildet wird, sind die gesuchten Unteralgebren
in der Menge der zerlegenden (splitting) Unteralgebren enthalten.

Eine Unteralgebra F von. 4 heilt zerlegend, wenn die zu (1.5) analoge Beziehung

A=F+8, FnS=0 (2.1)

erfiillt ist. Jede zerlegende Unteralgebra ist wegen F ~ A/S ~ 4oy isomorph zu
4 oy. Insbesondere ist F kommutativ.
Unser Ziel ist, auf konstruktivem Wege die beiden folgenden Sitze zu zeigen.

Satz 2.1: Ist F eine zerlegende Unieralgebra von A4, so gibt es genau dann einen Auto-
morphismus T von A mit

T(4w) =F, (2.2)
wenn F im Zentrum von A enthalten ist. Es kann dann T € Aut, (4) gewihlt werden.

Dieser Satz rechtfertigt, als Funktionenalgebren genau diejenigen Unteralgebren
F von A4 zu bezeichnen, die zerlegend sind und nur aus zentralen Elementen bestehen.
Vom Standpunkt der algebraischen Struktur von A4 sind daher alle Funktionen-
algebren gleichberechtigt. So gesehen ist die Herausstellung einer speziellen Funktio-
nenalgebra, z. B. die Auszeichnung von 4, die Eingabe einer zusétzlichen Struk-
tur, die mit der Fixierung einer Eichung verglichen werden kénnte.

Satz 2.2: Ist F eine zerlegende Unteralgebra von A, so gibt es einen Jordan-Auto-
morphismus V von A so, dap das Bild V(F) von F unter V eine Funktionenalgebra,
d. h. eine zentrale und zerlegende Unteralgebra von A ist.

Beweis von Satz 2.1: Wir nehmen dazu an, F sei eine im Zentrum von 4 ent-
haltene zerlegende Unteralgebra, die von 4y verschieden ist. Da wir zwei direkte
Summendarstellungen F + S = A, + S haben, gibt es zu jedem g € Ay genau ein
f€ Fmit f — g € 8. Setzen wir F = iyg, so ist die Abbildung

wig—>f, g€ 4dq, (2.3)
ein Isomorphismus von 4o, auf . Sei nun s wie folgt bestimmt: Die Menge
{9 — irg, g € Aoy} (2.4)

ist enthalten in S°, aber nicht in S**1. Da sie im Zentrum von 4 liegt, ist entweder s
gerade und s < dim M oder es ist s = dim M. Wegen der Definition von s gibt es
genau eine lineare Abbildung g — ®(g) von 4 in die s-Formen so, da

g — ipg — D(g) € 8+ fiir alle g€ A (2.5)
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gilt. Da ¢p ein Isomorphismus ist, folgt nach einer leichten Rechnung die Giiltigkeit
der Relation

D(919:) = P(91) 92 + 1 P(g2)  fiiralle gy, 9, € 4. (2.6)

Es ist also @ eine Ableitung der differenzierbaren Funktionen in die glatten s-For-
men. Nun wird die Tatsache benutzt, daB jede Ableitung von 4, in 4, notwen-
digerweise eine Liesche Ableitung nach einem Vektorfeld ist. Durch s-maliges Ver-
jiingen mit Vektorfeldern erhilt man aus @ also eine Liesche Ableitung. Daher ist
&(g) lokal eine Linearkombination der Ableitung von g, deren Koeffizienten s-
Formen sind. Hieraus folgt nun sofort die Existenz eines Vektordifferentials ¥ vom
Grade s derart, daBl (beziiglich einer Karte)

0
=
D(g)=r P (2.7)
ist. Nun ist klar, daB man auf vielerlei Weise @ zu einer Ableitung von 4 in 4 fort-
setzen kann. Als elegante Losung des letzteren Problems bietet sich die Nijenhuts-
Ableitung an, die als Lie-Ableitung nach einem Vektordifferential [6] verstanden
werden kann. Sei E; das Kovektordifferential, das lokal das Zuriickziehen (pull back)
der Kartendlfferenma]e dx! bewirkt. Es ist bekanntlich durch E,g = 0 fiir 0-Formen
und durch E; dz'a + dz*Ea = é;'a fiir beliebige Differentiale a eindeutig charak-
terisiert. Zelge weiterhin d die- Blldung des totalen Differentials an. Dann erfiillt
die Nijenhuis-Ableitung

L = (FE;) d + d(rE;) (2.8)
die Beziehung
L(ab) = L(a) b + aL(b) fiiralle a,be€ A. (2.9)

Dies kann man leicht nachrechnen oder damit argumentieren, dafl der Antikommu-
tator zweier schiefer Ableitungen stets eine Ableitung ist. Offenbar stimmt L auf
Aoy mit @ iiberein und es ist iiberdies L nilpotent, da es den Grad um s erhéht. Also
ist die Exponentialreihe

Ty=id+ L+ (1/2) Lo L + - (2.10)

abbrechend und definiert somit einen Automorphismus von 4. Also ist 7-Y(F) — F'
wieder eine Funktionenalgebra. Wiederholt man die obige Konstruktion mit F’, so
findet man, dafl die zugehorige Zahl s” groBer als s ist, da jetzt aus g € A, f' € F
und ' — g € S stets /' — g € S**1 folgt. Wir kommen also zu einer leicht einsehbaren
Induktion, die spatestens nach m/2 oder (m + 1)/2 Schritten abbricht

Damit ist gleichzeitig der folgende Satz gezeigt.
Satz 2.3: Sei F eine Funktionenalgebra. Es gibt dann Vektordifferentiale

7@ 7@y -+ T(m) (2.11)

wie folgt: Die mit ihnen gemdf (2.8) gebildeten Nijenhuis-Ableitungen Ly, Ly, ..., Ly,
bestimmen Automorphismen T\ = exp L, so, daf} fiir den Automorphismus -

T=TT,..T, (2.12a)
gilt
T(Aw) = F. (2.12b)
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Bemerkung: Einige der 7, konnen Null und damit die zugehérenden Automor-
phismen die Identitat sein. Ist m gerade, so ist die Numerierung in (2.11) 2,4, ..,
m — 2, m. Ist m ungerade, so ist sie 2,4, ..., m — 1, m.

Korollar 2.4: Jeder nach Satz 2.3 gewinnbare Automorphismus liegt in Aute(4).
Ist m gerade, so sind alle Automorphismen im Produkt (2.12) und somit T gerade. Ist
m ungerade, so sind alle Ty, gerade und T, ist wy-invers.

Korollar 2.5: Jedes T € Aut, besitzt eine Darstellung T = T'T"', wober T' die
Bedingung (1.6) erfillt und T' nach der Vorschrift von Satz 2.3 konstruiert wurde.

Korollar 2.6: Durchlduft T in T(A4,) die Menge der nach Satz 2.3 durch beliebige
Wakl der Vekiordifferentiale (2.11) bestimmten Automorphismen (2.12), so wird jede
Funktionenalgebra von A genau einmal erhalten.

Korollar 2.7: Ist m = dim M gerade, so ist jeder wy-inverse Automorphismus ein
tnnerer. Ist m = dim M ungerade, so wird die Gruppe der w,-inversen Automorphis-
men von den inneren. Automorphismen und den gemdp Satz 2.3 konstruierten T,, erzeugt.

Korollar 2.8: Jede Superstruktur w ist eindeutig schreibbar als w = w,T mit Wo-
wnversen T. T ist genau dann wy-invers, wenn T auch w-invers fiir beliebige Superstruk-
turen w von A ist. Mit einer beliebigen Superstruktur w kann Aut, als das semidirekte
Produkt der Gruppe der w-geraden Automorphismen aus Aut, mit dem Normalteiler
der w-inversen Automorphismen dargestellt werden.

Alle diese Behauptungen folgen in elementarer Weise aus Satz 2.3 und dem beim
Beweis dieses Satzes Gesagten.

Beweis vonSatz 2.2: Wir nehmen an, F sei eine zerlegende Unteralgebra von 4.
Ist f €'F, so schreiben wir abkiirzend f. und f_ fiir den geraden bzw. ungeraden
Teil von f. Fiir zwei Elemente aus F haben wir dann

() = Lt + L (2.13)
(FF)-= L1+ LA (2.14)

Nun ist F' kommutativ und daher die linke Seite von (2.13) symmetrisch in f und f'.
Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber symmetrisch in den geraden und schief-
symmetrisch in den ungeraden Teilen. Daher muB3

f-f- =0 firale f,f¢cF (2.15)

gelten. Weiterhin impliziert f, = 0 die Beziehung f € 8, und da F zerlegend ist, folgt
hieraus f = 0. Es ist daher die Zuordnung

f—>f. feF, (2.16)

ein Isomorphismus von F auf eine Unteralgebra ¥, von 4. Wir haben schon F, n 8
= {0} gezeigt. F, 4 S = A ist ebenso trivial. Also ist F, zerlegend und, da F, aus
geraden Elementen besteht, auch zentral. Somit ist F, eine Funktionenalgebra.
Da. (2.16) ein Isomorphismus ist, gibt es zu jedem ¢ € F, genau ein f € F, mit f, = ¢.
Wir definieren dann die Abbildung @ von F, in 4 durch Q(g) = f_. Der zu (2.16)
inverse Isomorphismus ist daher

9—>9+Q, gerF,. (2.17)
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Aus (2.13)—(2.15) lesen wir fiir alle ¢,, g, € F,

Q(919:) = Q(91) 92 + 9:9(92) s (2.18)
Q(91) Qg:) = 0 (2.19)

ab und iiberdies ist @(g) stets ungerade fiirg € F,.
Wir nehmen, um auf gewohntem Boden zu bleiben, zunéchst zusétzlich

F.= 4 (2.20)

an. Ein schon beim Beweis von (2.7) benutztes Argument zeigt dann die Existenz
eines ungeraden Vektordifferentials § an, das lokal zu

2
Q9 =¢ % 7 (2.21)

AnlaB gibt. Nun setzen wir @ zu einer ungeraden Nijenhuis-Ableitung von 4 in 4
fort. Wir definieren

K = K; = (¢'E)) d — d(¢'E)) (2.22)

und bemerken, da8 K als Kommutator einer geraden und einer ungeraden Ableitung
wieder ungerade ist, also

K(ab) = K(a) b + wy(a) K(b) fiiralle a,b€c 4 (2.23)

erfiillt. K und @ stimmen auf A, iiberein.
Wir setzen nun

T(@) = Tj(a) = a + K(a,),  2a, = a + wy(a) (2.24)
und zeigen

Lemma 2.9: a — T(a) ist ein Jordan- Automorphismus, der bei Giiltigkeit von (2.20)
auf F, mit (2.17) dibereinstimmd.

Beweis: Der zweite Teil der Behauptung ist klar, da F, nur aus geraden Elemen-
ten besteht, die g = ¢, erfiillen. Da K(a,) ungerade ist,.gilt

T(a) T(a) = a* + aK(a,) + K(a,) @ = @* + a.K(a,) + K(a,) a,.
Andererseits haben wir

T(@) = a? + K((a),) = a? + K((a,)?) = a* + a,K(a), + w(a,) K(@.),
was wegen wy(a,) = a, zu T(a?) = T'(a?) fithrt. Also ist

T(ab + ba) = (Ta) T(b) + T () T'(a) firalle a,b€ A4, (2.25)
d. h., 7 ist ein Jordan-Homomorphismus Hi

Bemerkung: Man sieht leicht, daB fiir ungerade Vektordifferentiale g, 7

Ty =T+T;, Ti+T-g=1d (2.26)
gilt. Also ist
d—>T; (2.27)

ein Isomorphismus der additiven Gruppe der ungeraden Vektordifferentiale in die
eben konstruierte Gruppe der Jordan-Automorphismen (2.24).



Die Cartan-Algebra der duBeren Differentialformen 489

Wir beenden nun den Beweis von Satz 2.2 mit dem Fall, daB (2.20) nicht erfiillt
ist. Da F, und 4, beide aus geraden Elementen bestehen, gibt es einen nach der
Vorschrift von Satz 2.3 konstruierten geraden Automorphismus 7" so, daB 7"(F.)

= A ist und die durch 7"(F) = j‘ definierte zerlegende Algebra die Bedingung
f+ = Ay erfiillt §

Satz 2.10: Sei F eine zerlegende Unteralgebra von A. Dann gibt es einen Automor-
phismus T' und einen Jordan-Automorphismus

1+ w,
2 ’

7" =1id+ K- ( (2.28)
so daf der Jordan-Automorphismus T = T"T" die Unteralgebra F isomorph auf A,
abbildet. Hierbes ist K eine ungerade Ableitung, die mit d schief vertauscht.

Wir miissen an dieser Stelle noch die Rolle der Bedingung (2.19) hervorheben,
die bei allgemeiner Wahl von ¢ in (2.22) nicht erfiillt ist. Dies ist natiirlich, denn der
allgemeine Jordan-Automorphismus transformiert eine zerlegende oder Funktionen-
Algebra in eine zerlegende Jordan-Algebra. Die Jordan-Automorphismen operieren
transitiv auf der Menge der zerlegenden Jordan-Unteralgebren von 4.

Wir bemerken noch Folgendes: Ist m = dim M ungerade und ¢ ein homogenes
Vektordifferential vom Grade m, so ist der nach Vorschrift (2.24) gebildete Jordan-
Automorphismus sogar ein Automorphismus, denn in diesem Fall ist stets

K(a,) = K(a@) und id+ K =expK.

Alle gemaB Vorschrift (2.24) gebildeten Jordan-Automorphismen sind wy-invers. Ist
ferner

T/ =expL; und T} =id+ K,-(l Zw")
mit geraden L; und ungeraden K;, so ist 7,"T,'T,""T," = T"'T", wobei T’ = T,'T,’
und 7"’ der mit der Ableitung K = K, + T,'K,(T,’)"! gebildete Jordan-Automor-
phismus ist.

Korollar 2.12: Die Gesamtheit der durch Satz 2.10 beschriebenen Jordan-Auto-
morphismen T = T""T" bilden eine Qruppe. Diese ist das semidirekte Produkt der
Gruppe der in ihnen enthaltenen geraden Automorphismen mit dem Normalteiler der
wo-tnversen Jordan- Automorphismen.

3. Realisierung von (Jordan-) Automorphismen als Diffeomorphismen
auf kanoniseh assoziierten Mannigfaltigkeiten

Erinnern wir uns zunéchst daran, daB die Basismannigfaltigkeit M aus 4 wie folgt
gewinnbar ist: Jedes maximale Ideal endlicher Kodimension von 4 ist ein Punkt-
ideal (1.3). Diese Menge von Punktidealen schlieBt sich auf genau eine Weise so zu
einer glatten Mannigfaltigkeit zusammen, daB die Automorphismen von 4 auf ihr
Diffeomorphismen induzieren. (Jedes System g, ..., a, € 4, das zusammen mit S
dasIdeal I, erzeugt, definiert ein Koordinatensystem in einer Umgebung von p € M.)
Allerdings sind die Punktideale eine zu grobe Probe fiir die Geometrie der Algebra 4,
da sie alle das Radikal enthalten.

Es bezeichne A die GraBmann-Algebra mit m = dim M Erzeugenden iiber den
reellen Zahlen. Wir fithren vier Mannigfaltigkeiten ein, die wir (provisorisch, da
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keine Standardbezeichnung zur Verfiigung steht)

G-Raum (4), EG-Raum (4), JG-Raum (4), EJG-Raum (4) (3.1)
nennen wollen. Thre Punkte seien folgende Objekte:

EG-Punkt: Ein Homomorphismus § von 4 auf 4. (3.2)

G-Punkt: Der Nullraum eines EG-Punktes, d. h. jedes durch

ein # annullierte Ideal. (3.3)

EJG-Punkt: Ein Jordan-Homomorphismus § von 4 auf 4. (3.4)

JG-Punkt: Nullraum eines EJG-Punktes. (3.5)

Offenbar induziert jeder Automorphismus sowohl eine Transformation des EG-
Raumes als auch des G-Raumes auf sich. Jeder Jordan-Automorphismus bildet
EJG-Punkte auf EJG-Punkte, JG-Punkte auf JG-Punkte und damit auch den EJG-
Raum und den JG-Raum auf sich ab. (Fiir G-Raum (4) sagen wir auch einfach
G-Raum usw.)

Satz 3.1: Die Punktmengen G-Raum (4) und EG-Raum (A) konnen auf genaw eine
Weise so mit der Struktur einer glatten Mannigfaltigheit versehen werden, daf die Auto-
morphismen von A auf ihnen Diffeomorphismen induzieren.

Mit dem Analogon dieses Satzes fiir den JG- und den EJG-Raum wollen wir uns
hier nicht befassen. Wir wollen vielmehr noch den Beweis von Satz 3.1 skizzieren.

Sei f ein Homomorphismus von 4 auf 4, definitionsgemaB also ein EG-Punkt, und
J := Ker g das Ideal der durch $ auf die Null abgebildeten Elemente. Da /A genau ein
maximales Ideal S, enthalt und A/S, den reellen Zahlen isomorph ist, gibt es genau
ein maximales Ideal I von 4 mit J — I und I ist ein Punktideal. Da f(I) = 8 ist,
haben wir B(I™*1) = 0. Also gilt -

Lemma 3.2: Es gibt einen Punkt p € M so, da mit I = I,

ImtcJ el ' (3.6)
gilt. ‘ :
Betrachten wir nun Ag,. Diese Unteralgebra muB in das Zentrum von A abge-
bildet werden. Sei ey, ..., e, eine GraBmann-Basis von A. Sei ferner »
B(9) = 9(p) + Benlg) + - firalle g€ dg. (3.7)

(Hier muB die reelle Zahl g(p) als Vielfaches der Eins von A gedacht werden. R;
bezeichnet ein homogenes Polynom der ¢; vom Grade j.) Man sieht leicht, dafl

Ri(g:92) = R(g:) 92(p) + 91(P) Bi(g2) (3.8)

sein muB. Hieraus folgt, daB der Koeffizient Ry ;, .. in

Rl:(g) = Z Rk:].x-]':‘.,.uehefz te 7.1 < 7.2 < -y (39)

eine Linearkombination der partiellen Ableitungen von g im Punkte p sein muf.
Wihlen wir ein Koordinatensystem {x;, ..., %,} und die Basis e, ..., en so, daB
B(b;) = e; immer dann ist, wenn in einer Umgebung von p gilt b; = dz;, so verhalten
sich die Koeffizienten der partiellen Ableitungen wie Tensoren im Punkte p. Es gibt
daher eine Nijenhuis-Ableitung L so, daB

B(Lg) = Ri(g) (3.10)°
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ist. Da f(g) ein zentrales Element ist, mul k gerade (oder gleich dim M) sein, wenn
R, nicht identisch verschwindet. Sei L durch (2.8) gegeben und sei 7' der gemaf
(2.10) zugehorende Automorphismus. Dann gilt fiir alle g aus 4

B(T-1g) — g(p) € S***. (8.11)
Hieraus folgt durch Induktion nach k

Lemma 3.3: Sei B ein EG-Punkt. Dann gibt es einen Automorphismus T von A
s0, daf Td = dT gilt wund mit p*:= o T!

B'(9) = g(p) firalle g€ Ao (3.12)
st.

Sind aber g’ und B zwei EG-Punkte mit f'(g) = p”'(9) = g(p) fiir alle g € A,
so gibt es einen Automorphismus 7" der in Lemma 1.1 beschriebenen Gestalt mit

ﬂ// — ﬁ/ o TI.
Satz 3.4: Fir p € M sei

p-Aut (4) := {T € Aut (4): T(L,) = L}, (3.13)
pE-Aut (4) := {T € Aut (4): T(I, n A)) = I, n Ao} - (3.14)

Dann st
G-Raum\gé) ~ Aut (4)/p-Aut (4), (3.15)
EG-Raum (4) =~ Aut (4)/pE-Aut (4). (3.16)

Korollar 3.5: Sei p € M und I, das zugehirende Punktideal. Sei F eine Funktionen-
algebra. von A. Dann ist das von F n I, in A erzeugte Ideal ein G-Punkt. Jeder G-Punkt
ist auf diese Weise gewinnbar.

SchlieBlich wollen wir noch die Dimension der G- und JG-Réume angeben:
dim (G-Raum) = m2™-1, wenn dim M = m gerade ist.
dim (G-Raum) = m(2™-1 + 1), wenn dim M = m ungerade ist.
dim (JG-Raum) = m2™, wenn m = dim M ist.

Fiir m = 4 sind also die Dimensionen des G- und JG-Raumes gleich 32 und 64.
Fiir m = 3 erhalten wir 15 und 24.
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