H-Theoreme fiir die Fokker-Planck-Gleichung®

Von B. CRELL, T. DE PALY und A. UHLMANN, Leipzig

1. Einfiihrung

Die stochastischen Prozesse haben in der Physik bei der Modellierung dynamischen
Verhaltens eine breite Anwendung erfahren [2, 6].

Wir betrachten ein physikalisches System, dessen Phasenraum I” bekannt sei. Unter
einem Zustand dieses Systems zur Zeit ¢ verstehen wir eine Verteilung P(x,t) = 0,
wobei x ein Punkt des Phasenraumes I ist.

Der Zeitentwicklung der Zustinde P(x, t) legen wir einen Markoffschen ProzeB zu-
grunde. Man erhilt dann als Bewegungsgleichung die master equation [2]:

0

5P D = J{W(x = £ 8 P(x — &,1) = W(x, =) P(x, 1)} dé. (1)
I

W(x — &, &) ist die Ubergangswahrscheinlichkeit von x — & nach x.

Fiir die master equation gelten die H-Theoreme von Felderhof und van Kampen [2, 7]:

Sind P(x, t) und Q(x, t) zwei beliebige, nichtnegative Losungen der master equation,

P(x, t
so gilt fiir die Funktionale H’'(P, Q) = f O(x, t)f(ﬁ—)> dx mit der konvexen
r

o(x, 1)
Funktion f
)
O—IH’ (P,O) =0

fiir jede konvexe Funktion f.
Wir werden zeigen, daB eine solche Familie von H-Theoremen auch fiir die Fokker-
Planck-Gleichung gilt. Formal erhélt man die Fokker-Planck-Gleichung aus der master
equation [2]. Dazu nehmen wir an, daB W(x — &, &) P(x — &, t) mit wachsendem ||
gentligend schnell abfillt (,,kleine Spriinge*) und nach x hinreichend oft differenziert

werden kann. Die Entwicklung der rechten Seite von (1) in eine Potenzreihe nach &
liefert:

d
= P= J {-giai( W(x, &) P(x, 1)) + % E£0.0,(W(x, &) P(x, 1)) + } de

r
(bi =550 F= (x), & = (&), Verwendung der Summenkonvention |.

Wir beschrinken uns auf die Entwicklung bis zur zweiten Ordnung und erhalten mit

‘xi=I5iW(x; E)dfa “ij=§£i§jW(x, E)df
I r

! Die Arbeit entstand im Rahmen des Naturwissenschaftlich-Theoretischen Zentrums (NTZ) der Karl-
Marx-Universitit Leipzig.
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die Fokker-Planck-Gleichung:

2 =0, {—ai(x) PO, 1) + 0,30 PO t))}. @

2. H-Theoreme fiir die Fokker-Planck-Gleichung

Q(I') bezeichne die Menge aller Verteilungsfunktionen fiir ein Gebiet I' = R": P e Q(I")
genau dann, wenn P(x, t) = O fiir alle xe ', ¢ = 0. Auf dem Produkt 2(I") x Q(I")
definieren wir fiir jede konvexe, reelle Funktion f ein Funktional A’ durch

P(x,t)

ox, 1)

H/(P, Q) = f ox, r)f( )dx; P,0cI), (©#0).

Das zeitliche Verhalten dieser Funktionale H” soll untersucht werden fiir den Fall,
daB die Verteilungsfunktionen P, Q € 2(I") Lésungen einer speziellen parabolischen
Differentialgleichung — der Fokker-Planck-Gleichung — sind:

—a—P =6,.{—(x,.(x)P + lbj(oc,.j(x) P)}, 3)
ot 2

analog fiir Q und die Matrix («;;(x)) positiv definit fiir alle x e I'.

Bevor die Sitze iiber das Verhalten der Ableitung von H'(P, Q) nach der Zeit formuliert
werden, sollen noch einige Bedingungen angegeben werden, die im weiteren stillschwei-
gend vorausgesetzt werden. Wir nehmen an, daB die Koeffizienten, die betrachteten
Gebiete und deren Randkurven bzw. Oberflichen derart sind, daB die verwendeten
Resultate iiber die Existenz und Eindeutigkeit der Lésung der Randwertaufgaben ...
gelten. Ohne das zu erwihnen, verweisen wir auf [1].

Fiir die Lésungen der Differentialgleichung (3) gelten dann die folgenden Resultate:

- Die Losungen aller im folgenden betrachteten Randwertaufgaben existieren und sind
eindeutig. d

— Die entsprechenden stationidren Losungen, d. h. Losungen der Gleichungg P, =0,
existieren und sind eindeutig.

— Der Charakter von P als Verteilungsfunktion bleibt erhalten, d. h., ist zur Zeit £,
P(x, ty) = 0, so ist auch P(x, t) = O fiir t > ¢,.

Wir formulieren jetzt einige Versionen von H-Theoremen fiir die Fokker-Planck-
Gleichung, die wir im nichsten Kapitel beweisen wollen. Zuerst betrachten wir Losungen
in einem beschrinkten Gebiet I = R", die einer Adiabatenbedingung geniigen. Die
Adiabatenbedingung fiihrt zu einer zweiten Randwertaufgabe und lautet: Die Losun-
gen P, Q der Gleichung (3) sollen auf dem Rand 0" des Gebietes I” derart sein, daB
u;;0;P = 0 (entsprechend fiir Q) auf d/7, wobei (;) der innere Normalenvektor der
Berandung 0/ ist.

Satz 1
P, Q seien Losungen der Fokker-Planck-Gleichung (3) in einem beschrinkten
Gebiet I' = R" mit den Anfangswerten P(x, 0) = Po(x) = 0, O(x, 0) = Qo(x) > 0
fiir alle x e I
Erfiillen P, Q auf dem Rand dI" die Adiabatenbedingung und gilt auf ganz ol xu;
= 19,0;,u; (was die Abgeschlossenheit des beschriebenen Systems nach sich zieht
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- Bemerkung 3 -), so ist

0
3 H’(P,Q) < 0 fiir alle konvexen Funktionen f.

Fiir unbeschriankte Gebiete I" — speziell I" = R" — erhalten wir

Satz 2

Py, sei eine positive, stationdre Losung der Fokker-Planck-Gleichung im R" mit der
Eigenschaft Pg(x) —» 0, wenn |x| - oo. Ist P(x, #) eine Losung des Cauchy-Problems
der Fokker-Planck-Gleichung mit den Anfangswerten P(x,0) = Py(x) = 0 fiir
x € R", so daBB P/P;, — const fiir x - o0, so gilt

0
EHI(P’ P,) = 0 fiir alle konvexen Funktionen f.

Die folgenden Bemerkungen sollen zur Illustration und Erkldrung der angegebenen
Séatze dienen.

Bemerkungen:

1.

3.

Obwohl das Funktional H/(P, Q) in P, Q nicht symmetrisch ist, sicht man sofort,

> d
dal = H/(P, 0) < 0 genau dann, wenn — H/(Q, P) < 0.

. Auch wenn es nach Gleichung (6) ausreichen wiirde, daB (o;;(x)) nur positiv semi-

definit ist, setzen wir doch die positive Definitheit voraus. Der Grund besteht darin,

daB3 man zum Beweis grundlegender Sitze der Theorie parabolischer Differential-

gleichungen mitunter sogar die schirfere Voraussetzung A2 < ;&8 < A'€2,

A, N >0, & = £&; bendtigt. Der Fall, daB («;;) nicht positiv semidefinit ist, fiihrt

zu folgenden Problemen (falls Lésungen existieren):

a) Aus P(x,0) = 0 folgt nicht mehr P(x,t) = 0, t > 0, so daB die Wabhrscheinlich-
keitsinterpretation mit der Zeit nicht mehr aufrechterhalten werden kann.

b) Das Cauchy-Problem ist fiir solche Differentialgleichungen nicht mehr korrekt
gestellt. Physikalisch bedeutet das ein extrem unstabiles Verhalten der Losungen.

. Die in Satz 1 verwendeten Voraussetzungen fiir die Verhiltnisse auf dem Rand,

d. h. die Adiabatenbedingung und die Bedingung ou; = 4 0,x,u;, beschreiben die
Abgeschlossenheit des Systems.

. Die H-Theoreme gelten auch in den speziellen Fillen, wenn auf dem Rand 0’ P = Q

0 0 ‘
und —an Pdx = 37 f Q dx = 0. Das ist aber nur bei sehr speziellen Anfangsbedin-
I r

gungen erfiillt.

Beweis der H-Theoreme

P
Als relative Verteilung A(x, ¢) definieren wir 4 = —, wenn Q = 0. Des weiteren fiihren

Q

wir §; = —x,0 + 10,(x;;0) (entsprechend P,) ein. Mit dieser Bezeichnung schreibt
sich die Fokker-Planck-Gleichung (3)
Y

> = 0:0; (entsprechend fiir P). 4
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!
Beweis von Satz I: Fiir

erhalten wir unter Verwendung von (4)

OH! [0 04 d
Y =f§f(A) dx + fo’(A)a—tdx, S'(x0) = —&g(xo)

r

ot

= [A)3:.0:dx + [ f'(4) {0,P; — 40,0.} dx.

Dad,P, = 43,0, + 0,0,4 + $04(x:;0 0,4), so erhilt man (partielle Integration!):

OH' ( ~ ~ 1
57 = | f(4)0,Q; dx + ff/(A) {0:0:4 + 7ai(l"ianjA)} dx
r

o
r

= | f(4) 0. dS; + %Jf '(4) 04(:;00;4) dx
Y, r

or

[ ~ 1 1

= | f(4) 0, dS; + > ff’(A) %;;00;4 dS; — ?Jf"(A) ;00,404 dx. (5)

or or r

Wir setzen I, = [f(4) Q;dS; und I, = % [ f'(4) x;;0 0,4 dS;. Wegen der Adiabaten-
or or

bedingung «;;0,Qu; = 0 bzw. «,;0;Pu; = 0 und ou; = 39;x,,u; auf dem Rand dI
folgt fir I, und I,:

I = jf(A) {0(—a; + 30,) + $,,0,0}dS; =0
or
L =1%{f(4)a, {0,P — 40,0} dS, = 0.
or

Demzufolge erhilt man
OH'

1
T(Ps Q)= - Eff“(A) 0x,;0;40;4 dx £ 0,
r
denn Q > 0, «;; positiv definit und fiir jede konvexe Funktion f ist "’ > 0. /=]

Beweis von Satz 2: Wir betrachten eine Folge beschrinkter Gebiete I, mit I'y, = I},
und LkJFk = R, fir die wir Randbedingungen stellen, so daB die Voraussetzungen

erfillt sind. Fiir solch ein Gebiet I’} gilt Gleichung (5). Wir haben zu zeigen, daB im
Limes k — oo die Integrale I; und I, verschwinden. Man erhilt

0P,
I af(const)fPst,i dsS; = f(const) f b_ttdx =0 und I, =0,
) R®

weil Py, — O fiir [x] - 0. [=/

Beweis zur Bemerkung 4: Wir gehen von der Gleichung (5) aus und fiihren wieder die
Integrale 7; und I, ein. Auf dem Rand gilt wegen der Randbedingung P(x, t) = Q(x, t)
fiir xedl"und ¢t = 0:f(4) = f(1) und f'(4) = f'(1).

I, =f(1)jgi ds; zf(l)‘[aigi dx =f(1)f?)—€dx,
ar r r
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S r A

I, = T %;;00;4dS; = ;1) f“ij{ajp - AOJ'Q} ds;
or or
— f /;1) x;;,0(P — Q) dS; (4 =1aufol)
or
= f/(% 0i{x;0,(P — Q)} dx

r

=f ’(I)J‘{(% (P — Q) + 0ixy(P —Q))} dx (Verwendung von (4))
r
0
=f’(1)f$ P —Q)dx + f/(1) fa:(l’ - 0)ds;
r or

=f’(1)f%(1> — Q)dx (P = Q aufol).

Einsetzen der endgiiltigen Form der Integrale 7, und I, in (5) ergibt

OH”

B 1 ., 00 ’ 0
O_I(P’ Q) = - ?ff (4) Qu;;0,40;4dx +f(1)J‘?dx +f(1)faT(P — 0)dx.
I r Ir

Die H-Theoreme gelten also fiir alle konvexen Funktionen, wenn

oP 0
—dx= —de= 0.
ot ot

r r

Diese Bedingungen sind aber auch notwendig. Davon iiberzeugt man sich, indem man
die speziellen konvexen Funktionen f(x) = x, —x, —x + 1, x — 1 einsetzt. /=]

4. Das Verhalten der Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Sei P(x, t) dx fiir jedes # > 0 eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf " und sei P, (x) dx
eine nicht notwendigerweise normierte Verteilung mit P,, > 0.
Wann ist dann fiir alle konvexen f

1 — H'(P, P) (7
monoton fallend? Nach [7] ergibt sich die Antwort wie folgt:

Satz 3

Genau dann ist (7) fiir alle konvexen f monoton fallend, wenn fiir jedes s = 0 die
Funktion

eft) = sup [ P(x,1)dx mit [Py(x)dx <s
NN N

fiir wachsende ¢ monoton fillt.
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Bei der Bildung des Supremums fiir gegebenes s hat also N alle meBbaren Mengen zu
durchlaufen, deren MaB beziiglich P, dx hdchstens gleich s ist.

Fiir den Hinweis, daB die ,,H-Theoreme* der Markoffschen master equation eine Ent-
sprechung fiir die Fokker-Planck-Gleichung haben sollten, sind wir Herrn FEbeling,
Rostock, zu Dank verpflichtet. Der Fall der Fokker-Planck-Niherung der Boltzmann-
Gleichung wurde fiir f = xInx in [4] behandelt. Die Giiltigkeit von Satz 2 ist viel friiher
schon von van Kampen [3] bemerkt worden.
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Zusammenfassung

Fir die master equation gilt eine ganze Familie von H-Theoremen, die sog. H-Theoreme von Felderhof-
van Kampen. Wir zeigen, daf3 dhnliche H-Theoreme auch fir die Fokker-Planck-Gleichung giiltig sind,
und diskutieren das zeitliche Verhalten der Wahrscheinlichkeitsverteilungen.
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