Ordnungsstrukturen im Raum der gemischten Zustinde und die
H-Theoreme von Felderhof-van Kampen!

Von A. UHLMANN, Leipzig

1. Die Zahlen efw, o)
Sei

o = {0, o ..}
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, d. h.
w20, Yol=1.

Wabhrscheinlichkeitsverteilungen identifizieren wir mit den gemischten Zustinden
gewisser physikalischer Systeme (z. B. ,,halb-klassische” Systeme, Phasenriume mit
»,coarse graining®, Spin-Gitter-Systeme).

Sei ferner

o= {0!,0% ...}
ein ,,ReferenzmaB“, d. h. eine Folge positiver Zahlen
>0, j=1,2, ...

die nicht normierbar zu sein braucht.

Das Referenzmal3 wird spiter eine einfache physikalische Bedeutung erhalten. Es soll
némlich als eine stationdre LSsung einer master equation gewihlt werden. (Man kann
aber o auch als ein MaB auffassen, das die Volumina einer Zelleinteilung des Phasen-
raumes determiniert.) Die Invarianten, die wir aus w und ¢ bilden werden, beschreiben,
wie sich die Losungen der master equation dieser stationdren Lésung nihern bzw. von
dieser stationdren Lisung ,,angezogen werden.

Wir wollen nun annehmen, daB wir die Numerierung so gewihlt haben, daB

w! w?
—_— > .. (M

! ~ o?

ist. Fiir den Fall
w’ Wit _ )
? = 'O-JT soll stets @’ g wit! (2)

folgen. Fiir unendliche Folgen ist freilich eine solche Anordnung nicht immer erreich-

bar. Wir gehen bald zu einer von dieser ,,Ordnungsannahme® freien Behandlung
iber.

! Die Arbeit entstand im Rahmen des Naturwissenschaftlich-Theoretischen Zentrums (NTZ) der Karl-
Marx-Universitit Leipzig.
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Unter der Annahme (1) und (2) definieren wir die Zahlen
ey(w, 0)

wie folgt. Ist

s=ocl+0*2+ ... +0"+ 90", 091, (3a)
so setzen wir

e(w,0) = 0! + ... + o™ + do™t1. (3b)
Ist jedoch

Yoj<oo und sy o, (4a)
so setzen wir

e(w,0) = 1. (4b)

Nun versuchen wir die Definition der Zahlen e, so zu formulieren, daB die Ordnungs-
annahme (1) und (2) in ihr nicht mehr auftritt. Hierzu betrachten wir Zahlenfolgen

t={t;,t2,t3,...} mit 0=¢, =1 %)
und schreiben

T,

fiir die Menge aller derjenigen Folgen ¢, fiir die neben (5) noch

Ytol <5 (6)

gilt. Eine Zahlenfolge ¢ liegt also genau dann in Ty, wenn (5) und (6) erfiillt sind.

‘Wir behaupten nun

efw, 0)= sup ) w’t;. 7
_teTx

Man beachte: (7) ist eine Definition, wenn sich w, o nicht, wie unter (1) und (2) angege-

ben, ordnen lassen. Lassen sich aber w, ¢ gemiB (1) und (2) ordnen, so muB die Uber-

einstimmung von (3) mit (7) bewiesen werden.

Bemerkung: Es ist zweckmaBig, ¢t = {t,, t,, ...} als eine Observable aufzufassen, die

dem ,,reinen Zustand* j den MeBwert #; zuordnet. Dann ist ) w’t; der Erwartungswert

der Observablen ¢ im Zustand w.

Wir beenden Abschnitt 1 mit einem Beweis von (7) beim Erfiilltsein der Ordnungs-

annahme (1) und (2).

/=] Beweis von (7) bei Giiltigkeit von (1) und (2): Ist 0 > s = ) 0;, so setzen wir

t; = 1 fiir alle j und erhalten aus (7) ¢, = )’ = 1.

Sei nun s nach (3a) gegeben. Dann ist wegen (1)

m+1 0 wj m+1 CUm+1 0

J = J J J ol

Y ol = .Z tiw' + ) 1o < Yt + e > tol.
j=1 m+2 1 m+2

Aus (6) und (3a) folgt jetzt
m+1 m+1

2t < 12 1o’ + Tl {(ﬁ — tpyr) O™+ zl:(o‘j - th'j)}.

Die rechte Seite dieser Ungleichung schreibt sich

m.o wm+1 (,()j m

Y ol - tj)( —) Y0+ by 0™ 4 (F = b)) @™
1

1 0'm+1 O'j
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Wegen

wm+1 Ct)j
_ 2 <0 fir j<m

— 1 =
=620, ———

folgt

m
Yl £ ol + Jomt,
1

Das Gleichheitszeichen wird offenbar fiir den speziellen Fall

t:iti=..=t,=1, tho1 =17, t; =0 sonst

angenommen. Diese Folge liegt in 7. [=/

2. Veranschaulichung der e-Zahlen

Was bedeuten die Zahlen e fiir eine Wahrscheinlichkeitsverteilung?
Betrachten wir zwei einfache Beispiele.

Falll: ¢'t=06>=..=0"=1, m=6.

Ist @', i = 1,2, ..., 6 eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, so ordnen wir sie zunichst
der GrofBe nach (Abb. 1). Dies entspricht der Ordnungsannahme (1), (2).

w?| ? | | w*| w? w5| w? | w*| w8 | w | W | wb
Abb. 1

Dann ist z. B. e; proportional der Fliche der ersten drei Segmente der rechts stehenden
geordneten Verteilung. Auf diese Weise erhalten wir leicht ey = 0, e, e, ..., €,.
Liegt dann s zwischen den ganzen Zahlen j und j + 1, so ist e, durch lineare Inter-
polation zwischen e; und e;,, bestimmt. In unserem Fall enthalten also die e; mit
i=1,2,..., 6 bereits alle in den e-Zahlen steckenden Informationen.

w
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"/
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4 s Abb.2
D —
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Somit sind die e, Flidchen proportional, die in Abb. 2 durch Schraffierung angedeutet
sind. Der Proportionalititsfaktor wird durch die Forderung bestimmt, daB die Gesamt-
fliche, die von der Verteilung eingenommen wird, gleich Eins sein muB.

Fall 2: Hier sei o=1{2,1,2,0.5051} und die o’ seien proportional
(1,3,05,2,2,3, 1.

Wir tragen nach oben w'/o* ab und markieren auf der s-Achse die Punkte o', o' + a?,
o' + 02 + 03, ..., so daB die erhaltenen Segmente bei geeigneter Wahl der Flichen-
einheit gleich den Wahrscheinlichkeiten !, 2, ®?, ... werden (Abb. 3).

—
w!
6 —
M
w
w7 w2 WHawdl w6 s Abb.3
&7 6762 67+62+63 ---

Nun permutieren wir die Flichen so, daB die Ordnungsannahme (1), (2) erfiillt ist.
Dann konnen wir die Zahlen e((w, o) ablesen. Ein Beispiel hierfiir ist die schraffiert
gezeichnete Flidche in Abb. 4.

s Abb.4
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3. Die Relation >

Sei ¢ ein gegebenes Referenzmal.
Wir betrachten zwei Wahrscheinlichkeitsverteilungen w und ¢. Wir schreiben

o> o (8)
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und sagen, w sei o-gemischter als p, wenn fiir alle s > 0
e, 0) < eyo, 0) ©)
ist. Anstelle von ,,0-gemischter als*“ kann man auch ,,0-chaotischer als* sagen.

Ist sowohl w > ¢ als auch p > w, so heiBen @ und g o-dquivalent, und wir schreiben
dann auch

w~op.

Die Gesamtheit der Beziehungen, die durch > in der Menge aller Zustinde (d. h. hier:
in der Menge aller Wahrscheinlichkeitsverteilungen des betrachteten Typs) entsteht,
wird auch als o-Ordnungsstruktur des Zustandsraumes bezeichnet. (Als Zustandsraum
bezeichnen wir immer den Raum aller gemischten Zustinde. Die reinen Zustinde bil-
den den extremen Rand des Zustandsraumes, der aus den d-artigen Wahrscheinlich-
keitsmafBen besteht.)

Wie leicht zu sehen ist, folgt aus

w3 > W3, Wy > 0
stets
03> 0. (10)
Wir zeigen nun den wichtigen
Satz 1
Sei mit einer stochastischen Matrix T
ot =3 T/ ¢ (11)
Jj
und
o' =Y Tlo' (12)
J
Dann gilt
w>o. (13)

Wir erinnern daran, daB3 T stochastisch heiflt, wenn
T;20 firalle i,j

und

YTi=1 firalle j

i

gilt. Schreiben wir abkiirzend
o = Tp, o=To

fiir (11) und (12), so konnen wir Sarz 1 auch wie folgt formulieren:

Fiir jede stochastische Matrix 7, fiir die 7o = o gilt, ist Tp > o fiir alle .

Satz 1 interpretieren wir so: Eine stochastische Matrix T bewirkt im allgemeinen eine
,.Dissipation®, eine ,,Strukturverminderung®, eine ,,Verwaschung® der Wahrschein-
lichkeitsverteilung. Das Ungleichungssystem (9) gibt einer solchen heuristischen Be-

217



trachtung einen genauen Sinn. Es zeigt, wie nach Abschnitt 2 auch geometrisch ables-

(23

bar, in welchem Sinne w ,,verwaschener, ,,undifferenzierter* als g ist, wenn w > ¢
gilt.

Nach Satz 1 gibt eine stochastische Abbildung AnlaB zu einer solchen Situation.

Satz 1 ist ein Spezialfall der folgenden Behauptung:

Satz 2
Fiir jedes s = 0 und jede stochastische Matrix T gilt die Ungleichung

ef(w, 0) = e(Tw, To). (14)

Wegen der Definition der o-Ordnungsstruktur erhalten wir die Behauptung des Satzes 1
aus (14) mit 7o = o.
| =] Beweis von Satz 2: Sei R die Menge aller Folgen

t:) t(To)y < s, 0 <1,
Dann ist e(7Tw, To) das Supremum iiber R; der Zahlen
D) =Y Twyt; =) t;To' =3 [,

J i,j i
wobei wir
i, =Y T

J

gesetzt haben. Nun ist aber
Y io' =Y t;Tie’ =3 t(To) <s.
Nach Definition (7) ist daher
efw,0) 2 Y L' = &@p).
Durchlduft nun unter Bildung des Supremums ¢ ganz R,, so erhalten wir Unglei-
chung (14). /=/
4. Zusammenhang mit der master equation

Die Erorterungen des vorangegangenen Abschnittes sind direkt auf Markoffsche
M-Gleichungen (master equations) anwendbar.

Sei

. (15)
dt

wobei L eine Matrix (linearer Operator) mit

Y Li=0 und

Li<0 und L};gO fir i#k

ist. Fir die Matrizen

M(t) = exp (tL) (16)
gilt
M©O) =1, M@ + 1) = M(t,) (M(¢2). (16a)

Dariiber hinaus aber ist M(¢) fiir alle t = 0 stochastisch.
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Satz 3
Sind fiirt = 0
t—w, = M(t)w,

t— 0, = M(t) oo (172)

Losungen der master equation (15) und sind w,, g, Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
so gilt
eoy,, 01,) < efw,, 0,,) fir £, 21, (17b)
und alle s = 0.

Dies folgt unmittelbar aus Satz 2, da M(¢, — t,) stochastisch ist und z. B.

(,()12 = M(tz e tl)wtl

gilt.

Nicht weniger einfach beweist man den nachstehenden Satz.

Satz 4
Ist Lo = O fiir ein Referenzmal o bzw., was dasselbe ist, M(t) o = o fiir t = 0, so
gilt fir jede Losung
t->w, 120, (18a)

die ganz im Zustandsraum verlduft,
o, > o, firalle t = t,. (18b)

Wir bemerken zu obiger Formulierung: Wenn w, fiir + = 0 eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung ist, so gilt dies auch fiir alle # > 0; denn wenn eine Losungskurve der master
equation den Zustandsraum zu einem Zeitpunkt beriihrt, so verlduft sie hiernach voll-
stindig im Zustandsraum.

Zum Beweis von Satz 4 benétigt man nur Satz 2 und die Tatsache, daB fir 7 = 0 jede
der Matrizen M(¢) an die Stelle der Matrix 7 in Satz 1 treten kann.

Diese Erorterungen legen nahe, Prozesse

t—>w, t=0. (19)

die jedem Zeitpunkt ¢ = 0 einen Zustand (d. h. eine diskrete Wahrscheinlichkeits-
verteilung) w, zuordnen, mit Hilfe der o-Ordnungsstruktur zu klassifizieren. Fiir das
Folgende muB (19) nicht notwendigerweise Losung einer master equation sein.

Wir nennen einen ProzeB (19) genau dann einen o-konkaven Prozef8, wenn er beziiglich
der o-Ordnungsstruktur gerichtet ist, d. h., wenn

o, > o, firalle =1, (20)

gilt.
Ein o-konkaver ProzeB ist daher dadurch gekennzeichnet, daB fiir alle s = 0 die
Funktionen

t > efw,, 0) (e2))
monoton fallen.
Aus unseren Erorterungen ist zu sehen, dafl alle im Zustandsraum verlaufenden

Losungen einer (Markoffschen) master equation, die ¢ zum Fixpunkt hat, s-konkave
Prozesse sind.
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5. Die H-Theoreme von Felderhof und van Kampen

Sei g = g(x) eine fiir x = 0 stetige und konkave Funktion mit g(0) = 0. Konkavitit
bedeutet, daB fiir alle x; = 0 und alle p; = 0 mit ) p; = 1 die Ungleichung

g(; p,-xi) = ) pig(x:)

besteht.
Das fiir die Physik sicherlich wichtigste Beispiel einer solchen Funktion ist
h(x) = —xIn x. Auch die Funktionen g = X mit 0 < r < lund g =—x" mit 1 < r

sind konkav und verschwinden fiir x = 0. Ubrigens ist g genau dann konkav, wenn die
zweite Ableitung (im distributionstheoretischen Sinn) nicht positiv ist: g”’ < 0.
Nun fiihren wir die Funktionale
G(w, 0) = Y. o'g(w]o’) (22)
ein, wobei g eine beliebige konkave, stetige und im Punkt x = 0 verschwindende Funk-
tion ist. @ muB nicht notwendigerweise normiert, ja nicht einmal normierbar sein. Wir
sagen, G existiere fiir gegebenes w und o, wenn die in (22) rechts stehende Reihe absolut
konvergiert oder bestimmt divergiert. Falls z. B. o' = 0 ist, wird
o'g(w'/o?) := inf Gg(w'/5)

>0

definiert.

Die Funktionale (22) wollen wir abkiirzend Felderhofsche Funktionale oder kurz
F-Funktionale nennen. Fiir (22) sagen wir auch, G sei das durch g bestimmte F-Funk-
tional.

Die Funktionale G haben mehrere wichtige Eigenschaften, die unabhingig von der
Wabhl der zu ihrer Definition benutzten konkaven Funktion g sind. Einen Teil dieser
Eigenschaften betrachten wir hier und einen anderen im nichsten Abschnitt.

Zunichst sieht man sofort, daf3

G(rw, ro) = rG(w, o) fir r >0 (23)
ist. Interessant aber ist
Satz 5

Sei M eine stochastische Matrix. Dann ist

G(Mo, Mo) = G(w, o) (24)

fiir jedes Felderhof-Funktional G.

(Die Existenz der in (24) auftretenden GroBen wird vorausgesetzt.)
Nun aber ergibt sich sofort

Satz 6

(Felderhof-van Kampensche H-Theoreme): Sei ¢#— w, eine Losung der master
equation ¢ = Lw, die ganz im Zustandsraum verlduft. Sei Lo = 0. Dann ist fiir
jedes F-Funktional
t - G(w,, o) (25)
monoton wachsend.
Fiir z; = ¢, ist ndmlich die in (16) eingefiihrte Matrix stochastisch und 14Bt ¢ invariant.
Wegen M(t; — t;) ,, = w,, folgt daher Satz 6 aus Satz 5. /=]

Wir miissen daher noch Satz 5 beweisen. Es wird sich zeigen, daB dieser Beweis noch
auf eine andere wichtige Eigenschaft der F-Funktionale fiithrt. Man findet nimlich
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Satz 7
Seien w, wy, w,, ... und 0, 6, 05, ... Verteilungen, fiir die

o=3Yw und o=)g (26)

gilt. (Genauer: Fiir jeden Index j ist

o =Y o und o =Y o}
und iiberdies gilt stets w! > 0, ¢/ > 0.) Dann ist
G((,O, G) g Z G(wh Gi)~ (27)

Wegen (23) ist diese Behauptung mit der simultanen Konkavitit der F-Funktionale
in beiden Argumenten dquivalent.

Wie bereits erwihnt, haben die Sitze 5 und 7 eine gemeinsame Wurzel, die im nach-
stehenden Lemma zutage tritt.

Lemma

Sind s; = 0, ¢; = 0 Zahlen, deren Summe konvergiert,

s:zsi, [:Z[l.’ (28a)
so gilt die Abschitzung
1g8(s/t) =z Z 1:8(s:/t;) (28b)

fiir jede fiir x > 0 konkave Funktion g = g(x).

| =] Beweis von Satz 5: Es ist fiir festes j
Moy =3 Mw',  (Mo) =Y M.
i i

Nach obigem Lemma ist daher, wenn wir s; = Mlw', ¢, = Mio* setzen,
(Mo) g(Mw) |[(Mo)’) 2 Y (Mlo') g(Mlw'| Mig")

2 Y Mio'g(w']o").
Dabher folgt
G(Mw, Mo) = Y Mls'g(w'/c").

ij

Wegen der Stochastizitdt von M ist > M{ =1, und somit ist Ungleichung (24) be-
wiesen. [=/ J
[=| Der Beweis von Satz 7 ist noch einfacher. Nach Definition ist
G(w, 0) = ) alg(w’/o’).

Nun ist aber fiir jedes feste j o’ = Y o/, o/ = > of, so daB wir auf jeden Term der

1
rechten Seite unser Lemma anwenden kénnen. Also
G(w, 0) = Z G{g(w{/af) = Z G(w;, 0y).

i,j i

Dies war zu beweisen. =/
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|=| Beweis des Lemmas: Wir zeigen
g(s/t) z ). (/1) g(sifty).

Offenbar ist die Summe der #;/t gleich Eins. Fiir beliebige x; = 0 folgt daher aus der
Konkavitit

g Q. tixift) = ) (1/t) g(x)).

Nun brauchen wir nur noch x; = s,/t; zu setzen. [=/

Nun sind wir an folgendem Resultat angelangt:

Ist t > w,, t = 0, eine im Zustandsraum verlaufende Losung der master equation, ist
ferner die Verteilung o eine stationdre Losung dieser master equation, so gilt:

1) t > w, ist ein o-konkaver ProzeB
IT) Es gelten die Felderhof-van Kampenschen H-Theoreme.

Sind diese beiden Aussagen dquivalent?
Dieses Problem stellt sich wie folgt dar:

Sei t —> w, irgendein Prozef. Zieht eine der beiden Aussagen

Do, > o, firallet, = t, 20
und
11) fiir alle Felderhofschen Funktionale wéiichst G(w,, 6) monoton

die andere nach sich?

Dieser Frage wollen wir uns nun zuwenden und vorher noch bemerken, daB es sich
bei den Felderhofschen Funktionalen und den Funktionalen efw, ¢) um recht ver-
schiedene Funktionalklassen handelt. Das sieht man, wenn man die Homogenitéts-
gleichung (23) mit den Beziehungen (r > 0)

e, ro) = e, (w, 0), e(rw, o) = refw, o). (29)

vergleicht.

6. Ordnungsstruktur und Felderhof-van Kampensche H-Theoreme

Wir wollen nun die am Ende des vergangenen Abschnittes aufgeworfene Frage bejahend
beantworten. Wir wollen also zeigen:

Satz 8
Genau dann ist
t— w,, t=0
ein o-konkaver ProzeB3, wenn fiir jedes F-Funktional G die Funktion
t - G(w,, 0), t=0
monoton wichst.

Hierbei ist es schon nicht mehr erforderlich, daB ¢t — w, einer master Gleichung geniigt.
Wir haben vielmehr folgende wichtige logische Verkettung:
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t - o, genligt einer master
equation mit Fixpunkt o.

Y \

w, genligt den Felderhof-van
Kampenschen H-Theoremen.

w, ist ein o-konkaver ProzeB. | <

Satz 8 ist Folge eines etwas allgemeineren Sachverhaltes.
Satz 9

Genau dann gilt

s

wenn fiir jedes Felderhofsche Funktional G

G(w, o) = G(p, 0)

gilt.

Satz 9 ist einfacher in seiner Struktur als Satz 8 und auch fiir diskrete Prozesse anwend-
bar. Aus ihm folgt Satz 8. Er bedingt folgende logische Verkettung:

Es gibt eine stochastische Matrix
M mit Mp = w und Mo = o.
l {

inl G(,9) = G0, o)
s < | fir alle Felderhof-

ef(w, 0) < ey(0, 0) Funktionale.

fir alle s = 0.

Der Beweis erfordert eine Reihe von Schritten, denen wir uns jetzt zuwenden.

Schritt 1: Wir filhren die Zahlen
é(w,0) = ) o' —so’ (30)

ein. Wir summieren also rechts iiber alle diejenigen Indizes j, fiir welche w’ = so’
gilt.

Ist w > o, so gilt

é(w, 0) < é,o, 0) firalle s=0. ‘ €1))

Zum Beweis driicken wir die é; durch die e, aus:

Ist 0 < t; < 1 eine beliebige Zahlenfolge, so ist

é(w,0) = Y (! — sa9) 1;. (32)
J

Denn ist 1 > ¢; fiir ein j mit o’ = so’, so ist der entsprechende Term links groBer als

rechts. Ist aber #; > O fiir ein j mit o’ < so’, so ergibt sich auf der rechten Seite ein
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negativer Beitrag. Hieraus sieht man die Giiltigkeit von (32). Andererseits entsteht in
(32) Gleichheit, wenn #; = 1 fiir ' = 5o’/ und t; = 0 sonst gesetzt wird.
Daher ist

é(w,0) =sup Y (0 —so)t;, 0= =1.
j
Setzen wir

Yolt;=r,
so entsteht hieraus
é(w, 6) = sup sup (Z w’t; — sr),
r J
wobei das zweite Supremum nur noch iiber die Folgen {#;} mit ) o’f; = r zu nehmen
ist. Das heil3t aber
é(w, o) = sup {e(w, o) — sr}. (33)
rz0
Aus dieser wichtigen Formel folgt die zu beweisende Behauptung; denn aus e (w, o)
< e,(p, 0) fiir alle r folgt wegen (33) das Ungleichungssystem (31).

Schritt 2: Das Funktional é ist bis auf das Vorzeichen ein spezielles F-Funktional.
Sei nimlich g, wie folgt definiert:

gx)=0 fir 0=x=sy,
(34)

gx)=(¢—x) fir x=s.
Sei G, das mit Hilfe von g, konstruierte Felderhofsche Funktional. Dann ist wegen (34)
Gs(wa 0') = _és(wa O-)- (35)

Somit folgt aus w > ¢ die Ungleichung G(w, 6) = G(g, 0), da wir jede fiir 0 = x stetige
und konkave Funktion g durch eine Linearkombination der g; mit positiven Koef-
fizienten und einer linearen Funktion beliebig genau approximieren konnen. Hierzu
kénnen wir Polygonziige benutzen, deren Eckpunkte auf der Kurve y = g(x) liegen.
Hierzu geben wir eine Folge reeller Zahlen

Xo=0<x, <x2< ...

vor, die bestimmt gegen Unendlich divergiert.
Fiir x; £ x < x;4, setzen wir

2 = g(x) + ———1— {g(x,,1) — &(x))} (36)

i+l T Xj
g ist eine konkave Funktion, fiir die g = g gilt. Wegen der Stetigkeit von g kdnnen
wir die Punkte x; so wéhlen, da mit vorgegebenem ¢; > 0
lg(x) — 8(X)| <¢; fir x; < x = x4 (37

gilt. Daher miissen wir die fraglichen Ungleichungen nur fiir Felderhofsche Funktionale
zeigen, die aus solchen Funktionen g gebildet werden.

Die Ableitung g ist offenbar stiickweise konstant, und sie springt an der Stelle x; um
den Wert

s {g(xj+1) — g(x;) g(x;) — g(xj—l)}
i = - Xj.

Xjp1 — Xj X, — Xjo1
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Die Konkavitit von g impliziert, daB 6, nicht-positiv ist:
61' é 0-

Betrachten wir nun die Reihe
&(x) = ) 10, gxs(x). (3%)

Diese Reihe konvergiert trivialerweise auf jedem endlichen Intervall gleichmiBig, da
gs fiur s < s verschwindet und die x; keinen Héaufungspunkt im Endlichen besitzen.
Nach Konstruktion haben g und § dieselben Sprungstellen, und daher ist -9
konstant. Also ist

g=g§g+ax + b. (39)

Setzen wir noch g(0) = 0 voraus, so ist b = 0.
Diese Konstruktion zeigt, daB aus

Gy, 0) 2 Gy(o, 0)

fur alle s die Ungleichung

G(w,0) 2 G(o, 0) (40)
fiir jedes F-Funktional folgt, wenn immer diese definiert und endlich sind.

Somit ist gezeigt, daB aus w > o stets (40) folgt.
Es verbleibt, die Umkehrung dieses Sachverhaltes zu beweisen. Dies geschieht nun.

Schritt 3: Es langt zu zeigen, daB3 aus dem Ungleichungssystem
é(w, 0) < éfo,0); s=0

das Ungleichungssystem

e(0,0) < e0,0); 520

folgt; denn nach (35) ist é, bis auf das Vorzeichen ein Felderhofsches Funktional. Dies
ist offensichtlich erreicht, wenn wir die zu (33) gehorende Umkehrformel

efw, o) = illg {é, (w, 0) + rs} 41)

beweisen kénnen.
Wegen (33) ist ey(w, o) jedenfalls nicht gréBer als die rechte Seite von (41). Daher ist
nur noch zu beweisen, daB ey(w, o) bei geeigneter Wahl von r durch Zahlen der Form

é, + rs approximiert werden kann. Dies zeigen wir als nichstes fiir spezielle Zustinde
und danach durch ein Stetigkeitsargument allgemein.

Sei N die Menge derjenigen Zustinde o, fiir die gilt:

a) Nur endlich viele der «’ sind von Null verschieden.
b) Die Zahlen w’/o” fiir Indizes j mit w’ % 0 sind alle voneinander verschieden.

Fiir ein solches w € N wihlen wir zunichst die Numerierung so, daf3

wl wz wn j . .
—1‘>-2>> > ol =0 fir J>n
(o2 o g

gilt und betrachten ein s mit 0 < s < 0! + ... + o™ (Fir groBere s ist ndmlich (41)
trivial mit » = 0 erfiillt.) Dann gibt es mit einem m, m < n, eine Darstellung

s =04+ ... + 0" 4+ Yo, 09 <1
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und nach (30) ist
wm+1
é(w,0) = + ... + @™t - r(e* + ... + o™t) fir r =

und daher

é+rs=o0+ ..+ o™+ domti.

O.m+1

Infolge unserer Ordnungsannahme und (3) ist die rechte Seite dieser Gleichung gleich
efw, o).

Damit ist (41) fiir alle w € N bewiesen.

Beziiglich der Metrik

lo — @) =Y o’ — & (42)

liegt N in der Menge aller Zustinde dicht. Um also die Approximation von e, durch
die é, + rs zu zeigen, muf} die Stetigkeit der Funktionen

o — efw,06) und o - é,(w,0)

beziiglich der Metrik (42) nachgewiesen werden. Dies aber folgt aus den Definitionen
dieser Funktionen durch Standardabschidtzungen, die von

ol = Zwi <

Gebrauch machen. [=/

7. Einige allgemeine Bemerkungen

Eine pre-Halbordnung in der Menge der durch Dichtematrizen darstellbaren Zustinde
wurde zuerst in [13-15] betrachtet. In [1-7, 16, 20, 21] wurde ihre mathematische
Theorie weiterentwickelt und die aus dem endlich-dimensionalen Fall heraus vermut-
baren Eigenschaften zu groBen Teilen fiir von Neumannsche Algebren bewiesen. In
[14, 15, 20-24] finden sich eine Reihe physikalischer Anwendungen und Beispiele.
Hierher gehort auch die Arbeit [8], die die Halbordnung mit der zeitlichen Entwick-
lung (irreversible Prozesse) in Verbindung zu bringen sucht, und die Zusammenfassung
dieser Problematik in [17]. Der Name ,,Ordnungsstruktur der Zustinde* (d. h. der
Zustandsgemische) wurde in [12] eingefiihrt.

Der klassische, besonders der diskrete Fall, wurde explizit in [10] dargestellt und
Anwendungen wurden in [9-11] gegeben.

In der Ordnungsstruktur der Zustdnde ist die Gleichverteilung ausgezeichnet. In [11]
wurde der interessante Versuch unternommen, eine beliebige Verteilung (,,Referenz-
verteilung®) an die Stelle der Gleichverteilung zu setzen. Hierzu wurden die Felderhof-
schen Funktionale benutzt [25] und der in Abschnitt 5 dargestellte Zusammenhang zur
Begriindung herangezogen, der auf Felderhof und van Kampen zuriickgeht.

Die in Abschnitt 1 eingefiihrten e-Zahlen sind Verallgemeinerungen (fiir den kommu-
tativen Fall) der Ky-Fan-Funktionale (Ky Fan 1951). Sie zeigen deutlicher als die
F-Funktionale, in welcher Weise der zeitliche Verlauf von Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen erfolgt, die zu einem o-konkaven ProzeB gehoren. Fiir diese Frage und den Zusam-
menhang mit der master equation siche auch [18, 19].

Die Verallgemeinerung des in dieser Arbeit Gesagten auf allgemeine MaBridume bereitet
keine besonderen Schwierigkeiten. Sei M ein MaBraum und )’ die Familie seiner mef3-
baren Mengen. Man definiert fiir ein nicht-atomares Mall ¢ und ein Wahrscheinlich-
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keitsmalBl w

efo, 0) = sup | do, 43)
N N

wobei N alle meBbaren Mengen durchlduft, die der Bedingung
fdo <5 (44)
N

genligen. Existiert weiter eine meBbare Funktion x mit

do = pdo, (45)
so schreiben wir fiir die zu g gehorende Felderhoffunktion

G, 0) = | g(p) do. (46)

Es lassen sich dann auch die in Abschnitt 6 getroffenen Feststellungen sinngemiB
treffen und beweisen.

Viel schwieriger und noch offen ist das Problem im nicht-kommutativen Fall. Ist nim-
lich o, das Referenzmall bzw. der Referenzzustand, nicht die Gleichverteilung (eine
Spur, ein Spurzustand), so treten Fragen der nicht-kommutativen Algebra auf: Wie
definiert man korrekt (im physikalischen Sinne) die Felderhofschen Funktionale? Was
ist die richtige Verallgemeinerung der e-Zahlen (43)? Der in [18, 19] gegebene Ansatz
ist zweifellos nicht der einzig mdogliche.
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Zusammenfassung

Wir betrachten Zustinde physikalischer Systeme, die sich durch diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilun-
gen beschreiben lassen. Auf der Menge dieser Zustinde fithren wir Ordnungsstrukturen ein und analy-
sieren sie. Alle Losungen einer gegebenen master equation sind gerichtet beziiglich einer gewissen
Ordnungsstruktur. Wir untersuchen den Zusammenhang zwischen diesem Verhalten und den sog.
H-Theoremen von Felderhof-van Kampen.
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