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Zusammenfassung

In den letzten Jahren, besonders aber 1973 wurden Vermutungen
iber Eigenschaften der Entropie bewiesen, die von grund-
sitzlichem Interesse sind. Ohne auf die zum Teil komplizietten
Beweise eingehen zu kénnen, werden diese neuen Entwicklungen
in Quantentheorie und -statistik beschrieben.
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itung: i .
Wir wollen zur Einleitung den klassischen diskreten Fell betrach-
ten. Die hier einzufiihrende Sprechweise fir Situationen, wie sie
such in der Wahrscheinlichkeits- und Informationstheorie auftreten,
sollen nur den {bergang zum nicht-kommutativen Fall, der in der
Quententheorie vorliegt, als eine Verallgemeinerung erkennen

lassen. Sie bringen, fir sich gesehen, natiiriich nichts Neues.

Ein (gemischter) "Zustand“eines klassischen Systems, das n
reine Zustlinde snnehmen kann, ist eine Wahrascheinlichkeitsvertei-
lung

-«
o ¢§={p;}, PiL2° £, %" a
Tritt der Fall ein, daB alle P; bis auf eines (welches dann
gleich 1 1ist) verschwinden, so sprechen wir von einem "reinen
Zustend”. Eine "Observable" @ ist eine Funktion auf den
Zzahlen 1 bis n . Ist Q@; der Wert der Observablen an der
Stelle i , 80 heiBt die Zahl

) f(ﬁ) z iz“ ap

wErwartungswert” der Observablen a im Zustend , .
Als "Entropie” eines Zustandes # bezeichnen wir die Zahl

o S(f) = -Zmbrp;

die nach (1) nie negativ werden kann. Sind 4 und ’ zwei
Zusténde, die durch die Wahrscheinlichkeitsverteilungen {r‘}
und {fz} gegeben sind und ist o0 ¢ | ¢ 14 , so ist durch
Fis G- p: * 1"' ein neuer Zustand gegeben, der mit (4-Y) {+93
bezeichnet wird und eine "Mischung” (z.B. im Sinne von Gibbse)

der Ausgenpszusténde ist. Weil dann immer

) SCca-nfegy) » S +95(y)
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gilt, sprechen wir von der Konkavitit der Entropie. Im Ubrigen

ist S({)-o genau dann, wenn f ein reiner Zustand ist.

Betrachten wir jetzt ein System mit - reinen Zusténden,

bzw. Zustlnde
(5) f . { hi‘ , STy Graam

und interpretieren wir diese Situation so, da8 wir sagen, das
System sei aus zwei Teilsystemen "zusammengesetzt", die die
Indizes Lvay..qm und 4§ =4¢--™  tragen. Wollen und
kdnnen wir nun das erste Teilsystem beobachten, so wihlen wir
Observeble @  mit der Eigenschaft G-‘j * Ay wieimmer
auch { und 1' gewiihlt seien. viese Observablen beachten den
zweiten Index nicht und 'sehen' nur das erste Teilsystem.
benn iet offenbar
g

{(ﬂ) L] % Pq a;‘- = ‘z.‘ﬂ.&' R‘.‘I
mit P‘I s 54 P‘i
Nun ist [p‘z] ein Zustand fI des ersten Teilsystems

(tear.emY  und {I bzw. { ’f} heiSt die "Reduktion" von §
auf das betrachtete Teilsystem. Ebenso definieren wir ,I .
Bemerkenswerterweise kann die Reduktion eines reinen Zustandes
durchsus einen gemischten Zustend ergeben! Man wird nun such
die Entropien der reduzierten Zustdinde betrachten, z.B. also
S(ftl"zl’az“* ‘;1 und nabh ihrer Reletion zu S(” fragen. Es

zeigt sich dann, das8

(€)) ,5({1) - s;.y S(,) - Lnm
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gilt, wobei ’. alle diejenigen Zustiéinde des Gesamtsystems
durchljuft, deren Reduktion mit f I Ubereinstimmt: ’I . #1‘
Weiterhin gilt die Subadditivitdtsbeziehung

) S() € S(£9) « ST,

die wiefolgt gedeutet werden kann: Die rechte Seite ist die
Entropie des Zustandes {',._1'_ P‘-_I] bei dem die beiden Teilsysteme
untereinander v81lig unkorrelliert sind, wdéhrend im allgemeinen
{ ein Zustand ist, indem die Teilsysteme nicht unabhéingig
voneinander betrachtet werden kdnnen ohne Bindungen zwischen
ihnen zu zerstdren.
Oben heben wir angenommen, de8 die beiden Teilsysteme fremd
zueinander sind. Der allgemeinere Fall fiihrt euf die '

starke Subadditivit#it der Entropie. Sei

(9 § - { Pq;}
ein Zustand eines Systems und seien analog zu
4 4 L] 23
w FelreZeads 1R Fradd
die Reduktionen von f auf die entsprechenden Untersysteme

susgeflihrt. Dann gilt tatsdchlich

a4) S+ S(f‘) £ S({“) + S(fu)

Um sich diese Ungleichung snalog zu (¥) zu veranschaulichen,
stellt men sich zun#chst das Gesamtsystem in drei fremde
Teilsysteme I,II,III zerlegt vor und betrachtet die Reduktion
auf die Teilsysteme I@II und II® IIT , die wiederum II
als ein gemeinsemes Teilsystem besitzen.

Die Gliltigkeit von (10) in der Quentenstatistik wurde zuerst

von Lanford und Robinson [4] siehe auch (2] vermutet und
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nach einer Reihe von Versuchen [3 =¢1 |, die zu Teiler-

folgen fihrten, von Lieb und Ruskai [#-9] bewiesen.

Definition und Eigenschaften der Entropie.

In der Quantentheorie tritt an die Stelle der Indizes <#+i-.ym
der n-dimenaionalg Hilbertraum ‘x., . Die Observablen sind die
hermitiachen Operatoren, die ¥, in sich abbilden. Es ist

, die
‘1.‘ in sich abbilden, zu betrachten. Sie bilden eine sog.

Jjedoch- zweckm#Big, gleich alle linearen Overatoren o

#_-Algebra (und zwar einen besonders elementaren Fall eines
solchen Gebildes) 4 , da (i) mit aae¢ud auch dAaecd
mit komplexer Zahl A , (ii) mit @,bed auch a+b ed
und o-bed sowie (iii) mit weud such a¥sud gilt ( ot
bezeichnet den zu @ hermitisch konjugierten Operator). Nach
Wahl eines beliebigen, aber festen Orthonormalsystems aus x“
kénnen wir u‘ auch als Gesamtheit aller «Z® -Matrizen -

mit der Ublichen Matrigenaddition und -multiplikation betrachten.

Im Folgenden sei v‘ eine beliebige Menge von linearen
Overatoren sus 'x“ bzw. von “Xa -Matrizen, die die Forderun-
gen (i),(ii) und (iti) erfiillt und daher eine "-Algebra ist.
Die "Observablen® sind die hermitischen Elemente sus d , fir
die definitionsgemti8 &x = a‘ gilt. Ein "Zustend" f ist
durch die Angsbe der "Erwartungswerte" f(a.) fiir alle & ed
bestimmt und erfiillt die Bedingungen: (A) f ist linear in &

a*
(B) {(a) 20 wenn zb b pit einem beud geschrieben

?

werden kamn (d.h. wenn O eine positiv semidefinite Matrix
ist) und (C) f ist normiert, d.h. f(l\- 1 fir des Eins-

element von (4 . Ist nur (A) und (B) aber nicht notwendig (C)
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erfillt, so heiBt { *positive Linearform iber \4 .
Es gibt Uber v‘ eine ausgezeichnete positive Linearform,

die "Spur von .,4 » heiB8t und deren Werte mit Sr“('-’ bezeich-
net werden. Besteht \A aus allen X% -Matrizen, 8o ist

St‘ ihre Ubliche Spur. Im ellgemeinen ist Sf“. die kleinste
positive Lineerform, deren Werte fir alle Projektoren 1 e, .‘
aue J nstiirliche Zahlen sind. m= ‘f“lt) heiBt die
wDimension von «d * und wird mit dies J4 Dbezeichnet.

Ist { eine beliebige positive Linearform Uber .4 , 80

gibt ee zenau ein Element gcJ mit

(42) ‘f(a) = Sfd (ag)

und § heiBt "Dichtematrix" oder auch “Dichteoperator® von f
(Ist { ein 7uetand, so ist die Spur von § gleich 1 .)

Diese etwas komplizierte Definition der Dichtematrix ist
besond ers dsnn n8tig, wenn wir nicht alle hermitischen Matrizen
sls Observable - und demit in .A liegend - ansehen diirfen,

da in solchen Féllen das obige Verfahren eine eindeutige
Dichtematrix liefert, die allen physikalischen Forderunsen
gerecht wird. Ist ibrigens .4 kommutativ, so kdnnen alle ihre
Flementé simultan diagonalisiert werden und wir kommen genau
auf den in der Einleitung besprochenen Fall zuriick, wobei die

spur, wie (2) anzeigt, Summieruns der Diagonalelemente ist.
Wir definieren nun mit (1Q) die "Entropie eines Zustandes®

“» S Sr“‘(?ks)

was mSglich ist, da § positiv-semidefinit ist.

Ihre einfachsten Eigenschaften sind:

RTINS S(4) 3o
o) S(re-fevy)> (4-1)3“)"15‘1‘1 ve941
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1ae) S(CEey) < S(4)+ AY¢E))
Ged S ¢) . A-S(f) - 0242 , A30

Ist f ein Zustand (Normierung ist notwendig!), so ist S({)"’
genau dann, wenn er ein reiner Zustand unseres Systems ist, Fir
den Fall der Algebra aller Operatoren iber X bedeutet dies,
da8 f(u)- <Xy x> mit einem gewissen normierten Vektor »
aus x ist. Allgemeiner ist { ein reiner Zustand gensu dann,
wenn aue einer Zerlegung 2{- f.. *f‘ in zwei Zusténde f;
mit Notwendigkeit f‘-{,.-{ folgt. (Die reinen Zusténde sind
somit die extremalen Elemente der konvexen Menge aller Zusténde.)
sind §, §; 7usténde und gilt [1eJ

{15 @) {- =z P‘Sfi mit Pi20 und Zjo; =4

mit reinen Zust#nden {; s, 80 folgt

(458 S(f) = -Zp;Lp;

und fir gewisse Zerlegungen (15a), den Spektralzerlegungen

von f , tritt Gleichheit ein. Auf diese Weise MBt sich die
Entropie eines Zustendes als ein Infimum cherakterisieren. Da,
wie oben beschrieben, die reinen Zuet#nde in der Menge aller
Zustfnde geometrisch ausgezeichnet sind, ist der Wert S ({)
nur durch die Lage von f in der Menge aller Zustdnde bestimmt.
Eine ganz andere Kennzeichnung der Entropie als Infimum gibt
iibrigens die weiter unten noch angefiihrte Kleinsche Ungleichung
(22).

Jetz fihren wir noch den Reduktionsproze8 auf Teileysteme durch.
Wie im ersten Abschnitt wird ein "Teilsystem® durch seine
Observablen u‘. charakterisiert, die ebenfalls eine *—Algebre
bilden (Forderungen (i) bis (iii)) . Streng genommen sind

natlirlieh nur die hermitischen Elemente von ‘,4. Observable.
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Ein Teilsystem werde also durch eine *—Algebra gekenn-
zeichnet, die in \.A enthelten ist: .A. (9 ‘.4
Ist { ein positives Funktional iiber 4 , so definiert
o> {(;\.ng. y also die Einschr#nkung von f auf u(.
ein positives Funktional {iber Jo , das mit ) be-
zeichnet wird. Eine Normierung (C) bleibt dabei ge.nau dann
erhalten, wenn das Einselement von J auch in J. liegt.
Ist SPJ. die Spur von \,4. y B0 gibt es eine Dichte-

matrix ¢, in ;‘. mit

(46) {‘4 () = Sfd.(go a)

Die Beschrinkung f.‘. von ( auf vd. heiBt auch "Reduk-
tion" von { auf \4. und 8, ist die "reduzierte
Dichtematrix™. Man beachte, dag im allgemeinen sowohl R %,
als auch Sh‘ - Srq. ist. Ist beispielsweise =N, @,
und u4 die Menge aller Operatoren von x , v‘1 die
Nenge aller Operatoren der Gestalt & @@, , € = Identitit
von xt , 80 filhrt die Reduktion genau auf die tiblicher-
weise als reduzierte Dichtematrix bezeichnete Matrix.

Um Verwechslungen zu vermeicden ist es zweckm#éBig, die Menge
aller Zust#nde, die zu einer Observablenaslgebra gehdren, zu

bezeichnen. vies geschehe durch die Festlegung

43 Z = Menge aller Zusténde iiber v4

4
Ist 8lso z.B. 3. € Z«.l. , f( ZJ , 80 bedeutet L:,.
das % die Reduktion von { auf das durch «q, charak-

terisierte Teilsystem ist. Anslog zu (7) gilu nun fir die
Entropie folgender Satz. Sei UJ.;.J und enthalte of,
das Einselement von J , dann gibt es ein Element !.GJ.

des mit allen Elementen von \,4. kommutieri, so da8 fir
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alle 4‘ Z.J gilt
1 > SH{) + fa
an S 2S@ fey 4 -{,
Weiter existiert zu gegebenem fo gensau ein {f 2‘4 mit
{4.: {; , fUr welches in (18) Gleichheit eintritt.
Sind die mit allen Elementen von J. vertauschbaren Elemente
von v4. lediglich die Vielfachen der Identitét, so heiBt ;/40

ein "Faktor" . Fir Faktoren gilt in (18)
{2y = fco- [ b dimu, - Ll i A |
Die Beweise fir alles Obige findet man u.a. in (€], [+].

Die Subedditivitdt der Entropie.

Die Kenntnie der bisherigen Sachverhalte reicht nicht, um
zur starken Subadditivitéit der Entropie zu gelangen. Hier
setzt des Werk von E.Lieb [42] ein, der bewies, daB fir jedes
hermitische Be\A die fir alle positiven Elemente @& ed

definierte rumktion

(19) F(a) - Sr“ “‘P { b +Aa}
konkev:in @& 1ist, d.h.
(0)  F( i) > £ Fla)+ 3 Fla)

gilt. Ist b nicht mit o vertauschbar, so ilberzeugt man sich
ieicht, dasB F ein recht kompliziertes nicht-lineares
“ebilde ist, dem man nur sehr schwer beikommt. Ist d>o ,

e0 gilt sogar, wie Epetein (#4Jzeigen konnte, die noch schiéirfere

Behauptung, da8

b8
(24) Fs (o) = Srd [clo;‘]’ . 0<S=1

konkev in or ist.
Liet und Ruskai konnten dann mit Hilfe der Konkavit#t von (19)

und mehrfacher geschickter anwendung der Kleinechen Ungleichung
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Q) S(f) P Srv‘ {g’_g—glqg'; okl 2’50

( / ist der Dichteoperator zu ( in 4§ ) zeigen, das

(23) F - S(‘) = S({d,)

eine konkave Funktion von f ist, wenn {4, ein Faktor ist,
der die Identit#t von .»4 enthéilt.

Bei der Beschreibung der starken Subadditivit#t, die mit einer
Verallpemeinerung der Golden-Thomsonschen Ungleichung (87 (
oder mittels der ¥onkavitit von (18) [€J bewiesen werden
kann, gehen wir von dem Fall aus, da8 v4 die Gesamtheit
aller linearen Operstoren {iber einem Hilbertraum '){ ist
und eine Zerlegung von x in ein direktes Produkt dreier

Faktoren gegeben ist:
) X - XA O

Dann kennzeichnen die Hilbertr#ume X‘ox‘,)f‘cx, und X‘
auf natlirliche Weise Untersysteme, denen wir die Algebren
A, Ass, d, zuordnen. z.B. ist M., diejenige Unter-
algebra von J , deren Elemente die- Gestalt

z Ca ®x,. ® e,
haben. pebei sind or;, bzw. Oty lineare Abbildungen von
R, in A, bew. von ¥, in ¥, una e; ist die
identische Abbildung von Ny euf sich. Ist f€Z4 beliebig

80 haben wir bei dieser Lage der Unteralgebren stets

QGs) ({4“)“‘ * ({Ju)d; = {'41.

Man kann also bei der Berechnung des auf .,4‘ reduzierten
Zustendes auch erst nach .,44‘ und dann erst auf J‘

reduzieren, ohne das Ergebnis durch diesen Umweg zu ver#ndern.
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Weiter haben wir noch die Beziehung

(2¢) Vd«.’\ ./da.s - Ja.

und man kann sagen, daB (25) und (26) Aussagen iiber die
gegenseitige Lage der Teilsysteme sind.
Nach diesen Vorbereitungen kdnnen wir die von Lieb und Ruskai

bewiesene, fir alle 46 2.4 geltende Ungleichung angeben:

(13 S((\*’ S(‘f.,(‘) £ S({J“\ * S({Ju)

ie genannten Autoren bewiesen ebenfslls die Abschitzung

(2% S({“‘) t S({.{') £ S((Jﬂ) + S({"IJ)

zu der, um eine gewisse Vollsténdigkeit zu erreichen, die

schon etwes frilher abgeleitete Ungleichung U[S7

Lz?\ S({Jﬂ) > l S({,‘)- S({“)'
hinzugefiigt werden sollte.

Flir die Beweice miissen wir leider auf die angegebene Litera-
tur verweisen. In [ 9] findet man schlieB8lich noch eine
Diskussion Uber Entropieungleichungen, die verschiedentlich
vermutet wurden, aber nicht gelten. Hier fincet men auch
Hinweise zum kontinuierlichen Fall, der einige Besonder-

heiten aufweist.

Die schiefe Entropie.

:i § ein Zustend dber { mit Dichteoperator 8 . Bei
der Messung der Observablen = a‘ €d des sich inm
Zustand { befindlichen Systeme kommt es zu einem fir die
Quantentheorie charakteristischen Informationsverlust, der
von der sogenannten Reduktion der Wellenfunktionen (der

reinen Zustinde) beim MeBprozess herrilhrt. Dieser Informations-
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verlust tritt nur dann ein, wenn a Q Q& ist. Er fiihrt,

e . . * , .
wenn a=z T A4 Y5 mit =94 = q"' und paarweise verschie-

denem A-' sowie @ = X q‘ Jilt (dies ist eine Spektral-

zerlegung von A ) , zu der neuen Dichtemetrix
A
(30) g = Z «. .
'It 9y
Wigner und Yanase [15] filhrten nun ein Ma8 fiir die
Nicht-Kommutativitéit von @ und a ein, des in @ und
somit auch in f konkew ist und gensu dann zu Null wird,

wenn @ mit @ vertauscht. Sie nannten es "schiefe Entropie"”

und defimierten
4
.2
T S(fia) = & %, [e1

felle Q die Dichtematrix des Zustendes {§ ist. S(de)
ist, wie schon gesagt, in ( konkav. Letzteres folgt
dbrigens sofort aus dem schon Wigner und Yanase bekannten
Spezialfall der Konkavitiit von (21) fir S+ %

Es ist bis jetzt noch nicht klar, wie 'natiirlich' die Wahl
der Funktion (31) fir die genannten Zwekke ist. So schlug

Dyson [4¢] die Verallgemeinerung
4 Pq. 1-p
GV S', ({a) = 2 Sl’d[“" 2fes™1

mit o < p<A vor. Da8 diese Funktion tetsschlich die
gewiinschte Konkavit#t in { bzw. in € besitzt, konnte
erst kiirzlich positiv entschieden werden. Lieb [#a] , der
den 7usammenhang dieses Problems mit Konkavit#tseigenschaften
von Funktionen vom Typ (19) erkannte, bewies sogar die

Konkavit#t von

$3)) A B SI’,‘ {[“ISFJ' Cof 3™ }
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fir beliebige Elemente o ¢ .,4. .
Die Frage nach Eirenschaften der schiefen Entropie, die
der Subadditivitdt der Entropie entsprechen, muB gegen-
wirtieg noch als offen angesehen werden. Welche Bedeutung
dem Begriff der schiefen Entropie zukommt (oder nicht

zukommt), kann wohl noch nicht eingeschéitzt werden.

Wie semischt ist ein Zustend?

Zehren wir zunfichst zu dem gerade beriihrten MeSprozes
zuriick, bei dem ein Zustand f durch den Proze8 der
Messung in einen anderen Zustand i ibergeht.

Ein wenig allgemeiner kann man Zuordnungen vom Typ I a{‘
bzw. ¢ e , den (30) beschreibt, wiefolgt ansetzen.

Seien b; Elemente aus \A , fur die gilt
% %
O%a) )2 5‘ 51 - Z Bi b“ = €
Ist dann { € Zd , 80 definieren wir
a *
b.
(3¢b) e = f:.' fCbj aby)
Sind die b; die Projektoren einer Spektralzerlegung
A
einer Observablen, so beschreibt { > f die Auswirkung
dsy Messung @heser Observeblen auf den Zustend, indem sich
das System vor der Messung befand. Es ist natiirlich stets
'y
5({)35(” und des Gleichheitszeichen tritt nur ein, wenn
{- £ ist. Es gilt aber noch mehr: Ist Y irgendeine
Funktion suf Z ¢ fOr die gilt

Y(£) = ¥(¢“)£or a11e unitéren we A4
{ > Y (‘) ist konkav
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8o folgt stets

a0 Y () > vf)

Dabei bezeichnet {“ den durch #.‘(a)s f(u"au) definierten
Zustand.

Auf dieser Erscheinung sufbsuend, nennen wir einen Zustand }
"gemischter” oder such "chaotischer"” als einen anderen

Zustand , und schreiben daflir

RE%) s+~ {
genau dann, wenn die Ungleichung Y(,); Y({) fir jede
unitér-invariante konkeve Funktion auf dem Zustandsreum
gilt. [112
Da die Entropie ein Beispiel einer solchen Funkt ion istb,
erfordert die Gliltigkeit von (37) viel mehr als die Entropnie-
ungleichung S(,)»S(f) , da es eine Vielzahl unit#r-
ir{varianter konkaver Funktionen auf 2‘4 gibt, die sich
wesentlich von S unterscheiden.
Wir geben noch zwei Kriterien fiir das Bestehen von (37) an.
Genau dann ist ? gemischter als der Zustend f , wenn
fir alle Projektoren X aus \4 gilt
(&3 3 swp 3((4."7:‘1.4.) £ Sup f(u"x w)

w w

wobei w alle unitéren Elemente aus A durcnisurt.
Notwendi g und hinreichend fir (37) ist ferner die Existenz
von unitéiren Elementen u‘ ¢4 und positiven Zeh len P’-

mit Z p; =1 derart, daB
"

(§3)) ’ - Z P f -

gilt.
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Wir bemerken noch, deB die Relation "gemischter als® eine
Halbordnung der Zust#inde, genauer der Klassen unitér-#quiva-
lenter Zustinde, induziert und beschlieBen unseren Exkurs
in die Geometrie des Zustandsraumes Zd mit einem weiteren
Beispiel.

Ist der Zustand ‘{7- durch den Dichteoperator
-
(Yoe) 8, = 27" exp {-PH+Z§5"'3-§ , T3 =1

& ben,so gilt
T. o

und auch fir O3 T 3T, falle negative Temperaturzustinde
existieren. Fiir andere Beispiele und weitere Kriterien

verweisen wir auf die Literatur [, [+, [+3 =191, La%l.
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