Endlich-dimensionale Dichtematrizen 11

Von A. UHLMANN, Leipzig

Vorbemerkungen

Im folgenden werden wir uns auf den ersten Teil dieser Arbeit [39] beziehen, in dem
auch die Literaturzitate [1] bis [21] zu finden sind. Die Numerierung der Sitze und
Definitionen schlieB3t sich fortlaufend an den Teil I an. Nur einige wichtige Begriffe
und Sitze seien kurz wiederholt:

Uber einem endlich-dimensionalen Hilbert-Raum betrachten wir die ,,Zustandsraum®
genannte Gesamtheit £ aller Dichtematrizen

Q={p:0>0,Tr.o=1}.

Er ist eine konvexe Menge im linearen Raum aller hermitischen Matrizen. In £ fiithren
wir gewisse Halbordnungen ein, die auf die Menge aller Matrizen ausdehnbar sind.
Sei G eine kompakte Gruppe unitdrer Matrizen. Wir nennen die Matrix 4 ,,G-gemisch-
ter als B und schreiben

A B
genau dann, wenn A eine konvexe Linearkombination
4= Zl’jUj_ 'BU;,

mit U; e G ist (Definition 3.4.). Die Relation ,,G-gemischter als“ ist eine Halbordnung
der Aquivalenzklassen

{U-1BU, Ue G}
(Satz 3.7.). Die Menge
{A4:AB und UA=AU alle UeG)

besteht nur aus einem Element, das B¢ genannt wird (Satz 3.8.) und das mit dem in-
varianten Wahrscheinlichkeitsmall dgU von G auch

B¢ = [U-1BU dg U
G

geschrieben werden kann (Formel 3.50.).
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Ist G die Menge aller unitiren Matrizen, so schreiben wir einfach > fiir ¥ und sagen
»gemischter® (,,chaotischer®) anstelle von ,,G-gemischter®.
Sei fiir hermitisches A4

en(A) = Summe der m groBten Eigenwerte von 4,

dann gilt der Sarz 3.2., den wir wie folgt formulieren:
Seien A und B zwei hermitische Matrizen. Genau dann ist

A > B,

wenn

Tr. A = Tr. B

und

er(4) < ef(B) alle m

gilt.
Diese notwendige und hinreichende Bedingung ist mit der Existenz einer bistochasti-
schen Matrix #;; 4quivalent, die die Eigenwerte {;} von B wie folgt in die Eigenwerte
{a;} von A transformiert:

aj = zl: tjibi'

Aus dem Beweis von Satz 3.2. aus [39] ist zu sehen:
Gilt A > B mit hermitischem B, so gibt es unitire Matrizen U und U; derart, daf3

U-14U = Y p,U7'BU;, p, =0,
gilt, mit
[Uj—lBUj, U:IBUL] = O, alle l..,j.

4. Konvexe und konkave Funktionale

Konvexe bzw. konkave Funktionale sind ein anderes Mittel, die Gemischtheit von Zu-
stinden zu bewerten. Wie gezeigt wird, ist die Betrachtung bestimmter Klassen dieser
Funktionale eng mit den Halbordnungen vom Typ >¥ verbunden. Zur betrachteten
Klasse von Funktionalen geh6ren aber auch solche ZustandsgroBen wie die Entropie
und der Logarithmus der Zustandssumme.

Im Abschnitt 4.1. wird der Begriff konvex bzw. konkav in elementarer Weise eingefiihrt.
Danach werden im Abschnitt 4.2. die in der statistischen Physik hdufig auftretenden
Funktionale der Gestalt Tr. f(4) und ihre Verallgemeinerung behandelt. Diese Funk-
tionen sind sdmtlich unitdr invariant, d.h., sie hingen nur von den Eigenwerten von 4
ab. Mit den in der Vorbemerkung zitierten Sitzen aus [39] kénnen alle unitir invarian-
ten konvexen Funktionale durch Zuriickfiihrung auf den kommutativen Fall an-
gegeben werden (Abschnitt 4.3.). SchlieBlich werden im letzten Abschnitt die Bezie-
hungen zum Begriff ,,G-gemischter hergestellt. Leider kann die hierzu gehoérende
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Klasse der G-invarianten konvexen Funktionale noch nicht auf einen dhnlich einfachen
Fall zuriickgefiihrt werden. Hier gibt es daher noch viele offene Fragen (z.B. solche,
die mit Verallgemeinerungen der ,,schiefen Information® von Wigner und Yanase [42]
zusammenhéngen).

4.1. Konkave und konvexe Funktionale

Einfithrungen in das Gebiet der konvexen Funktionale geben [1, 18, 35]. Eigenschaften
der in Abschnitt 4.3. behandelten Funktionalen mit z. T. anderen Beweisen finden sich
in [13, 18, 19].

In einem reellen linearen Raum sei eine konvexe Menge & gegeben. f(x), x € & sei ein
auf & definiertes reellwertiges Funktional.

Definition 4.1.
Ein auf einer konvexen Menge & erklirtes reellwertiges Funktional

fix—>f(x), xe®, 4.1

heillt konvex, wenn fiir beliebige Elemente x,, ..., x,, aus & und beliebige konvexe

Linearkombination

x =Y pix;, konvexe Summe, 4.2)
i=1

stets

S < Y pif(x) @.3)

gilt. f heiBt konkav, wenn aus (4.2) stets

f(x) = —Zi pif (x1) 4.4

folgt.

Ein konvexes (konkaves) Funktional f heiit streng konkav (streng konvex), wenn
das Gleichheitszeichen in (4.3) bzw. (4.4) nur eintritt, falls gilt

x;=x alle j mit p;# 0. 4.5)

Bemerkung 1: Fiir ein konvexes Funktional ist der ,,Wert“ + oo und fiir ein konkaves
Funktional ist der ,,Wert“ —oo zugelassen. Streng konvexe (konkave) Funktionale
werden stets als endlich vorausgesetzt.

Bemerkung 2: Ist f konvex, so —f konkav. Ist f konkav, so —f konvex. Aus diesem
Grunde langt es, sich entweder auf konvexe oder auf konkave Funktionen zu beschrin-
ken. Von beiden Moglichkeiten wird gelegentlich Gebrauch gemacht.

Bemerkung 3: Ein konkaves (konvexes) Funktional bewertet eine Mischung von Ele-
menten hoher (niedriger) als die mit den entsprechenden Gewichten gemittelten Funk-
tionswerte dieser Elemente. Ein konkaves Funktional ist daher ein relatives Ma@ fiir
den Grad der Gemischtheit.
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Fiir zwei konkave Funktionale f; und f, gibt es im allgemeinen Elementpaare x, y so,

daB sowohl f7(x) > f,(x) als auch f,()) < fo(») gilt.
Dabher bietet jedes konkave Funktional f nur eine relative, d.h., von f abhdngende Be-

urteilung der Mischungsverhiltnisse.
Sind f, ..., f» konvexe (konkave) Funktionale, so ist

0C1f1+"'+06mfm, 0‘«120

stets auch konvex (konkav). Weiter gilt

Lemma 4.1.
Sei § eine Menge konvexer Funktionale. Dann sind
f(x) = sup fu(x), fa€D, (4.6)
und
fx) = Tm fu(x), fie5, (4.7)

ebenfalls konvex.
Ist & eine Menge konkaver Funktionale, so sind

inf f(x), lim f(x); fi €3, (4.8)
ebenfalls konkav.

Die nicht sehr komplizierten Beweise kdnnen in [35] nachgelesen werden. Ist ein Funk-
tional auf einer konvexen Menge konkav oder konvex, so auch auf jeder in ihr ent-
haltenen konvexen Teilmenge.

Sei weiter /(x) ein lineares Funktional, fiir das

o <lx)<p alle xe8&

gilt. Ist dann die auf dem Intervall [«, 5] der Zahlengeraden erklirte Funktion r(s)
konkav bzw. konvex, so ist

r (((x))

auf & konkav bzw. konvex.

Diesen einfachen Zusammenhang werden wir im nédchsten Abschnitt benutzen, um
konvexe Funktionale zu konstruieren, die auf konvexen Mengen hermitischer Matrizen
(und insbesondere auf dem Zustandsraum) erkldrt sind.

Wie im Abschnitt 5. etwas ausfiithrlicher erldutert wird, ist eine Funktion in einem Inter-
vall genau dann konvex, wenn ihre zweite Ableitung niemals negativ wird. Dieses
Kriterium liefert uns rasch Beispiele konvexer Funktionen auf Intervallen der Zahlen-
geraden.

Beispiele konvexer Funktionen:

Intervall Funktion
0<s<oo sF k<0
sf 1<k
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—-s50<k<g1
—Ins
slns

—0 <5< 4o exp (as)

4.2. Konvexe Funktionale vom Typ Tr. r(A)

Die im folgenden betrachteten Funktionale sind natiirlicherweise auf einer groBeren,
die Menge der Dichtematrizen umfassenden Menge hermitischer Matrizen definiert
und dort konkav bzw. konvex.

Lemma 4.2.
Seien o« < f reelle Zahlen. Die Menge

[, Bln

aller hermitischen n x n-Matrizen, deren Eigenwerte im Iatervall [«, f] liegen, ist
konvex.
Denn nach Definition ist

[x,p)l, = {H = H*:xE < H < fE}, (4.9
und daher ist fiir alle Vektoren &

x(§,8) < (& HY)<PEEH (4.10)
und [, B8], ist der Durchschnitt der konvexen Mengen

{H=H*«< (& HE)<B,E8 =1}

Das beweist die Behauptung. | =]

Definition 4.2.
Sei A hermitisch und seien

Mzhyz 2 (4.11)
samtliche Eigenwerte von 4. Wir setzen

er(A) = A, + A, + 0 + A, (4.12)
en(A) =2y + Apey + 0+ Apomys- (4.13)

Es gilt daher
er(A) + e (A) =Tr. 4, el(—A4) = —e, (A). 4.14)
Insbesondere ist das im Satz 3.2. (siche Vorbemerkung) auftretende Ungleichungs-
system
ef(A) < ef(B) alle m (4.152)
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mit

e,(4) 2 e,(B), 1<m<n (4.15b)

gleichbedeutend.

Nun erinnern wir uns noch der Definition von r(4), wenn 4 hermitisch und r eine

Funktion der reellen Verdnderlichen g ist.

Definition 4.3.
Ist 4 € [«, B], und ist r(s) eine auf dem Intervall [«, §] erkldrte Funktion, so ist

r4) =) r(d) =, (4.16)
falls
A=Y da, 4.17)

eine Spektralzerlegung von A ist.

Lemma 4.3.
Sei 4 € [«, B], und #(s) auf [«, §] definiert. Fiir jeden Vektor & mit
&H=1 (4.18a)
gilt
(& r(A) &) < r((& A&) falls r konkav, (4.18b)
(&, r(4) &) = r (&, A%)) falls r konvex (4.18¢)

ist. Ist » streng konkav oder konvex, so gilt in der entsprechenden Ungleichung
(4.18b) bzw. (4.18¢) das Gleichheitszeichen genau dann, wenn & ein Eigenvektor von

A ist.
Beweis: Sei r konkav und sei
&= Z“igi mit AE; = Z’ifia (fi: 51) = 1.

Wegen (4.182a) gilt ) [«,]* = 1.
Es ist

¢ r4)é) = Z r(A;) lo|?
r((& A8) = r QA lo]?).

Da r konkav ist, gilt (4.18b). Sei nun r streng konkav und gelte in (4.18b) das Gleich-

heitszeichen. Wir kdnnen «,; # 0 voraussetzen. Istdann «; # 0,so0 mul (&, 48) = A,

= A; und daher & eine Linearkombination von Vektoren sein, die simtlich Eigenvek-
toren von A mit Eigenwert 4; sind. Daher ist 4& = 1,£. Die Umkehrung ist trivial.

Der Ubergang r — —r ergibt den Beweis fiir konvexe Funktionen (siehe auch [40]). | =|
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Mit Hilfe des eben bewiesenen Lemmas kommen wir nun zur Bestitigung des folgen-
den Sachverhaltes:

Satz 4.1.
Sei r(s) eine im Intervall [«, 8] erkldrte konvexe Funktion. Das Funktional

er-: (I’(&)), A € [0" ﬁ]n (4193)

ist auf [«, §], konvex.
Ist r(s) konkav, so ist das Funktional

e, (r(4)) (4.19b)

konkav.

Beweis: Wegen (4.14) konnen wir uns auf konvexes r(s) beschrinken. Dann ist fiir
(&, &) = 1 das Funktional r((§, 4%)) konvex (siche Bemerkung am Ende des Ab-
schnittes 4.1.). Folglich ist nach Lemma 4.1.

f(4) = sup .Zl r (&5, 4&)) (4.20a)
i=
konvex, wobei das Supermum iiber alle Orthogonalsysteme &, ..., &, der ,,Linge* m

lauft. Wegen Lemma 4.4. ist
f(d) < sup 3. (&, r(4) £, (4.20b)
I=

wobei das Supermum wiederum alle Orthogonalsysteme der Lange m durchlduft. Nach
dem Satz von Ky Fan (Lemma 3.4.) ist dieses Supermum aber gleich der Summe der m
groBten Eigenwerte von r(A). Setzt man aber in (4.20) ein Orthonormalsystem ein, das
aus den Eigenvektoren von A4 der m groBten Eigenwerte von r(A) besteht, so sicht man,
daB auch

J(4) = e, (r(4))

gelten muB. Also ist (4.19) ein konkaves Funktional. | =}
Der Beweis von Satz 4.1., insbesondere Formel (4.202a), zeigt noch folgendes:

Satz 4.2.
Ist r(s) im Intervall [x, f] konvex und ist

519 cecs Em mlt (§i9 Ek) = 5ik (42[3)

ein beliebiges Orthonormalsystem der Linge m, so gilt fiir 4 € [«, ],

n

e Y o) mit o = AE). @21b)

Das Gleichheitszeichen tritt fiir streng konvexes r dann und nur dann ein, wenn
&y, ..., &, Eigenvektoren von 4 zu den m groBten Eigenwerten von r(4) sind.
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Sei ndmlich r(x;) = r(oz) =+ = r(on). Es ist r(sy) < (&, r(4) §;), wenn nicht &;
Eigenvektor von A ist. Steht also das Gleichheitszeichen, so miissen die (&;, r(4) &;)
die m groBten Eigenwerte von r(A4) sein.

Fiir m = n erhalten wir aus den Sitzen 4.1. und 4.2. einige allgemein bekannte Spezial-
félle.

Satz von J. von Neumann
Ist r(s) in [«, 8] konkav, so ist auch das auf [«, ], erklarte Funktional

Tr. r(A) (4.22)

konkav.
J. von Neumann zeigte ferner, dall (4.22) streng konkav ist fiir streng konkaves r(s).
Diese Tatsache ist ein Spezialfall des noch zu beweisenden Satzes 4.3.

Ungleichung von Peierls
Fiir auf [«, f] konvexes r(s) gilt fiir ein beliebiges vollstindiges Orthogonalsystem

&b

Tr. r(4) = Zn: r ((&;, A&)) (4.23a)

i=1

und fiir streng konkaves r tritt Gleichheit in (4.23) nur fiir vollstindige Systeme von
Eigenvektoren von A4 ein. '

Hieraus folgt die Ungleichung von Peierls im engeren Sinne:

Da exp s konvex auf der gesamten Zahlengeraden ist, gilt fiir beliebiges hermitisches A

Tr. et = ._il exp {(&;, A£;)}. (4.23b)

Die Summe der m griften Eigenwerte
Da die Funktion r(s) = s linear und daher auf der ganzen Zahlengeraden trivialer-
weise konvex ist, ist

ef(4), 1 <m<n konvexfiiralle A = A*

Da auBerdem

ef (AA) = Zel (4), 2 =0

gilt, folgt aus der Konvexitit auch

eX (4 + B) < ef(4) + e (B) (4.242)

(Subadditivitiat). Die entsprechende Aussage fiir die Summe der m Kkleinsten Eigen-
werte ist

e, (A + B) = e, (A) + e,(B). (4.24b)

Ist ferner &, ..., &, ein beliebiges Orthonormalsystem und ist mit positiven 4; auch
YA, <m 1 =4, s0ist

zn: Z’i (§i’ Ag;) < tfl (Ei > AE:) > (4.240)
i=1 =
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falls

(&1, A&y) = (&2, 4&5) = -+,

und die Gleichheit tritt fiir

21:22:“'=Z’m=171m+j=0 fﬂl‘ j>0

ein. Sind 7; die Projektoren auf die Vektoren &; und setzen wir B = A7y + A7, + -+,
so kann die linke Seite von (4.24¢) als Tr. BA geschricben werden. Diese einfache Ab-
schitzung fithrt zu

elf(4) = sup Tr. AB mit Be|0,1],, Tr. B < m. 4.25)
B

Satz 4.3.
Ist r(s) in [«, §] streng konvex und gilt fiir eine konvexe Linearkombination

A=) pi4;,p; >0, 4;€[x, fl (4.26a)

die Gleichung

Sl A) = X pifu (4) (4.261b)
mit

f(A) = ey (r(4)), (4.26¢)
so gilt:

1. Es gibt ein Orthonormalsystem der Linge m mit
2. Ist(§,&) = 1und (¢k, &) = O0mit 1 < &k < m,soist fiirl < i< mund allej

r(;ui) > (Ea r(A) 5)5
r(u) = (&, r(4) ).

Beweis: Seien A, > 4, = +-- die Eigenwerte von r(A4) und sei &, ..., &, ein Ortho-
normalsystem von A, fiir das 4; = (£, r(4) &) gilt. Dann ist mit (4.26¢)

fm(A) = Z r ((Eia ijAjfl))
i1 J
Damitnunfirl € i< min
r ((fi, ijAjEi)) < 4 Dy ((fi, Ajgi)) (4.27a)
J J
das Gleichheitszeichen gilt, muf3

(&1, 418) = (&, A6 = »-+ (4.27b)
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sein. Wegen Lemma 4.3. gilt dann in
r ((fis ZPjAjfi)) < ZP; (&i, r(4)) &)
J J

genau dann das Gleichheitszeichen, wenn

A = wd, (4.27¢)
gilt. Aus (4.27¢) und (4.27b) folgt u;; = pz; = *++ und wegen (4.26a) ist
Ad—-4)& =0 alle j,l1<ig<m. (4.274d)

Gilt daher (4.26b) nicht, so ist
fuld) < X p; _; (G, r(4) &) < 3 piey (1(4))).

Gilt aber (4.27¢), so miissen unter den Eigenwerten (&;, r(4,) §,),i = 1, ..., m auch die
m grofBten von r(A;) vorkommen. |=|

Folgerung (J. von Neumann):

Ist r(s) streng konkav in [, B], so ist Tr. r(A4) streng konkav in [«, ],.

4.3. Unitdr invariante konvexe Funktionale

Die bisher konstruierten konvexen und konkaven Funktionale haben simtlich die
Eigenschaft

f(4) = f(U"14U) fiir alle unitédren U.

Im folgenden wollen wir die Gesamtheit aller solcher konvexen (konkaven) Funktio-
nale charakterisieren und dabei weitere wichtige Beispiele von physikalischer Bedeu-
tung gewinnen. Thre besondere Stellung liegt natiirlich gerade in ihrem ,,maximal
symmetrischen* Verhalten, in ihrer Invarianz gegen simtliche moglichen Symmetrien.

Definition 4.4.
Eine konvexe Menge & von Matrizen heille unitidr invariant, wenn sie mit einem
Element A auch alle Matrizen der Form U ~!4U mit unitdrem U enthilt. Ein auf &
erkliartes Funktional heif3t unitdr invariant, wenn

f(4) =f(U~140)
fiir alle A € & und alle unitdren U gilt.

Eine sehr einfache, aber wichtige Aussage ist

Lemma 4.4.
Ist fauf der unitir invarianten konvexen Menge & unitdr invariant und konvex, so
gilt fiir 4 >> B mit B € & stets f(4) < f(B).
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Es ist ndmlich dann auch 4 € &, und die fragliche Ungleichung folgt unmittelbar aus
den entsprechenden Definitionen. | =|

Lemma 4.4. kénnen wir auch leicht umkehren: Ist ndmlich f(4) < f(B) fiir ein Paar
von Elementen A, B aus & fiir alle unitdr invarianten konvexen Funktionen, so ist
A > B. In der Tat, ey, (-) sind konvexe Funktionen, und daher gilt insbesondere
em (A) < en (B). Um Tr. 4 = Tr. B auszuschlieBen, brauchen wir nur zu bemerken,
daBl 4 - —Tr. 4 eine konvexe Funktion trivialerweise ist.

Somit kénnen wir sagen: 4 > B genau dann fiir zwei Elemente aus &, wenn fiir alle
auf & erkldrten unitdrinvarianten konvexen Funktionen fdie Ungleichung f(4) < f(B)
besteht |=|.

Satz 4. 4.
Sei f eine auf der unitdr invarianten konvexen Menge & hermitischer Matrizen er-
klarte stetige Funktion. fist genau dann konvex auf &, wenn fiir jedes Paar kommu-
tierender Elemente

[4,B] =0, A4, Be§ (4.28)

die Ungleichung

F(557) < 1) + 15®) 429)

gilt.

Beweis: Ist f konvex, so ist die Aussage trivial. Setzen wir daher (4.29) voraus. Wir
zeigen zunéchst: Ist 4 > B mit 4, B € & so gilt f(4) < f(B). Hierzu wahlen wir unitire
Matrizen U, U; so, daB

UAU-! =) p;U;BU;~* konvexe Summe (4.30)
mit untereinander vertauschbaren Matrizen
UAUY, U;4AU;~! allej 4.31)

ist. Zu einem gemeinsamen Orthonormalsystem von Eigenvektoren dieser Matrizen
betrachten wir die Menge &, aller D aus &, die dieses feste Orthonormalsystem als
Eigenvektorsystem besitzen. Diese Menge &, ist konvex, und auf ihr ist f wegen der
Stetigkeit von f und der durchgidngigen Giiltigkeit von (4.29) konvex (,,Ungleichung
von Jensen®). Da die Matrizen (4.31) zu &, gehoren und (4.30) gilt, folgt

f(4) = fUAU™Y) < 3 p;f (U;BUSY) = f(B). (4.32)

Dabher ist f(4) < f(B) immer dann, wenn A4 gemischter ist als B. Nun betrachten wir
zwei beliebige Matrizen aus &. Sei

Y Amy = A + A, (4.33)
die Spektralzerlegung ihrer Summe. Es ist dann

A+ A, = AY + 45 (4.34)
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mit

Aj =3 (Tr. 4m) m; (4.35)
und
[41, 45] = 0.

Also ist nach (4.29)
Ay + A4, Ay + 4, :
F(B52) =1 (B55) < e + 31,

Nach Satz 3.5. bzw. 3.6. gilt aber nach Konstruktion
Aj> 4;
und daher

f(4)) < f(4)).
Somit gilt fiir alle 4;, 4, € & die Ungleichung

A5 < e + 1),

und wegen der Stetigkeit von f ist diese Ungleichung mit (4.3) d4quivalent (Ungleichung
von Jensen, siche Lemma 5.4.). | =|

Satz 4.4. erlaubt ein einfaches Konstruktionsverfahren fiir unitir invariante konvexe
(bzw. konkave Funktionen), das wir nun beschreiben.

Lemma 4.5.
Sei &, eine abgeschlossene konvexe Menge des n-dimensionalen Zahlenraumes, die
mit einem Vektor auch sdmtliche durch Permutation seiner Komponenten ent-
stehenden Vektoren enthilt. Die Menge & aller hermitischen (n x n)-Matrizen, deren
n-Tupel von Eigenwerten in &, liegen, ist unitir invariant und konvex.

Beweis: Seien A, , A, aus & Angenommen, es gibt zwei Matrizen 4}, 4} mit
Aie R, [A1, A45] =0, A, + A, = A7 + As.

Dann ist offenbar £ (4, + 4,) in &; denn der kommutative Fall ist durch die Voraus-
setzung der Konvexitit von §, klar. Wir bestimmen nun 4}, 4, wie im Beweis von
Satz 4.4. durch die Gleichungen (4.33) bis (4.35) geschehen ist. Es muf} daher nur noch
gezeigt werden, daBl aus 4 > Bund B e & stets 4 > & folgt. Das ist wieder eine Aus-
sage iiber die Eigenwerte.

Nach Voraussetzung ist der Eigenwertsvektor {a;} von 4 gemischter als der Eigen-
wertsvektor {b,} von B,und {b;} liegt in &,. Da nach Voraussetzung iiber &, auch alle
permutierten Vektoren {b;} in &, liegen. folgt aus der Konvexitit von &, daBl {a;}
in & liegen muBl (Lemmata 3.2. und 3.3. bzw. kommutativer Spezialfall von Satz 3.2.).
Also ist 4 € &. |=|
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Sei nun ¢ (44, ..., 4,) eine auf &, erklirte konvexesymmetrische und stetige Funktion.
Wir erklaren

S(4) =9y, ..., &), {A;} = Eigenwerte von 4. (4.36)

Dann ist f ein unitdrinvariantes, auf & erklirtes konvexes Funktional.
Die Unitirinvarianz ist trivial, die Konvexitit folgt nach Satz 4.4. |=|

Beispiele: Zur Auswertung dieser Konstruktion kann man bekannte konvexe Funktio-
nen (siehe etwa [18, 19]) benutzen; z. B. ist auf der Menge der Vektoren

{Ay, e}, 4,20

die Funktion

IR

konvex oder konkav, je nachdem ob s > 1 oder 0 < s < 1 ist.

Satz 4.4. sagt dann, daB

A->(Tr. AHYS, 4 >0 4.37)

fiir s > 1 konvex und fiir 0 < s < 1 konkav ist. Diese Aussage bleibt auch erhalten,
wenn man die Spur fiir s > 1 durch e, (*) und fiirr 0 < s < 1 durch e, () ersetzt. Fiir
Matrizen, die nicht positiv definit oder auch nur hermitisch sind, gibt es eine Reihe
Verallgemeinerungen dieser Ungleichungen, siche z.B. [2]. Auf dem ganzen reellen
Zahlenraum ist ferner die Funktion

In) e*
konvex. Mit Satz 4.4. folgt hieraus sofori:

H — In Tr. e (4.38)

ist ein fiir alle hermitischen Matrizen erklidrtes konvexes Funktional.

4.4. G-invariante konvexe Funktionale

Leider sind Verallgemeinerungen von Satz 4.4. nicht bekannt, wohl aber kann Lem-
ma 4.4. und seine ,,Umkehrung® gezeigt werden.

Sei G eine kompakte Gruppe unitdrer Matrizen. Wir betrachten eine kompakte
konvexe Menge R, die G-invariant ist, d.h., die mit A4 stets auch die Elemente U1 AU
fir U € G enthilt. Wie in der Definition 4.4. heiBt ein auf & erkldrtes konvexes (kon-
kaves) Funktional G-invariant, wenn immer

F(U-AU) = f(4) alle UeG (4.39)

gilt. Wir haben dann
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Satz 4.5.
Sei & eine kompakte, konvexe und G-invariante Menge hermitischer Matrizen. Ge-
nau dann gilt mit Be &

A B (4.40)
wenn
f(4) = f(B) (4.41)

fiir alle auf & definierten konkaven und G-invarianten Funktionale f gilt.

Fiir die genannten Funktionale folgt zunédchst (4.41) unmittelbar aus der Definition
von (4.40). Gelte daher (4.41) fiir alle konkaven Funktionale der genannten Art. An-
genommen, (4.40) gelte nicht. Dann betrachten wir die Menge aller C mit C 3¥ B, die
wir 8, nennen wollen. &, ist eine in & enthaltene kompakte konvexe Menge, die G-
invariant ist. Da 4 ¢ R, sein soll, gibt es ein lineares Funktional ¢ und eine Konstante
@0, 50 daB p(A4) + o = —1 und p(C) + @, = 0 fir alle C € &, gilt (siche z. B. [4]).

D - @ (U~'DU) + ¢,
ist linear und daher trivialerweise konkav. Also ist
J(C) = inf ¢ (UT'DU) + o
ein iiberall erklartes konkaves Funktional (Lemma 4.1.). Es gilt
a) f(4) < —1;
b) f(G) 20 fiur Ce§,,
denn p(U'CU) +¢o =20 da U-'CUeR, fir Ce fo;
¢) f(UDU) = f(D) alle UegG,
denn G ist eine Gruppe.

Somit haben wir ein konkaves Funktional, das G-invariant ist, auf & erklart ist und fiir
das f(4) < f(B) gilt. Daher ist die Annahme A ¢ &, falsch, und (4.40) folgt aus der
Giiltigkeit von (4.41) fiir die genannten Funktionale |=]|.

5. Stetigkeit, differenzielle Kriterien fiir Konvexitiit

Im Abschnitt 5.1. werden der Zusammenhang zwischen Konvexitat und Stetigkeit von
Funktionalen untersucht und die fiir die Charakterisierung der Gleichgewichte (Kapi-
tel 6.) notwendigen Aussagen iber Extrema zusammengestellt. Abschnitt 5.2. bringt die
manchmal leicht handhabbaren differenziellen Kriterien fiir konvexe (konkave) Funk-
tionale. Es schlieBen sich die fiir die Statistische Physik wichtigen Spezialfdlle der
Kleinschen Ungleichung sowie Ungleichungen vom Hélder-Minkowski-Typ an.
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5.1. Maxima, Minima, Stetigkeit

Auf einer kompakten konvexen Menge & betrachten wir ein stetiges konkaves Funktio-
nal f. Als konkaves Funktional kann f als eine Bewertung der Gemischtheit der Ele-
mente von & aufgefal3t werden. Gibt es in diesem Sinne ,,maximal® bewertete Elemente?
Offensichtlich ja; denn als stetige Funktion nimmt f auf der kompakten Menge & sein
Maximum an. Sei nun das Maximum von f an zwei Elementen x und y von & ange-
nommen und betrachten wir die konvexe Linearkombination 1x + 1y. Wegen der
Konkavheit folgt aus

LGx + 1) 2 3/(0) + 3/0) = /(%) = F(),

daB auch fiir alle konvexen Linearkombinationen x + 1y das Funktional f'sein Maxi-
mum annimmt. Also haben wir

Lemma 5.1.
Ist f auf der kompakten konvexen Menge & stetig und konkav, so ist

R = {x0 € 8: f(x0) = f(x) alle xe&} ;.1)
eine nicht-leere kompakte und konvexe Teilmenge von fK.

Die Kompaktheit folgt aus der Stetigkeit von f, durch die &, notwendigerweise ab-
geschlossen ist. Als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist &, kom-
pakt. | =]
Ist f unter denselben Voraussetzungen sogar streng konkav, so folgte aus x # y und
X,y € R

fGx + 1y) > 3/) + 3/ = f().

Im Gegensatz zur Annahme kann daher das Maximum von f nicht an beiden Elemen-
ten x und y angenommen werden.
Daher gilt das einfache, aber wichtige

Lemma 5.2.
Ein streng konkaves stetiges Funktional nimmt auf einer kompakten konvexen
Menge in genau einem Punkt sein Maximum an.

Dieser Sachverhalt findet Anwendung zur Bestimmung von Gleichgewichtszustinden
(siche Abschnitt 6.). | =|

In den obigen Lemmata spielt die Stetigkeit der konkaven Funktionale eine besondere
Rolle. Bemerkenswerterweise schlieft das konkave (oder konvexe) Verhalten eines
Funktionals die Stetigkeit in den sog. relativ inneren Punkten von selbst ein. Diesem
Sachverhalt wollen wir uns nun zuwenden und vorher noch bemerken, dal nur fiir
konvexe Mengen in endlich-dimensionalen linearen Raumen die Verhéltnisse so ein-
fach sind.

Sei & eine konvexe Menge. Man kann & in den ,,Rand“ 08 und in die Menge der relativ
inneren Punkte int & zerlegen:

® = int ® U IR, int & N 08 = leer. (GR))
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Die genaue Definition ist folgende: Sei x, € & und y,, ..., y, cine Basis des von allen
X — Xx,, x € & aufgespannten linearen Raumes. Genau dann ist x, € int & wenn flr
ein ¢ > 0 alle Vektoren

Y1+ F KXV T+ Xos |y < &

in & liegen.

Ist x, € & aber x, ¢ int &, so schreiben wir xo € 0R. Es ist ex & < 08, aber nicht jeder
Punkt aus & mull Extremalpunkt sein.

Die Menge int & ist konvex.

Hier noch eine andere interessante Definition der relativ inneren Punkte. Sei &, < &
eine konvexe Teilmenge. &, heilt extremal in & wenn aus

Y pix;eR,p;>0,Yp, =1,xe8
stets
x, €8 alleyj

folgt. Hiernach sind die Extremalpunkte genau die einpunktigen extremalen Mengen.
Es gilt: x, eint & genau dann, wenn aus x, € 8 S & mit extremalem &, stets £, = &
folgt. Eine extremale Menge einer konvexen Menge &, die einen inneren Punkt von &
enthilt, kann nur & selbst sein.

Fiir den Beweis des folgenden Satzes verweisen wir auf [35] oder [43].

Satz 5.1.
Ist f'ein konkaves oder konvexes Funktional auf der konvexen Menge &, so ist fauf
int & stetig.

Folgerung: Die Summe der m groBten bzw. kleinsten Eigenwerte e,, bzw. e, einer her-
mitischen Matrix ist nach Satz 4.1. konvex bzw. konkav. Als konvexe Menge besteht
der lineare Raum aller hermitischen Matrizen nur aus inneren Punkten. e,;,(*) und e, (-)
sind daher stetige Funktionen. Alle Funktionale auf Mengen hermitischer Matrizen,
die als stetige Funktionen ihrer geordneten Eigenwerte aufgefaB3t werden kénnen, sind
daher stetig.

Durch Satz 5.1. haben wir gesehen, daB sich konkave Funktionale an relativ inneren
Punkten stetig verhalten. Auf dem Rand dagegen kénnen sie sehr irreguldr sein. Unter
Umsténden hat man daher die Randwerte eines konkaven Funktionals f zu glatten.
Ist fauf & konkav, so setzen wir

~

flxo) = lim  f(x). (5.2)

X = X, x€int K

Wegen Satz 5.1. ist offenbar

J(x) = f(x) fir xeint&. 5.3)

;’heiBt Regularisation von f und ist ]? = f Die Regularisierung eines konkaven Funk-
tionals fithrt auf ein halbstetiges konkaves Funktional.

Bemerkung 1: Ist f konlfa-v, so haben wir in (5.2) den oberen Limes zu betrachten.
- h
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Bemerkung 2: Ist f konkav und halbstetig, so lassen wir
f(xo) = —0 fiir x,€0f zu.

Die Halbstetigkeit (von oben) ist fiir die Annahme des Minimums eines konkaven Funk-
tionals wichtig:

Lemma 5.3.
Ist fkonkav und halbstetig auf der kompakten konvexen Menge &, so ist entweder

inf f(x) = —o0,
xef

oder es gibt einen Extremalpunkt x; € ex & mit

flx)) < f(x), allexe§.
Beweis: Sei —oo < « = inf f(x). Es gibt eine Folge {x;}, x; € int & mit lim f(x;) = «.
Da & kompakt ist, kann die Folge {x;} als konvergent gegen ein x € & vorausgesetzt

werden. Wegen f(x) < lim f(x;) muB dann f(x) = « sein. Nun gibt es eine konvexe
Linearkombination

X = ZPiJ’ia pi>0,y,eex &
(Lemma 2.3.) und wegen der Konkavitdt von fist
a=f(x) = Y p,f ().

Da alle Werte f(y;) groBer oder gleich « nach Voraussetzung sein miissen, wird der
Wert « an den Extremalpunkten y; tatsichlich angenommen. |=|

5.2. Differentielle Kriterien

Betrachten wir zunichst eine konkave Funktion r(s) im Intervall [x, 8]. Ist r(s) zweimal
differenzierbar, so ist +"(s) < 0; denn es ist

r'@s) =limlje[r(s + &) + r(s — &) — 2r(s)],
und die Konkavitit bedeutet
Ir(s + &) + 4r (s — &) < r(s).

Sei nun umgekehrt "(s) < 0in [«, 8]. Dies ist genau dann der Fall, wenn 7'(s) monoton
fallt. Ist aber #'(s) monoton fallend, so ist r(s) konkav; denn es folgt dann

J'H F(8)ds < Js r'(s) ds
-5

s s

und daher
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r(s+0) —r(s)y <r(@s) —r(s—9)

bzw.

Ir(sy) + r(sy) <r@),s +d=s5,,5—0 =s,.

Ist daher r(s) zweimal differenzierbar im Intervall, so sind die folgenden drei Aussagen

dquivalent:

r(s) ist konkav.
r'(s) ist monoton fallend.
r'(s) < 0.

Dabei haben wir allerdings noch von der Ungleichung von Jensen Gebrauch gemacht,
die wir hier gleich allgemein formulieren wollen.

Lemma 5.4.
Ist f(x) auf der konvexen Menge & stetig und gelte stets

FGx1 + 3x2) 2 3/ (x1) + 3/ (x2)
fiir alle Elemente x,, x, aus &, so ist f konkav auf &.

Einen Beweis der Ungleichung von Jensen findet man in [35].
Nun wenden wir uns dem allgemeinen Fall zu und betrachten ein auf der konvexen
Menge & definiertes, zweimal differenzierbares konkaves Funktional f. Die Funktion

g(p) = f(px, + (1 — p) x2) (5.4
ist konkav im Intervall 0 < p < L. Sind ndmlich s, und s, Zahlen zwischen Null und
Einsundist1 > p > 0,s = ps; + (1 — p)s,, soist

g(s) =f(pty + (1 = p)ty) = pf(t) + (1 — p) f(t2)

mit

ti = S,xl + (1 - Si) x2

und somit f(z;) = g(s;). Umgekehrt ist

Spxy + (1 = p)x;) = pf (x) + (1 = p)f(x2)

nichts anderes als die Konkavitidt von g(s) fir s; = 1, s, = 0. Daher ist f konkav,
wenn alle Funktionen (5.4) konkav auf [0, 1] sind. Letzteres ist aber der Fall, wenn fiir
die Funktionen (5.4) gilt

d2

Sei nun yq, ..., ¥, eine Basis des von allen x — X’ mit x, X’ € & erzeugten linearen Rau-
mes. Wegen

pxy + (1 —=p)x; =x, + p(x; — x3)
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gibt es Zahlen «, ..., &, mit

Xy — Xy =& y1 + 0+ SV

Daher ist
d? 0? dy; 0@
78 _y 07 D O, (5.6)
dp 0yi 0ys Op Op
Vergleichen wir (5.6) mit der Forderung (5.4), so sehen wir
Satz 5.2.
Sei f ein Funktional auf der konvexen Menge &. Sei y,, ..., y,, eine Basis des von

allen Vektoren x — x’ mit x, x’ € & erzeugten linearen Raumes. f ist genau dann
konkav auf int &, wenn auf int & die Matrix

o*f
— - Lj=1,...,m 5.7
0y 0y; / 6D
negativ semidefinit ist.
Analog bedeutet die positive Halbdefinitheit von (5.7) die Konvexitat des Funktio-
nals f auf den inneren Punkten von 8.

Bemerkung: Am Satz 5.2. ist die zweimalige Differenzierbarkeit, die zur Bildung von
(5.7) erforderlich ist, manchmal hinderlich. Setzen wir fiir f nur die Stetigkeit in den
inneren Punkten voraus, was nach Satz 5.1. fiir konkave Funktionale sowieso not-
wendig ist, bleibt Satz 5.2. richtig, wenn wir seine Aussage im distributionstheoretischen
Sinne auffassen: Fiir jede nicht-negative Testfunktion ¢ > 0, deren Trager in int &
liegt, muB} die Matrix

e
J@f(x) T d™x (5.8)

negativ semidefinit sein fiir konkaves ' und umgekehrt [35, 43]. | =|
Beispiel: Fiir natiirliches n ist Tr. X" konvex. Aus der Formel

d
—(X+24)"= Y Xax’ (5.9)
di i+j=n—-1

folgt, daB fiir jedes positive X die Formel

{4, By =Tr. ) X'AX'B (5.10)
i+j=n-1

nach Satz 5.2. ein positiv-semidefinites Skalarprodukt im linearen Raum aller hermi-

tischen Matrizen definiert. |=|

Aus (5.9) folgt weiterhin fiir Polynome und daraus durch Grenziibergang fiir alle stetig

differenzierbaren Funktionen die Formel

d
—7 Tr.r (X + A4) = Tr. /(X) 4, (5.11)
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die wir weiter unten benutzen. |=|

Seien nun x,, x, zwei Elemente der konvexen Menge & und f ein auf & definiertes
differenzierbares konkaves Funktional. Wir bilden die Funktion (5.4) und sehen, daf3
nach dem Taylorschen Satz

2

8(r) = 80) + pg' O + - g'®). 0<I<1

ist. Wegen der Konkavitit von g ist daher stets
g(1) — g(0) — £'(0) < 0. (5.12)

Dies ist der Inhalt des allgemeinen Lemmas von Klein:

Lemma 5.5.
Fiir ein konkaves differenzierbares Funktional f auf einer konvexen Menge & gilt
stets

d
J(x1) = f(x2) — Eif(xz + A(x; — X3))2=0 < 0. (5.13)

Aus dem Satz von von Neumann (Satz 4.1.) ergeben sich leicht einige wichtige spezielle
Kleinsche Ungleichungen.

Sei n&mlich r(s) im Intervall [«, 8] konkav, dann ist Tr. r(4) in [«, ], konkav. Sind
Ay, A, innere Punkte von [«, 8],, so ist nach Formel (5.11) und Lemma 5.5. stets

Tr. /(A,) — Tr. r(4,) — Tr. r'(Ay) - (4; — 4,) < 0. (5.14)

Wenden wir dieses auf die speziellen Funktionen —x%, e~*, In x, —x In x an, so er-
halten wir

Tr. 4 > Tr. A5 + s Tr. A5 (4, — A,) fir s > 1 (5.15)
Tr. et > Tr. ez + Tr. e*2 (4; — 4,) (5.16)
Tr.ln 4, < Tr.In 4, + Tr. 4;' (4, — A4,) (5.17)
Tr. Ay InA4; 2 Tr. A;In 4, + Tr. (4, — 4,). (5.18)

Wendet man Lemma 5.5. auf das konkave Funktional (4.38) an, so erhilt man die
Ungleichung [25]

Tr. e*2 (4, — A,) = Tr. e*2 [In Tr. et — In Tr. e*2]. (5.19)

Im folgenden wollen wir noch etwas niher auf die Ungleichung (5.15) eingehen.
Wegen des Verhaltens der reellen Funktion »* auf der positiven Halbachse gilt (5.16)
nicht nur fiir s > 1, sondern auch fiir s < 0. Fiir 0 < s < 1 kehrt sich dagegen das
Kleiner-Gleich-Zeichen um.

Definieren wir zur Vereinfachung der angefithrten Ungleichungen die Mengen

@, = {4 >0:Tr. 45 = 1}. (5.20)
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Dann kdnnen wir (5.15) mit den eben diskutierten Erweiterungen so schreiben:

1> Tr. 457 *B fir 1<s;4,Be®, (5.21a)
1 <Tr. A 'B fir s<1 und A4,Bed,. (5.21b)
Definieren wir die reelle Zahl ¢ durch

1 1
- + - = so A"led, fir Aed;. (5.22)

Also gilt fiir AedD,, Be D,
12 Tr. AB, fir 1Ss.

Indem wir die zur Bildung von (5.20) erforderliche Normierung fiir eine beliebige
positive Matrix durchfithren, erhalten wir die Operatorform der Holder—-Minkowski-
schen Ungleichungen:

(Tr. A (Tr. BY* = Tr. AB fiir s > 1 (5.23a)
(Tr. A5 (Tr. BY)'/* < Tr. AB fir s < 1. (5.23b)
Wir erhalten aus diesen Gleichungen auch die Darstellungen

(Tr. A5)** = sup Tr. AB, Be @, fir s> 1 (5.24a)
(Tr. A%*S = inf Tr. AB, Be @, fir s <1, (5.241b)

die wegen des Lemmas 4.1. die bereits am Ende des Kapitels 4. aus anderen Griinden
erschlossene Konvexitdt bzw. Konkavitdt (Holdersche Ungleichungen fiir Matrizen)
zeigt:

Das Funktional

A — (Tr. A%)''s

ist konvex fiir s = 1 und konkav fiir s < 1.

Das eben erlauterte Verfahren, aus Ungleichungen des Typs von Lemma 5.5. konkave
bzw. konvexe Funktionale nach (5.24) durch ein Infimum bzw. Supermum darzustellen,
wird von Bellmann [19] als ,,Quasilinearisierung® bezeichnet. | =|

Obige Ableitungen ergeben auch einen weiteren Beweis fiir die Konvexitit von
In Tr. ¢*, da

H\™ 1/m
lim m :(Tr. (E + ;) ) - 1} =InTr.exp H (5.25)

m

gilt und nach Lemma 4.1. der Limes von Folgen konvexer Funktionen wieder konvex
ist. | =]
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6. Gleichgewichte

Die Frage nach der Gleichgewichtslage eines physikalischen Systems bei gegebenen
»auBeren®“ Bedingungen kann von verschiedenen Gesichtspunkten angegangen werden.
Hier wird versucht, eine sehr allgemeine Definition zu geben, die wohl der Gibbsschen
Auffassung besonders nahe kommt und auf der Relation ,,gemischter als* basiert.
Danach wird ein Zustand als eine Gleichgewichtslage angesehen, wenn er in der Menge
aller Zustinde, die die gegebenen (,,AuBeren“ oder ,makroskopischen“ oder all-
gemeineren) Bedingungen erfiillen, ein maximal gemischter Zustand ist. Die ,,Be-
dingungen® werden dabei durch die Vorgabe von Erwartungswerten von Observablen
eingefiihrt. Diese vorgegebenen Erwartungswerte brauchen zeitlich keineswegs kon-
stant zu sein, und die Observablen miissen auch nicht notwendigerweise mit dem
Hamiltonoperator kommutieren. Daher brauchen diese allgemeinen Gleichgewichts-
lagen nicht stationdr zu sein, sondern es kann die Mdglichkeit in Betracht gezogen wer-
den, daB die zeitliche Entwicklung eines Systems im Durchlaufen verschiedener Gleich-
gewichtslagen besteht, wobei jede durch andere Nebenbedingungen charakterisiert sein
kann.

Nur in einigen besonderen Fallen ergibt jedoch die Forderung nach maximaler Ge-
mischtheit auch Eindeutigkeit: Es kann mehrere solche Gleichgewichtslagen geben. Ein-
deutigkeit kann jedoch durch Maximierung eines streng konkaven Funktionals erreicht
werden (Abschnitt 6.2.). Die Auswahl dieses Funktionals wird durch die Forderung er-
reicht, daB die Gibbsschen Zustinde die Gleichgewichtszustinde sind. Dadurch
kommen wir zu Entropiemaximierung (Abschnitt 6.3.). Einige besondere Eigenschaften
der Entropie werden jedoch erst spiter (besonders bei den Untersystemen) behandelt.

6.1. Alligemeine Gleichgewichtslagen

Wir gehen vom Zustandsraum £2 aller Dichtematrizen (einer festen endlichen Dimen-
sion) aus und fragen nach Zustinden, die unter gegebenen Bedingungen als Gleich-
gewichtslagen angesehen werden konnen. Die Struktur der Bedingungen k6nnen wir
uns so vorstellen.: Es sind endlich viele Observable 4, 4,, ..., A,, (also hermitische
Operatoren) und ihre Erwartungswerte vorgegeben. Wir betrachten also alle diejenigen
Zustinde g, fiir die

Tr.od; =w;, j=1,2,....,m 6.1)

gilt. Dabei setzen wir voraus, daf} (6.1) iiberhaupt eine Lésung in £ besitzt. Bei Be-
trachtung thermodynamischer Probleme ist diese Voraussetzung noch so verscharft,
daB3 ,,wenigen“ makroskopischen Observablen eine ,,groBe“ Zahl von mit (6.1) kom-
patiblen Zustinden gegeniiberstehen. Die Menge

® ={0el:Tr. 4jp =«;, j=1,...,m} (6.2)

ist offensichtlich konvex und abgeschlossen. Als Teilmenge der kompakten Menge
ist sie auch kompakt. Wir konnen daher sagen, daf3 die als gegeben vorausgesetzten
Bedingungen erfiillt sind, wenn ¢ in einer gewissen konvexen und kompakten Teil-
menge & von £ liegt. Daher konnen wir die genannte Aufgabe folgendermaBen ver-
allgemeinern:;
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Gesucht sind Zustidnde, die Gleichgewichtslagen entsprechen, wobei die Gesamtheit
der zum Vergleich zugelassenen Zustinde eine kompakte konvexe Teilmenge & von 2
bildet.

Wir werden nun Gleichgewichtslagen als solche Zustdnde von & definieren, die beziig-
lich der Relation ,,gemischter als* so gemischt wie méglich sind. Solche Zustdnde tra-
gen dann auBler der Bedingung, in & zu liegen (bzw. 6.1 zu erfiillen), so wenig wie
moglich ,,zusdtzliche“ Struktur, sie enthalten so wenig wie mdoglich ,,zusdtzliche In-
formation®. Es sind die ,,chaotischsten® Zustinde, die existieren, ohne die gegebenen
Bedingungen zu verletzen. Diese Auffassung fiihrt auf die folgende Definition:

Definition 6.1.
Sei & eine kompakte konvexe Teilmenge von £2. Eine ,,allgemeine Gleichgewichts-
lage von &« ist ein Element ¢ von &, fiir das aus ¢ < ¢, ¢ € & stets ¢ = p folgt.

Wir zeigen nun, daB es in jeder kompakten konvexen Teilmenge & des Zustandsraumes
allgemeine Gleichgewichtslagen gibt. Betrachten wir hierzu einen beliebigen Zustand p
aus & Die Menge &, aller ¢/, fiir die p < o’ sowie o’ € & gilt, ist kompakt und konvex
(Spezialfall von Lemma 3.5.). [st ¢ eine allgemeine Gleichgewichtslage von &,, so auch
von §; denn wire ¢ < ¢’ mit ¢’ € &, so folgte wegen Satz 3.1. auch ¢’ € &,, und somit
wire nach Definition 6.1. ¢’ = 6. Nun betrachten wir die konvexen Funktionen ey(*)
und benutzen ihre Stetigkeit (Folgerung aus Satz 5.1.). Wir definieren &; als die Menge
aller Elemente von &;_,, fiir die e,(-) auf &;_, das Minimum annimmt (j = 1, ..., n).
Esist klar, daBB3 &;_, = &, gilt. Aus Lemma 5.1. folgt nun, daB3 mit &;_, auch &, kon-
vex, kompakt und nicht leer ist. Sei nun

cef =&
sowie ¢ < ¢’ mit ¢’ € §,. Nach Satz 3.2. ist dann wegen

el () < et (o) alle m

und der Definition von & auch ¢’ € ®. § ist nun eine kompakte konvexe Menge, auf der
simtliche Funktionen e,(-) konstant sind. Das kann aber nur sein, wenn diese Menge
aus einem Punkt besteht; denn auf ihr ist jede unitir invariante Funktion konstant und
somit auch die streng konkaven Funktionen vom Typ Tr. #(4), die ja ihr Maximum auf
konvexen kompakten Mengen in genau einem Punkt annehmen. ¢ ist daher eine Gleich-
gewichtslage. Wir sehen jedoch weiter: Ist ¢’ eine zu ¢ unitdr Aquivalente Dichtematrix,
die ebenfalls in & liegt, so liegt sie auch in allen &; und darf somit nicht von ¢ verschie-
den sein. Damit haben wir folgendes bewiesen:

Satz 6.1.
Sei ¢ ein Element der kompakten und konvexen Teilmenge § von £. Es gibt eine
allgemeine Gleichgewichtslage ¢ von & mit ¢ < o. Ist ferner o eine beliebige all-
gemeine Gleichgewichtslage von &, so gibt es in & kein zu ¢ unitiar dquivalentes
Element, das von ¢ verschieden ist.

Der Beweis von Satz 6.1. wird durch die Bemerkung abgeschlossen, da3 die Menge aller
o’ mit ¢ < ¢’ kompakt und konvex ist und aus lauter unitir Aquivalenten Elementen
besteht. Daraus folgt wie oben, daf3 diese Menge nur ein Element besitzen darf. | =|

Folgerung: Sei G die Gruppe aller unitdren Matrizen, die & als Ganzes in sich iiber-
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fithren, d.h., aus U e G folgt fiir jedes ¢ € & auch UpU ~* € &. Da < eine Halbordnung
der Klassen unitdr dquivalenter Matrizen ist, ist mit ¢ auch UsU~* eine allgemeine
Gleichgewichtslage von §. Nach dem eben bewiesenen Satz ist somito = U~ !¢U. Dies
wollen wir so ausdriicken:

Lemma 6.1.
Jede allgemeine Gleichgewichtslage o von & ist maximal symmetrisch, d.h., ist
URU-! =

fiir ein unitdres U, so auch

UsU™! = g.

6.2. f~Gleichgewichte

Sei wieder & eine kompakte und konvexe Teilmenge von £2. Ist f ein stetiges und streng
konkaves Funktional auf £, so wird das Maximum von f auf & nach Lemma 5.2. in
genau einem Punkt angenommen:

Sfleo) = flo), alle pe&;00€ 8. (6.3)

Dieser durch f und & eindeutig bestimmte Zustand heiBt ,, f~Gleichgewicht von &“. Es
gilt dann

Lemma 6.2.
Ist das stetige und streng konkave Funktional f unitdr invariant, so ist das f~Gleich-
gewicht von & eine allgemeine Gleichgewichtslage von K.

Ist ndmlich ¢ das f~-Gleichgewicht von & und gilt ¢ < ¢’, so folgt f(¢) = f(¢’) und daher
f(0) = f(¢"). Das Maximum wird aber an genau einer Stelle angenommen.

Lemma 6.3.
Sei fein streng konkaves Funktional auf &. Gilt dann fiir ein g, € & die Relation

d
Zﬁf(@o + A(@ — 00)ja=0 =0 (6.4)

fiir alle g € &, so ist g, das f~Gleichgewicht von &.

Beweis: Nach Lemma 5.5., Formel (5.13), gilt ndmlich in diesem Falle mit g € & stets
fleo) = flo)- 1=1

Bemerkung: Ist das f~-Gleichgewicht von & ein relativ innerer Punkt von &, so gilt die
Relation (6.4); denn dann kommen die Regeln der Differentialrechnung fiir das Auf-
suchen der Extrema zur Anwendung. | =|

6.3. Entropie

Die Funktion —sln s ist auf der positiven Zahlengeraden definiert, und ihre zweite
Ableitung ist —s~! und daher tiberall negativ. Den Wert der Funktion fiir s = 0 er-
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kliren wir zu Null. Dann ist die genannte Funktion stetig und streng konkav im Inter-
vall 0 < 5§ < 0. Aus diesem Grunde (Folgerung aus Satz 4.3.) ist das Funktional

S(4) = —Tr. Aln 4 (6.5)

auf der Menge aller positiv-halbdefiniten Matrizen streng konkav.

Definition 6.2. .
Der Wert S(g) fiir einen Zustand g heilt ,,Entropie von g“. Das S-Gleichgewicht einer
kompakten konvexen Teilmenge & von 2 bezeichnen wir als ,,den Gleichgewichts-
zustand von §%.

Es gilt die einfache Beziehung
S(A4) = AS(A) — (Tr. A)AlnA, A2=0. (6.6)

Schreiben wir weiter mit den positiven Matrizen 4 und B die wegen der Konkavitit der
Entropie giiltige Ungleichung

A+ B ) .
s(557) = 3500 + 15(8), ©.7)
so erhalten wir mit (6.6) die weitere Ungleichung
S4) + S(B) < S(4 + B) + (In2) Tr. (4 + B). (6.8)
(Man beachte dabei, daB In 2 kleiner als 1 ist.) | =|

Satz 6.2.
Seien 4,, 4,, ..., A, hermitische Matrizen und sei

R={e:Trdp=w;, j=1,...,m (6.92)
nicht leer. Dann gibt es Zahlen Z > 0, 3, ..., f, so, daB
g = Z_l CXp [_/31/41 -t ﬂmAm] (69b)

der Gleichgewichtszustand von & ist.

Beweis: Zum Beweis stiitzen wir uns auf Lemma 6.3. und zeigen das Verschwinden der
entsprechenden Ableitungen fiir eine Dichtematrix der Form (6.9). Dabei haben wir
von der Tatsache Gebrauch gemacht, da3, wenn immer die Menge (6.2) nicht leer ist,
auch ein p der Form (6.9) in ihr liegt [41].

Sei nun & der Parameter einer Kurve, die den durch (6.9) gegebenen Zustand fiir § = 0
enthilt und ganz in & verlduft. Dann ist

0 Sto) = —Tr. 2 (£ 1 1
E @ = — r'a_g( + Inp).

Da fiir & im Intervall [0, 1] die Kurve (1 — §) o + &g, ganz in & verlauft fir beliebiges
0o € &, ist hierfiir

)
% S(e) = Tr. (¢ — 0o) (E — In ).
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Setzen wir nun (6.9) ein und beriicksichtigen, daB g, in der Menge (6.2) liegt, so ergibt
sich das Verschwinden aller ersten Ableitungen der Entropie fiir den Zustand (6.9),
wenn die Bildung der Ableitungen aus (6.2) heraus vorgenommen wurde. Nach Lem-
ma 6.3. ist damit Satz 6.2. bewiesen. | =|

Einen Beweis mit Hilfe von Lagrangeschen Multiplikatoren findet man in [36]. | =|
Anwendungen und Interpretationen von Satz 6.2., die von der hier gegebenen ver-
schieden sind, findet man auch in [27, 28, 29, 34]. |=|

Wir notieren zwei einfache Folgerungen fiir den Fall, daf3 wir nur den Erwartungswert
des Hamiltonoperators vorschreiben (mikrokanonische Gibbssche Gesamtheit). Ver-
allgemeinerungen sind dann leicht méglich, wenn die in (6.2) eingehenden Observablen
kommutieren. Ist

o(T) = Z~ ' exp (—BH), BkT = 1
mit dem Normierungsfaktor (Zustandssumme)
Z = Tr. exp (—fH),

so ist nach Satz 3.4. fiir 0 < T der Zustand ¢(7) um so gemischter, je groBer T ist. Da
S(p) konkav ist, ist

S(T) = S (e(T))

fiir 0 < 7 monoton steigend und nach demselben Satz fiir 7’ < 0 monoton fallend.
Insbesondere ist

L dS(T)
T dT

= 0 fiir alle T,

wie es aus physikalischen Griinden auch sein sollte. Etwas stirker ist die aus Satz 3.3
folgende Aussage: Sind H, und H, zwei hermitische Matrizen (Hamiltonoperatoren)
und befinden sich zwei Systeme in Gibbsschen mikrokanonischen Zustinden gleicher
Temperatur

o; = Z; ' Tr. exp (—BH,), (6.10)
so haben wir
S(e1) = S(o2) (6.11)

immer dann, wenn benachbarte Eigenwerte von H, enger als die entsprechenden von
H, liegen. Genauer gesagt: Fiir (6.11) ist hinreichend, daf} fiir die geordneten Eigen-
wertssysteme

Ay 22y 2 gy 2y = (6.12a)
von H, und H, stets

i = Ay Z By = figq (6.12b)
gilt. | =| ‘

SchlieBlich bemerken wir noch, dall gemifB Satz 3.6. keine Messung die Entropie er-
niedrigt. | =]
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7. Darstellungsunabhiingige Definition der Entropie

Wir haben zur Definition der Entropic und zur Ableitung einiger ihrer Eigenschaften
stets die Tatsache benutzt, daB jeder Zustand durch eine Dichtematrix iiber einem
(endlich dimensionalen) Hilbert-Raum gegeben werden kann. Die benutzte Darstel-
lung ist jedoch keineswegs die einzig mogliche, da jede positive Linearform iiber der
Algebra der Matrizen gegebener Zeilen- und Spaltenzahl eine solche Darstellung indu-
ziert (,, GNS-Konstruktion®). Wir wollen jetzt die Frage positiv beantworten, ob sich
S(p) nicht allein aus der Lage von ¢ als ein Element der (abstrakt gegeben gedachten)
konvexen Menge £ aller Zustidnde charakterisieren 146t. Es zeigt sich, daf} eine solche
Charakterisierung fiir alle konkaven Funktionen vom Typ Tr. r(p) auf Q gelingt, wenn
wir noch r(0) = 0 voraussetzen [38].

Mit

'/ (7.1)

wollen wir die Familie aller Folgen reeller Zahlen {p,}, j = 1,2, ... mit folgenden
Eigenschaften bezeichnen:

a) p; > O fiir alle i.
b) Nur endlich viele der p; sind von Null verschieden.

d) Es ist fiir alle i stets p; = p; .

Sei nun It eine Teilmenge des reellen linearen Raumes . Ist y ein Element der konvexen
Hiille [M] von I, so definieren wir die Teilfamilien

YR, y) (7.2)

von (7.1) wie folgt: Die Folge {p;} gehodrt zu (7.2) genau dann, wenn es Elemente
x; € M so gibt, daB

Y= pix; (7.3)

gilt.

Lemma 7.1.
Sei

{pi} e PO, x), {g;} € ¥ (M, »)

und gelte

z = px + qy konvexe Summe.

Dann gehort die gemaB d) geordnete Folge

{ppy v i{aq} zuv P, 2).

Der Beweis des Lemmas ist eine unmittelbare Folge aus den entsprechenden Defini-
tionen.
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Wir wenden nun obige Begriffsbildung auf den Fall an, bei dem der lineare Raum &
die Menge aller hermitischen Matrizen und die Menge I die Gesamtheit ex Q2 aller
Extremalpunkte von £ ist.

Ist o eine Dichtematrix und sind 4; > 4, = --- = 4, ihre simtlichen Eigenwerte, so
setzen wir 4; = 0 fiir alle { = n + 1. Die so entstehende Folge nennen wir

{1:}o. (7.4)
Die Existenz der Spektralzerlegung bedingt dann
{(2}ee ¥ (ex2,0). (7.5)
Satz 7.1.
Ist
{pi} e ¥ (exQ,0), (7.6)
so gilt
{A}e < {ps}. (7.7)

Beweis: Aus der Giiltigkeit von (7.6) folgt die Existenz von eindimensionalen Projek-
toren 7, 7,, ... mit

e = ijn,-. (7.8)
Sei nun &,, ..., & ein vollstindiges Orthonormalsystem des linearen Unterraumes
751@ +91,’25:3 4o +:7'6,,$Q,

dann ist s < m und
Z (§ia75j5i) =1 firl <j<<m.
i=1

Also ist

0

(i, 08) = ;1171‘ + =Z1 ) Z lpj &, m;8).

=m+

I\,

i=1

Der zweite Summand der rechten Seite dieser Gleichung ist positiv. Also gilt nach dem
Satz von Ky Fan (Lemma 3.4.)

M=z

R I Ny W
J

p;-

1
Damit ist der Beweis wegen Lemma 3.3. beendet, | =]

Wir kehren nun wieder zu dem allgemeineren Fall einer Menge I in einem reellen
linearen Raum & zuriick. Mit #(p) bezeichnen wir eine auf dem Intervall [0, 1] definierte
und dort stetige und konkave Funktion, die fiir das Argument p = 0 verschwindet.
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Zur Erleichterung der Ausdrucksweise in den folgenden Beweisen wollen wir folgende
Verabredung treffen: Sei {p;} € ¥. Die ,,m-r-Indexmenge J von {p,}“ ist die Menge der
natiirlichen Zahlen, der genau m natiirliche Zahlen so entnommen sind, dal stets gilt

r(p) = r(p,) firalle id¢ Jund keJ. (7.9)

Die 0-r-Indexmenge ist die Menge aller natiirlichen Zahlen.
Lemma 7.2.
Gilt

ipi} >4}

fiir zwei Folgen aus ¥ und sind J bzw. I die m-r-Indexmengen von {p;} bzw. {g;},
so gilt

,; rpy) = Y r(g)-

iel

Beweis: Aus Lemma 3.3. und dem Satz von Birkhoff (Lemma 3.2.) folgt die Existenz
von Permutationen ¢; — g:, und einer Folge g; > 0 mit ) g; = 1 derart, daBl

Py =) e,
t
gilt. Dann ist

2orp) = e ) r(@) =Y p ) r(gy)-
jeJ t JjeJ iel
Damit ist Lemma 7.2. gezeigt. | =|
Definition 7.1.
® sei eine konvexe Menge, die als konvexe Hiille der Menge ex & ihrer Extremal-
punkte darstellbar ist. Wir setzen

r(x)& =inf Y r(p,), (7.10)
keJ

wobei das Infimum alle m-r-Indexmengen J von Folgen {p,} aus ¥ (ex &, x) durch-
lauft. Die auf dem Intervall [0, 1] erkldrte Funktion r ist dort stetig und konkav mit
r(0) = 0 vorausgesetzt.

Bemerkung: Fiir allgemeinere konvexe Mengen findet man eine mogliche Definition
in [38]. Fiir kompakte konvexe Mengen gilt nach Lemma 2.3. die Voraussetzung iiber
K |=|

Wir wollen nun eine Folgerung aus Lemma 7.1. ziehen und dann zum spezielleren Fall
des Zustandsraumes zuriickkehren. Mit s —» r (ps) gilt fir0 < p < lundp + ¢ =1
die Ungleichung

r(px + g < r(pof +r(@)s, j+k=m. (7.11)

Nun betrachten wir den Fall & = Q. Das in Definition 7.1. zu bildende Infimum kon-'
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nen wir berechnen; denn ¥ (ex £, ) enthilt nach Satz 7.1. genau eine minimal ge-
mischte Folge, und das bedeutet nach Lemma 7.2., daB3 das Infimum fiir diese Folge
angenommen wird. Damit aber haben wir mit (7.4) wegen

EJ 1) = er—m (r(0)
bewiesen:

Satz 7.2.
Ist die auf [0, 1] stetige Funktion r(s) konkav und gilt (0) = 0, so haben wir

@
r@2 =0, mz>n.

er-m(r@@), n>mz=0, (7.12)

Damit ist die angekiindigte darstellungsunabhéingige Charakterisierung der Funktio-
nale vom Typ Tr. r(A4) erreicht. Formel (7.11) gibt uns nun wegen (7.12) folgende fiir
Matrizen als [0, 1], giiltige Ungleichung:

Lemma 7.3.
Die Funktion r geniige den Voraussetzungen des Satzes 7.2. Gilt fiir drei Matrizen
aus [0, 1], die Beziehung
A, + A, = A, (7.13)
sofolgtfirm=i+j—-—n>=0
em (1(4)) < e (1(4y)) + ej (r(42)). (7.14)
Bemerkung: Ist die Funktion r im Intervall [0, ] mit den in Satz 7.2. geforderten Eigen-

schaften ausgestattet, so gilt (7.14), wenn die drei in (7.13) eingehenden Matrizen sdmt-
lich in [0, a], liegen. | =|

Nach Satz 4.1. sind im Fall & = Q die durch Definition 7.1. gegebenen Funktionen
konkav. Dies ist i.a. nicht der Fall: Ist & ein Quadrat in der Ebene, so ist auch fiir
m = 0 die mit Definition 7.1. konstruierte Funktion nicht konkav fiir konkaves r.

8. Symmetrien
8.1. Aligemeine Form einer Symmetrie

Eine Symmetrie des Zustandsraumes {2 ist eine affine Abbildung von £ auf 2, d.h.
eine Abbildung des Zustandsraumes auf sich, die der Bezichung

(por + (1 = p)e2)” =pol + (1 —p)o3, 0<p<I (8.1a)
geniigt. Sei ¢ eine Symmetrie des Zustandsraumes. Da nach Satz 7.2. eine Definition
z.B. des Funktionals —Tr. o2 existiert, die nur von der Struktur des Zustandsraumes
Gebrauch macht, gilt

Tr. 0% = Tr. (0°)%; o ist Symmetrie. (8.1b)
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Ist @ ein eindimensionaler Projektor, so ist auch #” ein eindimensionaler Projektor;
denn ¢ muB} die Menge ex £ auf sich abbilden. Wendet man nun diese Bemerkung und
die Beziehung (8.1b) auf ¢ = % (; + m,) mit den eindimensionalen Projektoren =,
und 7, an, so findet man, daB

Tr. o, = Tr. 757} (8.1¢)

sein muB. ¢ vermittelt daher eine Abbildung der eindimensionalen Teilrdume des
Hilbert-Raumes $ auf sich, die wegen (8.1c) die Ubergangswahrscheinlichkeiten in-
variant 14Bt. Nach einem Satz von Wigner und Bargmann [23] gibt es daher eine unitére
oder antiunitdre Abbildung des Hilbert-Raumes auf sich, die diese Zuordnung der ein-
dimensionalen Unterrdume vermittelt. Somit gilt

Satz 8.1.
Sei ¢ eine Symmetrie von £2. Dann gibt es eine unitdre Matrix U, so daB fiir alle ¢
entweder

¢ = UgU~!
oder
" =UeU™*
gilt.

8.2. Die Abbildung A — AS

Im Kapitel 3. wurde fiir jede Matrix 4 und jede kompakte Gruppe G unitirer Opera-
toren eine neue Matrix 4¢ durch die Gleichung (3.50) definiert (siche Vorbemerkungen).
Aus dieser Definition folgt unmittelbar die Linearitdt von A€ in 4 (Formel 3.53). Es
wurde auch gezeigt, daB 4¢ die einzige mit allen Matrizen aus G vertauschbare Matrix
ist, die gemischter ist als 4 selbst. Eine Zusammenfassung und leichte Verallgemeine-
rung dieser Ergebnisse ist das folgende Lemma.

Lemma 8.1.
Sei G eine kompakte Gruppe unitirer Matrizen und & die von allen Matrizen UAU ~1
mit U € G erzeugte konvexe Menge. Folgende Aussagen sind fiir hermitisches 4 und
einem B aus & gleichbedeutend:
1. B = AS.
2. B vertauscht mit allen U aus G.
3. B ist eine allgemeine Gleichgewichtslage von &.

Zum Beweis brauchen wir uns nur noch mit dem dritten Punkt der Behauptung zu be-
schiftigen. Ist aber B eine allgemeine Gleichgewichtslage, so ist wegen Lemma 6.1. B
mit allen U aus G vertauschbar. |=|

Die schon erwédhnte Beziehung (Formel 3.55)

A< AC (8.2)
impliziert natiirlich
Tr. A = Tr. AC. (8.3)
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Es gilt aber noch allgemeiner

Tr. AB¢ = Tr. ASB% = Tr. A®B. 8.9
Ist ndmlich

A% =} pU;AUY,

so folgt

Tr. ASBS = ) p, Tr. AU; 'BCU,,

was wegen der G-Invarianz von BY auf das erste Gleichheitszeichen in (8.4) fiihrt.
Dann vertauscht man die Rollen von 4 und B. |=|

Lemma 8.2.
Fiir zwei kompakte Gruppen unitdrer Matrizen gelte
G, ¢ G,. (8.5)
Dann ist
A% = (4%1)%2, (8.6)

Beweis: (A61)%2 vertauscht mit den Matrizen aus G, und liegt wegen (8.5) in der von
allen UAU ~! mit U € G, erzeugten konvexen Menge. Die fragliche Matrix muf} daher
nach Lemma 8.1. mit 492 iibereinstimmen. |=|

Ein wenig tiefer liegt das folgende Resultat

Lemma 8.3.
Es seien G, und G, zwei kompakte Untergruppen der kompakten Gruppe G unitédrer
Matrizen. Die Gruppe G werde von G, und G, erzeugt. Zu gegebener hermitischer
Matrix 4 definieren wir zu jeder natiirlichen Zahljeine Matrix 4, wiefolgt: 4, = 4%1,
A; 1 = (4,)¢ fiir gerades i und A4;,, = (4,)% fiir ungerades i. Dann ist

Beweis: & sei die von allen UAU ~! mit U € G erzeugte konvexe Menge. & ist kompakt
(Lemma 3.5.) und alle 4, sind in & enthalten. Die Folge der 4; hat daher Haufungs-
punkte, die alle in & liegen. Sei N die Menge aller solcher Haufungspunkte.

Da wegen (8.2) 4;,, > A, fiir alle i gilt, ist die Folge R(4,), i = 1, 2, ..., fiir jedes ste-
tige G-invariante konvexe Funktional R auf & monoton fallend und daher konvergent.
Dabher ist jedes G-invariante konvexe und stetige Funktional auf % konstant. Nach den
Sitzen 4.5. und 3.7. gibt es daher zu je zwei Elementen B, und B, aus % eine Matrix U
aus G mit UB, = B,U. Nun ist aber mit einer Matrix B auch die Matrix B¢ in R, und
beide Matrizen sind daher unitdr dquivalent.

Mit einem beliebigen streng konkaven G-invarianten Funktional R hitten wir dann
R(B) = R (ijU,-BUj"l) = R(B%), U,e G,
7

und daraus folgte die Gleichheit aller U;BU;~! fiir p; # 0 und daher B = B%. Daher
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ist B mit allen Matrizen aus G, vertauschbar und aus genau analogen Griinden auch
mit solchen aus G,. Folglich ist B tatsichlich G-invariant und in & enthalten. Nach
Lemma 8.1. muBl nun B = 4 sein, und % enthilt nur ein Element, weshalb die frag-
liche Folge gegen A€ konvergiert. |=|

8.3. Teilsysteme

Zum Verstindnis des folgenden erinnern wir uns an die im Kapitel 2. dargelegten Aus-
sagen, nachdem ein Zustand als ein positives normiertes lineares Funktional iiber der
*-Algebra aller quadratischen Matrizen gegebener Zeilenzahl im einfachsten Fall auf-
gefaBBt werden kann. Eine systematische und weiterfilhrende Behandlung dieses Ge-
dankens findet man in [32]. Sei nun B die Menge aller (n X n)-Matrizen, die mit der
Addition und Multiplikation sowie der Involution 4 — 4* (Ubergang zum hermitisch
Konjugierten)versehen ist. Ist § ein endlich-dimensionaler Hilbert-Raum mit dim § = n,
so konnen wir B als die Menge aller linearen Abbildungen von $ in $ ansehen. Sei
nun 9 das Kronecker-Produkt von Hilbert-Ridumen

=9 ®9s. (8-7)

Zu jeder Dichtematrix ¢ konnen wir die relative Spur von g nach 9, bilden und damit
eine Dichtematrix iiber $, erhalten. Hierzu benutzen wir ein beliebiges vollstindiges
Orthonormalsystem &, ..., &,, von ©,. Sind #;,7, € §,, so ist

(115 @172)1 = ;21 0 ®&;,0m2 ®E)). (8.8)

Dabei bezeichnet (.); das Skalarproduktin §,. Wir konnen 251 , die Algebra aller linea-
ren Abbildungen von $, in ,, als eine Teilalgebra von B betrachten, indem wir jedem

A€ B 1 die Matrix 4, ® E, zuordnen. Die entstehende Teilalgebra nennen wir %5, .
Es gilt
(Tr. 4104);, = Tr. (4; ® E3) e, (8.9)

wobei (Tr. ...), die Spurbildung liber §, anzeigt. Ist nimlich %, ..., 7,, ein vollstindi-
ges Orthonormalsystem von §, und die #; als Eigenvektoren von 4, zu den Eigenwer-
ten A; gewihlt, so ist ; ® &, ein Eigenvektor von 4; ® E, und daher

Tr.(4; @ Ex)o = Y 4 (; ® &k, 0m; ® &1,

woraus durch Aufsummieren iiber k¥ und Vergleich mit (8.8) die Formel (8.9) folgt.
Nun existiert eine lineare Abbildung von % auf B,. Ist nimlich G, die Gruppe aller
Matrizen der Gestalt £; ® U, mit unitdrem U, von §, auf sich, so kommutieren genau
die Elemente aus B; mit G,. Folglich ist

A— A% =4, ® E, (8.10)
eine lineare Abbildung von % auf B;. Nach (8.9) ist

Tr. pA% = (Tr. 0,4,),, 8.1
171



und wir konnen g, als die Beschrdnkung von ¢ auf die Algebra %1 ansehen. Wegen
(8.4) folgt dann aus (8.11)

1
QGZ = ;‘@1 ® E2 mit nZ = dim @2. (8‘12)
2

Ehe wir mit diesem Ergebnis weiterrechnen, haben wir einige Definitionen zu be-
sprechen. Sei B, eine *-Unteralgebra von B mit Einselement. Zu ihr gehort nach Defi-
nition 1.3. ein Zustandsraum £2,, der aus allen normierten positiven Funktionalen iiber
B, besteht. Mit

S (Bo,00), 0oL (8.13)
bezeichnen wir dann das Funktional
r(@o)2e mit m =0,r = —slns (8.14)

(siche Definition 7.1.) und nennen seinen Wert ,,Entropie des Zustandes g, von £2,“.
Ist p € £ ein Zustand von B (einer Dichtematrix iiber § dquivalent), so bezeichnen wir
mit S (B,, o) die Entropie des auf B, beschrinkten Zustandes ¢. Die Beschrinkung o,
von g auf B, konnen wir nach dem bisherigen als eine ,,verallgemeinerte relative Spur*
von ¢ ansehen. | =|

Betrachten wir nun wieder die Zerlegung (8.7) und die zugehorende Algebra B, so ist
der Zustandsraum von B,; mit der Menge 2, aller Dichtematrizen iiber §, isomorph.
Daher gilt

S(By,0 = —(Tr. o, Ingy)y,
und wegen (8.12) folgern wir
S(B;,0) = S(B,0%) — Indim 9,. (8.15)

Wir wollen nun eine Verallgemeinerung dieser Formel besprechen, die den Fall be-
trifft, dal

D=9 09 ®9Ds (8.16)
ist. Setzen wir
D ® @j = @ij (8.17)

und bezeichnen wir die identischen Abbildungen von ; bzw. 9;; mit E; bzw. E;;. Sei
weiter

By, = {4, ® E;},

B3 = {E; ® 423}, (8.18)
B, ={E ®4, ® E;},

wobei A, alle linearen Abbildungen von $;; in sich durchléuft.

A, durchlduft analog die linearen Abbildungen von $, in sich. Es ist

B, = By N Bas. (8.19)
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Betrachten wir ferner

Gy = {U e ¥, ; U unitir} (8.20)
G; = {U e ®;; U unitir}.

Wie im Falle der Zerlegung (8.2) erhélt man fiir jede Permutation ijk der Zahlen 1, 2, 3
Ae®, istdquivalent mit A% = 4,

Ae®B; istdquivalent mit 4% = 4. (8.21)
An Stelle von (8.15) tritt dann

S (B12,0) + S (B30 — S(Ba,0) = S(%) + ) — S(°), (8.22)
denn beide Seiten unterscheiden sich um

Indim 3 + Indim ; — Indim H,; = 0.

An diese Betrachtung schlieBt sich folgende, wegen ihrer Konsequenzen wichtige, bis-
her aber nur fiir spezielle Fille bewiesene Vermutung iiber die ,,starke Subadditivitit
der Entropie® an:

Vermutung I (Lanford, Robinson [31])
Mit den Algebren (8.18) gilt

S(B,0) + 5(B2,0 < S(Br2,0) + S (B3, 0). (8.23)

Den bisherigen Stand der Beweise findet man u.a. in [22], [24] und [25]. Wegen (8.22)
und S (3B, ¢) = S(p) konnen wir (8.23) auch schreiben

S(e) + S) < S + S(%). |=| (8.24)

Ehe wir weiter bei dieser Formel verweilen, stellen wir noch einige Tatsachen zu-
sammen:
Sei G eine kompakte Gruppe unitdrer Operatoren. Wir setzen

B(G) = {lineare Hiille aller U € G}. (8.25)

B(G) ist eine *-Unteralgebra von B und jede *-Unteralgebra von B, die das Einselement
von B enthilt, 148t sich so gewinnen. Mit G bezeichnen wir dann die Gruppe

G = {Gruppe der unitiren Matrizen von B(G)}. (8.26)

Offenbar ist stets G < G. Die Gruppe G heiBt ,,die Vervollstindigung von G*. Ist
G = G, so heiBt G »vollstandig®.

Lemma 8.4.
Ist G die Vervollstindigung von G, so ist stets

AS = AS, (8.27)
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Beweis: Jedes U € G ist eine Linearkombination von Elementen aus G und daher ver-
tauscht 4¢ mit allen U € G.

Andererseits ist A4S 5 4, da G die Gruppe G enthilt. (8.27) folgt daher aus Lemma
8.1. | =]

Lemma 8.5.
Mit den Festlegungen (8.16), (8.18) und (8.20) gilt:
G; ist die Vervollstandigung von G; - G;.

Denn es besteht z.B. G, - G, aus allen Matrizen U; ® U, ® E;, und deren lineare
Hulle lSt %12. I=|

Lemma 8.6.

Sind G; und G, vollstindige Gruppen unitdrer Matrizen, so ist auch ihr Durch-
schnitt G; n G, vollstdndig.

Denn G, n G, besteht aus allen unitdren Elementen der Algebra B(G,) n B(G,). | =]

Die folgende, etwas allgemeinere Vermutung 146t sich in wichtigen Spezialfillen analog
zur Vermutung I behandeln:

Vermutung I1

Seien G; und G, vollstindige Gruppen unitirer Matrizen. G sei die von ihnen erzeugte
vollstdndige Gruppe und G, ihr Durchschnitt.

Dann gilt

S(A4%) + S(4%) < S(4%) + S(4%). (8.28)

Lemma 8.7.
Gilt die Vermutung II, so auch die Vermutung I.

Beweis: Sei G, und G; wie in der Formel (8.20). Dann besteht der Durchschnitt von G,
und G; nur aus Identitit. Nach Lemma 8.5. ist ferner G5 die kleinste vollstindige
Gruppe, die G, und G; enthilt. |=|

8.4. Uber die Vermutung von Lanford und Robinson

Wir wollen jetzt einige Griinde anfiihren, die die Vermutung II nahelegen. Wir betrach-
ten die Ungleichung

Tr.AInB<Tr.AlnA fiur Tr.4A = Tr. B (5.18)

und verwenden die in der Vermutung Il benutzten Bezeichnungen.
Ersetzen wir A durch 4% und B durch

B = Bexp [In At + In 4% — In 4], (8.29)
wobei wir § durch

Tr. A = Tr. B (8.30)
bestimmen. Wir haben dann

(Tr. A)InB + Tr. Aln A% + Tr. Aln 4% < Tr. AIn A% + Tr. A1n 4.
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Nun ist In 4% mit den Elementen von G vertauschbar, und daher ist
Tr. A% 1n A¢ = Tr. ASIn 46, da G, = G.

Analoge Umformungen fiir die anderen Summanden ergeben

(Tr. A)In B + S(4%) + S(A%) < S(4%) + S(4%).

Daher gilt Vermutung IT, wenn In 5 > 0 bzw. § > 1 ist.

Lemma 8.8.
Die Vermutung II ist fiir solche A4 richtig, fiir die

Tr. A = Tr.exp [In A% + In 42 — In 49] (8.31)
gilt.
Der folgende Satz verallgemeinert ein Resultat von Araki und Lieb [22].

Satz 8.2.
Kommutieren irgend zwei der Matrizen A€, 462, A¢, so gilt die Vermutung II.

Beweis: Wir beschrinken uns auf den Fall, da 4% mit 4% kommutiert. Wegen der
Ungleichung

Tr.exp (X + Y) < Tr. (exp X) (exp Y) (8.32)
von Golden und Thompson [26, 37] ist
Tr.exp [In A% + In A% — In 46] < Tr. A%14% (49)~1, (8.33)

Zu dieser Ungleichung wire man auch gelangt, wenn zwei andere der fraglichen drei
Matrizen kommutierten. Satz 8.2. folgt nun aus

Lemma 8.9.
Mit den Bezeichnungen der Vermutung IT ist

Tr. A = Tr. A514% (46)-1, (8.34)

Beweis: Da A€ mit allen U aus G vertauscht und G,, G, Untergruppen von G sind,
haben die Matrizen

B(A6)~1, BS1(45)~1, BS2(46)~1

nach (8.4) die gleiche Spur. Setzen wir nacheinander fiir B
-AGIAGZ, (A%1A452)%1 (451 452)60)62 .,

was mit

AC14%2, A451(A52)%1 (451)62(455)C1, ((451)%2)%1 (462)0n, ..

gleichbedeutend ist. Nach Lemma 8.3. konvergiert diese Folge von Matrizen gegen
(A4%2)2, wobei G, die von G, und G, erzeugte Gruppe ist. Nach Lemma 8.4. ist aber
A% = 4% und daher gilt (8.34). | =|
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Die eben benutzte Beweistechnik fithrt auch auf die Formel

Tr. A 4% = Tr. (49)2, (8.35)
mit deren Hilfe man leicht

0 < Tr. (4% + A% — A% — A49)2 = Tr. (A4%)? + (4°)? — (49)? — (492)? (8.36)

nachrechnet. Diese Ungleichung ,,approximiert” die Vermutung II fiir Matrizen A4, die
nahe der Identitdt F liegen. | =|

SchlieBlich wollen wir noch eine Vermutung aussprechen, die wegen Satz 4.5. die For-
mel (8.31) fiir alle 4 zur Folge hétte und daher schdrfer als Vermutung II ist:

Vermutung I11
Sei X eine beliebige hermitische Matrix. Im Gebiet 4 > 0 ist die Funktion

A - Tr.exp (X + In A4) (8.37)
konkav.

Die Vermutung I11 ist wiederum schwécher als die leider nur fiir j = 2 bewiesene
Konkavitit [42] von

A— Tr.(BA'BY, tj = 1 (8.38)
und fiir alle B > 0,

deren Giiltigkeit fiir eine unbeschréankte Folge von j-Werten die Richtigkeit der Ver-
mutung II1 nach sich ziehen wiirde.
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Zusammenfassung

Nachdem in Analogie zur Arbeit von Lafner [32] im Teil 1 [39] der allgemeine Zustandsraum definiert
und seine geometrische Struktur angegeben wurde, betrachten wir im Teil IT konkave Funktionale auf
dem Zustandsraum und ihren Zusammenhang mit allgemeinen ,,Gleichgewichtslagen“. Der konventio-
nelle Fall entsteht durch Auszeichnung eines bestimmten konkaven Funktionals, der Entropie. Im Sinne
des axiomatischen Zugangs zur Quantenphysik betrachten wir Teilsysteme und Symmetrien physika-
lischer Systeme und kommen schlieBlich auf die in den letzten Jahren diskutierten und noch immer nicht
vollstindig bewiesenen Entropieungleichungen. Einige Ergebnisse werden erstmalig publiziert, jedoch
tiberwiegt der zusammenfassend verallgemeinernde Charakter der Arbeit.
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