Endlich-dimensionale Dichtematrizen I*

Von A. UHLMANN, Leipzig

1. Dichtematrizen

Die Dichtematrizen (Dichteoperatoren) wurden durch J.von Neumann in die Quanten-
physik eingefiihrt, der auch eine Reihe ihrer wichtigsten allgemeinen Eigenschaften
bewies.

Im Abschritt 1.1. werden die endlich-dimensionalen Dichtematrizen definiert und ihre
einfachsten Eigenschaften angegeben. Jede Matrix kann auch als linearer Operator
aufgefalBt werden, der in einem endlich-dimensionalen linearen Raum (Vektorraum)
wirkt. Daher ist auch das Wort ,,Dichteoperator sehr gebrauchlich. Im Abschnitt 1.1.
sind alle Beweise nur angedeutet, da sie praktisch in jedem Lehrbuch iiber Matrizen
oder lineare Operatoren zu finden sind. Daher sollte dieser Abschnitt als eine Erinne-
rung an wohlbekannte Dinge und eine Einfithrung in einige Bezeichnungsweisen an-
gesehen werden.

Im Abschnitt 1.2. wird gezeigt, weshalb die Dichtematrizen (-operatoren) eindeutig
physikalischen Zustdnden eines (hier endlichen) physikalischen Systems zugeordnet
sind. Wegen der ,,Endlichkeit“ und der ,,Irreduzibilitit“ der von uns betrachteten
Klasse physikalischer Systeme ist diese Zuordnung sogar eindeutig. Daher bezeichnen
wir die Dichtematrizen gelegentlich auch als ,,Zustinde“ und die Gesamtheit dieser
Zustdnde auch als ,,Zustandsraum® unseres physikalischen Systems. Die letztere ist
keine Standardbezeichnung, da meist die Gesamtheit der sog. ,,reinen® Zustiinde als
Zustandsraum bezeichnet wird und nicht die Gesamtheit ,aller, also auch der
»gemischten Zustinde.

Der Abschnitt 1.3. kann beim ersten Studium iiberschlagen werden. Er enthilt eine
gewisse Rechtfertigung der hier benutzten Sprechweise durch den sog. algebraischen
Zugang zur Quantentheorie mit Hilfe der C*-Algebren oder allgemeiner der *-Alge-
bren. In diesen Theorien tritt der allgemeine Begriff des Zustands im Sinne des von
Neumannschen Zustandsgemisches als primérer und leicht definierbarer (natiirlicher)
Begriff auf, wihrend ,,reine* Zustédnde entweder als Extremalpunkte (siche Abschnitt2.)
des Zustandsraumes oder durch die Irreduzibilitit der von ihnen induzierten Darstel-
Iung (Gelfand-Neumark-Segal-Darstellung) ausgezeichnet sind. Auf den letztgenann-
ten, unmittelbar mit dem Uberlagerungsprinzip verbundenen Zusammenhang gehen
wir jedoch in dieser Arbeit nicht explizit ein.

! Die nachstehende Arbeit ist Teil einer Vorlesung, die der Autor im Friihjahrssemester 1971. gehalten
und auf Grund der Ausarbeitungen von W.LapBner und P.Alberti vervollstindigt hat. Sie gehort zu
einem Vorlesungszyklus , Observable und Zustéinde*, der von G.Lafner (Sektion Mathematik der Karl-
Marx-Universitdt) und dem Autor geleitet wird.
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1.1. Definitionen und elementare Eigenschaften

Wir betrachten zunédchst n x n-Matrizen 4 mit komplexen Matrixelementen. Die zu 4
hermitisch konjugierte Matrix wird mit 4* bezeichnet. 4 heilt positiv semidefinit,
wenn

E A,-kfigk 2 0 (1‘1)

fiir alle komplexen Vektoren £ mit Komponenten £, ..., &" ist. Dabei bezeichnet &
die zu & konjugierte komplexe Zahl. Wir schreiben genau dann

A> B, (1.2)

wenn A — B positiv semidefinit ist. Also bedeutet 4 > 0, daBl A4 positiv semidefinit ist.
Geht man in (1.1) zum Konjugiert-Komplexen iiber und vertauscht die Summations-
indizes, so bekommt man leicht, dal 4 = A4*, 4 also hermitisch ist. Einsetzen der
Eigenvektoren von A zeigt dann, daB kein Eigenwert negativ sein darf. Wegen der
Diagonalisierbarkeit der hermitischen Matrizen kann man ebenso einfach aus der
Nicht-Negativitit der Eigenwerte auf die positive Semidefinitheit schlieBen:

Lemma 1.1.

Eine Matrix ist genau dann positiv-semidefinit, wenn sie hermitisch ist und keinen
negativen Eigenwert besitzt.
Als nichstes erinnern wir an die Definition der Spur

TI‘. A = E Aii fﬁr A = (Aik)‘ (1.3)
Ehe wir jedoch die wichtigsten Eigenschaften der Spur referieren, wollen wir die

n x n-Matrizen noch wie iiblich den linearen Operatoren eines n-dimensionalen linearen
Raumes zuordnen. In der Tat bilden die Vektoren

§=(&....&M
einen komplexen linearen Raum der Dimension n, den wir mit § bezeichnen wollen:
H = {&:& = (&, ..., &), & bel. komplex. (1.4)

Es ist dann die Addition und die skalare Multiplikation durch
€+t =&+,

. (1.5)
(28! = A&, 2 komplexe Zahl
definiert. Eine der moglichen Basen dieses Raumes ist durch die Vektoren
1,o0,0,...,0), (0,1,0,0,..),...,(0,0,...,0, 1) (1.6)
gegeben. Durch Einfithren des Skalarproduktes
E.n) =Y &yt (1.7)
i=1
wird § zu einem Hilbert-Raum der Dimension n; denn
£,8=0 (1.8)
55 = E 5
& m =@, (1.9)

(&, ) = A(&,7), Akomplexe Zahl
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und
(&, &) =0 genau dann, wenn & = 0. (1.10)

Die Matrix A = (A;,) identifizieren wir nun mit dem linearen Operator 4, der durch
(A = Y Aué" (1.11)
k=1

definiert ist.
Die Einheitsmatrix bzw. den Einsoperator (Identitit) bezeichnen wir mit
1 bzw. 1,,

wenn die Dimension des Raumes hervorgehoben werden soll:

1 =(6,). (1.12)
Es ist A* auch durch die Forderung

(&, A*n) = (4&,n) firalle &, e (1.13)
definierbar. Weiter ist

A >0 genau dann, wenn (&, 48) > 0 fiir alle & (1.14)
gilt.

Eine vollstindige Orthonormalbasis 7, ..., n, besteht aus genau n Vektoren 7; mit

> M) = Oues

wobei wie iiblich d;; = 1 und d;; = O fiir i  k gesetzt wird. (1.6) ist eine vollstindige
Orthonormalbasis. Sind &, ..., &, Vektoren und %, ..., 7, eine vollstindige Ortho-
normalbasis, so ist der durch

Un, =¢&, i=1,2,...,n

definierte lineare Operator (und die ihm nach (1.11) zugeordnete Matrix) genau dann
unitér, d.h.

UU* = U*U = 1,

wenn auch §&,, ..., &, eine vollstindige Orthonormalbasis ist.
Nun wollen wir zu (1.3) zuriickkehren.

Lemma 1.2.

Ist 4, %3, ..., , eine beliebige vollstindige Orthonormalbasis, so ist
Tr. A =) (n;, An,). (1.15)
i=1
Beweis: Indem wir das vollstindige Orthonormalsystem (1.6) einsetzen, sehen wir die
Richtigkeit von (1.15) fiir die Basis &, ..., &, mit (£,)* = d;. Es ist aber
Tr. 4 = Z (i, 4&) =.Zk(77j5 Ang) (&5, my) (e, &) = Zé(m’ Any) Oj = ; (> Ani) 5
t,J, Js
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wobei wir die fiir zwei vollstindige Orthonormalbasen geltende Formel

.Zi(nk, &) (i my) = by (1.16)
benutzt haben. | =]

Aus Lemma 1.2. leiten sich leicht weitere wichtige Eigenschaften der Spur ab.

FEigenschaft a

Ist 4 hermitisch und sind 1, 4, ..., 4, simtliche Eigenwerte von 4, so ist
Y 4 = Tr. A. (1.17)
i=1

Beweis: In (1.15) wird ein vollstindiges Orthonormalsystem von Eigenvektoren von
A gewihlt.

Eigenschaft b

Fiir unitdres U ist

Tr. A = Tr. UAU 1, (1.18)

Beweis: Nach Lemma 1.2. ist
Tr. A = X (U§;, AUE) = Z (&, ULAUE,).
FEigenschaft ¢

Es ist
Tr. A4 = ATr. A, 2 komplexe Zahl

Tr. (4 + B) =Tr. A + Tr. B (1.19)
Tr. A* = Tr. 4.

Eigenschaft d

Es ist

Tr. AB = Tr. BA. (1.20)

Beweis: Seien zunéchst 4 und B hermitisch und &,, ..., &, eine Orthonormalbasis von

Eigenvektoren von 4; dann ist
Tr. AB = X (&, ABE) = X4, (&, BE)
Tr. BA = X (&, BA&,) = Z (&, BE) 4.

Also gilt (1.20) fiir hermitische Operatoren (Matrizen). Sind nun 4 und B beliebig, so
betrachten wir ihre Zerlegung

.A=A1+iA2, B=BI+IBZ

in hermitische Operatoren A,, A,, By, B,. Durch Einsetzen dieser Zerlegungen in
Tr. AB kann die allgemeine Giiltigkeit von (1.20) auf die von (1.20) fiir hermitische
Operatoren zuriickgefiihrt werden. |=|
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FEigenschaft e
Ist A > Ound B > 0, so ist
Tr. AB >0 (1.21)

und gilt in (1.21) das Gleichheitszeichen, so ist AB = 0.

Beweis: Ist A > 0, so ist mit den Bezeichnungen des Beweises von Eigenschaft d ein-
mal 4; > 0 und zum anderen (§;, BE;) = 0. Also folgt aus der Voraussetzung

TI‘. AB = Ell (Ei’ BE,) > 0. (1.22)

Sei nun Tr. AB = 0. Wir ordnen die A; so, daB 4; > --- > 4, > 0, aber 1,,, = -+
= A, = 0ist. Dann folgt aus (1.22) wegen Tr. AB = 0

(&,BE) =0 fiir i=1,...,m
und, da B > 0 sein sollte, sogar BE; = 0. Mit

& =Y «é;, «; beliebig

i=1

folgt somit
(fa ABS) = (AE, Bf) =X O‘ko_‘ili (5;‘, BE,) = kz Xk Z&i}'i (Bfi, &) = 0.
=1 i=1

Eigenschaft f
Sei B hermitisch. Genau dann ist
Tr. AB >0 fiiralle 4 >0, wenn B> 0. (1.23)

Beweis: Bei Eigenschaft ¢ wurde schon bewiesen, dal B > 0 hinreichend fiir (1.23) ist.
Gelte daher (1.23). Sei 74, ..., 7, eine vollstindige Orthonormalbasis von B. Die
Operatoren

A& =i, O my (1.24)
sind die Projektionsoperatoren auf die 7;, und wegen
(¢, 4:8) = 0:,8) &, m) =1, HI? 2 0 (1.25)

sind diese Operatoren samtlich positiv-semidefinit. Daher ist

0 > Tr. A;B = X (n;, A;Bn;) = ZA; (n;, Am;) = A

und die Eigenwerte von B konnen nicht negativ sein. Das zeigt wegen Lemma 1.1., da3
B > 0 auch notwendig ist. |=|

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zur Definition der Dichtematrizen (Dichte-
operatoren).

Definition 1.1.

Eine Matrix g (ein linearer Operator g) hei3t Dichtematrix (Dichteoperator) genau
dann, wenn

a)o =0
b) Tr.o =1

gilt.
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Nach dem bisherigen konnen wir auch sagen:

Lemma 1.3.
o ist genau dann Dichtematrix (Dichteoperator), wenn ¢ hermitisch ist und fiir die
Eigenwerte A, 4,,..., 4, von o gilt

=0, YA =1 (1.26)
Jj=1

Bemerkung: Dichtematrizen (Dichteoperatoren) bezeichnen wir mit den Buchstaben
0,0, w, ... Wie im néchsten Abschnitt erldutert wird, spielen gewisse Matrizen physi-
kalisch eine Doppelrolle. Einmal haben wir Matrizen, die den Zustand eines Systems
beschreiben (Dichtematrizen g, w,...), und zum anderen hermitische Operatoren
(Matrizen 4, B, ...), die Observable des Systems beschreiben. Die Unterscheidung der
Schreibweise ist also mathematisch ohne Bedeutung und soll nur auf die unter-
schiedliche physikalische Stellung des Objektes hinweisen. Im Abschnitt 1.3. werden
wir jedoch andeuten, daB man Zustinden und Observablen auch getrennte mathe-
matische Objekte zuordnen kann (und in Systemen mit unendlich vielen Freiheits-
graden oft auch muB).

1.2. Physikalische Deutung

Einer der wichtigsten Begriffe der Physik ist der des Zustandes. Dieser Begriff ist so
tief und von solch struktureller Vielfalt, daB eine abschlieBende, alle Fille iiber-
deckende Definition wohl kaum gegeben werden kann. Es erscheint am natiirlichsten,
den Zustandsbegriff mit dem nicht weniger fundamentalen der Observable zu ver-
kniipfen: Der Zustandsbegriff wire leer, gibe es nicht Observable, die verschiedene
Zustinde zu unterscheiden gestatten.

Wir wollen hier diejenigen physikalischen Systeme betrachten, deren Zustinde durch
endlich-dimensionale Dichtematrizen einer festen Dimension n und deren Observable
durch die hermitischen Matrizen (Operatoren) derselben Dimension beschreibbar sind.
Ein solches System wollen wir kurz ein ,,endliches* physikalisches System nennen bzw.
genauer ein ,irreduzibles endliches physikalisches System®, da wir voraussetzen wol-
len, daB alle hermitischen Operatoren Observable beschreiben.

Ist nun 4 ein hermitischer Operator und g eine Dichtematrix, so ist der Erwartungswert
0(4) der Observablen 4 im Zustand ¢ durch

o(4) = Tr. oA (1.27)

definiert. Da der Erwartungswert linear in A ist und jede Matrix Linearkombination
aus hermitischen Matrizen, kann (1.27) formal auch als Definition des ,,Erwartungs-
wertes“ einer beliebigen Matrix (eines beliebigen Operators) A dienen. Dieser Regelung
wollen wir uns im folgenden stets anschlieBen.

Lemma 1.4.
Die Erwartungswerte der hermitischen Operatoren 4 bestimmen die Dichtematrix
eindeutig:
Aus 9,(A4) = g,(4) fiir alle hermitischen 4
folgt 0, = 0.
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Aus der Voraussetzung folgt nimlich die Gleichheit des Erwartungswertes auch fiir
die Matrix 4 = o, — 0,, und es folgt, daB die Spur des positiv semidefiniten Operators
(01 — 02)* verschwindet. Daher muB3 g, = g, sein. |=|

Nun wenden wir uns der weiteren Rechtfertigung von (1.27) zu. Nach den Axiomen
der Quantentheorie ist der Erwartungswert das arithmetische Mittel der MeBwerte,
die (bis auf den MeBfehler) wiederum mit Eigenwerten des zugeordneten hermitischen
Operators identisch sein miissen. Hat daher ein hermitischer Operator keine negativen
Eigenwerte und kann er als eine Observable des Systems aufgefalit werden, so sollte
sein Erwartungswert nicht negativ sein — unabhéngig von dem Zustand des Systems,
der bei der Messung vorlag.

Satz 1.1.

Sei jedem hermitischen Operator A eine reelle Zahl @(A4) zugeordnet.

Genau dann existiert eine Dichtematrix ¢ mit

D(A) = Tr. Ap,

wenn die drei folgenden Bedingungen erfiillt sind:

a) A — D(A) ist linear in A.

b) Es ist &(4) = 0 fir alle 4 = 0.

c) @ ist normiert, d.h., @(1) = 1.
Bemerkung: Ist das physikalische System nicht in dem oben beschriebenen Sinn end-
lich, so stellen a) bis c) keine hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz einer Dichte-
matrix dar.
Beweis: Tst o eine Dichtematrix, so erfiillt der Erwartungswert (1.27) die Bedingungen
a) bis c): a) folgt aus Eigenschaft ¢ der Spur. b) folgt aus Eigenschaft e der Spur und
der Voraussetzung ¢ > 0. Ebenso ist ¢) die Aussage Tr.¢ = 1 der Definition der Dichte-
matrizen. Wir zeigen nun, daB aus a) bis c) die Darstellung (1.27) folgt. In dem linearen
Raum der hermitischen Operatoren wird durch

{4, B) = Tr. AB (1.28)

ein Skalarprodukt eingefiihrt, so daB ein reeller Hilbert-Raum entsteht; denn {4, B)
ist linear in beiden Variablen, und nach Eigenschaft d der Spur ist (1.28) symmetrisch
in A4 und B. SchlieBlich ist (4, 4) niemals negativ und genau dann gleich Null, wenn
A = 0 ist (siche Eigenschaft a der Spur). Da der Hilbert-Raum endlich dimensional
ist, ist jedes lineare Funktional beschrankt. Nach dem Satz von Riesz gibt es daher
genau eine hermitische Matrix o mit

D(A) = (A,0) = Tr. Ao. (1.29)
Aus der Bedingung c) folgt, daB Tr. ¢ = 1 sein muB. Aus der Eigenschaft der Spur
folgt unmittelbar, daBl die Bedingung b) mito > 0 identisch ist. Also ist ¢ eine Dichte-
matrix. | =|

Wir betrachten jetzt eine leichte Modifikation des eben bewiesenen Satzes. Hierzu be-
merken wir, daB 4 > 0 genau dann gilt, wenn eine (mindestens eine) Darstellung
A = BB¥ existiert. Daher ist die Bedingung b) des Satzes 1.1. mit

‘® (BB*) > 0 fiiralle B (1.30)
identisch. Damit ist schon fast alles zur Begriindung des néchsten Satzes gesagt:
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Satz 1.2.
Jedem Operator A4 sei eine komplexe Zahl &(A) zugeordnet.
Genau dann existiert eine Dichtematrix ¢ mit

D(A) = Tr. Ap,
wenn die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

a) A — D(A) ist linear.
b) @ (BB*) > 0 fiir alle B.
c)D(1) = 1.

Beweis: Aus der Linearitit folgt, dal wir nach Beschrinkung auf die hermitischen
Operatoren wieder die Voraussetzungen von Satz 1.1. antreffen, falls ®(A) fir her-
mitische Operatoren reell ist. Nun ist @ nicht-negativ (und somit trivialerweise reell)
fir die Matrix (1 + 14) (1 + 24)*. Aus der Linearitit, der Reellitit von @ (A4A4%)
und wegen @(1) = 1 folgt, daB

D (A) + 1D (4%)
reell sein muB3. Da A beliebig komplex war, ist
D(A) = D(A4*). (1.31)

Insbesondere ist somit @ reell fiir hermitische Argumente. | =|

Die Sitze 1.1. und 1.2. zeigen hinreichend deutlich, daB fiir endliche und irreduzible
physikalische Systeme die Dichtematrizen eineindeutig den Zustinden des Systems
zugeordnet sind. Daher identifizieren wir gelegentlich die Zustinde mit den Dichte-
matrizen und sehen Operationen mit Dichtematrizen auch als Operationen mit Zu-
stinden an, denen unmittelbare physikalische Bedeutung zukommt.

Die eben angegebene Festlegung des Zustandsbegriffs fiir endliche irreduzible Systeme
umfaft sowohl die sog. reinen als auch die sog. gemischten Zustinde (Zustands-
gemische). Historisch gesehen bildeten die ,,reinen Zustinde® das Untersuchungs-
objekt der Quantenmechanik, die gemischten Zustéinde dasjenige der Thermodynamik.
Die reinen Zustdnde korrespondieren im klassischen Grenzfall zu den Punkten des
Phasenraumes, die gemischten Zustinde haben als klassischen Grenzfall die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen iiber dem Phasenraum. Eine solche einfache Aufteilung ist
jedoch nicht immer sachlich gerechtfertigt (besonders bei Systemen mit unendlich
vielen Freiheitsgraden). Beimsog. algebraischen Zugang zur Quantentheorie erscheint es
im Gegenteil angebracht, zuerst — wie eben geschehen — den allgemeinen Zustands-
begriff zu geben und danach die reinen Zustinde als Grenzfille (siche 2.) zu betrach-
ten.

In Einklang mit diesen Bemerkungen geben wir folgende

Definition 1.2.
Die Gesamtheit der Dichtematrizen eines endlichen irreduziblen physikalischen
Systems heilit Zustandsraum des Systems. Wir bezeichnen ihn mit Q-

Q={0:0>0,Tr.o =1}. (1.32)

Wollen wir hervorheben, daB es sich um n x n-Matrizen handelt, das System also die
Dimension n hat, so schreiben wir ,.
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1.3. Zusammenhang mit einem allgemeineren Zustandsbegriff

Um ein physikalisches System zu beschreiben, bendtigt man zunéchst zwei Begriffe,
die sich gegenseitig bedingen: den Begriff des Zustandes und den der Observablen. Ein
physikalisches System hat die M&glichkeit, verschiedene Zustinde einzunehmen, und
wir gewinnen so einen ersten Eindruck von seiner strukturellen Vielfalt. Andererseits
setzt der Zustandsbegriff notwendigerweise den der Observablen voraus; denn die
verschiedenen Resultate von Messungen observabler GroBen unterscheiden die ver-
schiedenen Zustinde. Man kann jeden dieser beiden Begriffe zum Ausgangspunkt
nehmen. Zum Beispiel kann man, wie es u.a. Schrodinger, von Neumann und Dirac
taten, einen Hilbert-Raum $ einfithren, dessen eindimensionale Teilriume zu den
reinen Zustinden des in Rede stehenden physikalischen Systems eindeutig korrespon-
dieren. Dann haben wir die selbstadjungierten Operatoren (oder eine geeignete Aus-
wahl dieser Menge) als Observable zu interpretieren, und schlieBlich erweist es sich als
notwendig, Zustandsgemische mit Hilfe von Dichtematrizen oder allgemeineren Ob-
jekten einzufiihren.

Wir kénnen jedoch auch den anderen Weg verfolgen und zundchst Observable ein-
fithren, zwischen denen algebraische Relationen {z. B. Vertauschungsregeln) bestehen,
einen Weg, den zuerst Heisenberg einschlug. Dieser Weg ist einfacher bei der Hand-
habung des folgenden Problems: Wie besonders Dirac in seinen “Principles of Quan-
tum Mechanics® herausstellte, ist es eine besondere Annahme, dalBl jedem selbst-
adjungierten Operator ein MeBverfahren zugeordnet werden kann, welches ihn als
Observable ausweist. Dieses ,,AbschluBpostulat® wurde lange als eine Art Verzierung
betrachtet, die den Axiomen der Quantenmechanik die innere Geschlossenheit gibt,
ohne wesentliche praktische Konsequenzen zu besitzen. Eine solche Auffassung ist
jedoch nicht berechtigt; denn wenn eine wesentlich ,kleinere“ Menge von Operatoren
als Observable legitim ist, so kénnen zwei (und mehr) linear unabhéngige Vektoren
des Hilbert-Raumes beziiglich dieser Observablenmenge stets die gleichen Erwar-
tungswerte liefern. Sie sind dann durch diese Observablen nicht unterscheidbar und
repriasentieren daher den gleichen Zustand! Es ist offensichtlich, daB solche Verall-
gemeinerungen leichter zu handhaben sind, wenn wir von den Observablen ausgehen
und mit ihrer Hilfe beschreiben, was unter einem Zustand verstanden werden soll.
Eine sehr allgemeine Beschreibung von mathematischen Objekten, die geeignet sind,
Observable darzustellen, hat Segal gegeben. Die bisherigen Erfahrungen zeigen jedoch,
daB wesentlich stirkere Postulate notwendig sind, um den mathematischen Apparat
aussagekriftig zu machen. Im folgenden besprechen wir nur kurz die algebraischen
Postulate und zeigen ihre Vertraglichkeit mit dem im Abschnitt 1.2. dargelegten.
Unter einer Algebra R verstehen wir einen komplexen linearen Raum R, in dem noch
eine Multiplikation

a,b—>a-b; a,beR, a-beR (1.33)
erklart ist, fiir die die assoziativen und distributiven Gesetze
(ab) ¢ = a (bc)
a(b, + b,) = ab, + ab,, (by + by)a =bia + b,a (1.34)
A(ab) = (Aa) b = a (Ab), A komplexe Zahl
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gelten. Wir wollen weiter voraussetzen, daB3 R ein Einselement 1 besitzt, fir das gilt
la=a=al alle aeR. (1.35)

Eine solche Struktur erlaubt also eine Addition und eine Multiplikation, die wir hier
als eine Verallgemeinerung der Addition und Multiplikation von Operatoren auffassen
wollen. Bei der eingangs erwihnten Formulierung der Quantenmechanik iiber den
Begriff des Hilbert-Raumes konnten wir nicht jeden, sondern nur hermitische (besser
selbstadjungierte) Operatoren als observabel betrachten. Auch in der Algebra R be-
nétigen wir eine solche Unterscheidung, wenn wir sie zur Charakterisierung von
Observablen benutzen wollen. Diese Notwendigkeit fithrt auf die *-Algebren.

Eine Algebra R wird zu einer *-Algebra, wenn in ihr eine ,,Involution®

a— a* (1.36)

definiert ist, die folgenden (nach dem Vorbild der hermitischen Konjugation auf-
gestellten) Regeln geniigt:

(A@)* = 2a, 2 komplexe Zahl
(a + b)* = g* + b*

(1.37)
(ab)* = b*a*
(H* =1.
Ein Element a einer *-Algebra R heiBt hermitisch, wenn es gleich a* ist:
a hermitisch: a = g* (1.37a)

Postulat 1.

Die Observablen eines physikalischen Systems sind die hermitischen Elemente einer
geeigneten *-Algebra.

Nun kommen wir zu den Zustinden. Ein Zustand wird charakterisiert durch den Aus-
gang moglicher Messungen, die man am System vornehmen kann. Einen Zustand
kennen heiBt, den Erwartungswert jeder Observablen in diesem Zustand angeben zu
konnen (bzw. ein Verfahren, daB bei Meisterung aller mathematischen Schwierig-
keiten auf das gesuchte Resultat fithrt). Wir kénnen dies so ausdriicken: Ein Zustand
@ induziert eine Abbildung der Menge aller Observablen in die reellen Zahlen

D:a - D(a), a hermitisch, (1.38)

wobei @(a) der Erwartungswert von @ im Zustand @ ist. (1.38) charakterisiert den Zu-
stand vollstindig, da sonst zwei Zustinde durch Observable nicht unterscheidbar
wiren. Wir konnen daher Zustinde mit gewissen Funktionalen (1.38) auf der Menge
der Observablen identifizieren. Natiirlich kann nicht jedes Funktional auf der Menge
der Observablen einem Zustand entsprechen. Bei der Aufgabe, diese Menge einzu-
schranken, helfen uns wieder die Verhiltnisse, die wir aus der Quantenmechanik
kennen und besonders auch Satz 1.2. des vorangegangenen Abschnittes. Ist z.B. b ein
beliebiges Element der in Postulat 1. erwihnten *-Algebra R, so ist b*b hermitisch
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und daher eine Observable. In Analogie zu den Operatoren eines Hilbert-Raumes
betrachten wir b*b dariiber hinaus als »positiv semidefinit* und nehmen an, daf} die
zugehdrigen MeBwerte niemals negativ sein kdnnen, so daB der Erwartungswert von
b*b ebenfalls nicht negativ sein kann. Da wir auch die Linearitit von (1.38) in den
Observablen iibernehmen, kann dieses Funktional eindeutig auf die ganze Algebra R
ausgedehnt werden. Das alles legt uns die folgende mathematische Definition nahe:

Definition 1.3.

R sei eine *-Algebra mit Einselement.

Ein Zustand von R ist ein lineares Funktional iiber (dem linearen Raum) R, das
folgende Bedingungen erfiillt:

a) Normierung: &(1) = 1.

b) Positivitit: @ (a*a) > 0 fiir alle ae R.

Bemerkung: Aus b) und der Existenz des Einselements folgt, daB @ fiir hermitische
Elemente reelle Werte annimmt.

Postulat 2.

Die Zustinde eines physikalischen Systems werden durch die Zustinde der in
Postulat 1. geforderten *-Algebra beschrieben.

Bemerkung 1: Die Menge aller Operatoren unseres n-dimensionalen Hilbert-Raumes
9 bzw. die Menge aller nxn-Matrizen ist auf natiirliche Weise eine *-Algebra &,
Satz 1.2. zeigt, daB in diesem Fall die durch Definition 1.3. und Postulat 2. definierten
Zustdnde mit den Erwartungswerten (1.27) von Dichtematrizen iibereinstimmen. Die
Verhiltnisse im nichtendlichen Fall sind weit vielschichtiger.

Bemerkung 2: Das Postulat 2. gibt sofort ,alle“ Zustinde, d.h. die reinen und die
gemischten. Die reinen Zustinde koénnen durch eine Verallgemeinerung des im
Abschnitt 2. gesagten bestimmt werden.

Bemerkung 3: In den Postulaten fehlt die explizite Erwdhnung des fundamentalen
Uberlagerungsprinzips. Dies wird erst durch die Darstellungen der *-Algebra als
Algebra von Operatoren in einem Hilbert-Raum sichtbar. Die reinen Zustinde sind
in natiirlicher Weise mit irreduziblen Darstellungen verkniipft.

Bemerkung 4: Die Beriicksichtigung von Symmetrien, der Positivitit von Massen-
und Energiespektren und andere offensichtliche physikalische Forderungen wihlen im
allgemeinen aus der Gesamtheit der Zustinde der *-Algebra eine Teilmenge als ,,phy-
sikalisch® aus. Um den Grundgedanken auszudriicken, sind die Postulate vereinfacht
dargestellt worden. ‘ :

2. Die Konvexitiit des Zustandsraumes

Im Abschnitt 2.1. stellen wir einige mathematische Definitionen und Sitze bereit, die
zum Verstindnis der weiteren Uberlegungen notwendig sind. Im Abschnitt 2.2. wird
ndmlich gezeigt, daBl die Menge aller Dichtematrizen eine konvexe Menge bildet, der
Zustandsraum £2 also konvex ist. 2 enthilt neben den sog. reinen auch alle gemischten
Zustande, eine Unterscheidung, die im Abschnitt 2.2. behandelt wird. Dieser Ab-
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schnitt sagt somit etwas iiber die ,,Geometrie* des Zustandsraumes aus und iiber das
Problem, eine Dichtematrix (einen Zustand) nicht nur als spezielle Matrix, sondern als
Element, als ,,Punkt® mit einer speziellen Lage in diesem Raum Q2 zu begreifen.

Fiir ein erstes Verstindnis langt es, die mathematische Einfithrung bis zur Formel
2.7) zu kennen.

2.1. Mathematische Einfiihrung

Wir betrachten im folgenden einen reellen linearen Raum & (Fiir die weiteren An-
wendungen denken wir z.B. an die Menge aller hermitischen Matrizen einer gegebenen
Zeilen- und Spaltenzahl, & = {4:4 = 4*}.)

Definition 2.1.

Sei M eine beliebige Teilmenge von L. Ein Element x aus Q heiBit genau dann
konvex abhingig von I, wenn es eine Darstellung :

x =Y px;, xeM 2.1)
i=1

besitzt, wobei X, ..., X, endlich viele Elemente aus I sind und die reellen Zahlen

Pi, .-+ Pm den Nebenbedingungen

p; =0, ;pi =1 (2.2)

geniigen. | =|

Eine Linearkombination (2.1), fiir deren Koeffizienten p; die Nebenbedingungen (2.2)
erfiillt sind, nennen wir eine ,,konvexe Linearkombination®. Das Element x in (2.1)
kann als gewichtetes arithmetisches Mittel der x; mit den Gewichten p; gedeutet
werden.

An einigen wenigen Stellen spielt die Zahl der Summanden in (2.1), fiir die p; & 0
gilt, eine Rolle.” Diese Zahl wird dann als Linge der konvexen Linearkombination
bezeichnet.

A Ein von einer Menge 9t konvex abhingiges Element x hat in der Regel mehrere ver-
schiedene Darstellungen der Gestalt (2.1) mit Nebenbedingung (2.2).

Definition 2.2.

Wir bezeichnen mit [Mt] die Menge aller Elemente x aus 2, die konvex von I ab-
hangen:

[M] = {x e @:x konvex abhingig von M}. (2.3)
[I] heiBt konvexe Hiille von M. |=|
Die konvexe Hiille besitzt folgende Eigenschaft
[[9%]] = [ denn 2.4)
ist x € [[IM]], so gibt es konvexe Linearkombinationen x = 2 py; und y; = Z DijXi

J
mit y; € [M], x;; € M. Folglich ist x =} pyp;x;; mit S pipiy = 2. pi=1,und
T
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daher ist x € [M]. Aus x € [IN] aber folgt x e [[M]] trivialerweise, denn x ist selbst
konvexe Linearkombination der Lange 1 mit Gewicht 1. | =]

Definition 2.3.
Eine Menge 9t heiBit konvex, wenn M = [M] ist.

Eine konvexe Menge ist also dadurch gekennzeichnet, daB sie alle von ihr konvex
abhiingigen Elemente enthélt.

Bei der Untersuchung konvexer Mengen spielen die Extremalpunkte eine groBe Rolle,
die wie folgt definiert sind.

Definition 2.4.
Sei & eine konvexe Menge. Ein Element x heit Extremalpunkt von & genau dann,
wenn es in & liegt und wenn aus
x=px;+ (1 —=p)x,, x,,x%,€8 0O0<p<l1 (2.5)
notwendig x; = x, folgt.

Die Extremalpunkte sind daher diejenigen Punkte (Elemente) einer konvexen Menge,
die von ihr nur in trivialer Weise konvex abhingen. Aus der Definition folgt ndmlich
leicht, daB3 aus

x=ypX, pi>0, Yp=1, x€® (2.6)
i=1
stets x; = X, = --- = X, folgt, wenn x ein Extremalpunkt ist. Wir bezeichnen die

Menge aller Extremalpunkte mit ex &:
ex & = {x € 8:x ist Extremalpunkt von &}. 2.7

Fiir eine im Abschnitt 7. besprochene Verallgemeinerung des Entropiebegriffes be-
notigen wir das

Lemma 2.1.
Fiir jede konvexe Menge & ist
ex®=0NM mit [M] = K. 2.3)

Beweis: Ist x eex ®, so ist x € M; denn sonst wire x eine nicht-triviale konvexe
Linearkombination sogar von Elementen aus I und damit aus §. Ist aber x ¢ ex &,
so ist x von der Menge

M ={y:ye®, y=*x}

konvex abhingig und [M,] = §. Also kann x nicht im Durchschnitt aller Mengen It
mit [M] = & liegen. | =|

Wir wollen nun unsere Aufmerksamkeit auf eine etwas engere Klasse konvexer Mengen
lenken. In einem endlich-dimensionalen linearen Raum & ist auf natiirliche Weise ein
Konvergenzbegriff (eine Topologie) erklart: Eine Folge x;, x5, X3, ... von Elementen
heiBt konvergent mit Limes x, wenn fiir jedes lineare Funktional ¢ iiber & die Zahlen-
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folge ¢(x;), i = 1, 2, ... gegen @(x) konvergiert. Ist y, ..., yy eine linear unabhéngige
Basis von g und ist '

X = ; XigVes X = ; XYk (2.9

so konvergiert {x;},j = 1, 2, ... genau dann gegen x, wenn

lim oy, = oy flir jedes k (2.10)
i

gilt.

Eine Teilmenge von & heifit abgeschlossen, wenn sie mit jeder in ihr enthaltenen kon-
vergenten Folge auch den Limes dieser Folge enthilt.

Eine Teilmenge heiBt beschriankt, wenn auf ihr jedes lineare Funktional beschrankt ist.
<M ist genau dann beschrinkt, wenn es zu einer Basis yq, y,, ..., ¥y von & eine Zahl
a > 0 so gibt, daB aus

x=2Zo¥, XeM

stets |oy| < a folgt.

SchlieBlich wollen wir noch vermerken, daB3 eine Menge M eines endlich-dimensionalen
linearen Raumes kompakt genannt wird, wenn sie sowohl abgeschlossen als auch
beschrénkt ist.

A Die hier angegebene Methode, die Begriffe konvergent, abgeschlossen, beschrinkt
und kompakt zu definieren, ist nur im endlich-dimensionalen Fall sinnvoll. Fiir
unendlich-dimensionale lineare Rdume siehe z. B. [4].

Wir kommen nun zu einigen Eigenschaften konvexer Mengen, fiir deren Beweis wir
auf die Literatur verweisen [14].

Lemma 2.2. (Carathéodory)

Ist dim & = n und M < & beliebig, so gibt es zu jedem von M konvex abhidngigen
Element x

x e [M] 2.11)

n + 1 Elemente x,, ..., x,4; aus M so, daB x bereits von {xy, ..., x,,,} konvex
abhingt:

X€E[X1, ..., Xns1] € [IM]. (2.12)
Die Aussagen von Lemma 2.2. konnen mit Hilfe des Kompaktheitsbegriffes noch
etwas verschirft werden.

Lemma 2.3. (Minkowski, Carathéodory)

Ist & eine kompakte konvexe Menge des n-dimensionalen reellen linearen Raumes
&, so ist

® = [ex &] (2.13)

und zu jedem x aus & gibt es n + 1 Extremalpunkte x4, ..., X,4; von &, von denen
x konvex abhingt.
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Einen eleganten Beweis findet man z. B. in [15].
In einem endlich-dimensionalen Raum gilt schlieBlich auch

Lemma 2.4. (Bourbaki)

Ist M eine kompakte Menge eines endlich-dimensionalen linearen Raumes, so ist
auch [IMN] kompakt. '

Hier ist noch eine Warnung angebracht:

ATst die konvexe Menge & kompakt, so ist ex & nicht notwendig kompakt. Ein ein-
faches Gegenbeispiel findet man bei [4 (1,.83)].

2.2. Die Konvexitit der Menge aller Dichteoperatoren

Wir werden nun den Zustandsraum, d.h. die Menge 2 aller Dichtematrizen
2 = 9, = {0 : wist Dichtematrix} (2.14)

als Teilmenge des reellen linearen Raumes aller hermitischen Matrizen von n Zeilen
und n Spalten betrachten. Dann gilt

Satz 2.1.

a) £ ist konvex und kompakt.
b) ex £2 besteht aus allen Projektionsoperatoren der Dimension 1.
¢) Esist [ex 2] = Q.

Jedes Element o € Q ist als eine konvexe Linearkombination von Extremalpunkten
von £ darstellbar, deren Lange die Zahl n nicht iibersteigt.

Beweis: 1. Aus 01,0,€8, 1 > p > 0 folgt por + (1 —p)o, =90 >0 und tr. o=1
Also ist 2 konvex. 2 ist auch abgeschlossen; denn konvergieren die Dichtematrizen
Wy, 03, ... gegen o, so ist fiir jedes 4 > 0 auch lim tr. Aw; = tr. Aw > 0 und daher
ist > 0. Setzen wir 4 = 1, so folgt auch die Normierungsbedingung fiir . Q ist auch
beschriankt; denn da die Eigenwerte einer Dichtematrix kleiner oder gleich Eins sind,
gilt (n,) = (n, wn). Hieraus aber folgt mittels der Schwarzschen Ungleichung
|1, @n2)I*> < (1, m1) (12, 5), und daher sind die Matrixelemente der Dichte-
matrizen gleichmiBig beschrinkt. Als abgeschlossene und beschrinkte Menge eines
endlich-dimensionalen Raumes ist £ somit kompakt.

2. Wir kommen nun zur Aussage b): Ein ,eindimensionaler Projektionsoperator® ist
eine hermitische Matrix w, deren Wirkung auf einen beliebigen Vektor % mit Hilfe
eines festen normierten Hilfsvektors 7, wie folgt beschrieben werden kann:

on = @, M) No> (Mo,70) = 1. (2.15)

Wir sagen dann, o projeziere auf 7o oder genauer projeziere auf den von Mo auf-
gespannten eindimensionalen Teilraum. Eine Darstellung (2.15) existiert genau dann,
wenn o = o* und o = w?sowie tr. » = 1 ist. Wegen (, on) = |(no, n)|*> = 0 ist dann
auch o > 0 und somit w € 2.

Sind 1, ..., 4, die Eigenwerte der Dichtematrix » und sind Wy, ..., 0, die Projek-
tionsoperatoren auf die zugehdrigen Eigenvektoren 7, ,, ..., N, fUr die wir
(7> M) = O (2.16)
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voraussetzen kénnen, so ist
= Z }hiwi. (2.17)

Wegen 4; = 0 und X 4; = 1 ist (2.17) eine Darstellung von o als konvexe Linear-
kombination, deren Linge hochstens gleich n ist. Die Darstellung (2.17) heif3t ,,Spek-
traldarstellung® von w. Satz 2.1. ist nun vollstindig bewiesen, wenn wir noch zeigen
konnen, daB ex £ mit der Menge aller eindimensionalen Projektionsoperatoren zu-
sammenfallt.

3. Nehmen wir nun an, o €2 sei ein eindimensionaler Projektor, der als konvexe
Linearkombination
w=po, +(1 —-—pw, 0<p<l

zweier Dichtematrizen dargestellt sei. Wir zeigen w; = w,. Ist ndmlich wny = 7, und
7 zu 7o orthogonal, so ist wy = 0. Es folgt daher wegen

pm,om + (1 —p)(n,wm) =0

und der Positivitit der Summanden (7, w;n7) = 0 und somit wegen w; > 0 auchw;n = 0.
Daher ist ; = u;0, und die Bildung der Spur liefert u; = 1, d.h. w; = @, = . Da-
her liegt jeder eindimensionale Projektionsoperator in ex £. Nun zeigen wir noch die
Umkehrung. Sei w € ex 2 und o = 24,0, die Spektralzerlegung von w. Diese konvexe
Linearkombination aber muB trivial sein, d.h.aus 2; & 0 und 4; = 0 muB w; = wy
folgen, sonst wire  kein Extremalpunkt. Da aber w;w, = O fiir i # k nach Voraus-
setzung ist, darf o nur einen von Null verschiedenen Eigenwert besitzen, der dann
wegentr.w = 1 gleich 1 sein muB. Alsoist w Projektionsoperator der Dimension 1. | =|

Bemerkung: Die Dimension des reell-linearen Raumes der hermitischen Matrizen ist
gleich 52. Aussage c) des Satzes 2.1. ist daher nicht aus Lemma 2.3. gewinnbar.
Definition 2.5.

Wenn eine Dichtematrix p als konvexe Summe

m
Q :._leié’i (2.18)
anderer Dichtematrizen g4, 05, ..., 0, darstellbar ist, so sagen wir, o sei eine Mi-

schung der Dichtematrizen g, ..., 0,, mit Gewichten p,, ..., pp.

Aus (2.18) folgt sofort, daB der nach (1.27) definierte Erwartungswert einer Obser-
vablen 4 im Zustand g das mit den Gewichten p; genommene arithmetische Mittel der
Erwartungswerte in den Zusténden g; ist:

0(4) = Zpg; (4), ofAd) = tr.o4. 4 (2.19)

Betrachten wir nun die Unschérfe (Schwankung, Fluktuation) der Observablen 4 im
Zustand p:

4,4)* = 0(4?) — 0(4)? = Tr. 4> — (Tr. p4)>. (2.20)
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Einfaches Nachrechnen ergibt die Regel
A, (A +1-1) =4,4. (2.21)

Vergleichen wir nun 4,4 mit den Schwankungen 4,4 falls (2.18) gilt. Wir haben
dann

(4,4)*> = Z p; Tr. A%, — (Z p; Tr. Ap;)*> = Z p,{Tr. A%, — (Tr. 4p))*}
+ X p; (Tr. 4g;)* — (T p; Tr. 0;4)?
und hieraus folgt
(4,4)* = = p, (4,,4)°. (2.22)

Sind iiberdies alle p; von Null verschieden, so tritt das Gleichheitszeichen genau dann
ein, wenn Tr. g4 = Tr. g;4 fiir alle j ist. Dies ergibt sich als Spezialfall der Unglei-
chung von Jensen fiir die konvexe Funktion x2 (siche Abschnitt 4.). Da weiter Vx eine

konkave Funktion ist (siche auch hier Abschnitt 4.), gilt \/ Zpix; = 2p; N x_, und daher
nach (2.22) die etwas schwichere Aussage

Aed = Sp A, A. (2.23)

Dabei gilt das Gleichheitszeichen nur dann, wenn es in (2.22) gilt und alle Schwan-
kungen gleich sind (p; # 0 vorausgesetzt). Wegen der physikalischen Bedeutung des
Resultates wollen wir es nochmals zusammenfassen.

Satz 2.2.

Ist p = X'p,p; mit p; & 0 eine Mischung von Dichtematrizen, so gilt fiir eine be-
liebige Observable 4 = A*

a) Ad > ZpA,A.
b) (4,4)* = Xp; (4,,4)*.

In b) gilt genau dann das Gleichheitszeichen, wenn
c) o(4) = o,(4) fiir alle i

gilt. In a) gilt genau dann das Gleichheitszeichen, wenn auBer der Bedingung c)
noch

d)4,4 = 4,4 fir alle i
erfiillt ist.

Eine besondere Rolle spielen diejenigen Zustinde w, die nur triviale Darstellungen als
konvexe Linearkombinationen (Mischungen) anderer Zustinde besitzen. Nach Defi-
nition 2.4. sind diese gerade die Extremalpunkte des Zustandsraumes. Die Extremal-
punkte heiBlen auch ,,reine Zustinde“ oder ,,reine Dichtematrizen bzw. -operatoren®.
Ist w e ex 2, so gibt es nach (2.15) und gemilB Satz 2.1. einen normierten Vektor &,
(¢,8 =1, so daB

on = (&,n)é (2.24)
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die Wirkung von o auf den beliebig gewéhlten Vektor 7 angibt. Ist 4 eine Observable
(ein beliebiger Operator), so ist der Erwartungswert von 4 im Zustand o durch

o(4) = (&, A) (2.25)

gegeben. Da (2.24) gegen eine Phasendnderung von & invariant ist, entsprechen die
Elemente von ex 2 gerade den eindimensionalen Teilriumen des Hilbert-Raumes
und somit den durch § darstellbaren Zustinden des physikalischen Systems.
Bemerkung 1: Die reinen Zustinde wurden historisch als die primdren Objekte der
Quantenphysik angesehen, aus denen sich nach J.von Neumann die Zustandsgemische
(durch Dichtematrizen beschreibbar) aufbauen. Vom Standpunkt des sog. alge-
braischen Zuganges zur Quantentheorie erscheint es natiirlicher, die Gesamtheit der Zu-
stinde (reine und gemischte) als durch die Observablenalgebra definiert anzusehen. Die
»geometrische® Struktur dieses Zustandsraumes bestimmt dann ganz zwangsldufig
auch die reinen Zustinde als ,,ungemischt* bzw. ,,nur in trivialem Sinne gemischt®.

Bemerkung 2: Jede Dichtematrix (Zustand) ¢ kann als eine Mischung von reinen
Dichtematrizen (reinen Zustinden) angesehen werden; denn £2 ist die konvexe Hiille
von ex £. (2.17) gibt eine solche, physikalisch offenbar ausgezeichnete konvexe Linear-
kombination (Mischung) an, nimlich die Spektralzerlegung von p. Man kann sich
aber sehr leicht iiberzeugen, dafl sich — mit Ausnahme der Extremalpunkte — jede
Dichtematrix ¢ auf unendlich viele wesentlich verschiedene Weisen als konvexe Summe

0 =Xpw; mit o;,eex (2.26)

schreiben 14Bt. Auf diesen Umstand hat besonders Fano [17] aufmerksam gemacht.
Die w; sind dann natiirlich Projektoren auf Vektoren, die zueinander nicht orthogonal
sind.

A Man kann also in der Quantentheorie einen Zustand im allgemeinen auch als
eine Mischung von reinen Zustinden ansehen, die in der Spektralzerlegung iiber-
haupt nicht vorkommen.

Dies trifft insbesondere fiir endliche irreduzible Systeme zu. Eine Ubersicht iiber die
bei einer solchen beliebigen Zerlegung auftretenden Gewichte p; findet man im Teil 1I
dieser Vorlesungen (Abschnitt 7.), wo auch die Spektralzerlegung einer Dichtematrix

vor allen anderen Zerlegungen (2.26) durch eine Extremaleigenschaft charakterisiert
wird.

3. Die Mischung von Zustinden

In diesem Kapitel wollen wir uns der Frage zuwenden, unter welchen Umstidnden eine
Dichtematrix o’ ,,gemischter® (,chaotischer®, ,,weniger Information tragend®) ist als
eine andere p. Es ist sehr bemerkenswert, daB dieses Problem eine eindeutige, nur
von den inneren Eigenschaften des Zustandsraumes £2 abhingige Losung besitzt, der
wir uns im Abschnitt 3.1. zuwenden. Im Abschnitt 3.2. zeigen wir dann an Beispielen
etwas vom physikalischen Sinn dieser Halbordnung: Ein Gibbssches Ensemble ist um
so gemischter, je hdher seine Temperatur ist. Weiter: Jeder MeBprozeB fithrt einen
Zustand ¢ in einen Zustand g’ iiber, der gemischter ist als p. Spéter werden wir u.a.
sehen, daB die Entropie eines Zustandes o’ grofBer ist als die des Zustandes g, wenn o’
gemischter ist als o (ohne daB eine Umkehrung dieser Aussage gilt). Wir werden auch
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weitere Prozesse betrachten, bei denen der Mischungsgrad von Dichtematrizen er-
hoht wird. Im Abschnitt 3.3. wird die Definition ,,gemischter als“ dadurch verall-
gemeinert, dafl an die Stelle der Gruppe aller unitidren Transformationen kompakte
Untergruppen treten. Der Inhalt dieses Abschnittes wird vor allem im Zusammenhang
mit Abschnitt 8. bendtigt und kann zunéchst iiberschlagen werden.

3.1. Die Relation ,,gemischter als*

Wir wollen zunichst bemerken, da3 eine Mischung

0 = P10y + P20z + -, p1 >0, 3.1
durchaus nicht im Widerspruch stehen mufl mit einer konvexen Linearkombination
(Mischung)

01 = q10 + q202 + -+, g4 > 0. (3.2)

Daher ist es nicht richtig, aus einer beliebigen Darstellung (3.1) schon schlieBen zu
wollen, p sei in irgendeinem Sinne gemischter als p,.

Zu einer sinnvollen Festlegung kommt man aber dann, wenn man unitir dquivalente
Dichtematrizen als ,,gleich stark gemischt“ ansieht und annimmt, da durch Mischung
unitdr dquivalenter Dichtematrizen der ,,Mischungsgrad“ zunimmt. Wir werden im
folgenden zeigen, daB auf diese Weise eine mathematisch und physikalisch sinnvolle
Ordnungsrelation entsteht.

Definition 3.1.
o’ und p seien zwei Dichtematrizen. ¢’ heiit gemischter als g, in Zeichen

o' >0 (3.3)

genau dann, wenn o’ eine Mischung zu ¢ unitir dquivalenter Dichtematrizen ist,
d.h., wenn

' = X pU,Uj’ (3.4)
fiir gewisse unitire Matrizen U; und Zahlen p; > 0 mit X p; = 1 gilt.

Bemerkung: Anstelle von ,,0" ist gemischter als o sagen wir auch gelegentlich ,,0" ist
chaotischer als p* oder auch ,,0 tragt mehr Information als p’“. Diese Sprechweise soll
heuristisch andeuten, daB durch Mischung unitir dquivalenter Zustinde die Ordnung
des Systems, sein Gehalt an Struktur bzw. Information abnimmt und einem un-
geordneteren, chaotischeren Zustand zustrebt.

Satz 3.1.

Die Relation ,,gemischter als® ist eine Halbordnung der Klassen unitir dquivalenter
Dichtematrizen:

a) Aus g, > 0, und g, > 5 folgt ¢, > 0s.
b) Es gilt o’ > ¢ und ¢ > ¢’ genau dann gemeinsam, wenn die Matrizen ¢ und o’

unitdr dquivalent sind.
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Beweis: Aus

01 = ZpUi0,Ui' und o, = X ¢;V;05V"
folgt

01 = i%l’ﬂj UV o5 (U V)1

und dies ist wegen

Zpq;=1, pg; =0

und der Unitaritét von U,V eine Mischung von zu g5 unitir dquivalenten Matrizen.
Zum Beweis von b) ist klar, daB aus ¢, = Up,U~! mit unitdrem U sowohl o, > g, als
auch g, > g, folgt. Der Beweis der Umkehrung wird nach Satz 3.2. erbracht. Einen
zweiten, vOllig anderen Beweis findet man im Abschnitt 3.3. als Beweis von Satz 3.7.

Bemerkung: Der Begriff ,Halbordnung” deutet an, daBl zwischen zwei beliebigen
Dichtematrizen ¢; und g, weder eine Relation g, > g, noch eine Relation g, > o,
bestehen muB.

Folgerung: Ist o, gemischter als p,, so ist jede zu g, unitir dquivalente Dichtematrix
gemischter als jede zu g, unitdr dquivalente Dichtematrix.

Satz 3.2.
Seien

A=Ay =224 bzw. ug = p, > > (3.5)

die samtlichen Eigenwerte der Dichtematrizen ¢ bzw. w. Es gilt ¢ > » genau dann,
wenn die Ungleichung

Jj J
DTN (3.6)
i=1 i=1
fiir jedes j, 1 < j < n gilt.
Bemerkung 1: Aus Satz 3.2. folgt die Aussage b) des Satzes 3.1.; denn ¢ > » und

o > o zieht die Giiltigkeit des Gleichheitszeichens in (3.6) und daher A; = y; fiir alle
i nach sich. Matrizen mit gleichen Eigenwerten sind aber unitir dquivalent.

Bemerkung 2: Wegen'Tr.p = Tr.w =1 gilt in (3.7) fiir j = n das Gleichheitszeichen.
Um Satz 3.2. beweisen zu konnen, bendtigen wir einige neue Hilfsmittel, die iiber die
Zwecke des Beweises hinaus wichtig sind.
In Anlehnung an den (noch unbewiesenen) Satz 3.2. wollen wir folgende Sprechweise
einfithren:
Definition 3.2.

a, >a, > +>a, und b, >b, > - = b, 3.7

seien zwei Folgen reeller Zahlen mit
Yo=Y b (3.8)
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Genau dann schreiben wir
{a;} > {b;} (3.9

und sagen {a;} sei gemischter als {b;}, wenn gilt

J j

Ya, <Y b fir j=1,2,..,n. (3.10)
i=1 i=1

Auch hier sagen wir gelegentlich ,,chaotischer” oder ,,weniger Information tragend®
anstelle von ,,gemischter®.

Fiir den uns interessierenden Fall, in dem a; > 0,b; > Ound X g; = X b; = 1ist, kann
man die g; und b, als Wahrscheinlichkeiten z. B. fiir den Ausgang gewisser Experimente
deuten. Ist dann {g;} > {b;}, so liefert das auf {b;} fithrende Experiment nach jedem
verniinftigen InformationsmaB eine groBere Information als das auf {a;} fithrende. In
diesem Sinne koénnte man auch sagen, daB die Folge {b;} ,,absolut“ mehr Information
trigt als {a,}. Die Berechtigung fiir diese Behauptung liefert im wesentlichen Lemma 3.3.

Beispiel 3.1.

Ist p; > 0 und Xp; = 1, so ist
1 1 1

(1,0,0, ey 0} < {p1s P2r eoes P} < {—, L —}. 3.11)
n n n

Bei der Folge{1,0,0, ...,0} tritt ein Ereignis mit Sicherheit ein, bei der Folge{1/n, ..., 1 [n}
jedes mit der gleichen Wahrscheinlichkeit und ein Informationsgewinn findet nicht

statt. | =|
Als nichstes fithren wir den Begriff der bistochastischen Matrizen, die in der Literatur
gelegentlich auch ,,Schursche Transformationen® genannt werden, ein.

Definition 3.3.
Eine Matrix (z;;) heiBt genau dann bistochastisch, wenn
a) t;; = 0 fur alle i,j,

b) Z tij = 1,

QY ty=1,
7

gilt.

Eine bistochastische Matrix ist stets quadratisch; denn die Gesamtsumme ihrer Ele-
mente liefert sowohl die Zeilen- als auch die Spaltenanzahl. Wir sehen weiter, daB3 das
Produkt

Y tutes = b
%

zweier bistochastischer Matrizen wieder bistochastisch ist. Spezielle bistochastische
Matrizen sind die Permutationsmatrizen. Eine Permutationsmatrix ist eine quadra-
tische Matrix, bei der in jeder Zeile und in jeder Spalte genau eine 1 steht und sonst
Nullen. Bei der Anwendung einer Permutationsmatrix auf einen Vektor werden dessen
Komponenten permutiert. Ein einfaches Beispiel ist

o) 6)-6)
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Lemma 3.1.

Jede konvexe Linearkombination bistochastischer Matrizen ist wieder eine bisto-
chastische Matrix.

Es ist ndmlich
trs = Zpit:si) = 0
i
und z.B.
Dhs= 2Pyt =Y p =1.

Lemma 3.2. (Birkhoff)

Jede bistochastische Matrix ist konvexe Linearkombination von Permutations-
matrizen.

Wegen Lemma 2.3. kann dem Satz von Birkhoff auch folgende Form gegeben werden:
»Die Extremalpunkte der konvexen Menge aller bistochastischen Matrizen gegebener
Zeilenzahl sind die Permutationsmatrizen.“

Wir kdnnen nun eine erste Verbindung mit dem Anliegen von Satz 3.2. herstellen.

Lemma 3.3. (Ostrowski, Karamata, Hardy, Littlewood, Polya)
Sei
a=a, > -->a, b =>b,>->b, (3.12)
und
Xa, =2Zb;. (3.13)
Genau dann gilt
{ai} > {b;}, (3.14)
wenn eine bistochastische Matrix (#,;) mit
a; = Z t;;b; (3.15)
J
existiert.

Nun kommen wir zum
Beweis von Satz 3.2.: Seien also ¢ und o zwei Dichtematrizen, und ihre Eigenwerte
seien wie in (3.6) angegeben geordnet.

a) (3.7) ist hinreichend fiir o > .
Nach Lemma 3.3. gibt es eine bistochastische Matrix (¢;;) mit

A = ; Lir P
und nach Lemma 3.2. gibt es Permutationsmatrizen #/ = (#§;) so, daB

ti = Zpith, Xp; =1, p;i=z0
gilt.
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Sei

2 lijkluk = Iuji’

k

wobei i — j; die durch #}; bestimmte Permutation ist. Dann gilt

A = X pip,.
Es gibt daher Matrizen U; mit

iy 0
UjwUj* = Hj,

0

und daher ist

ijijUj_l = ( }42 )

0

eine Matrix mit Eigenwerten A, 4,, ..., 4,, die daher zu ¢ unitir dquivalent ist, Also
ist o > w.

b) (3.6) ist notwendig fiir o > .
Sei &4, ..., &, ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren von g mit o&; = 1,&;. Aus

¢ = ZpU0Uit,
(s.u.) folgt dann
k
Ao+ Ay e+ =) p Y (Ui, oUG'E).
7 iz

“U,Tlfl, ..., Uj &, ist wieder ein Orthonormalsystem und nach dem Satz von Ky Fan
folgt

X
Py o+ + o e > Y (UG, oUGYE).
iS1

Wegen X p; = 1 ist daher
ll + b +}LkSIu1 + ';'+;uk

und der Beweis ist beendet. | =|
Wir tragen noch das Resultat von Ky Fan nach:

Lemma 3.4. (Ky Fan)

A sei eine hermitische Matrix mit Eigenwerten a; > a, > -+ > a,. Ist dann (&, &)
=0, furi,j=1,..,k, so gilt

k
a, +a, + -+ + a; 2__21(&, AS;) (3.16)

Zum SchluB} dieses Abschnittes geben wir noch eine aus den obigen Beweisen folgende
dquivalente Form zu Satz 3.2. an:
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Satz 3.2.a.
Seien {4;} die (irgendwie geordneten) Eigenwerte der Dichtematrix ¢ und {u;} die
Eigenwerte von w. Genau dann ist
Q> ow,

wenn es eine bistochastische Matrix (¢;;) mit
A= ; Lij My
gibt.

3.2. Beispiele
Beispiel 3.2.

Die Beziehung (3.11) konnen wir auf Grund von Satz 3.2. als Aussage iiber Dichte-
matrizen auffassen.
Fiir o € 2 gilt

ll>g>co alle weex . (3.17)
n

Jeder Zustand g ist also gemischter als jeder reine Zustand. Andererseits ist der durch
die Dichtematrix (1/n) 1 gegebene Zustand gemischter als jeder beliebige Zustand.
(1/n) 1 konnen wir daher als den ,,vollstindig chaotischen Zustand“ oder als ,totales
Chaos* bezeichnen. (Ein solcher Zustand existiert bei nicht-endlichen Systemen i.a.
nicht.) Das totale Chaos ist vollstdndig strukturlos, da der Erwartungswert jeder
Observablen in diesem Zustand das arithmetische Mittel seiner Eigenwerte, also seiner
moglichen MeBwerte ist. Jeder beliebige MeBwert einer jeden Observablen besitzt
dann die gleiche a priori Wahrscheinlichkeit. In diesem Sinne ist (1/n) 1 auch der ,,homo-
genste, gleichférmigste” aller Zustinde und, da U 1(1/n) U~* = (1/n) 1 fiir jede unitire
Matrix ist, auch der ,,maximal symmetrischste®.

Beispiel 3.3.

Seien 4 und A zwei hermitische Matrizen mit Eigenwerten

Al 2 A2 > e bZW. .14.1 = 14-.2 > e 14-11- (3.18)
Wir betrachten dann die Dichtematrizen
et el
= nd 3 = _ 3.19
¢ tr. et t S (3.19)

und fragen nach Kriterien fiir p > p. Zu diesem Zweck betrachten wir die GréBen

an =3 1 et (3.20)
b= 3. et (3.21)



und die analogen Bildungen @,,, b,, beziiglich 4. Die Summe der m groBten Eigenwerte
von g ist offenbar

am

m
Tr.e®)~ 1Y et = — 2,
( ) iZ1 ay + by

(3.22)

Nehmen wir nun
Al SAZ < .- < An flir Ai = ‘A-i +A, (3.23)

an. Dann gilt

am::—i At < g (3.24)
und

bu= 3 oAtz b, 2 o, (3.25)
Also ist

By > bpldy,

und somit

a b,\?! b.\"! a
@em)-02) =02 (&%) 629

Nach Satz 3.2. bedeutet dies wegen (3.22), daBl ¢ gemischter ist als g. Damit ist be-
wiesen

Satz 3.3.
Seien 4 und B hermitische Matrizen mit Eigenwerten

By =0y > w20, und f; = f, = - = Ba. (3.27)
Gilt dann

o — X1 < Py — By fiir alle i, (3.28)
so ist

A B

e o e
Tr. e4 Tr. eB

Als Anwendung betrachten wir eine Gibbssche mikrokanonische Gesamtheit, die durch
die Ersetzung

(3.29)

A= - 1 H bzw. A= — 1 (3.30)
kT, kT,
entsteht.
Hat H die Eigenwerte £, < E, < ...,soistfir 7, > 0
1 1
A4, = — kT, E;, und 4; — 4,4, = k—Tl(EHl - E).
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Daher tritt (3.28) fiir T, > T, > 0 ein. Analoges findet man fiir negative Temperatu-
ren 0 > 7, > T,. Der Zustand mit der betragsmiBig groBeren Temperatur erweist
sich in beiden Fillen als der gemischtere.
Satz 3.4.

Sei mit hermitischem H

o(T) = (Tr. e~ FM)=1 e=F% it B = —k17 (3.3D)
Dann folgt aus

+0<T,<T, oder —0>T,>T, (3.32)
stets

o(Ty) < o(T3). (3.33)

Durch die obigen Abschidtzungen konnen Zustinde positiver Temperatur mit Zu-
stinden negativer Temperatur nicht beziiglich ihres Mischungsgrades verglichen
werden ; denn dann stehen die Folgen { — 8, E;} und { — 8, E,} stets zur Voraussetzung
(3.27) im Widerspruch.

Zur Veranschaulichung kénnen wir £ durch einen Kreis in der Ebene symbolisieren,
dessen Rand gerade die reinen Zustinde sind. Fiir 7 = —0 und T = +0 liefert dann
die Kurve T — o(T) reine Zustinde (zum groBten und zum kleinsten Eigenwert, die
wir als nicht-entartet voraussetzen). T = co entspricht dem totalen Chaos (Abb. 1).

< f=+te , T = +o0, rémerlustond

Die Preile

weisen in T=w ,B=0
Richtung der ,Totales Chaos "
sfarkeren

Mischung

—oo , [ = - o0, reinerdustongd

Abb. 1. Symbolische Darstellung der , Kurve“ T — o(T) € 2

Beispiel 3.4.

Nach J. von Neumann ist das Resultat der Ausfiihrung einer vollstindigen Messung mit
kommutierenden Observablen A,, A,, ..., A; an einem Zustand ¢ ein neuer Zustand o,
der sich wie folgt beschreiben 14Bt: Ist &, ..., &, ein vollstindiges Orthonormalsystem
von gemeinsamen Eigenvektoren der Operatoren A, ..., 4, so ist ¢’ durch

(i, 0'8) = 6:; (61, 08)) (3.34)

gegeben. Bezogen auf die Basis &, ..., &, werden also in der Dichtematrix alle nicht
in der Diagonale stehenden Elemente gleich Null gesetzt. Heuristisch ist klar, daB gilt
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Satz 3.5.

X111 O
o = ( L2 ) >0 = (o) (3.35)
0 .

fiir jede Dichtematrix p.

Denn o’ trigt offenbar weniger Information (Struktur) als ¢, da u.a. eine Reihe von
relativen Phasen ,,geldscht® sind. ¢’ sollte also chaotischer, gemischter sein als g.
Wegen Satz 3.5. kann man obigen Satz 3.2. auch so formulieren:

Sei o = (xy) eine Dichtematrix mit Eigenwerten 4, > 4, > ..., dann gilt
].1 + }-2 + .+ lk > X11 + Kap + -+ Kkn fuI‘ alle k. (336)

Das ist nichts als eine andere Leseart des Lemmas 3.4. von Ky Fan, wodurch bereits
die Richtigkeit der Behauptung folgt. Wir wollen jedoch noch eine etwas allgemeinere
Aussage beweisen und bemerken zuvor, dafl

o' =) (Tr.om) m, (3.37)
i=1
gilt, falls =, 7,, ..., 7, die Projektoren auf die gemeinsamen Eigenvektoren der Ob-

servablen A4, 4,, ..., Ag sind.
Wegen (3.37) enthilt die folgende Aussage Satz 3.5. als einen speziellen Fall.

Satz 3.6.
Seien By, ..., B,, positiv halb-definite Matrizen

B, >0 mit Y B =1, (3.38)
Jj=1

dann ist mit ¢ auch

m B,
' =Y (Tr. 0B;) =2 3.39
4 j;l( 0B) —— B, (3.39)

eine Dichtematrix und

o' >o. (3.40)
Beweis: Wegen B, > 0 und der Positivitit der Koeffizienten in (3.39) folgt ¢’ = 0.
Wegen

Tr.o' = X Tr. (oB;) = Tr.o =1

ist somit o’ eine Dichtematrix. Seien nun &4, ..., §, und 74, ..., 9, vollstindige Ortho-
normalsysteme von Eigenvektoren von ¢ und ¢

o = L&, on; = A;"'?J“

Wegen

Tr. Q-Bk = Z ﬂ-i (Eia Bkgi)
i=1
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folgt aus (3.39)

’ n (na Bi’n') (Eks BiEk) (77»B77)
% =3 (Tr.op) 2 Be) _ 5 02 B
1= 2, (Tr-eB) —1=p B M Tr. B,

Nach Satz 3.2.a. ist es hinreichend zu zeigen, daB

P (&, B:£) (my, Bim))

3.41
i Tr. B; ( )

eine bistochastische Matrix («,;) definiert.
In der Tat sind wegen B; > 0die Matrixelemente «;;reell und nicht-negativ. Die Sum-
mation iiber k ist analog der iiber j:

gakj -3 (Tr. B;) (n;Bm;) — (yumy) = 1.

7 Tr. B;
|=I

3.3. Eine Verallgemeinerung

Eine natiirliche Verallgemeinerung der Definition 3.1. von ,,gemischter als“ entsteht
dadurch, daB wir in der Gleichung (3.4) nicht mehr beliebige unitire Matrizen zu-
lassen, sondern fordern, daB sie einer gewissen Gruppe angehoren. Eine weitere,
wegen des linearen Charakters in ¢ der Zuordnung (3.4) nicht so schwerwiegende Ver-
allgemeinerung entsteht noch dadurch, daB wir die Beschrankung auf Dichtematrizen
aufheben und beliebige Matrizen betrachten. Wir beschreiben in diesem Abschnitt
weiter die Mittelung von Matrizen iiber einer kompakten Gruppe unitérer Operatoren,
auf die wir im Teil II (Abschnitt 8.) wieder zu sprechen kommen. Insgesamt dienen die
Betrachtungen dieses Abschnittes der Vorbereitung auf die Symmetrien und die ,, Teil-
systeme*“ von physikalischen Systemen der hier betrachteten Art.

Sei G eine kompakte Gruppe unitdrer Matrizen.

Definition 3.4.
Seien 4 und B zwei Matrizen. Wir sagen, daB 4 G-gemischter als B sei und schreiben

A< B (3.42)
genau dann, wenn A darstellbar ist als konvexe Summe

A=XpU;i'BU;, mit U;eG (3.43)
mit p; > 0 und 2p; = 1.

Bemerkung: Aus A >G B folgt natiirlich 4 > B, wobei 4 > B den Fall bezeichnet, daf3
die zugrunde gelegte Gruppe alle unitdren Matrizen umfaft.

Satz 3.7.

Aus 4 £ Bund B € Cfolgt 4 £ C.
Es ist 4 >G Bund B >G A gleichzeitig genau dann, wenn 4 = U~* BU mit U € G ist.

So wie Definition 3.4. die Definition 3.1. verallgemeinert, ist Satz 3.7. eine Verall-
gemeinerung von Satz 3.1.
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Beweis von Satz 3.7.: Der Beweis der ersten Behauptung benutzt nur die Gruppen-
eigenschaft von G und ist dem von Satz 3.1. genau analog. Fiir die zweite Behauptun g
geben wir einen anderen Beweis. Wir stellen zun#chst fest, daB 4 g_ B genau dann gilt,
wenn A von der Menge

N={C:C=U"'BU, U e G} (3.44)
konvex abhédngt:
A S [N] genau dann, wenn 4 < B. (3.45)

Da G kompakt ist, ist N kompakt und daher nach Lemma 2.4. auch die konvexe Hiille
[NV]. Es folgt, daB [N] von ex [N] konvex erzeugt wird (Lemma 2.3.). Nach Lemma 2. 1.
istex [N] & N. Nun ist aber U~*[N]U = [N] fiir alle U € G, und daher ist auch ex [N]
gegen die unitdren Transformationen aus G invariant. Die einzige nicht-leere, beziig-
lich G invariante Teilmenge von N ist aber offensichtlich N selbst. Also ist ex [N] = N.
Dieses Resultat ist fiir sich interessant, und wir fassen es zusammen in

Lemma 3.5.
Die Menge

{4:4 2B}
ist kompakt und konvex. Ihre Extremalpunkte sind genau die Matrizen
U-'BU mit UegG.

Ist nun analog

M ={C:C$ 4},

so folgt, daB M = [N] und [M] < [N]ist. Also folgt aus dem gleichzeitigen Bestehen
der Relationen A4 >G B und B ﬁ A4 die Beziehung [M] = [N]. Nach Lemma 3.5. ist
dann wegen ex [M] = ex [N]auch M = N und somit A = U~!BU fiir ein U € G. Die
Umkehrung dieser Aussage aber ist trivial, und somit ist Satz'3.7. bewiesen. | =|

Lemma 3.6.

Ist

™M,

=20, )p =1, (3.46)
1

1

so ist fiir beliebige U; € G
A=Y pUBU;' > B. (3.47)
i=1
Beweis: Die Folge der durch
m m
( Z Pi) A, = ZpiUiBUi_l
i=1 i=1

definierten Matrizen 4,, konvergiert gegen 4, und es ist 4, >G B. Nach Lemma 3.5. ist
dann auch der Limes dieser Folge G-gemischter als B. | =|
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Lemma 3.7.
Ist dv ein WahrscheinlichkeitsmaB iiber der Gruppe G, so gilt fiir alle Matrizen B

j U-1BU dv(U) > B. (3.48)
G

Beweis: Ein WahrscheinlichkeitsmaB iiber G ist ein MaB, das auf 1 normiert ist und
nirgends negativ ist: Ist 0 < G eine Borelsche Teilmenge, so gilt

j dv(U) = 0 und besonders f d(U) = 1. (3.49)
Q G
Das Integral (3.48) ist ein Limes von Summen G der Gestalt

dv(U) mlt Uj er,

¥ U;'BU; J‘
QJ

wobei Q,, Q,, ... eine Unterteilung von G in Borelsche Teilmengen ist. Nun folgt
wie bei Lemma 3.6. aus Lemma 3.5. die Behauptung. | =]

Jetzt machen wir Gebrauch von der Existenz und Eindeutigkeit des Haarschen MalBes
auf G: Da G eine kompakte Gruppe ist, gibt es auf ihr ein eindeutig bestimmtes in-
variantes Wahrscheinlichkeitsmaf3

dG U >
das (3.49) erfiillt.

Fiir eine beliebige Matrix B definieren wir dann B¢ durch

B¢ =f U-'BUd; U (3.50)
G
oder, was dasselbe ist, durch
(&, B%n) =j (U&, BUn) dgU. (3.51)
G

Es ist

(AIBI + lsz)G = ﬂle + Zng (3.52)
(U-'BU)¢ = UB°U-' = B¢, UeGgG, (3.53)

wobei die letztere Beziehung aus der Invarianz

dgU = dgVU = d;UV, VeG (3.54)
des MaBes dgU folgt.

Ein Spezialfall von Lemma 3.7. ist die wichtige Relation

B¢ < B. (3.55)

Nach (3.53) ist B mit allen U € G vertauschbar. Wir wollen nun zeigen, daf B¢ die
einzige Matrix ist, die sowohl G-gemischter als B als auch vertauschbar mit allen U € G
ist. Die konvexe Hiille der UBU-1, U € G, enthilt daher genau ein mit allen U aus G
vertauschbares Element.
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Satz 3.8.
Bei gegebenen B und gegebener kompakter Gruppe G unitdrer Matrizen gibt es
genau ein 4 mit

ASB
und

AU =UA firalle UegG.

Dieses durch B und G eindeutig bestimmte Element ist B,

Beweis: Wegen (3.55) braucht nur die Eindeutigkeit gezeigt werden. Aus (3.50) folgt
zunichst A¢ = A. Ist

A =X p,UBU;', U;egG,

so folgt nach (3.53) und (3.52)

A =A% =X p,(UBU;")S = X p,B® = BY,
und damit ist die Behauptung gezeigt. | =|

Zusammenfassung

Zunichst werden die endlich-dimensionalen Dichtematrizen definiert und ihre physi-
kalische Bedeutung sowie ihr Zusammenhang mit dem allgemeinen Zustandsbegriff
erldutert. Mit Hilfe der Konvexitdt wird dann die Mischung von Zustinden betrachtet
und das Problem gestellt, Eigenschaften einer Dichtematrix aus ihrer Lage in der
Gesamtheit aller Dichtematrizen herzuleiten. Diese Zielstellung fithrt im letzten
Kapitel zur Definition der Relation ,,gemischter als®, deren Eigenschaften zusammen
mit einigen Anwendungen hergeleitet werden. Die Verbindung zum Verhalten solcher
konkaver Funktionen wie der Entropie wird im noch folgenden Teil II hergestellt.

Bemerkungen zur Literatur

Im Abschnitt 1.1. werden Tatsachen aus der linearen Algebra benutzt, die als allgemein bekannt gelten
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