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1.

Einer dsr Grinde fir die mathematischen Schwierigkeiten in der
Quantientheorie, besondcrs in der Quantsafecldtheorie, ist dus Auf-
treten unbeschriinkter Operatoren. iin unbeschrimkter Operator A
ist niocht auf dem gonzen Hilbert-Raum H der Zustandsvektoren
dsfinlert, sondern aur aui einer 1in /- dichten linearcn liannig-
£2ltigkolt D . Ist numlich der selbstadjungicrte Operator A = A*
auf ganz H definiert, so ist er beschrinkt. Es gibt dann cine
reelle Zanl o> U so, daB die zum Spektrum gehirenden .erte A
(also aucu die Ligenwerte) absolut kleinexr als o sind. lan sieht
hieraus, duf bereits in dcr Quantenmechanik dic liehrzahl der Ope-
ratoren, die einer beobaohtbaren GriBle entsprechen, unbeschrihki
sind. ian denke nur etwa an Energie—, Impuls-, Drehimpuls- oder
Ortsoperatoren. Das Spektrum aller dicser Opsratorem ist nicht
beschrinkt. Auch dle in der Quantenfeldtheorie auftretcnden
Opcratoren sind nur auf dichtesn Teilmengen des Iiilbert-Raumes
erkliért. ‘onn wir doher von elnem skalaren uad hermitisciaen
Quantenfeld (p/x) sprechen, so gohdrt hierzu die Angabe derje-
nigen Vektoren des Hilbcrt-Raumes, aul denen dle Schar der Ope-
ratoren (p/x) dofinlert ist. Es stellt sioch nun sogur heraus,
daB die "Operatoren® (p/x)  aui lberhaupt keinem Vektor von H
dirckt definicrt siand. ilan muB vielmehr die Operapron mit Iilfe
geeignoter Testfunktionen "verschmieron'. Wilr kiUaonen dcher die
Bescichrung gp/x) nur als eine synbolische Kurzform fiir elne Reihe
von Dc?Pinitioncn botraohten, die wir im folgenden darlegen. Diese

Konstruktion wurde von Jigntmen [ 11 (siche auch [ 2] ) angegeben
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und stiltat sich auf mathemotisohs Hilfsmittel aus der ‘theorie der
Darstellun; von Algebren (8iehe zZ.B.[ 3] ).

Hir betracnten eadliche Pforiale Sumnch

£ = fot fos far oy (1)
wobedl f. eino Konsiante, 7/, eine Funktion der Raum-Zeit-Punkte
des iiinkowski-Raumes, /,, eine Funktion sweler Voltpunkte un. so
fort ist. Allgemeln soll # = /; f,,.,%;) eine Funktion von J Raunm-
Zeit-Punkten ,... ) %X; seln. Diese Funktiorem sollen gewisse Re-
gularititseigenssiatten besitzen. wir kinnen z.B. verlangen, doB
8ie boliecbig oft differensierbar sind und auBerhalb einer (von
dor Funktion abhiéingonden) kompakten Punktmenge vom Null verschie-—
dcn sind. £ine andere Mbglichkeit Yesteht im der Forderung, duB
die / ' Testfunktionen flir dic gemiiligtesn Distributionen im Sinne

7
von L. Schwartz sein sollen. Ist analog zu (1)

/ ’
Ve fitl il ()
/ /
eine zwecite ondliche formale Summe von Funktionca 7 « 1 /x,, .. ¥ )
] ) 7 ) j)

so definiecrsn wir
/ . ) /
2) ihre Summe /47’ - //,4 4) ¢+ /7/,,%'/* //u/,) F,
b) ihvo lultiplikotion mit einer lkomploxen Zchl
Lf=Ador Adv Afoar..,

¢) ihre (nichtkommutative) Limltiplikation

/X/ = "2- %“ x {M" / ’

,M
wobol /o"{»»: , {4. X 1{,’ dle Tultiplik.tion dor Fusktionen /m
bazw. /4,, mit der Komstaaten /7(, baw. /o/ ist uwud fur
’/ /
/‘ K{r = %"/Kf;(l""[xs)‘/( /x¢141x$fl/“‘ )XS"I'),

also e¢ine Funktion von s+r teltpunkten ist.
Durch dicsc Festlegungen wlrd die Gesamtheit dor endlichen Summen

(1) eine Algebra (ein niocht-kommutativer Ring, indem die iultipli-
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kation mit kowmplexon Zahlon erklrt iot). WVir bezciohnen diese
Algobre mit R ,
Wir definiercn nun in R elne "Involution®: Ist / wie in (1) ge-
gebon, so sel
/*‘: %o~+{4*f{‘~f
SN

wobel

» e x ;

fo - {- , {,‘ Xy, ..,%x3) = /j/x,',xj,,,}...)x.)

ist. ( ,{/' ist dic zu /, konJjuglert-komplexe Funktion).

Es gilt _
(g)=aqc (A= 4517,

({x%')" - fﬂ(x {*.
In R wird sohlieflich noch eine Topologie (ein Konvergensbogriff)
elngeflihrt, dor kurs wie folgt charaktcrisiert werdca kaonns
Flir die Funktionen /... einer festen Vuriablengzahl 4n stimmt
die Topologle mit dor von L. Sochwartz [ 47 fir diese Funktionen
im Zusamncnhong mit der Distributioastheorie gegebenen tiborein.
Die algebralschon Operationen von R seien stetig und die Topo-
logie in R  soll vellsténdig sein (Jode Cauchy-Folge besitst
einon Linmes).

3.

Ist | oino Distribution, so sohreibt man symbolisch

T(y) = f Trx) g9 dx (2)
wobedl 7'/j) der Uert von / fur die Testfunktion 4 ist.
“ir sehen gunz anzlog dagu @ als eine Distribution an, deren

fierte" Jodooh niocht Zahlem, sondern Operatoren sind. Genauer

nchmen wir an, dal zu jedem / € R oin Operator (/f) gehirt,



den wir symbolisch

& )
plf) = Fod 4/;»/%4),6/»)4 X # f,a/w Vim) fot %, ) A6 &%, * ...
schroiben. ({ ist der 1-Opcrator.)

wenn wir fir eincp Augeunblick vollkommen unbosorgt um mathematische

Strenge roolhnen, so finden wir leiciht dies Relationen

pl{f") = vt #1719, 1)
plLf) = A @lf), (3,2)
PIExL) = @) (4, (3,3)
pif*) < plf)” (3:4)

%.3. Glelohung (3.4), bei der von (/v = prx)x Gebrauch gemuoht

wurde, erbalien wir so:

{0*//} = /f;o/w...ww,‘)/,‘ (%, .. <) a/&x,.., a¥x.. f

%

' - , v
= /V/tlvis-\ ffka) /“"' /xf’ A t("") ‘[‘v?“‘ &[ x"‘

- fgﬂ/x,)... p/xh)/{«{)(ﬂl‘“)\(,)u/fx,“- vam = ),:/}-/"')

Wie bereits betont, wollen wir @%) aber orst dsfinieren. Wir
kinnter jedooh die Gl. (3) 2ls deifinlsrende Relatloncn flr ein
Quantsufeld @) betrachten, Wern wir ap dlesen Gedanken fesihali-
ten, 80 nissen wir wes sozlolch an dea Umptand criarnera, dof dile
Oysratoren {a/{} slcher unboschrinkt sein werden und doher zu jo
dem ;f € R decr Leflnitlonsbereloh von {0!’// apgepchen worden mul,
Dissor Totwendigledt Howmmen wir dursh dlo Forderunz nach, dab elas
denge J  von Vektoren aus H existieron s80ll; die ium Dofinitions-

versich jedss Uperators {o/{/ Ldegen sollen. Dicse Menge D sold
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dariber hinaus noch folgends Eilgonschiften besitzen. Beasichnet
L2, den Vekuumgustand, dann sel

R, €D , (4,1)
‘p/{)_[z € D /h.r wle L2 € -0, /6 R. (472)

In der Regel werden in sincer Quantonfeldtheorie mehrere Felder

zu betrachten sein. Nehmen wir abor der Einfachheit halber an,

dall nur das in Rede stehende slkalare, hermitisohe Feld @rx) vore
honden ist, so0 orgingen wir unsere Forderung durch die weltere,
daf J 4in H dioht llegt, wenn nur 2  die Gleichungen (4) er-
fullt. Yir sagen damn, (/v sei ayklisch mit —2. als syklisohen
Vektor. Unter den Teilmengen J von A , dic im Definitionsbereich
jedes Operators (p /f) 1liegen und Uberdies (4.1) und (4.2) er-
fillen, gibt os einc kleinste. Sie 1st dadurch gckennzeiohnet,

del zu jedem <2 €20 ein /é R mit A2 = p/#)20 existiert.
Von nun an verstehen wir untor J dicse elndeutiy bestimmto llen-
go von Vektoren aus H .

Wir ktnnen jetzt auch Gl. (3.4) prigisieren, inden wir sie

(2, pip1a.) = (Pl )R, 2, ) fos te 32,.2, €D (3,4)

losen. Bedcutet B, € B, fur zwei Operatoren wie ilblich, daB

.BA. eine Fortsetzung vom B, ist, so kdnnen wir (3.4) ge-
neuor auch

pif*) & pip)? (3.4%)

schrcibon.
Dio Definition des szyklicchen, skalaren und hermitischen Quan-
tepfeldes wird beendet, indem wir ncben (3), (4) und der Zykli-
zltdt verlangen, dal die Linearform (das linears Funktional)
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(1) = (Lo, prf)2) (%

aug R stotig im Sinne dsr Tapolozle von Rist. Betrachten wir spe-
ziell dic "n-Punkt"-Testfunktionen 7, f¥, ., Xa) 5 80 ict /,.,-'///‘.}
eins Distribution. Im Sinnc von Gl. (2) kbnnen wir sie
0/f) = (2o, plta) Q,) =
= f/ﬁo, Die) s 9150 ) <20) a6y 2 ) d Sy A (e

schreiben. Die Vakuumerwartungewerte

[.(2,, ,00%)... ;0/‘(,,)./29) = {prx) ... }0”‘~/>o 6"

worden also als Distributionea aufgefalit. llen sicht, dal die
Linearform ¢/ £/ tber R durch die Vakuumerwartungswerte voll-

kommen bestimmt wird.

4.

Wir kinnen nun das bisher Gesugle riockwirts verfolgen und asehen,
daB dic Struktur dos linearen Funktiosals ¢ f) Gus Feld @/
vollstdndilig bestinmt. Matiiematisoh gesprochen ist (/%) die
durch die Linearform ¢ (4) 1ndusierte Darstcllung dur ilgebra R
duroh unbesohrinktse Operatoron in c¢inem Hilbert~Raum. i/lr wollen
nun ainige Sochritte angoben, dic nahelegen, wie aus dor Linear-
form ¢/{) die Voktormenge J wuna dis Operatoren o /f) kon-
strulert werden. Aus der Gleichung (3) folgert man wcgen (6)

COf ) < A eipy derg), (751
4 (/'} = f/// (7,2)
bif*<4) > o. (7,3)



Eine Linearform, die (7) erfillt, heiBt positiv. Botrachton wir
guniohst alle / cus K, Zur dic @ £)2, =0 ist. ilr be-
zelohnen diese illenge mit :7 « Aus (3) Zolgt leicht, dal 7 ein
Linksideal von R ist: i1t £/’  ist auch Af 7 /l’// in 7
und 1st 4 aus Ry { aus J s e0 18t gxf in [ . Damit /€7
ist, mus (50/{/30 ‘,p///ﬁo)--Vsein und umgekehrt. Das aber hoifit
wegen

(@ ,p Vo)) = (2, Pt lt)2.) = (2o, Pl 1)-2,)

nichts anderes als

(/L < 1) = 0. (8)
/ gehbrt demmach genau dann zu _7 s venn (8) erfillt ist.
S0l nun 2 ¢ D wnd L2 = /2o . Genzu dcnn ict auch
plt') e =2, wemn /’-/ 3 / gilt. Die Zlemerte von J

5, 7
entaprcchen also eimeindeutis den "Restklassen® f’* / von
)Q nach 7 o Vlr kinnen idcntifizioren

N = }{’ + 7 falls (p/f) R. = 42 1st, (9)

“1r sehen, daf 7 der Null von J und 7 *] den Vakuvumgustand
ontspricht. Ist weiter 42 nzch (9) gegeben und fe R , so ist

2= prg) L2 detintert durch 2= gxf (7 (10)

Die Restklassen 7!'/ ] blldon also eine linecro ilannigfaltig-
keit, auil dor dle Operatoren W //) wie durch (10) charakteri-
siert wirken.

Ist schlieBlich 2 /= //7‘ ] s 80 errcchnct sioh

(2,2') < (pig12., plf)2,) <(@,, 00 f)2:) = €¢*<))



Somit bestinmt dlie Linearform f/f? dic lineare lannigfaltig-
xeit dor zu 2 gohdrenden Zustandsvelktoren -2 s die Wirkung
der Cperatorcu $>Gf/ auf diese Vekitorcn und das Skalarprodukt.
Dic Vervollstindigung von V), beziglich dieses Skalarproduktes
licPaxt dann den Hilbert-Raum H N

Bemerlunz: Wegon f/f/fr(iﬁwikj ist der Vakuumzustand <2,

genau dunn normilert, wemn £77) = 1 ist,

D

Soll nun das Feld (/x) einige (oder alle) Axiome dor Quanten-

-

feldtheorle erfitllen, 0 gnteprilcht jodem dicser Axilome eine

,\
]

wohlbestimntie Bigenschait von é7%7 o Aufl diese /else kann man
insbegondere die Forderung nach Lorentzinveriansz, Spektralitit

. . N - - . 7/ s st 1 E%.
und Lokalitdt durch die Strulktur von é7f7 ausdriicken. Wir ver~

welsen hilerzu aui die Litevatur [17 ;0 2]

6.

Wie wir sahen, cutspricht der symbolischen Schreibweise fir
ein Quantenfeld eoin ziemlich komplizlertes mathematisches Cebilde.
Die symbolische Schreibweise ist damn von Vorteil, wean man fir
sie in einwandfreier Welse Rechenvorschriften definieren kann.
Als Belsplel erwéhnen wir die direkte Summe von Quantenfeldern.
Sind gy, ... 0, (x) zyklische Quantenfelder und 4,,.. ,4 . posi-
tive reelle Zahlen, so definicren wir das Quantcnfeld

borxy =Ad,0,n) + ... plawwaﬁ
wie folgt: Entspricht die Lincarform é{/{) dem Quantenfeld

p;/x}) 5 80 werde (rx) durch dle Linearfornm



P =AM v A ()

bestimat. lar kann so auch unendlioche direkte Summen und dirckte
Stleltjesintograle von Quantcnfeldern dcfinieren.

iine andere Rechenvorschrift, dle eine Art von direkten Produlk-
ten von Quantenfeldern definicrt, fihrt von den frelen Feldern
auf dlc sogeazunton genecrallsierten frclen Feldor (5],

Das Problem der ingabe von Rechenregela fir Quantenfelder fihrt
melst aul sciwlerige Problome dexr Distributionstheorio, wic g.B.
auf die Frage der Fortscizbarkeit der linceren form auf einen
griberen Punktionsbereloh als der durch R gegebene oder auf

die Angabe eilnor Iiultiplikationsvorscnrift flr Distributionen.
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