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Ein Blick auf einige Ergebnisse der axiomatischen
Quantenfeldtheorie

Von A. UHLMANN
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Wenn wir cinem Teilchen A (z.B. einem Elektron, Pro-
ton, 7-Meson) ein wechselwirkendes Quantenfeld A (x)
zuordnen, so beschreibt dies in der Regel eine Vielzahl
von Teilchen:

Wenden wir die Operatoren A4 (z) mehrfach auf den Va-
kuumzustand an, so finden wir als Resultat nicht nur die
Streuzustédnde mehrerer Teilchen A. Es werden vielmehr
auch alle die Teilchen vorkommen, die sich aus Teilchen
der Sorte A ,,zusammensetzen® lassen.

Wenn sich ein Teilchen B aus Teilchen der Sorte 4 zu-
sammensetzen laf3t, so sehen wir B weder ,,zusammen-
gesetzt“, noch bezeichnen wir B als ,,elementarer* als A!
Betrachten wir als ein Beispiel das Nukleonenfeld. Es
beschreibt nicht nur Proton, Neutron und die zu-
gehdrenden Antiteilchen, sondern auch die 7w-Mesonen,
das Deuteron sowie alle Atomkerne und ihre angeregten
Zustinde.

Dieses Verhalten weist die wechselwirkenden Quanten-
felder als so komplizierte Objekte aus, daB selbst der
mathematische Existenzbeweis fiir nichttriviale Fille
den Rahmen unserer heutigen Méglichkeiten offenbar
betréachtlich iibersteigt.

Betrachten wir nun eine Menge von Quantenfeldern, die
wir A () schreiben, wobei der Index k sowohl die ver-
schiedenen Felder als auch die inneren Freiheitsgrade
(Spin, unitdrer Spin usw.) unterscheidet. Die Annahme
ist einleuchtend, daBl man ,,alle” Teilchen mit Hilfe der
Felder A (z) genau dann beschreiben kann, wenn man
aus ihnen alle Operatoren des Hilbert-Raumes der Zu-
stinde aufbauen kann. Die Menge der A4 (z) heilt dann
irreduzibel. Man kann auch sagen, daf§ A4; (z) irreduzibel
ist, wenn die Vielfachen der Identitit die einzigen mit
allen A (z) vertauschbaren Operatoren sind.

Nach Wightman, dem man die mathematische Begriin-
dung des Begriffes ,,Quantenfeld“ verdankt, sind die
Ay (x) Distributionen, deren Werte unbeschrinkte Opera-
toren sind. Deshalb treffen wir auf Schritt und Tritt
komplizierte, zum Teil noch nicht bewiltigte mathe-
matische Probleme an. Diese werden wir hier mit Still-
schweigen iibergehen und nicht erértern.
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Als nachstes wollen wir die gegenseitige Abhingigkeit
von Quantenfeldern betrachten.
Von zwei Funktionen g(z) und f(z) heiBit dic erstere ab-
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hiingig von der zweiten, wenn es eine Beziehung g(x)
= F[f ()] mit geeignetem F(y) gibt. Ein analoger Be-
griff fiir Quantenfelder kann mit Hilfe der Haagschen
Algebren gewonnen werden. Dabei nutzt man folgende
Tatsache aus: Fiir zwei beschrinkte Operatoren a und b
ist b genau dann von a abhingig, wenn b in der von a
erzeugten von Neumannschen Algebra enthalten ist. Sei
A eine (offene) Menge von Raum-Zeit-Punkten und A4 (z)
seien Quantenfelder. Mit F(4) bezeichnen wir die Ge-
samtheit aller beschrinkten Operatoren, die von den
Operatoren A;(z) mit z aus 4 abhingig sind. F(4) ist
eine von Neumann-Algebra und die Zuordnung

A — F(A) (1)
heiBt ,,das Haag-Feld der A;(z)“.

Ist nun B, (z) eine zweite Menge von Quantenfeldern und
A — G(A) das Haag-Feld der B, so nennen wir gerade
dann B von A abhiingig, wenn immer G(4) < F(4) gilt.
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Nach dem im ersten Abschnitt Erorterten wire es wiin-
schenswert, aus der Irreduzibilitit zweier Sitze von
Quantenfeldern A und B auch deren gegenseitige Ab-
hingigkeit folgern zu konnen. Mit anderen Worten,
unter welchen Bedingungen folgt aus F(M) = G(M),
wobei M der ganze Minkowski-Raum ist, die Gleichheit
der Haagschen Felder von A und B?

Die Frage wird mit Hilfe des Haagschen Dualititsaxioms
behandelt.

Zunichst definieren wir eine von Neumann-Algebra F(A4)’
durch die Angabe von Operatoren, die sie erzeugen. Spre-
chen wir kurz von Bose- (Fermi-) Operatoren, wenn Ver-
tauschbarkeit (schiefe Vertauschbarkeit) mit dem Sta-
tistikoperator vorliegt. Der Statistikoperator hat den
Eigenwert 1 fiir Zustéinde mit Bose-Statistik und —1 fiir
Fermi-Statistik. Ein Bose-Operator sei nun in F(4) ge-
nau dann, wenn er mit allen Operatoren aus F(4) ver-
tauscht. Ein Fermi-Operator sei in F(4)' genau dann,
wenn er mit den Bose-Operatoren aus F(4) vertauscht
und mit den Fermi-Operatoren aus F(4) schief ver-
tauscht.

Die kleinste von Neumann-Algebra dieser Eigenschaft
nennen wir F(4)". .

Nun definieren wir die Menge der Raum-Zeit-Punkt A’.
Ein Weltpunkt y liege genau dann in 4’, wenn er zu
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allen & aus 4 raumartig liegt. Anders gesagt, A’ besteht
aus den von 4 kausal unabhingigen Weltpunkten. Eine
konvexe Punktmenge, fiir die 4 = (4’)’ gilt, nennt man
einen ,,Diamanten wegen ihrer Ahnlichkeit mit der Ele-
mentarzelle des Diamantkristalls.

Nach einem grundlegenden Axiom fiir Quantenfelder,
der sogenannten ,,Lokalitit*“ oder ,, Einstein-Kausalitat®,

gilt
[4(); An@)]s =0 (2)

fiir kausal unabhéingige Weltpunkte x und y. Dabei tritt
der Antikommutator gerade dann auf, wenn zwei Fermi-
Operatoren vorliegen. Wir folgern aus (2) die Giiltigkeit
von

Fd') = Fay G)

fir das Haag-Feld von A und sagen, A bzw. F seien
lokal®.

Die Einstein-Kausalitit sollte aber auch fiir beliebige
Quantenfelder, die die tatsichlichen Verhiltnisse der
Natur widerspiegeln, gelten. Das heiBit aber

[4:(); Bu(®)]y =0 (4)
fiir kausal unabhingige Weltpunkte sowie
und F(A4') < G(4), (5)

falls G das Haag-Feld von B bezeichnet. Die Formeln (4)
bzw. (5) beschreiben wir durch die Redeweise A und B,
bzw. F und G seien relativ lokal. )

Das Dualititsaxiom formulieren wir jetzt wie folgt: Ist
das Raum-Zeit-Gebiet ein Diamant und ist das Haag-
Feld (bzw. das erzeugende Quantenfeld A) irreduzibel,

so sel

GA)= Fy

F(4) = F(4Y, 6)

Ist daher F lokal und irreduzibel, G und F relativ lokal,
so folgt aus (5) und (6) nach einigen Schliissen

GA) = F(4) )

fiir alle 4. Damit ist eine Antwort auf die eingangs ge-
stellte Frage gegeben: Unter den genannten Bedin-
gungen ist B von A bzw. G von F abhingig.

Ist auch B noch irreduzibel, so sind die Haag-Felder von
A und B gleich. Das Haag-Feld erscheint somit als eine
Invariante fiir die Beschreibung der Elementarteilchen-
prozesse. Wir konnen von irgendeiner Menge von
Quantenfeldern ausgehen, die ,alle“ Teilchen zu be-
schreiben vermégen. Eine solche Auswahl kann in ge-
wissen Grenzen ziemlich willkiirlich erfolgen. Immer je-
doch ist das zugehérende Haag-Feld das gleiche.
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Zu den bedeutendsten Leistungen auf dem Gebiet der
axiomatischen Quantenfeldtheorie gehért der konstruk-
tive Existenzbeweis fiir die Streumatrix § von Haag und
Ruelle. Jeder Operator, der sich in der Gestalt einer end-
lichen Summe der Form

g =2 [ 4,(2)) Aulay) - f(2, 3, ) dayday... (8)

mit ,,zabhmen® Testfunktionen f darstellen laBt, wird
quasilokal genannt.
Sei |1> ein Eigenzustand des Operators der Ruhemasse
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mit Eigenwert m > 0, also ein ,,Einteilchenzustand®. Es
kommt dann darauf an, den quasilokalen Operator ¢ so
zu bestimmen, daB er |1> aus dem Vakuumzustand
|0 > erzeugt:

g|0>=]1>, ¢*|0>=0. 9)

" Wir beniitzen nun fiir das Weitere die unitire Dar-

stellung U(a) der raumzeitlichen Translationen
rx—>x+a

sowie geniigend regulire, nur positive Frequenzen ent-
haltende Losungen k(z) der Klein-Gordon-Gleichung zur
Masse m. Zunichst bilden wir das ,,quasilokale Feld

q@y) =U(y)qU(~-y) (10)

und dann die Operatoren
) F) .
00 = f - (16) 7 nl8) — ule) 37 9(0)) P 1)

Mit den Operatoren a, (¢) und a} (¢) bilden wir nun Poly-
nome. Sei Q(t) ein solches Polynom. Dann existiert der
starke Limes

lim Q) |0> =|>% (12)

t> oo

und es ist | >+ der out-Zustand zum in-Zustand |>".

Durch
S|>—=|>+ (13)

ist daher eine Verkniipfung gegeben, von der man die
Eindeutigkeit der Zuordnung und ihre Isometrie zeigen
kann.

Durch die natiirliche Forderung, da8 die in-Zustinde den
gleichen Raum wie die out-Zustéinde aufspannen, wird
die Unitaritit des so definierten Streuoperators garan-
tiert. Der Zusammenhang mit dem LSZ-Formalismus
wurde von Hepp untersucht. Man hat Grund zu der An-
nahme, daB die Streutheorie von Haag-Ruelle von grs-
Berer Allgemeinheit ist.
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Wieder entsteht das Problem der Eindeutigkeit, diesmal
fiir die S-Matrix. Seien A (z) und B, (z) zwei irreduzible
Sétze Quantenfelder, welche Streumatrizen S, und § B
nach Haag-Ruelle bestimmen. Wann sind beide gleich?
Hier kénnen wir auf die nach ihrem Entdecker ge-
nannten Borchers-Klassen verweisen: Ist A,(z) eine
irreduzible Menge Quantenfelder und ist A4 lokal, so sind
irgend zwei Quantenfelder, die zu A relativ lokal sind,
sowohl selbst lokal als auch untereinander relativ lokal.
Dazu ist allerdings noch notwendig, daB sich alle be-
teiligten Felder gem&f derselben unitdren Darstellung
der Lorentz-Gruppe transformieren. Diese offenbar sehr
natiirliche Forderung wird kaum als wesentliche Ein-
schrinkung empfunden werden, wie iibrigens auch die
stets vorausgesetzte Nichtnegativitdt des Energie- und
Massenspektrums.

Zu jeder Borchers-Klasse gehért nun genau ein TCP-
Operator, und hierauf griindet sich der Eindeutigkeits-
satz fiir die Streumatrix §. Die Felder einer Borchers-
Klasse geben namlich genau dann zur gleichen S-Matrix
AnlaB}, wenn die gleichen in-Felder vorliegen.

Das Ergebnis S, = Sy erhalten wir freilich fiir irre-



duzible, lokale und relativ lokale A und B auch schon
durch die Beobachtung, daB wir zur Konstruktion der
quasilokalen Operatoren (8) von vornherein sowohl die
A, (z) als auch die By, (x) verwenden konnen.
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Auf der anderen Seite folgt aus den Uberlegungen des
Abschnittes drei, daB alle Felder einer Borchers-Klasse
von jedem in ihr enthaltenen irreduziblen Satz abhéngig
sind. '

Die Borchers-Klasse bestimmt somit nicht nur eine
S-Matrix, sondern auch ein einziges Haag-Feld.

Deshalb ist es nicht unbegriindet, Quantenfelder nicht
als einzelne, fundamentale GroBen zu betrachten, son-
dern die Gesamtheit der zu einem Haag-Feld gehorenden
Felder und quasilokale Operatoren als ein natiirliches
Untersuchungsobjekt anzusehen. SchlieBlich wird man
die Vermutung hegen, daB das Haag-Feld das eigentliche
fundamentale Objekt ist und die Quantenfelder diesem
zugeordnete, gleichsam sekundére Gréfen bilden.

Daher ist es wichtig zu wissen, wie die S-Matrix direkt
aus dem Haag-Feld heraus zu erhalten ist. Schritte in
dieser Richtung wurden von Araki unternommen, dem
man auch die Aufklirung iiber die (alles andere als tri-
viale) Natur derjenigen Haag-Felder verdankt, die zu
freien Bose-Teilchen nichtverschwindender Masse ge-
horen.

Zum AbschluB sei noch auf dieQuerverbindung zur Theo-
rie der Observablen hingewiesen: Ist a ein Operator, der
zu einer physikalisch beobachtbaren Grofe gehért, und
liegt der Operator a in der Haagschen Algebra F (4), so
nehmen wir an, daB sich die ,,Beobachtung der GréBe a
im Raum-Zeit-Gebiet A realisieren laBt. Dies unter-
streicht die Bedeutung der Haag-Felder.

(Literatur ist vom Verfasser anzufordern)
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