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Fiir beliebige Metrik werden allgemeine dynamische Grissen definiert und untersucht.
Sie erweisen sich simtlich als Zustandsfunktionale im Sinne von Dirac. Das Problem der
Erhaltungssitze wird diskutiert. Gewisse energieartige dynamische Grossen liefern in zweiter
Niherung zwanglos die Newtonsche Gravitationsenergie. Beim Vorliegen von Raum-Zeit-
Symmetrien werden einige dynamische Grossen vor den anderen ausgezeichnet. Fiir die
Minkowski-Metrik reduzieren sich diese auf die zehn allgemeinen Integrale der Mechanik.
Schliesslich wird gezeigt, dass sich die Vertauschungsregeln der Quantentheorie fiir diese zehn

Integrale in natiirlicher Weise auf beliebige dynamische Gréssen und beliebige Metrik erweitern
lassen.

1. Vorbemerkungen

Wir bezeichnen mit M das Raum-Zeit-Kontinuum und mit Q,0,...
seine Punkte (»Raum-Zeit-Punkte«). M trage eine Raum-Zeit-Metrik vom
Typ (+ — — —), die wir zunichst nicht niher spezifizieren. Wir legen nur
noch zum Zwecke der Normierung fest, dass ds? als Verallgemeinerung von

c2dz — dx2 — dy? — dz?

die physikalische Dimension [L?] besitze. Lateinische Indizes laufen von 0 bis 3,
griechische von 1 bis 3. Die kovariante Ableitung werde mit 3; bezeichnet.
Das willkiirliche Vorzeichen von R;, werde durch Rix = Ripy festgelegt. Unter
dem »Oberflichendifferential« df* verstehen wir das Vektordifferential

df" _ ?’_l'gkiU Eioirinia dxi A dxiz A dx's,

Hierbei bezeichnet /A die dussere Multiplikation und ¢;,;;; den Levi-Civita
Tensor. dv sei das vierdimensionale Volumenelement.

Wir verwenden den allgemeinen Stokeschen Satz nur in der folgenden
Form: Ist a; ein beliebiges Vektorfeld, G ein Raum-Zeit-Gebiet und R(G) sein
orientierter Rand, so ist

[ @ df = (8" a;-dv. (1)
R(G) G
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76 A. UHLMANN

Sei 2 eine raumartige Hyperfliche. Die Beschrinkung der Metrik auf Q

induziert eine Metrik auf Q, zu der das Volumenelement
dv () = [ Det(g,,)]"2d?x (2)

gehort, falls x° = const. eine Gleichung fiir Q ist. Bei richtiger Wahl der (wegen
der auftretenden Wurzeln) willkiirlichen Vorzeichen ist auf Q

dv (Q) =, df*, (3)

falls 7; die auf 1 normierte Normale von £ ist. Man findet, dass unter
dieser Voraussetzung fiir ein beliebiges Vektorfeld a;

:g o dft = ( a; 7' - dv(£2) (4)
gilt.

2. Definition einer Klasse dynamischer Grossen

Bekanntlich korrespondieren in der Speziellen Relativititstheorie (im
Folgenden mit SRT abgekiirzt) die zehn linear unabhingigen allgemeinen
dynamischen Integrale (Impuls, Energie, Drehimpuls, Schwerpunktsgréssen)
zu einer linear unabhingigen Basis der infinitesimalen Transformationen der
Lorentzgruppe. Die Lorentzgruppe ist die Gruppe der isometrischen Trans-
formationen der Minkowski-Metrik, d.h. einer Metrik, die die Beziehung
R = 0 erfiillt. Die Isometriegruppe einer geniigend allgemein gewihlten
Metrik besteht jedoch nur aus der Identitit.

Die sachgemisse Verallgemeinerung der obigen Korrespondenz fiir belie-
bige Metrik ist nach einer Idee von BEReMANN[1] der Ubergang zur Gruppe aller
eineindeutigen Abbildungen von M auf sich. Zu den infinitesimalen Operatoren
dieser nur von der Topologie von M und nicht von der Metrik von M abhin-
genden Gruppe sollten dann geeignete dynamische Grossen korrespondieren.

Bei einem solchen Standpunkt werden natiirlich auch im Bereich der
SRT ungeheuer viele neue »dynamische Grossen« eingefiihrt. Jedoch heben sich
die zehn allgemeinen Integrale dank der besonderen Symmetrie der Metrik
(der sie ihr Dasein iiberhaupt erst verdanken) aus dieser Menge so stark heraus,
dass ihre fast ausschliessliche Verwendung in der SRT ihre natiirliche Erkla--
rung finden wird.

Eine eineindeutige Abbildung ¢ von M auf sich ist eine Vorschrift, die
jedem Weltpunkt Q einen zweiten Weltpunkt Q° zuordnet, wobei wir — wie
immer in dieser Arbeit — stillschweigend geniigende Regularitit voraussetzen.
Die Menge der Q” soll wieder ganz M sein. Ist f = f(Q) irgendeine Funktion
auf (einem Teilgebiet von) M, so ist of durch

aof (Q) = £(Q”) ()
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UBER EINE KLASSE DYNAMISCHER GROSSEN 77

erklirt. Ist A ein reeller Parameter und jedem 1 eine eineindeutige Abbildung
von M auf sich zugeordnet, A — ¢(4), so haben wir eine einparametrige, auf
einen kanonischen Parameter bezogene Gruppe gerade dann vor uns, wenn

0 (A + 4y) = 0 (4) 0 (%) (6)
ist. .

Wir bilden nun einen kontravarianten Vektor wiefolgt: Ist {x’} irgend-
ein Koordinatensystem, so sind seine Komponenten &' bezgl. dieses Koordi-
natensystems durch

P
£ fim CAX
A—0

(7)

gegeben. Man weiss, dass hierdurch wirklich ein Vektorfeld erklart wird-
Es heisst »die zu o(4) gehdrende infinitesimale Transformation«.

Man weiss weiter, dass es umgekehrt zu jedem kontravarianten Vektor-
feld genau eine auf kanonische Parameter bezogene Gruppe o(2) gibt, die
dieses Vektorfeld zu infinitesimalen Transformation hat:

o (A) «<— & (8)

Wir betrachten nun den Energie-Impuls-Tensor T}y, von dem wir zunichst
nur die Eigenschaften

Ty=Ty, 8Ty=0 )
fordern. Mit ihm definieren wir die dynamischen Gréssen
P(c(2),Q)=P &, Q) = [ &T,df*. (10)
2

Den Ausdruck (10) finden wir erstmalig bei TRAUTMAN [2] im Zusam-
menhang mit der kovarianten Formulierung der zehn allgemeinen Inte-

grale der SRT.

Der Untersuchung der Ausdriicke (10) ist diese Arbeit gewidmet. Es ist
zu beachten, dass wir genauer

P = P (Si’ ‘Q’ grs’ Tnm)

schreiben miissten. Jedoch werden nur gerade diejenigen Abhiingigkeiten her-
vorgehoben werden, die gerade interessieren.

3. Die dynamischen Gréssen in der Speziellen Relativititstheorie

Ist gix die Minskowski-Metrik und §; eine zur Lorentzgruppe gehorende
infinitesimale Transformation, so ist P(&', Q) = P(&', ©,) fiir irgend zwei
Hyperﬂﬁchgn €, und €, (siehe den nichsten Abschnitt). Wir schreiben daher
einfach P(&").
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73 A. UHLMANN

TRAUTMAN [2] hat bemerkt, dass die P(!ji) gerade samtliche Linearkombi-
nationen der zehn erhalten bleibenden Grossen der SRT darstellen, wenn die
&' alle infinitesimalen Lorentztransformationen durchlaufen. Dies sieht man
leicht ein, wenn man bedenkt, dass in einem Lorentzschen Koordinatensystem

\x'} diese & durch
Ei:ai+ﬂ’fx’, ﬁk!+ﬂlk:0 (11)

gegeben sind. Wegen der Unabhiingigkeit von Q kann man nach (3)

P@E)y= [ ET,df* = | «'T; d*x + { Bt«'T),d*x (12)
0 0 x°=0

x0= X0=

schreiben. Die Behauptung ist unmittelbar abzulesen.

TRAUTMAN [2] bemerkte weiter, dass fiir den Fall T,': = 0 fiinf weitere
linear unabhiingige und erhalten bleibende Grossen gewonnen werden kénnen,
wenn man die & die infinitesimalen Operationen der konformen Gruppe der
Minkowski-Geometrie durchlaufen ldsst. Es ergeben sich so gerade die fiinf-
zehn aus der Konforminvarianz der Elektrodynamik folgenden erhalten blei-
benden Grossen, wenn T, der Energie-Impuls-Tensor der Elektrodynamik ist.

Wir wollen zeigen, dass die P(&i, Q) die von beliebig bewegten Beobach-
tern gemessene Energie (mindestens) im Bereich der SRT auszudriicken gestat-
ten. Sei nimlich ein Biindel zeitartiger Weltlinien gegeben, dass wir als Biindel
der Weltlinien einer Schar beliebig bewegter Beobachter interpretieren wollen.
Sei &' das nach vorwirts gerichtete Feld ihrer auf 1 normierten Tangenten.
Dann gehort zu & eine einparametrige Gruppe o(%), deren Parameter 1 die
Eigenzeit der Beobachter angibt. Genauer, ist w eine Weltlinie des Biindels
und Q ein Weltpunkt auf w, so ist w die »Bahnkurve« von o(4) durch Q, d. h.
die Menge aller

Q’'M, 1 beliebig.

Die Ableitung eines beliebigen Koordinatensystems nach A in Richtung von

w (Gleichung (6)) ergibt deshalb einfach £ und somit
ds = (& @* g )2 dA = (§°&,)12dA = dA. (13)

Die beliebig bewegte Schar von Beobachtern »passiere« nun eine raumartige
Hyperfliche Q und messe zum »Zeitpunkt Q« die Energie E. Wir behaupten

E= | &T,df*. (14)
Q

Zum Beweis bemerken wir, dass die Energie vom Zustand des Beobachters
nur iiber die Geschwindigkeit abhingig ist. Haben daher zwei Beobachter zum
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UBER EINE KLASSE DYNAMISCHER GROSSEN 9

Zeitpunkt der Messung die Relativgeschwindigkeit Null, so messen sie den
gleichen Energiebetrag bzw. die gleiche Energiedichte. Um dies auszunutzen,
wiihlen wir einen beliebigen Weltpunkt Q, aus £ aus. Es gibt dann eine zu
einer zeitartigen Lorentz-translation gehérende infinitesimale Lorentztrans-
formation ', fiir die

£(Qo) = &'(Qo) (15)

gilt, und wir kénnen die Bahnkurven dieser Translation als Weltlinien einer
Schar von Beobachtern interpretieren, die sich in einem Inertialsystem befin-

den. Aus (14) und (4) folgt

E= \ ET,nfdo(Q), P(&)= \ Ty dv(Q). (16)
2 Q

Wegen (15) zeigt der Vergleich der beiden Formeln (16), dass im Weltpunkt
Q, die in den Integralen auftretenden Dichten gleich sind. Nach einer oben
gemachten Bemerkung sind aber im Weltpunkt Q, auch die beiden zu den
verschiedenen Scharen von Beobachtern gehérenden Energiedichten gleich.
Uberdies steht als Integrand von P(£') die Energiedichte, die zur Schar der in
dem gewihlten Inertialsystem sich befindenden Beobachter gehort. Da Q,

beliebig war, ist
ETyn (17)

die gesuchte Energiedichte und (14) liefert die Gesamtenergie.
Damit ist gezeigt, dass die Gréssen (10) auch einen physikalischen Sinn
haben, wenn kein Erhaltungssatz vorliegt.

4. Erhaltungssitze und ihre Klassifizierung

Sei M, ein von den Hyperflichen 2, und £, berandetes Raum-Zeit-
Gebiet. (Der orientierte Rand von M sei 2, — ©,.) Dann folgt aus (1)

P(8.2) — P(8,2,) = [ & (T, dv. (18)

M,

Unter Beriicksichtigung von (9) wird der Integrand zu T; 8" &
Es folgt, dass P(&', 2) genau dann eine erhalten bleibende Grosse ist
(= Unabhingigkeit von (2), wenn gilt:

T, 8 &=0. (19)

In der Mechanik besitzt ein System von m Freiheitsgraden 2m unab-
hingige Integrale. Jedoch nur einige (ndmlich héchstens zehn) dieser Inte-

Acta Phys. Hung, Tom. XIII. Fasc. 1.



80 A. UHLMANN

grale sind allgemein, d. h. von den speziellen Eigenschaften des Systems
weitgehend unabhingig. Dies kann man so formulieren: Eine dynamisehe
Grosse ist ein allgemeines Integral, wenn P(§i, 0) eine erhalten bleibende Grosse
ist fiir jede mit (9) vertriigliche Wahl des Tensors Ty. Die Relation (9) ist offen-
bar notwendig, damit Tj, iiberhaupt als Energie-Impuls-Tensor eines Systems
in Frage kommt.

Da T, symmetrisch ist, folgt dann aus (19): Damit eine dynamische
Grosse P(Ei,.Q) ein allgemeines Integral ist, ist

ol &k 4 gk &l — 0 (20)

notwendig und hinreichend (TRAUTMAN [2]).

Ein Vektorfeld, das (20) erfiillt, heisst Killingsch. Die Killingfelder der
SRT sind gerade die infinitesimalen Transformationen der Lorentzgruppe, so
dass sich der Kreis schliesst: Obige Definition ist mit der iiblichen im Falle
der SRT identisch.

Man weiss, dass ein Vektorfeld g genau dann Killingsch ist, wenr es
infinitesimale Transformation einer isometrischen einparametrigen Gruppe o(4)
ist. Daher sind die allgemeinen Integrale eineindeutig mit der Symmetriegruppe
der Raum-Zeit-Metrik verkniipft.

Fiir eine geniigend allgemeine Raum-Zeit-Metrik degeneriert jedoch die
Isometriegruppe auf die identische Transformation. Wir miissen schliessen,
dass allgemeine Integrale bei gekriimmter Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit eine
seltene Erscheinung sind. D. h. es gibt keine »allgemeinen Erhaltungssitze«,
die eine geradlinige Verallgemeinerung der aus der Newtonschen Mechanik
und der SRT gewohnten allgemeinen Integrale darstellen.

Es zeigt sich, dass diese auf den ersten Blick merkwiirdige Erscheinung
sehr natiirlich ist. In der Tat, um von (19) auf (20) zu kommen, mussten wir
T;, innerhalb der Bedingungen (9) geeignet »variieren« kénnen. Genauer, es
musste geniigend viele T, mit der Eigenschaft (9) geben, die als Energie-Impuls-
Tensoren in Frage kommen. Betrachten wir aber die Allgemeine Relativitéts-
theorie (»ART«), so gibt es zu jeder Metrik g;x genau einen Tensor Ty, der als
Energie-Impuls-Tensor in Frage kommt, nimlich den durch die Einsteinschen
Gleichungen gegebenen:

Ty =»"1(1]2g, R —Ry). (21)

Daher ist eine Variation der T, nur bei gleichzeitiger Verinderung der Metrik
méglich und deshalb ist der Schluss von (19) auf (20) nicht durchfiihrbar:
(20) ist hinreichend aber nicht notwendig.

Fiir die ART scheint daher (19) die angemessenere Forderung fiir erhalten
bleibende Grossen zu sein und die Teilung in allgemeine und spezielle Integrale
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UBER EINE KLASSE DYNAMISCHER GROSSEN 81

wird zumindest formal, wenn nicht sinnlos auf Grund der durch die Einstein-
schen Gleichung bewirkten Relation zwischen T}, und Metrik.

Die Forderung (19) ist ungleich schwiicher als (20). Tatsichlich gilt,
wie einfache Argumente aus der Theorie der partiellen Differentialgleichungen
erster Ordnung zeigen, der Satz: Ist éi irgendein Vektorfeld, so gibt es (mindes-
tens) eine reelle Funktion a mit a > 0 so, dass & = af' die Gleichung (19)
erfiillt. Erfiilllt £ die Gleichung (19), so auch alle Vektorfelder &' mit

i 3 —
ng-S?-ﬂ_o. (%)

Daher ist § = F(f,, B, f;), wobei F beliebig und f, drei analytisch unabhiingige
Lésungen von (x) sind. Es gibt also stets »geniigend viele« Vektorfelder derart,
dass P(&, Q) eine erhalten bleibende Grosse ist.

Bemerken wir noch, dass nach Obigem die Struktur der erhalten blei-
benden Gréssen P(&') von der Metrik (bzw. von T};,) abhiingt und somit keine
»an sich« und unabhingig von jeglicher konkreten physikalischen bzw. geo-
metrischen Struktur gegebene Dinge sind.

5. Zustandsgréssen

Sei Q eine raumartige Hyperfliche. Ist {x'} ein Koordinatensystem der-
art, dass 20 auf Q konstant ist, so betrachten wir die Funktionen

]
gup und T.gvy,' (22)

x0

Eine Grosse A heisst eine Zustandsgrosse (bzgl. der Metrik), wenn A4 aus den
Funktionen (22) mit Hilfe von Operationen aufgebaut werden kann, deren
Ausfiihrung ohne Verlassen von Q méglich ist. Beispiele: Integration iiber 2,
Differentiation nach x’. Besonders Dirac [3] stellte im Hinblick auf den kano-
nischen Formalismus die Forderung auf, dass die Energie ein Funktional des
Zustandes sein miisse.

Ehe wir diese Frage fiir die Grossen (10) beantworten, wollen wir (22)
durch Tensoren ersetzen und somit eine Unabhingigkeit vom Koordinaten-
system und eine etwas schiirfere Formulierung des Begriffs der Zustandsgrosse
erreichen.

Wir sagen, »ein Tensor sei modulo Q bestimmt«, wenn wir zwei Tensoren
ap" und @) bereits dann als gleich betrachten, wenn sie auf ( iibereinstim-
men. D. h. es muss

an(Q) = aft (Q) fiir alle Q¢ (23)
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sein. Zum Beispiel ist das Normalenfeld 7; von 2 nur modulo £ bestimmt,
da bei der Definition dieses Feldes die Frage uninteressant ist, wie es sich fiir
Weltpunkte verhilt, die ausserhalb £ liegen.

Wir ersetzen nun (22) durch zwei modulo 2 bestimmte Tensoren, die nur
von Q und der Metrik abhiingen. Wir nennen diese g;(2) und ;, und geben
die Konstruktionsvorschrift[4].

Ist n; das Normalenfeld von £, so definieren wir den modulo 2 definier-
ten Tensor gix(£2) durch

8ix (L) = gunTi" Tk (24a)

rf = of —n . (24b)

mit

Etwas komplizierter ist die Angabe von ;. Sei a;irgendein Vektorfeld, das
auf Q die Richtung der Normalen hat. D. h. ist n; das Normalenfeld, so glbt
es eine Funktion a > 0 auf Q mit

a—an; =0 fir Q¢cL. (25a)
Wir setzen dann

'Qik = r? rlrcn (an Apy + 8m an) ° a_l - (25b)

Wir finden, dass, wie immer wir a; gemiss (25a) wihlen, die entstehenden
Tensoren 2;; modulo (2 iibereinstimmen.

Verschwindet der Tensor (25b), so ist nach NEWMAN und JANis [5] gerade
die RosENsche Starrheitsbedingung fiir eine Bewegung mit Tangenten 7' erfiillt.
Nach BriLL [6] heisst die Metrik »zeitsymmetrisch bezgl. Q«, wenn (25b) ver-
schwindet. Dieser Fall tritt insbesondere dann ein, wenn man in (25a) «
Killingsch wihlen kann. Dann ist 2 Niveaufliche einer Gruppe isometrischer
Bewegungen, d. h. stationir.

Nach dieser Vorbereitung betrachten wir nun eine beliebige dynamische
Grosse

P= Y ET, dff = \ ETyn*do(Q). (26)

Q

Offenbar ist P ein Zustandsfunktional, wenn es die Dichte
u=_§&T,n (27)
ist. & besitzt genau eine Zerlegung
=By + B mit Py =0, (28)

Bei gegebenem Q ist Ei durch § und ﬁi bestimmt. Setzen wir

u, =7 Ty n*, = ' Tyn*, (29)
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so haben wir
u = fu, + u,. (30)

Beim Bestehen der Einsteinschen Gleichungen sind u; und u, tatsichlich
Zustandsgrossen. Indem wir § (und ') als vorgegeben, die Grosse P charak-
terisierend, betrachten, ist daher P eine Zustandsgrosse!

Um dies niher darzulegen, betrachten wir zunichst das Folgende: Die
Raum-Zeit-Metrik induziert auf Q eine Metrik, so dass wir 2 als einen Riemann-
schen Raum ansehen konnen. Wir kénnen dann, ohne Q zu verlassen, auf Q
einen Skalar bilden, den Kriimmungsskalar R(£). R(£) ist eine Zustandsgrasse.

Durch Ausrechnen finden wir beim Bestehen der Einsteinschen Glei-
chungen die folgenden Formeln:

4 = L R(Q) 4 (2101 — 0} 0)), (31)
2% 8x
1 . .
y = - B (5, 2} — 8, 21). (32)

(31) sieht man sofort an, dass u; Zustandgrosse ist, bei (32) zeigt ein genaueres
Betrachten, dass man zur Ausrechnung mit Differentiationen innerhalb
auskommt. Eine ausfiithrliche Herleitung findet sich in [4], eine nicht véllig
kovariante Formulierung bei BrirL [6]. (Durch ein Versehen hat sich in die
Arbeit® ein falscher Zahlenfaktor eingeschlichen. Die Vorzeichenunterschiede
entstehen durch andere als die in dieser Arbeit verwendete Konventionen.)

6. Die Gravitationsenergie

Eine Metrik ist statisch, wenn cs zwei Funktionen f und h so gibt, dass

£ —h.g aﬁf_ mit £& >0 (33)

xk

ein zeitartiges Killingfeld ist. Die durch f == const. gegebenen Hyperflachen
sind dann zeitartig und stationér. Da g Killingsch ist, hingt die zugehorende
dynamische Grosse nicht von der Wahl der Hyperfliche ab, weshalb wir eine
stationire zur Berechnung wihlen konnen. Es ist dann Q;, = 0 und (31) bzw.
(32) vereinfacht sich zu

u,— - R(Q), uy=0. (34)
2%
Daher ist
P (&) = —217 BR(Q)dv(Q), B =&, (35)

0
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Wir wenden dies auf ein in Newtonscher Niherung bestimmtes Linien-
element an. Bezeichnet 4 den Laplace-Operator, grad den Gradienten des
3-dimensionalen euklidischen Raumes und ¢ eine vorgegebene Massenvertei-
lung, so ist das Newtonsche Potential durch

Ap = 4myp, lim ¢ =0 (36)

bestimmt. Wir setzen m = _fg d3x. Die verschiedenen Niherungsverfahren
liefern dann eine Metrik der Gestalt

Adx*2 — B 0, dx” dx* (37a)
mit

A=14yp+ A2+ ...,

B=1—vyp+up+..., (37b)
2
v="2.
62

Das Killingfeld £ ist in dem vorliegenden Koordinatensystem einfach durch
& = 84 gegeben.

Wir berechnen alles bis zur zweiten Ordnung in 9 und vernachlissigen
alle Glieder, die in 9 von mindestens dritter Ordnuug sind. Da sich zeigt, dass
R(£) keine Glieder 0-ter Ordnung besitzt, brauchen wir

BdvV (2) = VA B3d3x (38a)
nur bis zur ersten Ordnung auszurechnen:
VAB3=1—yp+ .... (38b)

Nun ist

BR(Q)——2B-14B + % B2 (grad B)2, (39a)

und daher in unserer Niherung

BR (Q)=2 Ay — 2u Ay? + 2y Ay + _Z_ (grad B)?. (39b)

Aus (38b) sehen wir, dass bis zu Gliedern erster Ordnung B gleich |/ 4 B3 ist.
Da R(£) von erster Ordnung ist, folgt

BR(Q) dv (©) — (2Aw _2u Ay + 2y Ay + % (grad w)2) Bx. (40)
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Unter Beachtung von
Ay? = 2y Ay 4 2 (grad y)? (41)

setzen wir (40) in (35) ein und erhalten

1 1
P(ft)z_JAwd3x+ ——j[tl(gradw)z—}—tzwély)]d:’x—l— L. (42
X X
mit
3
11:—2——2”’ ‘[221—2M, (423)

Beachten wir
f pApdix = — j (grad p)2déx,

so haben wir

R P e
x® 4%

Da die Koeffizienten A und u herausgefallen sind, kommen wir zu dem
erstaunlichen Ergebnis: Die Glieder von hoherer als der ersten Ordnung in
y = 2 g/c? der Metrik (37) haben keinen Einfluss auf die Grésse P(&) bis zur
zweiten Ordnung in .

Der Koeffizient u regelt nach (42) offenbar die lokale Verteilung der zu
P(&) gehorenden Dichte.

Die weitere Ausrechnung von (43) ergibt einfach

P(E")—Tmcz—#J(grad(p)zde"," e (44)

Das nach Obigem durch die Glieder erster Ordnung der Metrik bestimmte
Glied zweiter Ordnung von P(&') ist einfach die Newtonsche Gravitations-
energie.

Formel (43) gestattet ein wesentliche Verallgemeinerung, wenn man als
Ausgangspunkt der Approximation nicht die Minkowskische sondern eine
beliehige Metrik verwendet. Gilt fiir die betrachtete Hyperfliche Q = 0,
so treten in (43) noch zusitzliche Terme auf. Fiir dieses Problem siehe [4].

7. Vertauschungsregeln der Quantentheorie

Wir haben bereits bei dqr Definition der Grossen P(Ei, ) bemerkt:
Durch die Annahme, dass die &' ein beliebiges Vektorfeld bilden, werden mit
Notwendigkeit auch im Bereich der SRT neue, iiblicherweise nicht definierte
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Grossen eingefiihrt. Betrachten wir nun die Quantentheorie und legen uns
dabei auf das Heisenberg-Bild fest. Die zehn Operatoren, die zu den allge-
meinen dynamischen Erhaltungsgrossen gehéren, unterliegen Vertauschungs-
regeln. Daher miissen, wenn P(&', ) den zur beobachtbaren Grosse P&, Q)
gehorenden Operator bezeichnet, auch die P(&', Q) irgendwelchen Vertau-
schungsregeln unterliegen. Wenn wir annehmen, dass diese Vertauschungs-
regeln nicht vom speziellen physikalischen System abhingen, sondern ihnlich
wie die zu Energie, Impuls, Drehimpuls und Schwerpunktsgréssen gehérenden
nur mit der Geometrie der Raum-Zeit verbunden sind, so scheint es nur eine
Maglichkeit einer folgerichtigen Verallgemeinerung zu geben.

Nehmen wir zunichst die SRT. Ist & ein Killingvektor, so ist P(Si) eine
Linearkombination des Operators des Energie-Impuls-Vektors P; und des
Drehimpulstensors M;;. Es ist

P (&) =a"P, 4 p"™M,, (45)
falls . . .
2 E = o + B x* 11)

ist. Da die iP (&) einc Darstellung der Lie-Algebra der Lorentz-Gruppe
sind, ist _ .

i[P(&), P()]=P() (46)
mit einem gewissen Killingfeld ¢'. Die kontravarianten Killingfelder reprisen-
tieren aber gerade dann die Lie-Algebra der Lorentz-Gruppe, wenn man

. 3 . o .
P <y L Y 47
ox! T ox! @0

setzt. Man sieht dies sofort, wenn man die Gleichung

. 0 3 5]
f—r =8, 47
o [ ox! K dx! (172)
betrachtet; denn die Zuordnung
o(4)—>¢& *8*T<P
ox!

ist eine treue Darstellung der Lie-Algebra im Raum der Skalare. Bemerken
wir noch, dass (46) und (47) alle Vertauschungsregeln zwischen den P; und
M,, liefern.

Aus (47a) sieht man leicht die folgende Tatsache: Sind &' und %' beliebige
kontravariante Vektorfelder, so wird durch (47) ein kontravariantes Vektor-
feld (' gegeben; die Bildung (47) ist koordinatenunabhingig und unabhingig
von der Metrik. Tatsidchlich kann man zeigen, dass die kontravarianten Vektor-
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felder zusammen mit der gewéhnlichen Addition und der Operation (47) (= Lie-
Multiplikation) eine treue Darstellung der Lie-Algebra der Gruppe aller ein-
eindeutigen (geniigend reguléren) Abbildungen von M auf sich bilden.

Fiir eine Feldtheorie mit einem lokalen (pseudo-)skalaren Feld kann man
relativ leicht zeigen, dass gilt[4]: Ist Q2 eine beliebige raumartige Hyperfliche
und &, 7' zwei beliebige Vektorfelder, so gilt bei beliebiger Metrik

i[P(&,Q), Py, Q)] =:P(,9Q), (48)
wobei ¢’ durch (47) gegeben ist. Dabei ist
P (&, Q)= [&T,df* (49a)
P
und die Lagrange-Funktion von der Gestalt

L=8¢-8¢+2aq" (49b)
angenommen worden.

Die vermutliche allgemeine Giiltigkeit von (48) wird auch dadurch
gestiitzt, dass (wie in der Theorie der geometrischen Objekte gezeigt wird)
die Vorschrift (47) die einzige Moglichkeit ist, aus zwei gegebenen Vektor-
feldern ohne Zuhilfenahme weiterer Felder (Metrik, affiner Zusammenhang
u. 4.) ein drittes kontravariantes Vektorfeld aufzubauen.

Sind & und 7' Killingsch, so ist auch &' ein Killingfeld und die in (48)
stehende Abhingigkeit von £ ist nur scheinbar.

Zum Schluss wollen wir noch bemerken, dass fiir ein durch (49) definiertes
Feld iiberdies

i[P(Sf,Q),q)]:E‘—a%tp fir Qe (50)

gilt. (50) besitzt eine Verallgemeinerung fiir nicht skalare quantisierte Felder,
die im Falle der SRT mit den iiblichen Regeln identisch ist [4].
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OB OHOM KJIACCE OMHAMMYECKHMX BEJIMUKWH
A. YJIbMAHH

Pesiome

Ha HeKOTOpOM MHO)KeCTBe IPOCTPAHCTBA BPEMEHH OMNPeNeIsIeTCs] U UCCIIEAYETCsT Kila™C
JMHaMMYe CKUX BeJMYMH. KaK KacCUuyeCKH, TaK U KBAHTOBOMEXaHUYECKH ONpe/ielisieTCsI CBA3b
JAHHOTO KJIacca CO CllelMasbHOH TeopHeil OTHOCHTeJbHOCTH. IIpyHUMasi BO BHUMaHUe KaHO-
HHueCKUH (popMasinaM, MPUXOAUM K 3aKJIIOUEHHIO, UTO 3TH BeJIMYMHBI SIBJISIIOTCS QYHKUMSIMU
cocrosiHusi. Haiigyrcsi pauvoHajbHble 3aKOHBI cOXpaHeHusi. B npubnui)keHun HeloToHa
OJHO3HAYHO II0JIYYaeTCsI CABUI' I'PaBUTALMOHHOH sHepruu. KoopauHaTHble CHCTEMBI NIPHMe-
HSIIOTCST UCKIIIOYHUTEJILHO JIJIsI NPOBeJleHUs1 BBIYMCJIeHHH.
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