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Abstract: The conditions are examined under which a quantum theory with indefinite metric
is equivalent to one with definite metric. The answer to this question depends on general
properties of the physical states belonging to that theory. We call a physical state proper,
if there exists at least one set of measurements the result of which individuates it comple-
tely; otherwise the physical state is called improper. It is necessary and sufficient for the
existence of a physically equivalent quantum theory with definite metric, that there be
proper physical states only. This result contains the theorem of Ascoli and Minardi 1).
There is no form with definite metric of a quantum theory having some improper states
among its physical states. In such a theory, one finds, besides an effect already described
in ref. 7) that transition probability is not always symmetric.

1. Einleitung

Das mogliche Auftreten indefiniter Metrik in Quantentheorien wurde
bereits 1942 von Dirac 2) in Erwigung gezogen und wurde seitdem oft
untersucht. Auf Grund der Moglichkeit, fiir das Modell von Lee ¢) exakte
und geschlossene Losungen zu finden, war dessen Analyse durch Killen und
Pauli ®) sowie durch Heisenberg 4) besonders wichtig. Sie zeigte u.a., daB die
von Lee gegebenen Operatorgleichungen mit Notwendigkeit auf eine
indefinite Metrik fiihren.

Ascoli und Minardi!) waren wohl die ersten, die eine neue Seite des
Problems zu untersuchen begannen, indem sie die allgemeine Frage stellten:
Gegeben sei eine konsistente Quantentheorie mit nicht definiter Metrik.
Kann man diese Theorie auf den Fall des Vorliegens definiter Metrik
zuriickfiihren? Ascoli und Minardi bejahen diese Frage. Andererseits wurde
in Ref. 7) ein noch sehr skizzenhafter Versuch des Aufbaus einer in diesem
Sinne nicht “zuriickfiithrbaren” Quantentheorie unternommen. Die nihere
Untersuchung, die in dieser Arbeit vorgenommen wird, zeigt, daB sich diese
beiden Ergebnisse nicht widersprechen.

Tatsdchlich sind die von Ascoli und Minardi gewahlten Voraussetzungen
scharf genug, um mit Hilfe eines geniigend weit gefaBten Aquivalenz-
begriffes die Zuriickfiihrbarkeit einer diesen Voraussetzungen geniigenden
Quantentheorie auf eine Theorie mit positiv definiter Metrik zu gewihr-
leisten. Wir zeigen, daB erstens unter sehr allgemeinen Voraussetzungen die
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Elimination der unphysikalischen Zustdnde stets moglich ist, und daB
zweitens dieser ProzeB zu einer Quantentheorie mit definiter Metrik fiihrt
— vorausgesetzt, der Begriff des Zustandes eines Systems wird geeignet
gefalit.

Nennen wir einen physikalischen Zustand eigentlich, wenn mindestens ein
System gleichzeitig meBbarer Observablen existiert, deren Messung diesen
Zustand vollig charakterisiert, so kénnen wir das erwidhnte Resultat von
Ascoli und Minardi wiefolgt charakterisieren: Beschreibt eine Quanten-
theorie nur eigentliche physikalische Zustdnde, so ist sie einer Quanten-
theorie mit definiter Metrik dquivalent.

Umgekehrt kann man die Quantentheorien mit indefiniter Metrik, die
keine Riickfiihrung auf eine Theorie mit definiter Metrik gestatten, durch
das Auftreten uneigentlicher physikalischer Zustdnde véllig charakterisieren.
Bei solchen Theorien treten neben einer schon in Ref. ?) beschriebenen
Abweichung Fille von nichtsymmetrischer Ubergangswahrscheinlichkeit
auf. D.h. in solchen Theorien gibt es stets physikalische Zustinde mit

WA—»B # WB—)A .

Methodisch schlieBt sich unsere Arbeit an die Grundidee von Minardi und
Ascoli an, daB die Quantentheorien mit indefiniter Metrik axiomatisch in
ihrer Grundstruktur zu erfassen sind und somit einer einheitlichen Axio-
matik unterliegen miissen. Ein bemerkenswerter SchluB von Ascoli und
Minardi erméglicht es, dieses Programm im Sinne der berithmten Diracschen
Axiomatik 3) in Angriff zu nehmen: Bei der Formulierung einer Feldquan-
tentheorie hat man im allgemeinen nicht nur Operatoren, die Observablen
zugeordnet sind, zu beriicksichtigen. Solche nichthermitischen Operatoren
(z.B. Erzeugungsoperatoren) spielen beim Aufbau des Hilbert-Raumes eine
entscheidende Rolle. Um jedoch die Theorie mit dem Experiment zu ver-
gleichen, bendtigen wir nur Operatoren, die Observablen entsprechen und
deshalb ist fiir die Verbindung Theorie—Experiment nur wichtig, daB die
Wirkung dieser Operatoren auf die Zustandsvektoren erkldrt ist. Eine
Quantenfeldtheorie mag deshalb in Bezug auf die Gesamtheit aller betrach-
teten Operatoren irreduzibel (siche Abschnitt 3) sein, aber reduzibel bei
Beschrinkung auf die den beobachtbaren Gréfen zugeordneten Operatoren.
Fiir die allgemeine Untersuchung kénnen wir also gleich annehmen, daB der
Hilbert-Raum der Zustinde eine Darstellung derjenigen Operatoren ist,
die den Observablen entsprechen (“physikalische Operatoren”), ohne uns
darum zu kiimmern, ob die Wirkung anderer Operatoren auf diesen Hilbert-
Raum erklirt bezw. erklirbar ist. Wir stellen uns deshalb auf den Stand-
punkt, daB das physikalisch Wichtige einer Quantentheorie die physikali-
schen Operatoren und ihre Darstellung in einem Hilbert-Raum, der die
moglichen Zustinde des Systems beschreibt, sind.
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2. Das mathematische Geriist einer Quantentheorie

Das mathematische Geriist einer Quantentheorie besteht aus zwei
Bestandteilen.

Der erste Bestandteil ist ein System von Operatoren «, oy, .. ., 8, 1, - - -
die den beobachtbaren Grofen zugeordnet sind und zwischen denen gewisse
Beziehungen bestehen, die wir durch

file, o0, .. B ...) =0, 1)

folt, 000, .., B,...) = 0, usw.
andeuten wollen. Hierdurch ist eine Operatoralgebra R iiber den komplexen
Zahlen gegeben, die von den Operatoren «, «;,..., B, ... erzeugt und

durch die Relationen (1) bestimmt (definiert) ist. Die den beobachtbaren
GroBen zugeordneten Operatoren «, . . . nennen wir physikalische Operatoren,
zum Unterschied zu irgendwelchen anderen Elementen von R.

Da wir die physikalischen Operatoren spiter als hermitesche Operatoren
deuten wollen, muBl in R die durch

a)  (rya)* = v*n™ (ayiteays)* = o*p o y* (2)
fiir beliebige y,, y, € R

b) o« = o* fiir jeden physikalischen Operator
bestimmte Involution existieren (was den Relationen (1) gewisse Be-
schrinkungen auferlegt). Hierbei sind die ¢, komplexe Zahlen und die c¢.*
die zu ihnen konjugierten.

Der zweite Bestandteil des mathematischen Geriistes ist ein Hilbert- Raum
Z, der die Algebra R involutionstreu darstellt und die méglichen physikali-
schen Zustidnde eines quantentheoretischen Systems beschreibt. Wir ver-
stehen dabei den Begriff “Hilbert-Raum” in jenem erweiterten Sinn, der
die Moglichkeit einer indefiniten Metrik einschlieBt. Das Wort ,,involutions-
treu” bedeutet, daB mit der in R erkldrten Involution (2)

CAly*|B) = <Bly|Ad*
fiir beliebige y aus R und Vektoren |A)>, |B> aus Z gilt.

3. Reduzible und irreduzible Quantentheorien

Wir nennen eine Quantentheorie, die die Operatoralgebra R und den
Darstellungsraum Z als mathematisches Geriist besitzt reduzibel, wenn ein
Teilraum Z, von Z folgender Beschaffenheit existiert:

a) Z,ist eine Darstellung von R, d.h. R - Z; = Z,, die nicht nur aus der
Null von Z besteht.

b) Ist Z, die Menge aller zu Z, orthogonalen Vektoren, so gibt es Vektoren
|A>, |B> in Z;, mit

(A|B) # 0.
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Erfillt nun Z, diese Bedingungen, so gilt auch fiir den Teilraum Z, die
Formel R -+ Z, = Z,; denn ist (A|B) = 0 fiir alle |B) € Z, und y € R beliebig,
soist auch {(A|y*|B)> = 0 wegen a) und deshalb ist

(BlylA) = (Aly*[B)* = 0 fiir alle [B) e Z,,
d.h. y|A> e Z,.

Es folgt hieraus, daB mit Z, und Z, auch ihr mengentheoretischer Durch-
schnitt Z, n Z; eine involutionstreue Darstellung von R ist. Eine weitere
involutionstreue Darstellung erhilt man deshalb, wenn man in Z, modulo
Z,n Z, rechnet. Es entsteht dann durch Restklassenbildung eine Dar-
stellung *

Z,|Z, n Z,

die in gewissem Sinn ,,weniger’”’ reduzibel ist als Z, oder gar Z.
Man wird also erwarten, daB durch den eben skizzierten ProzeB aus einer
reduziblen eine irreduzible Theorie gewinnbar ist. Wir wollen im Folgenden
stets nur irreduzible Theorien betrachten 1.

Die Metrik des Hilbert-Raumes Z einer irreduziblen Theorie ist nicht
entartet (nicht singuldr); denn die Menge Z, aller |B), fiir die (A|BY = 0
fiir alle |A) aus Z ist, erfiillt die Bedingungen a) und b) dieses Abschnittes 11,

4. Die Zuordnung der Vektoren des Hilbert-Raumes zu den
physikalischen Zustinden

Sei R die Operatoralgebra und Z der Dastellungsraum einer irreduziblen
Quantentheorie. Wir wollen uns mit der Frage beschiftigen, auf welche
Weise den Vektoren aus Z physikalische Zustinde zugeordnet werden
konnen.

Sei S = («;, a, ...) ein System kommutierender physikalischer Opera-
toren. Wir nennen es genau dann vollsténdig, wenn folgender Sachverhalt
vorliegt: Sind 4;, 4, . . . reelle Zahlen, so gibt es héchstens einen physikali-
schen Zustand, der bei simultaner Messung der «;, «,, . . . genau die Werte
A1, Ag, . . . liefert. Diesen durch S und die Werte 4,, 4, . . . eindeutig bestimm-
ten physikalischen Zustand bezeichnen wir mit S(4,, 4, . . .), vorausgesetzt,
daB ein solcher iiberhaupt existiert *. Fiir den Sachverhalt ,,S ist ein voll-
stindiges System kommutierender physikalischer Operatoren’” sagen wir
kiirzer ,,S ist ein vollstindiger Satz.”

t Fir zwei Vektoren aus Z; setzen wir also genau dann |A) = |B), wenn |A>—|B) in
Z, N Z, liegt. Die Metrik verschwindet auf Z, N Z, identisch; denn Z, N Z, ist zu sich selbst
orthogonal. Kongruente Vektoren aus Z, besitzen deshalb gleiche Norm.

tt Es gibt somit keinen echten Teilraum von Z, der bereits eine Darstellung von R wire.
anLTYIBD;e Metrik (A|B) heiBt entartet, wenn ein |A mit |A) 7 0 existiert mit (A|B) = 0 fiir

* Hierdurch soll nicht gesagt werden, daB sich jeder physikalische Zustand auf diese Weise
charakterisieren 148t (sieche Abschnitt 7).
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Aziom I: Ist S ein vollstandiger Satz, so existiert zu jedem physikalischen

Zustand S(4;, 4y, ...) ein Vektor |AY in Z mit

aglA> = Ag|AD, ag € S.
Ist |B) ein zweiter Vektor dieser Beschaffenheit, so ist

B> =c-|A)

mit einer komplexen Zahl c.
Die gemdB Axiom I zu den physikalischen Zustinden S(4,, 4,,...) ge-
horenden Vektoren aus Z mégen die physikalischen S-Eigenvektoren genannt
werden.

Satz 1: Sei S ein vollstindiger Satz und |A) ein physikalischer S-Eigen-
vektor. Dann ist (A|A) # 0. Ist |B) ein anderer (nicht notwendig physika-
lischer) Eigenvektor von S, so ist entweder (A[B)> = 0 oder es ist |[B) =
= ¢+ |A) mit einer komplexen Zahl c.

Zum Beweis nehmen wir |[B) £ c¢-|A) an. Es gibt dann einen zu S
gehdrenden Operator « mit

«[A) =2-]A), «B) =p-|B), A+#u.
Aus (Ala|BY = (BlaJA)* folgt dann (u—21*) (A|B> = 0. Da |A) nach
Voraussetzung ein physikalischer S-Eigenvektor sein sollte, ist A reell und
somit folgt (A|B)> = 0.
Jeder Vektor |C) besitzt nun eine Entwicklung

IC> = ¢+ |A>+ 3 By, |
wobei die |B,)> von |A) unabhingige S-Eigenvektoren (nicht notwendig
physikalische) sind. Es folgt (A|C)> = ¢ - (A|AD. Wire (A|A) = 0, so wire
die Metrik auf Z entartet. Dies aber widerspricht der Voraussetzung, daB
es sich um eine irreduzible Quantentheorie handelt.

5. Das Superpositionsprinzip
Ist S ein vollstdndiger Satz, so bezeichnen wir mit Z(S) den von den
physikalischen S-Eigenvektoren aufgespannten Teilraum von Z und mit
Zy(S) den Raum der zu Z(S) orthogonalen Vektoren.
Aus Satz 1 folgt, daB Z,(S) von den nicht-physikalischen S-Eigenvektoren
aufgespannt wird. Deshalb ist

Z =Z(S)+Zy(S), Z(S) nZy(S) = o. 3)
Hieraus folgt, da Z(S) und Z,(S) zueinander orthogonal sind, daB die
Beschridnkung der Metrik auf Z(S) bzw. auf Z,(S) zu einer nicht ausgearteten
Metrik in Z(S) bezw. Zy(S) fithrt. Natiirlich haben wir Z(S) in Hinblick auf
das Superpositionsprinzip gebildet: Da Z(S) von physikalischen S-Eigen-
vektoren erzeugt wird, wird jeder Vektor aus Z(S) einen gewissen physikali-
schen Zustand beschreiben.
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Axiom II: Ist S ein vollstindiger Satz, so entspricht jedem von Null
verschiedenen Vektor aus Z(S) genau ein physikalischer Zustand und
umgekehrt jedem physikalischen Zustand bis auf einen konstanten Faktor
genau ein Vektor aus Z(S).

Betrachten wir zwei vollstindige Sitze S; und S,. Im allgemeinen Fall
wird dann Z(S;) # Z(S,) sein. Nach Axiom II gehort zu jedem physikali-
schen Zustand sowohl ein Vektor |A,)> aus Z(S,) als auch ein Vektor |A,>
aus Z(S,). Es muB folglich eine Abbildung 7,, von Z(S,) auf Z(S,) existieren,
die |A,)> in |A,) iberfiihrt:

A — [Ag) = To[Ap). (4)
Damit das Superpositionsprinzip gewahrt bleibt, muB fiir diese Abbildung
To(c - A +d - |Bp) = ¢+ [Axd+d - [By) (4a)

gelten. Eine solche Zuordnung gibt es in der Tat:
Ist |A,) aus Z(S;), so gibt es wegen Formel (3) genau eine Zerlegung

[Ar> = [A>+]A, [A) € Z(Sy), 1A% €Zy(Sy) (5)
und die Definition
TnlA = |Ap) (5a)
erfiillt die Bedingung (4a).
Nun muB die obige Zuordnung offenbar symmetrisch sein: Die analog

definierte Abbildung 7,, von Z(S,) auf Z(S;) muB bis auf einen konstanten
Faktor zu 7, reziprok sein

Ty * Tyy = const. (6)
Dies ist genau dann der Fall, wenn aus (5)
[Ay> = ¢+ [AD+H]AL, A% €Zy(S,), ¢ = feste Zahl (6b)
folgt; denn dann ist
Ty * Toy = C. (6a)
Noch schirfer muB man fordern, daB die Abbildungen zwischen den Z(S)
transitiv sind: Liegen drei vollstindige Sétze S, vor und sind 7,, die nach (5a)
definierten Abbildungen, so mufl
Ty * Teg * Tgp = const. (7)
gelten.
Die Bedingungen (6) und (7) sind nicht nur notwendig, sondern auch
hinreichend fiir die Gewihrleistung des Superpositionsprinzips gemi(
Axiom II. Mehr noch, aus (6) bzw. (6a) folgt automatisch

(o Agltgn By) = ¢ {A4|B); |A1, 1B € Z(Sy). (8)
Aus (5) bzw. (5b) folgt ndamlich
(A A,y = (AglAy> bzw. (AyAy) =c- (AALD.
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Hieraus folgt Formel (8) zunichst fiir den Fall |A;> = |B,), aus dem der
allgemeine durch Ausrechnung von [A;>+4d - [B,) in bekannter Weise folgt.
Bemerken wir noch, daB (A,|A;)> reell ist und deshalb auch (A,|A,) und
schlieBlich ¢ reell sein wird.

Betrachten wir kurz den Fall, daB die Metrik auf einem Raum Z(S)
definit ist. Dann ist wegen (8) die Metrik auf jedem Raum Z(S;) auch
definit. Seien nun zwei physikalische Zustinde gegeben, die sich in Z(S)
durch |A) und |B), in Z(S,) aber durch |A;> und |B,) darstellen lassen.
Es gibt dann eine von der Wahl des vollstindigen Satzes S unabhingige
Ubergangswahrscheinlichkeit; denn aus (8) folgt

‘ CAIB)? CA4By? 9)
CAJAY - (BIBY|  [<A]A - (BB |

Obwohl also die Theorie irreduzibel ist und unphysikalische Zustinde
existieren mogen, kann bei Giiltigkeit der Bedingungen (6) und (7) eine
allen Anforderungen geniigende Ubergangswahrscheinlichkeit definiert wer-
den — vorausgesetzt, die Beschrinkung der Metrik auf die Z(S) ist definit.

Die Tatsache, daB die Teilrdume Z(S) wegen (8) im wesentlichen dieselbe
metrische Struktur besitzen, legt die Frage nahe, ob sich die unphysikali-
schen Vektoren Z,(S) auf irgendeinem Weg aus der Theorie entfernen lassen.
Aus unserer Voraussetzung nach Irreduzibilitit der Theorie folgt, daB man
den Gesamtraum Z nur dann verindern kann, wenn man die zwischen den
physikalischen Operatoren o, «,, . . ., bestehenden Beziechungen (1) gleich-
zeitig in michi-trivialer Weise verdndert: wihrend es sich bei der im Ab-
schnitt 3 erwidhnte Reduktion um einen Ubergang t

R,Z—->R,7Z

handelt, muB die Ausschaltung der unphysikalischen Zustinde mit Not-
wendigkeit ein Ubergang

R,Z->R,Z

sein. Wir nennen die beiden Quantentheorien R, Z und R’, Z’ physikalisch
dquivalent, wenn aus ihnen dieselben physikalischen Folgerungen gezogen
werden konnen.

6. Das ,,Ausfegen” der nicht-physikalischen Zustiinde

Wir beweisen nun den Satz:

Satz 2: Zu jeder Quantentheorie R, Z, die den Axiomen I und II geniigt,
existiert eine physikalisch dquivalente Theorie R’, Z’, die ebenfalls diesen
Axiomen geniigt und die keine unphysikalischen Vektoren besitzt. D.h. ist

t Wir betonen, daB durch die Reduktion (Abschnitt 8) die Relationen zwischen die physi-

katischen Operatoren bestehen bleiben. Uber Operatoren, denen keine Observablen entsprechen,
ist damit nichts gesagt.
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S’ irgend ein vollstindiger Satz, so ist
7z =17'(5).

Unter etwas schirferen Voraussetzungen wurde ein #hnlicher Satz von
Ascoliund Minardi bewiesen, die allerdings nicht die Moglichkeit Z(S) = Z(S,)
in Betracht zogen und deshalb mit demin Abschnitt 3 erwihnten Reduktions-
prozeB auskommen. Siehe auch den nidchsten Abschnitt.

Zum Beweis wihlen wir uns einen vollstindigen Satz S, aus und setzen
Z'=1Z(S,).

Ist nun S, ein beliebiger anderer vollstindiger Satz und ist der physikali-
sche Operator « in S; enthalten, so definieren wir mit Hilfe der im Abschnitt
5 erklirten Abbildungen 7 den Operator

OL, == Ti’latlo, (].1)
der offensichtlich Z(S,) d.h. Z’ in sich tiberfiihrt. Wegen (8) ist «’ hermitesch
in Z'. Jedem physikalischen Operator « darf natiirlich nur ein Operator «’.

entsprechen. Sind also S; und S, vollstindige S4tze und ist der Operator «
sowohl in S, als auch in S,, so muB

T ATy = Tae &Tao
gelten. D.h. der Operator « muB mit dem Operator 7,,75¢ kommutieren.
Wegen Formel (6) und (7) muB also « mit 7,; kommutieren. Dies zeigen wir
folgendermaBen. Ist |A,) in Z(S,), so ist wegen (5)7y|A;> durch die Forde-
rung
1AD —Tal|A1> € Zy(Ss), Tm|Ar) € Z(S,)

eindeutig bestimmt. Da « zu S, gehort, 148t es sowohl Z(S,) als auch Z,(S,)
invariant, und somit ist

%Ay D —aTy A1) € Zo(Sy),  aty|Asd € Z(Sy).
Andererseits ist definitionsgemif

%A D —TyalAy) €Z(S,), TyalA) €Z(S,)
und der Vergleich liefert

Ty alA) = aty|A,) fiir alle |A,) e Z(S,).
Somit hdngt die Zuordnung (11) nur vom physikalischen Operator « ab und
nicht davon, welchen vollstindigen, « enthaltenden Satz man zur Be-
stimmung von «’ wihlt.

Indem man nun alle physikalischen Operatoren « gemiB der Vorschrift
(11) abédndert, erhilt man eine Theorie, die Z’ als Darstellungsraum besitzt
und keine unphysikalischen Vektoren besitzt. Diese Uberfithrung 148t alle
physikalischen Folgerungen unangetastet:

a) Wegen (11) sind die zu physikalischen Zustdnden gehorenden Eigen-
werte von a wiederum Eigenwerte von «'.
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b) Jedem vollstindigen Satz S entspricht gem4B (11) ein vollstindiger
Satz S'.

c) Wegen (8) werden die metrischen Beziehungen zwischen den physikali-
schen Vektoren aus Z(S), S beliebig, bis auf triviale Abinderungen in Z’
reproduziert. Dies trifft wegen (9) insbesondere auf die Ausdriicke

CA[B)?
CA|A>(B|B)

zu.
Was jedoch #icht erhalten bleibt ist offensichtlich die Gesamtheit der
Relationen (1), da der in (11) vorkommende Operator t;, von « abhingt!
Es entstehen deshalb #neue Relationen

Falds gy By
Falds ey, By

I

0,
12
0 (12

usw.
Jedoch kann man auch hier noch eine allgemeine Aussage machen:

d) Besteht zwischen den physikalischen Operatoren a,, a,,... eine
Beziehung f(a;, ,,...) = 0 und kommutieren die Operatoren «;, a,, . . .
untereinander, so gilt dieselbe Beziehung auch zwischen den neuen Opera-
toren oy, o', . . .

Eine letzte Bemerkung betrifft die Abhingigkeit der Theorie R’, Z’ von
der Wahl Z" = Z(S,). Wegen (6) und (7) kann nachgewiesen werden, daB
bei einer anderen Wahl Z"” = Z(S,) und analoger Definition von R’ die
Abbildung 7,, die Eigenschaft R” = 7,,R’77 besitzt und sich folglich die
beiden Theorien nur in trivialer Weise unterscheiden.

7. ,Eigentliche” und ,juneigentliche” physikalische Zustinde

Wegen Satz 2 konnen wir nun ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
annehmen, daB R, Z eine irreduzible Theorie ohne wicht-physikalische
Zustinde ist. Insbesondere ist dann

Z = Z(S) fiir jeden vollstindigen Satz S. (13)

Der Normalfall wird dann sein, daB Z definite Metrik tragt. Wann kann man
dies mit Sicherheit garantieren und wann nicht?

Ist |A) € Z ein Vektor, so entspricht ihm nach Axiom II und wegen obigen
Voraussetzungen ein physikalischer Zustand. Wir nennen diesen Zustand
eigentlich (proper), wenn mindestens ein vollstindiger Satz S existiert, so
daB |A) ein S-Eigenvektor ist. Im anderen Fall nennen wir |A uneigentlich
(improper). Wir kénnen diese Definition auch so wenden:

Liegt ein uneigentlicher Zustand vor, so enthilt jeder vollstindige Satz
mindestens eine Observable, die beim Vorliegen dieses Zustandes keinen
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scharfen Wert annimmt. D.h. der Unterschied zwischen eigentlichen und
uneigentlichen Zustidnden ist im Prinzip beobachtbar.

Satz 3: Zu jeder Quantentheorie, die den Axiomen I und II geniigt und
die nur eigentliche physikalische Zustdnde beschreibt, gibt es eine physika-
lisch dquivalente Theorie mit definiter Metrik.

Dies ist das wesentliche Resultat von Ascoli und Minardi, die die physikali-
schen Zustinde per Definition als eigentlich voraussetzen.

Der Beweis von Satz 3 ist leicht. Nach Satz 2 langt es, sich auf eine
Theorie ohne nicht-physikalische Zustinde zu beschrinken. Besitzt eine
solche Theorie nur eigentliche Zustidnde, so ist nach Satz 1 fiir jeden ihrer
Vektoren (A|A> # 0, |[A) £ 0 vorausgesetzt. Dies ist aber nur bei definiter
Metrik moglich. Es ist wert, auch die Umkehrung dieses Satzes zu vermerken:

Satz 4: Beschreibt eine Quantentheorie auch uneigentliche physikalische
Zustidnde, so besitzt keine zu ihr physikalisch dquivalente Theorie definite
Metrik.

Denn sonst hitten wir (eventuell nach Reduzierung und ,,Ausfegen” der
nicht-physikalischen Zustidnde) eine Quantentheorie mit definiter Metrik
und eine solche kennt nur eigentliche Zustidnde.

Betrachten wir nun Theorien mit uneigentlichen Zustinden. Wegen (13)
folgt aus Abschnitt 5 bereits, daB sich jeder physikalische Zustand nach
eigentlichen Zustidnden “‘entwickeln” 1aBt. Genauer: Ist S ein vollstindiger
Satz und |A,), £ = 1, 2, . . . ein vollstindiges System von S-Eigenvektoren,
so besitzt jeder Vektor |A) eine Zerlegung

|A> = 2 cilAw, (14a)
wobei wegen Satz 1 die Normierung
<Ak|Ak> =41 (14b)

vorausgesetzt werden darf. Wir werden dann die Wahrscheinlichkeit, bei der
Messung des Zustandes |A> den Zustand |A,)> zu finden, proportional
|cx|2 annehmen diirfen. Infolge der Normierungsvorschrift fiir Wahrschein-
lichkeiten haben wir also

[cxl?

Wim-imo =577 (152)
7

Um hierfiir einen geschlosseneren Ausdruck anzugeben, definieren wir den
vom vollstindigen Satz S abhingigen Operator ¢ = ¢(S) durch,

+1A,> falls  (AyA) = +1,
—]A,> falls (A A = —L

Fiir diesen Operator gilt

elA> =

e2=1 ¢e*=¢ sa=oac fir a€s, (16)
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und man weist leicht nach, daB ¢ durch S eindeutig bestimmt ist. Man sieht
aus der Definition, da die Operatoren Z(1-+¢) Projektoren sind, die den
Gesamtraum Z in einen Teilraum mit positiv und einen Teilraum mit negativ
definiter Metrik zerlegen. Hiernach ist

(AIB)s = <Alz(1+4+¢)[B>—(Al3(1—¢)B) = (Ale|B) (17)
eine positiv definite Metrik in ganz Z. Da aus (15a)

cr = {ArAds, <{AxlApds =1,
CAAds = 3 o]

- CKAJADSR [KAJADS?
W= T T CAIAYs CAJADS(ArlArs

Damit haben wir folgende

Definition: Ist |A) ein Zustand und |[B) ein eigentlicher Zustand (beide
physikalisch), so ist die Ubergangswahrscheinlichkeit |[AY — |B) wiefolgt
bestimmt: Ist S ein vollstindiger Satz und |[B) ein S-Eigenvektor, so ist

. _ [KABY?
W1 (AJAY(B[BYs

Enthilt die Theorie uneigentliche Zustdnde, so gibt es mit Sicherheit zwei
vollstindige Sdtze S, und S, mit &(S;) # £(S;); denn sonst wire entweder
die Metrik definit oder die Theorie reduzibel, was den gemachten Voraus-
setzungen widerspricht (alle physikalischen Operatoren wiren mit % (¢(S,) +-1)
vertauschbar). Hieraus folgt, daB keine Gleichung der Form

folgt, ist

(15b)

CAIB)s, = 1-<A|B)s,, A fest (+)
existiert. Wir konnen deshalb S,-Eigenvektoren |A,)> so finden, daB
[<AglALDs, 2 <A1 [AgDs, [*

w = =W
MM T A s (AglArys, T (AglAps, (AalAgys, M (H)

ist. Denn da die S,-Eigenvektoren ein vollstindiges Orthogonalsystem
bilden, kénnte man bei Nichtbestehen von (4 ) auf (4) schlieBen. Damit
haben wir

Satz 5: In einer Theorie mit uneigentlichen physikalischen Zustinden gibt
es stets eigentliche physikalische Zustinde |A), |B)> mit

Wisy—imy 7 Wisysjay-

Betrachten wir nun nochmals die Entwicklung (14) und einen Operator «
aus S. Der “Erwartungswert” & wird dann

D Aileg/?
z lcxl? ’

a|Ax) = AglAr> (18a)

&:
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sein. Hieraus folgt leicht
- . (Ala|Ads
&(S) = — 3~
CAJAYs

wobei die Schreibweise &(S) andeutet, daB nicht nur von «, sondern auch
von S abhingen kann. Es ist also moglich, daB

&(S;) # a(S,) fiir aeS;,aeS, (19)

ist. D.h. es sind zwar nicht die wirklich gemessenen Werte (die Eigenwerte
von «) bei der Messung von S; und S, verschieden, wohl aber ihre statistische
Verteilung.

Satz 6: Liegt eine Quantentheorie mit uneigentlichen physikalischen
Zustdnden vor und gehort der physikalische Operator « zu zwei vollstdndigen
Sidtzen S; und S,, so ist folgendes Verhalten moglich: Die Analyse eines
Zustandes nach den Observablen S, liefert einen anderen Erwartungswert
&(S,) als die Analyse nach den Observablen des vollstindigen Satzes S,.
Wihrend Satz 5 ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir das
Vorhandensein uneigentlichen Zustidnde liefert, ist die in Satz 6 ausgesproche-
ne Erscheinung hierfiir nur hinreichend aber nicht notwendig.

(18b)

Herrn Prof. Dr. G. Heber mochte ich fiir anregende Diskussionen und fiir
sein freundliches Interesse herzlich danken.

Anhang

DER HEISENBERGSCHE STREUOPERATOR

In einer irreduziblen Quantentheorie mit Operatoralgebra R und Dar-
stellungsraum Z betrachten wir die Gleichung

i# SIAD)> = HOIAD (20

mit physikalischen Operatoren H (f) aus R, die das Wechselwirkungsbild
beinhalten soll. Nach dem Vorbild Heisenbergs kénnen wir zu Gleichung
(20) ganz formal einen Streuoperator S konstruieren: Es ist
|Ag> = SIAD
genau dann, wenn eine Losung |A(¢)> von (20) mit
lim [A(#)) = A, Lm[A(®)) = A
t—>—00 t—+00

existiert. Da die physikalischen Operatoren hermitesch beziiglich der in Z
herrschenden Metrik sind, ist der Operator § normerhaltend, d.h. unitar.
Ist jedoch S ein vollstindiger Satz, so wird im allgemeinen

SZ(S) A Z2(S) (21)
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sein und somit S aus dem Bereich der physikalischen Zustinde herausfiihren.
Der Fall (21) kann natiirlich nicht vorkommen, wenn Z(S) = Z ist und die
Theorie keine unphysikalischen Zustinde besitzt. Fiihren wir deshalb das in
Abschnitt 6 besprochene ““Ausfegen” bei der Theorie R, Z mit unphysikali-
schen Zustdnden durch. Bezeichnet R’, Z’ die neu entstandene Theorie und
$’ den zugehérigen Streuoperator, so zeigt sich, daB zwischen S und S’
keine allgemeingiiltigen (d.h. in jeder theoretisch moglichen Quanten-
theorie geltenden) Beziehungen bestehen.

In der Tat, zur Durchfithrung des Prozesses haben wir zu jeder Zeit ¢
einen vollstindigen Satz S(¢) mit H (f) € S(f) aufzusuchen und nach (4) und
(6) die Abbildungen

Z(So) 29 Z(S () (22a)
zu bestimmen. Dann ist
H'(t) = 7~ () H (t) (). (33b)

Es ist klar, daB der Zusammenhang zwischen den Losungen von (20) und
denen von

d
i — () = H'(OIA'() (20a)

beliebig kompliziert sein kann, wenn die 7,(}) eine komplizierte Zeitab-
hingigkeit zeigen. Es erscheint deshalb sinnvoll, den Streuoperator erst nach
Beseitigung der nicht-physikalischen Zustinde zu bilden. Der mit (20a)
gebildete Streuoperator S’ ist nun unitir und fiihrt physikalische Zustinde
wieder in solche iiber. Haben wir deshalb eine Quantentheorie mit nur
eigentlichen Zustidnden vor uns, so ist die Metrik definit und wir sind fertig.

Untersuchen wir nun den Fall, daB die Theorie auch uneigentliche physi-
kalische Zustinde beschreibt. Zur Vereinfachung der Schreibweise nehmen
wir gleich an, daB Z bereits keine unphysikalischen Zustinde mehr enthilt.
Betrachten wir zu diesem Zweck einen vollstindigen Satz S, mit dessen
Hilfe Anfangs- und Endzustand analysiert werden sollen. Es zeigt sich, daB
S fiir diese Aufgabe nicht véllig beliebig gewihlt werden darf, damit das
Streuproblem eine sinnvolle Lésung besitzt:

Satz 7: Sei S der Streuoperator und S ein vollstindiger Satz. Die Analyse
des Zustandes vor und nach der Streuung mit Hilfe der Observablen aus S
ist mit dem StreuprozeB vertriglich, wenn

e(S)-S =S8-¢(S) (23)
ist.
Denn aus (23) folgt, daB S nicht nur unitér beziiglich der in Z gegebenen
(indefiniten!) Metrik (A|B) ist, sondern auch beziiglich der positiv definiten
Metrik (A|B),. Bei Beschrinkung auf die Operatoren aus S (oder allgemei-
ner auf solche, die mit £(S) kommutieren) und bei Benutzung der positiv



116 A. UHLMANN

definiten Metrik (A|B)g ist deshalb alles wie in einer Quantentheorie mit
nur eigentlichen Zustdnden.
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