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Uber den Begriff der Energie
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Vorlaufige Mitteilung

Von
ARMIN UHLMANN

M sei eine 4-dimensionale Mannigfaltigkeit, die
eine Metrik ds® = g4 - d? - d 2% vom Typ (++ +—)
tragt. AuBerdem seien (nicht-metrische) physikalische
Felder y, gegeben, die zu einem Energie-Impuls-
Tensor (,,Materie-Tensor) T;; AnlaB geben. Von
Tir konnen wir 0! T, = 0 und T4 = Ty; voraus-
setzen. (0; bezeichnet die kovariante Ableitung.)

A. Allgemeines

1. Es ist jetzt fast allgemein anerkannt, dall den
Koordinatensystemen {x?} auf M keine tiefere physi-
kalische Bedeutung beizumessen ist: Sie sind Be-
zeichnungen zur Unterscheidung der Weltpunkte
(= Punkte von M). Es handelt sich um ,,Namen*’,
die den Weltpunkten fast willkiirlich gegeben werden
konnen, die aber, einmal festgelegt, ihre Unter-
scheidung bequem erméglichen.

2. GemdB 1. sollte die Energie E eines Systems
nicht von der Wahl von Koordinatensystemen ab-
hingen. Man wird vielmehr bei obiger Voraussetzung
zu schreiben haben

E = E [g;r, T | Beobachtungsbedingungen].

Dies soll andeuten, daB die Energie ein ,,Funktional‘
der physikalischen Situation ist und andererseits
aber von den Bedingungen der Beobachtung ab-
hingt.

3. Die ,,Bedingungen der Beobachtung‘‘ werden
wie folgt beschrieben:

a) Es mull angegeben werden, an welchen Welt-
punkten die Messung der Energie vorgenommen
wird. Diese Weltpunkte wird man kausal unab-
hingig, d. h. raumartig zueinander gelegen wihlen.
Wir behandeln insbesondere den Fall, daB die
Messung auf (einem Teil) einer raumartigen Hyper-
fliche £ ausgefiihrt wird.

b) K ist ferner abhingig vom Bewegungszustand der
Beobachter, genauer von ihrer Geschwindigkeit
relativ zum untersuchten Objekt. Diese Daten

" werden durch ein zeitartiges Vektorfeld &¢, das auf
£2 gegeben ist, ausgedriicks.

a) und b) kommt von der Vorstellung, da8 die ,,Ge-
schichte der Beobachter‘‘ durch ein Weltlinienbiindel
dargestellt wird. Diese Beobachter nehmen beim
Passieren einer raumartigen HFI. eine Messung vor:
Diese raumartige HFI. ist gerade 2, und die Tan-

5%

genten des Weltlinienbiindels an den Punkten von Q
bilden das zeitartige Vektorbiindel &,

Man sieht, daBl & £ =—1 vorausgesetzt werden
kann.

Ist 7; das Normalenbiindel von £ und ist & = #;,
so bedeutet dies, daB sich die Beobachter beim Pas-
sieren von £ relativ zu £ in Ruhe befinden.

4. Wegen 2. und 3. muB also
E = E [gix, Tix| 2, &, &cQ, E1&=—1 (1)

sein. & ¢ 2 bedeutet, daB &% nur fiir die Punkte von Q
definiert zu sein braucht.

Eine Formel der Struktur (1) erfiillt die Forde-
rung 1. Sie erfiillt ebenfalls automatisch die Forde-
rung nach Lokalisierbarkeit, falls £ ein beliebiges
Hyperflichenstiick sein darf.

5. Von einer Erhaltung der Energie kénnen wir
offenbar sprechen, wenn

B (g, Tix| 2, &1 = E [gix, Tix| Q, &)
ist. Ebenso wichtig ist die Situation, wenn nicht zwei

~ sondern eine ganze Schar £ (s) von Hyperflichen ge-

geben ist. & ist dann ein Vektorfeld auf dem von den
£ (s) iiberdeckten Raum-Zeit- Gebiet. Wir haben dann

E(s) = Elgix, Tix| 2(s), &] (22)
und genau dann liegt Energieerhaltung vor, wenn

4 By =0

7 (2b)

ist.

B. Formel fiir die Energie

6. Um die Formel (1) fiir den Energieinhalt herzu-
leiten, kénnen wir beriicksichtigen :

a) Ist der Raum M Minkowskisch, so geht (1) in den
Energieausdruck der Speziellen Relativitiatstheorie
iiber.

b) Die Eigenschaften der Energie in der Speziellen
Relativitdtstheorie soll moglichst weitgehend ge-
wahrt bleiben.

¢) Das Aquivalenzprinzip.

d) Die niherungsweise Ubereinstimmung mit dem

Energieausdruck der Newtonschen Gravitations-
theorie.
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7. Die Beriicksichtigung von 6. fiihrt eindeutig auf
den Ausdruck

B = %/51 Tk g¥h dats A dah A dabs 6tl?z“t;‘t‘lgl%a
2

& =—1 (3)

Ist 5! das Normalenbiindel von £, das so gerichtet
ist, daB &gy < 0 gilt und das auf —1 normiert ist,
so kann man an Stelle von (3) auch schreiben

E:f&ﬂ“ﬁuh
Q0

dV ist hierbei das zu £ gehérende invariante Volu-
menelement:

av = 31_1 7t €y, d b A dat: A dahe.

8. Wir bemerken, da aus
Tw=0 E=0

folgt. Dies entspricht am konsequentesten dem Aqui-
valenzprinzip: Das Gravitationsfeld ist lokal einer
Beschleunigung &dquivalent (Einsteins Fahrstuhl-
Experiment). Eine Beschleunigung ,,an sich® ist
noch kein Triger von Energie (leerer Fahrstuhl).
Erst das Vorhandensein von (nicht-metrischer) ,,Ma-
terie* (T4 == 0) ergibt einen Energieinhalt.

stets

C. Erhaltungssiitze

9. In der Speziellen Relativitdtstheorie wird ein all-
gemeiner Erhaltungssatz fiir die Energie gerade von
Beobachtern festgestellt, die sich in einem Inertial-
system befinden. Beschleunigte Beobachter beob-
achten in der Speziellen Relativititstheorie keine
Energieerhaltung. Mit (3) li8t sich der Energieerhal-
tungssatz der Speziellen Relativititstheorie wie folgt
formulieren:

E [gix, Tux| £2(s), §'] = konstant, £ & — —1 (4a)
genau dann, wenn
ok &l =0
ist.
Oft fordert man noch, da8 die Hyperflichen £2flach
sind. Dies ist jedoch unnétig, und die allgemeine

Formulierung (4) ist mit dem Energieausdruck des
Tomonaga-Schwinger-Formalismus identisch.

10. Der allgemeine Fall (g, T beliebig) lautet:
E [gik, Tix| 2(s), '] = konstant, & & = —1
falls
ok & 4 0t &k =0 (4c)
ist!). Dies verallgemeinert den Tomonaga-Schwinger-
schen Energieausdruck fiir beliebiges M.

Nicht in jedem Raum M gibt es jedoch solche
Killingsche Vektorfelder (4¢). Ihre Existenz bedeutet

(wegen der Nebenbedingung &¢ &; = — 1) eine ge-
wisse zeitliche Isotropie. Ist dariiber hinaus noch
ob
=

mit gewissen Funktionen @ und b, so ist M im be-
trachteten Raum-Zeit-Gebiet sogar stationdr3).

(4b)

11. Bei 10. haben wir nicht das Bestehen einer
Relation zwischen g;; und 7'y dngenommen. Sei nun
jedoch

1
Ry — 35 ik R=xTy (5a)

Ist dann 2 und & beliebig = und ist o eine iso-
metrische Abbildung von M auf sich, die £ in £ und
&l in &i iberfiihrt, so gilt

Elgik, Tix| 2, &1 = E [gix, Tx| 2, &1  (5b)

Aus (5a) folgt also ein neuer Typ eines Erhaltungs-

satzes; denn im Gegensatz zu (4) ist an &% keinerlei
Forderung gestellt.

12. Ist schlieBlich o eine beliebige topologisch Ab-
bildung von M auf sich, die g in g;x und T4 in Ty

sowie 2 in Q und & in & iiberfiihrt, so folgt aus der
Struktur von (3) allein, daB

Elgi, Tir| 2, &1 = Elgax, Tir| 2, &) (6)

Wir kénnen (6) als den dritten Typ einer Erhal-
tungsrelation ansehen.

D. Eigenschaften der Energie

13. Von den allgemeinen Eigenschaften des Ener-
gieausdruckes (3) wurde schon die Koordinaten-
unabhingigkeit, die Lokalisierbarkeit und die Struk-
tur der Energieerhaltungssitze erwdhnt. Wir be-
merken, daf3 jede der drei Eigenschaften mit Not-
wendigkeit zerstort wird, wenn ,,zusditzliche’ metrische
Energieanteile in Form von sogenannten affinen Pseudo-
tensoren (bzw. -tensordichten) in die Theorie eingefiihrt
werden. Nach (8) scheint auch das Aquivalenzprinzip
ein starkes Argument gegen eine solche Prozedur zu
sein?).

Gegen die Einfiihrung von zusétzlichen Gebilden,
die den Tensor 7Ty ,erginzen und sich nicht
homogen linear transformieren, sprechen auch die
beiden folgenden Eigenschaften des Ausdrucks (3).

14. In der Allgemeinen Relativititstheorie [ Giiltig-
keit der Gleichung (5a)] sollte E nach Dirac ein
Funktional des ,,Zustandes‘‘ sein. E darf danach nur
von der Beschrinkung der Metrik auf £ und den
Normalableitungen dieser GroBen abhingen — vor-
ausgesetzt, dafl £ die Richtung der Normalen von Q
besitzt.

Ist letztere Bedingung erfiillt, so folgt aus (3) und
(52)

E=]m+BwV )
Q

Hierbei ist dV das invariante Volumenelement von £,
A bis auf einen Faktor der Kriimmungsskalar des
,,Unterraumes Q°‘ von M. B dagegen ist eine Funk-
tion der Metrik von £ und eine quadratische Funktion
der Normalableitung des auf £ induzierten metri-
schen Tensors in Richtung der Normale von . Der
Ausdruck (3) erfiillt also die Forderung von Dirac.

15. Eine groBie Rolle spielt der Zusammenhang
zwischen Energie und Impuls. Das einfache Ver-
halten dieser GroBen im Minkowski-Raum ist frei-
lich durch die Struktur der inhomogenen Lorentz-
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Gruppe bedingt und andert sich beim Ubergang zu
allgemeineren Réumen. Insbesondere kann bei ge-
krimmtem M kein linearer Impuls sinnvoll aus-
gezeichnet werden. Man kann nur von ,.generali-
sierten Impulsen‘ sprechen, die gleichzeitig den line-
aren und den Drehimpuls der Speziellen Relativitéts-
theorie verallgemeinern.

Wir betrachten das Funktional
D [gix, Tix| 2, 9] =

1
= 3 / 7t Tag gFb €410, dacte A dabs A dahs, (8)
!.)/

das wir als ,,Projektion des Energie-Impuls-Tensors
T auf das Vektorfeld #? beziiglich der Hyperfliche
Q¢ bezeichnen konnen. Wir koénnen diese GroBe als
einen generalisierten Impuls in #¢-Richtung ansehen.

Ist #¢ ein Killingsches Vektorfeld, so ist (8) von der
gewihlten rdumlichen Hyperfliche unabhingig. Uber-
haupt iibertragen sich die Betrachtungen von Ab-
schnitt C ganz auf das Funktional (8). Setzt man in (8)
die Killingschen Vektoren der Speziellen Relativitéts-
theorie ein, so erhilt man gerade die mechanischen
GroBen, fir die ein Erhaltungssatz gilt?).

E. Quantentheorie

Bisher ist keine erfolgreiche Quantentheorie be-
kannt, in der die gy als ¢g-Zahlen angesehen werden.
Der tiefere Grund ist wahrscheinlich die Tatsache,
dal elementare Axiome der Quanten(feld)theorie
erst beim Vorliegen einer festen (c-Zahl-) Metrik sinn-
voll werden. Zum Beispiel ist die Frage, ob zwei an
verschiedenen Weltpunkten durchgefiihrte Messungen
unabhingig sein miissen oder nicht, nur beziiglich
einer bestimmten Metrik sinnvoll.

Ebenso steht es mit Begriffen wie ,zeitartig*,
,raumartig®, , kausal* u. 4., die bei gequantelten g;;
,unscharf werden kénnen. Man kann deshalb zur
Zeit nur hoffen, daB die Vertauschungsregeln fiir den
Fall, da8 die g;; als ¢c-Zahlen behandelt werden, den
exakten stark dhneln.

16. In der Speziellen Relativititstheorie kann man
mit Hilfe des Funktionals (8), in dem 7' ¢-GréBen,
gix und &% aber c-Zahlen sind, die Vertauschungs-
relationen

i[Plb 1Pa] = ak ’lpa;

[k, Yol = (4 O — 1 Ok) Wo + N ("

und alle hieraus moglichen Kombinationen wie folgt
zusammenfassen, wobei wir zur Abkiirzung die alter-
nierende Form

(x)

1
60, = 31 Tiggtcnrndanda=nda

einfithren.
Es ist

@u 7t Oy, %(Q)l =1(n") p.(Q), Qe . (9a)

Dabei ist n? ein Killing-Vektorfeld und I (¢) ist durch
lim $) ¥a — ¥a

= I(n*)y. (9b)

s—>0 8
gegeben?). o(s) ist diejenige einparametrige Unter-
gruppe der inhomogenen Lorentzgruppe, fiir die

i gt
lim o(s) ' — af =y (9c)
s=>0 s
gilt.

Durchléuft o (s) alle einparametrigen Untergruppen
der inhomogenen Lorentzgruppe, so werden durch
(9a) alle Vertauschungsrelationen (x ) und ihre Kom-
binationen geliefert. Die Gesamtheit aller Vertau-
schungsregeln und ihre Kombinationen zwischen den
Py und den J, wird durch

1,[/77" @i,féi @i} =fo O; (10a)
Q Q2 Q
geliefert. Dabei ist
0 0
-t g 9
S=ngad—zan (10b)

1(8h) = [T (n"), I(&3)].
SchlieBlich gilt, da die #? Killing-Vektoren sind,

[7 64 =/ﬂi O;
Q ol

fir zwei raumartige HFI., wodurch die Erhaltungs-
sitze gegeben sind. Die Formeln (9), (10) und (11)
enthalten insbesondere den Tomonaga-Schwinger-
Formalismus in kompakter Form.

Die entscheidende Frage ist, inwiefern diese For-
meln von der Eigenschaft der ¢, Killing-Felder zu
sein, abhédngt. (11) kann fiir beliebige Felder nicht
gelten. Aber die Formeln (9) und (10) sind nicht
nur auf Killing-Felder beschrinkt, sondern gelten
(unter geeigneten Annahmen) allgemein. Sie sind
iberdies nicht explizit von der Metrik abhingig.

(11)

17. Wir gehen nun zu einem beliebigen Raum M
mit beliebiger Metrik iiber. Ist #? irgendein Vektor-
feld, so wird durch

W) = L gt s), o = gi(at,0),
xi(Qv(S)) — (pi(xk(Q), 8)

bekanntlich eine einparametrige Gruppe o(s) defi-
niert, fiir die (9¢) gilt. Fiir zweiVektorfelder #? und &
wird durch (10b) ein Vektorfeld { gegeben, und auch
der Zusammenhang zwischen den Operatoren I (%f)
ist gewahrt. Die I(?) sind auch hier durch (9b)
definiert.

Unter der Voraussetzung, daB8 sich die Vertau-
schungsregeln zwischen den Feldfunktionen auf
raumartigen Hyperflichen wie die Greenschen Funk-
tionen der Gleichungen fiir die Feldfunktionen ver-
halten, wird man die Formeln (9a) und (10a) ganz
allgemein beweisen koénnen. (Man mufBl noch eine
Aussage iiber die Struktur des Energie-Impuls-
Tensors voraussetzen.)

Aus der Giiltigkeit von (10a) kénnen wir auf (9a)
schlieBen, so daB die Formeln (9) und (10) die konse-
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quente Verallgemeinerung der Vertauschungsrela-
tionen (x) und ihrer Folgerelationen im Falle be-
liebiger Vektorfelder und beliebig gekriimmter Raum-
Zeit ist. Ist auBerdem das betrachtete Vektorfeld
Killingsch, so folgt leicht der ,,Erhaltungssatz‘‘ (11)
fir den zugehorigen generalisierten Impulsoperator.

Anmerkungen

1) Formel (4c¢) zusammen mit Ei.fi = — 1 garantiert, da
die zugehoérende Bewegungsgruppe eine zeitartige Translation
ist. Das heiB3t, die Stromlinien der Bewegungsgruppe sind zeit-
artige Geodétische.

" "2) Bei (9b) handelt es sich um die Liesche Ableitung des
geometrischen Objektes .

3) Gelten die Einsteinschen Gleichungen (5a), so ver-
liert der Begriff des ,,allgemeinen* Erhaltungssatzes seine
urspriingliche Bedeutung, da nicht mehr die Gesamtheit aller
symmetrischen und divergenzfreien 7', zur Konkurrenz zu-

gelassen sind. ,,Spezielle‘:, d. h. an die feinere Struktur
von T, gebundene Erhaltungssédtze gibt es jedoch beliebig
viele: Damit das Funktional (8) von £ unabhingig ist, ist
némlich nur

Tik ot 17/6 =0
erforderlich. Diese Bedingung ist ungleich schwicher als
(4c).

4) Da nachgewiesen werden kann, das mit unserem
Energieausdruck auch die ,,Gravitationsenergie
1
- 2
8n'yj‘(gra,d @2 dVv

der Newtonschen Theorie (als Naheruug 2. Ordnung in @)
erfaBt wird, gibt es auch keinerlei experimentelle Stiitzen
fiir ein solches Vorgehen.

5) Uberdies sind die GroBen (8) Zustandsfunktionale der
Metrik im Sinne von Dirac.

(Eingegangen: 23. September 1959)



