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Abstract: The problem is examined how to change the axioms of quantum theory in order to
introduce an indefinite metric. There are several inequivalent ways to divide the total
Hilbert space of indefinite metric into two parts, one of which is of positive definite, the
other of negative definite metric (so-called ‘‘physical’’ and *“ghost-states’).

In view of the arbitrariness in the choice of such decompositions the question is raised
whether the completeness of the quantal description only requires the knowledge of
the state-vectors and the hermitian operators belonging to the observables, or whether it is
necessary to have further knowledge in order to privilege one mode of decomposition of
the space into a positive and a negative part.

In the paper, the second suggestion is denied. Every commuting system of hermitian
operators points to a definite decomposition inanatural way, provided it is ‘‘large enough”’.
We call ““decomposing’’ every system of commuting operators which divides (in a certain
sense) the total Hilbert space into a positive and a negative part. Not only does a decom-
composing system induce the decomposition, but there is associated with it a new positive
definite metric of the fofal space. In this way a probabilistic interpretation is valid and the
usual axiomatics is applicable. With respect to decomposing systems which induce the
same decomposition, all resuits belonging to a quantum theory with positive definite
metric are conserved.

But there exists another case: the hermitian operator 4 may belong simultaneously
to two decomposing systems &, and ©; and the decomposition relative to &, may not
agree with the decomposition relative to ;. Then, when analysing a quantum state with
the help of observables represented by operators belonging to &,, we may find an expec-
tation value 4V different from the expectation value 4t? of 4 with respect to an experi-
ment that determines (in principle) the &;-observables.

1. Einfiihrung

Die folgenden Ausfithrungen wurden durch eine Arbeit von Ascoli und
Minardi %) angeregt. In dieser Arbeit wird behauptet, daB sich jede Quanten-
theorie mit indefiniter Metrik auf eine solche mit positiv-definiter Metrik
zuriickfithren lasse, so daB die Einfiihrung einer nicht-definiten Metrik
zwar ein unter Umstidnden eleganter und niitzlicher, das Wesen der Sache
aber nicht verindernder Kunstgriff ist.

Es soll jedoch das Schema einer Quantentheorie skizziert werden, das
sich beim Vorliegen indefiniter Metrik etwas vom Dirac-schen Schema 4)
unterscheidet, wodurch ein qualitativ neuer Zug auftritt: Ist 4 eine Observ-
able, dann kann (aber muB nicht!) der Fall eintreten, dafl der Erwartungs-
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wert 4 von A nicht bestimmt ist, wenn lediglich der Zustandsvektor y
gegeben ist. Es kommt vielmehr beim Vorliegen indefiniter Metrik vor, dag
A erst dann bestimmt ist, wenn Niheres iiber die Art und Weise bekannt ist,
wie dieser Erwartungswert experimentell bestimmt wird. Werde z.B. 4
durch Experimente bestimmt, bei denen gleichzeitig mit 4 die Observablen
4,,..., A, meBbar sind. Dann ist durch das Vorgeben des Zustandsvektors
v und durch die Angabe, daBl mit A auch gleichzeitig 4,, . . ., 4, meBbar
sind, der Erwartungswert 4 von A eindeutig bestimmt. Der Erwartungswert
von A beziiglich der Messung von A gleichzeitig mit einem anderen System
4, ..., A, (das untereinander und mit A kommutiert), braucht nicht mit
A iibereinzustimmen.

Die Dirac-sche ,,bra-ket-Schreibweise’’ findet in der vorliegenden Arbeit
keine Anwendung, da wir mit mehreren Metriken gleichzeitig rechnen
miissen. Es werden die Zustandsvektoren (fiir einen gegebenen Zeitpunkt)
mit p, ¥,, . . . usw. bezeichnet. Die Zustandsvektoren bilden einen linearen
komplexen Raum, auf dem Metriken (Skalarprodukte, Bilinearformen)
{Y1 v, (%1, Yo, Usw. erklirt sind bzw. werden. Zu jeder solchen Metrik
gehort eine bestimmte Norm (y, ), (v, ), usw. Die Begriffe ,,unitir’” und
»Hermitesch” sind nicht absolut, sondern beziiglich einer bestimmten
Metrik gegeben.

2. Der Raum der Zustandsvektoren

Es sei 8 ein komplexer Hilbert-Raum mit einer indefiniten Metrik

(o ¥2)s Y Y2 € 8.

Von seinen Vektoren nehmen wir an, daB sie die moglichen Zustéinde einer
quantentheoretischen Gegebenheit beschreiben. Von der gegebenen Metrik
wollen wir nur annehmen, daB sie nicht entartet ist, d.h. ist y € 3 ein be-
liebiger Vektor, so existiert mindestens ein zweiter Vektor u’ ¢ 8§ mit
{p, v'> # 0. (Ist die Metrik entartet, so gibt es eine eindeutige Zerlegung von
B in zwei zueinander orthogonale Teilriume, von denen der eine eine nicht-
ausgeartete Metrik trdgt, wihrend auf dem anderen die Metrik identisch
verschwindet. Wir beschrinken uns dann auf den ersteren, den zweiten
lassen wir weg.) Aus der Formel

Ay, Apytya) = |A12p1, 91D+ Yo, ) +A<0y, wod + 2% ye, vy (1)

folgt, daB es Vektoren in 8 gibt, deren Norm von Null verschieden ist;
denn sonst wire die Metrik identisch Null.

Vor dem Aufbau eines quantentheoretischen Schemas miissen wir noch
das Orthonormierungsverfahren fiir einen Hilbert-Raum mit indefiniter,
nicht ausgearteter Metrik besprechen.
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3. Das Orthonormierungsverfahren

Eine Menge 2 von Vektoren aus § wollen wir ein Orthonormalsystem
nennen, wenn gilt:
(p, py = 1 fiir alle pe, (@)
<1pl, 1[)2> = 0 fiir alle Y1, Yo € 2 mit 'Y # Ya.
Jede orthonormale Menge zerfdllt in zwei getrennte Teile 2, und Q_:
Gerade dann gehort ein Vektor p aus 2 zu 2, wenn die Norm von ¢ positiv

ist. Analoges gilt fiir die Bestimmung von £_.
Wir bezeichnen ferner mit

(@) bzw. (2,) bzw. (Q.)

die Gesamtheit der Vektoren
P AT Dot < 0
mit
V.2 bzw. v, e, bzw. p,.ef..

Da die Metrik auf (2,) und (2_) definit ist, sind (Q.) eigentliche Hilbert-
Rdume. (Einen Hilbert-Raum mit definiter Metrik bezeichnen wir als
neigentii:h”.) Es ist klar, daB (p,, y_) = 0 fiir beliebige y, € (2,),
y_e (2_) ist.

Wir fiigen nun zu den Eigenschaften von § erginzend hinzu: Ist Q ein
Orthonormalsystem, so sind alle Vektoren aus () in § enthalten (Voll-
stindigkeit von 8).

Hilfssatz: Ist 2 ein Orthonormalsystem und p € 8, so gibt es ein weiteres
Orthonormalsystem Q' mit

pe (@) und 2c .
Beweis: Es sind
Pped pee(@); (popld, yoe (@)
zwei stetige Linearformen auf dem eigentlichen Hilbert-Riumen (Q.).
Es gibt folglich Vektoren v, ¢ (Q,), v, € (2_) mit
P per = Cpppyy fir alle y, e (Q,),
poy-) = <yp > fiir alle y_e(Q).
Wir bilden 9; ‘= y—y,—v, und finden, daB
ys, 4> =0 fiir alle p, e (2,),
(e, p-> =0 fiir alle y_e(Q.)
ist. Es ist folglich y; orthogonal zu (2) und deshalb erst recht zu Q. Ist nun
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{vs, ¥3) # 0, so steht der Normierung nichts mehr im Wege und £’ besteht
aus 2 und dem Elemert
‘/K%v vs)l Va.
v ¥aD

Besondere Uberlegungen erfordert der Fall (y,, y,> = 0. Es gibt dann
einen Vektor y, in § mit (y, y,) # 0; denn gemiB unserer Voraussetzung
ist die Metrik nicht entartet. Nach Obigem existiert fiir diesen Vektor eine
Zerlegung y, = y'y+yp; mit y; € (2) und mit zu (2) orthogonalem y,. Da
(ys, 95» = 0 ist — denn y; ist Orthogonal zu () — ist (y,, v',> % 0.
Wir konnen also gleich annehmen, daB y, zusétzlich noch orthogonal zu ()
ist. Wir wihlen aun ein 4 so, daB

A1 wa, va>+2A<ps, 3> +A%ys, 0> # O

212 P, 94> —A<pas Y20 —A*{ya, 4> # 0

A1 e va>+A<pq, 5> —2*{y5, py> = 0
ist, was wegen (y,, p,> # 0 geht. Ein Blick auf Formel (1) lehrt, daB mit
dem so bestimmten A wegen (y,, y;> = 0

s t4py, vat-Ay,) # 0, (ys—2yy, ps—Ay,) # 0,
Y3ty Ya—Ap) = 0
ist. Da y; und y, orthogonal zu (Q) ist, sind es auch die Elemente

Ve = ¥st+Ay, v = y—Ay,
und wegen (x) sind sie auch untereinander orthogonal. Da sie schlieBlich
beide nicht-verschwindende Norm besitzen, konnen wir sie auf- 1 normieren.
Sie bilden dann zusammen mit 2 das gesuchte Orthonormalsystem ©’; denn

v = dy,+dvetoitva

Damit haben wir das fiir die tiblichen Schliisse Wesentliche 1) geleistet und
konnen als gesichert ansehen:

Satz 1: Ist Q0 irgendein Orthonormalsystem von 8, so gibt es ein Ortho-
normalsystem 2 von 8 mit

a) (@)=38 und

b) 2°c Q.
Ein Orthonormalsystem mit der Eigenschaft a) heit vollstindig.

Wir kénnen nun leicht die Zerlegungen von 3 in Teile mit positiver und
negativer Norm (sog. ,,physikalische’” und ,,Geisterzustinde’’) beschreiben.

(@)

4. Zerlegung von 3 in zwel eigentliche Hilbert-Riume

Ist Q2 ein vollstindiges Orthonormalsystem, so ist
8 = (@,)+(Q.) (3)
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eine Zerlegung von § in eine direkte Summe und die Metrik ist auf (2,)
positiv und auf (2_) negativ definit. Mit anderen. Worten, (£2.) sind eigent-
liche Hilbert-Riume mit positiver bzw. negativer Metrik.

Man ist nun bestrebt, die physikalischen Zustdnde durch Vektoren :wus
(£2,) darzustellen und den Vektoren aus (2_) keine (zumindest keine 1in-
mittelbarc) physikalische Bedeutung beizumessen 23). Hieraus schlief en
Ascoli und Minardi 2), dal man jede physikalicche Theorie auch in (2,)
allein — wenn auch eventuell untequemer — formulieren koénne. Diese
Verfasser haben dabei offenbar iibersehen, daBl die Zerlegung (3) nicht ein-
deutig ist. In der Tat, ist 2’ ein beliebiges anderes Orthonormalsystem, so ist

3=@)+@) (3a)

unter Umstdnden eine vollig andere Zerlegung von 8 und die Transformation
(2,) - (2,)

ist nur unitar (d.h. normerhaltend), wenn (2,) = (€', ), die Zerlegungen also
identisch sind. Mit Hilfe von Satz 1 kann man aber beliebig viele verschiedene
Zerlegungen von 3 aufbauen. Ist z.B. y, ein Vektor aus (2,), y_ einer aus
(2_), so hat der Vektor y' = 2y, —y_ die Norm 1 und folglich gibt es ein
vollstindiges Orthonormalsystem @’ mit ¢’ € 2’,.

Liefert also eine Theorie einen Hilbert-Raum mit indefiniter Metrik, so
liegt in der Zuordnung der ,,physikalischen” Zustinde zu den Vektoren aus
8 der Zerlegung (3) ein Akt volliger Willkiir: Es wird willkiirlich eine
Zerlegung (3) ausgewihlt, wobei die verschiedenen Moglichkeiten der
Auswahl dieser Zerlesrung zu in 8 indquivalenten eigentlichen Hilbert-Riu-
men fiihren. Eine willkiirfreie Zerlegung in ,,physikalische’ und ,,Geister-
zustdnde” ist deshalb nicht ohne weiteres méglich. Wir werden zeigen, daB

trotz dieses Umstindes eine willkiirfreie und sinnvolle Quantentheorie mit
indefiniter Metrik méglich ist.

5. Zerlegende Systeme Hermitescher Operatoren
Sei A ein Hermitescher Operator, d.h. es sei

KAy, vo) = {yy, Ayy), Y1, Yae 8.
Es ist trivial, daB dann

<y, Ayp) = <A'|01 "P>(= <y A¢>*)
immer reell ist. Die Hermiteschen Operatoren haben also reelle »Erwartungs-
werte” und es ist die Beziehung
Observable <> Hermitescher Operator gerettet, wenn es gelingt, eine
entsprechende Normierungsvorschrift zu gewinnen.
Dies geht tatsichlich. Der eigentliche Trick dabei ist: Die Normierungs-
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vorschrift ist nicht fiir alle Hermiteschen Operatoren einheitlich gegeben,
sondern jedem ,,geniigend vollstindigem”, kommutierenden {d.h. gleich-
zeitig meBbaren!) System von Hermiteschen Operatoren entspricht eine
diesem System eigentiimliche Normierungsvorschrift.

Hat man einen Hermiteschen Operator 4 mit reinem Punktspektrum
(was wir der Einfachheit halber immer annehmen wollen), so kann man ein
Orthonormalsystem £2 bestimmen, dessen Elemente Eigenfunktionen von 4
sind; denn erstens sind die zu verschiedenen Xigenwerten gehdrenden
Vektoren orthogonal zueinander und zweitens kann man den zu einem
bestimmten Eigenwert 2 gehorenden Raum der Eigenvektoren nach der in
Nr. 3 beschriebenen Methode orthonormalisieren. Bei einem Hermiteschen
Operator kann es nun vorkommen, da3 es zu gleichem Eigenwert 4 sowohl
Eigenfunktionen in 2, als auch in 2_ gibt. Zu einem solchen Operator kann
man keine eindeutige Zerlegung (3) konstruieren. Analoges gilt fiir Systeme
kommutierender Hermitescher Operatoren.

Definition: Ein System

@ = {Al’ Az, Aa, .. oey As}
von kommutierenden Hermiteschen Operatoren hei3t genau dann zerlegend

(oder einfach ,,2-System’’), wenn gilt: Ist 4, ein Eigenwert von A,(k =
1,...,5), so ist der lineare Raum aller y mit

A,py= 249 (k=1,...,5s)

entweder leer oder die Metrik ist auf ihm definit. Nach der obigen Bemerkung
tiber Orthonormalsysteme, die aus Eigenvektoren bestehen, gilt dann
Satz 2: Zu jedem zerlegenden System

6 = {AI' Az, ..oy As}
kommutierender Hermitescher Operatoren gehort genau eine Zerlegung

3 =38.+©)+3-(8)
4, 8.©)c38.(©), A, 8-(8) cB-(©),

und diese Zerlegung ist wiefolgt gewinnbar: Ist 2 ein vollstidndiges Orthonor-
malsystem, das aus gemeinsamen Eigenfunktionen der Operatoren 4,
besteht, so ist

mit

3:@) = (L),  B-(8) = ().

Ganz einfach ergibt sich heraus:

Satz 3: Seien @° und & zwei Systeme kommutierender Hermitescher
Operatoren und jeder zu &° gehdrende Operator gehore auch zu ©: G ©.
Ist dann @° zerlegend, so ist es auch & und es gilt

8+(©) =38.©"), B8-(€)=23_(€).
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Denn jedes zur Konstruktion von 3,(€°) usw. benutzbare Orthonormal-
system gemeinsamer Eigenfunktionen der Operatoren von & ist auch zur
Konstruktion von 8_(&) usw. verwendbar.

Bemerkung: Ist die Metrik definit, so ist jedes System zerlegend und
8.(8) = 8, 8-(8) = 0. Hiernach sind alle GriBen, die abhéngen von 1)
Zustandsvektoren, 2) einem Hermiteschen Operator und 3) einem »-
System von Operatoren, das diesen enthilt, so beschaffen, daB die Abhéngig-
keit von z-System bei positiv-definiter Metrik unterbleibt. Diese Abhéingig-
keit ist also ein Charakteristikum der indefiniten Metrik allein!

Wir konnen jetzt eine Quantentheorie wiefolgt aufbauen: Bleibt man
innerhalb eines z-Systems (oder eines dieses System umfassenden Systems),
so geschieht alles wie in einer Theorie mit positiv-definiter Metrik. Der
Ubergang zu einem anderen System gleichzeitig meBbarer GroBen erfolgt
jedoch (unter Umstdnden) unter gleichzeitiger Abdnderung der Norm. Im
Folgenden skizzieren wir wichtige Ziige eines solchen Aufbaues.

6. Norm, Erwartungswert und Ubergangswahrscheinlichkeit

Wir nehmen an, @ = {4,, 4,, 4;, . . .} sei ein zerlegendes System unter-
einander kommutierender Hermitescher Operatoren.

a) Wir definieren eine &-Metrik in 8 wie folgt: Sind y, p’ zwei Vektoren
aus 8, so gibt es genau eine Zerlegung

Y =,y .. VYo ¥+e8.(6),
mit 4a
Y =9ty v_, p'_ € 3_(8). (42)
Wir setzen dann
P9 de = P ¥ >— <y, ¥ ). (4b)

Dies ist eine durch © eindeutig bestimmie, positiv definite Metrik.

b) Alle Operatoren 4, aus © sind Hermitesch beziiglich der eben be-
stimmten Metrik {yp, y’')¢. Dies folgt aus zwei Tatsachen: Einmal sind die
A, Hermitesch beziiglich der indefiniten Metrik {y, ¥') nach Voraussetzung
und zum anderen lassen sie nach Satz 2 die zur Definition der positiv definiten
Metrik benutzten Teilriume 8,(S), 8-(&) invariant.

c) Als Erwartungswert fiir den zu & gehorenden Operator 4 definieren wir

, 4
_ {yp 'P)s_ (5)
¥, ¥Ve
d) Als Ubergangswahrscheinlichkeit von Zustand y, zu Zustand y,
beziiglich der Messung aller 4, ¢© definieren wir

<1, ¥odel®
W = ) ’
V¥ (@) <!:.I)l’ ‘ip1>g<'l’2; 'P2>G ( )
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Die Messung der Ubergangswahrscheinlichkeit besteht in einer ,,Spektral-
zerlegung” der Zustinde y, und %, nach einem einzigen vollstindigem
Systeri: gemeinsam mefBbarer Observablen. Es ist deshalb prinzipiell angéing-
lich, daB in die Definition der Ubergangswahrscheinlichkeit die zu ihrer
Messung benutzten Operatoren eingehen.

Folgerung 1: Wegen Formel (6) stellen wir fest, daB stets

Wy 20 (7)
ist.
Folgerung 2: Da die Riume 8,(&), 8-(©) zueinander orthogonal sind
(und zwar sowohi beziiglich der Metrik (y, y’) als auch beziiglich der Metrik
{p, ¥'Dg), ist automatisch

Wyoo(®) =0 fir p,e8.(8), v_eB-(S) (®)

Dies garantiert, daB beziiglich der Analyse der Zustinde nach Operatoren
aus © Ubergiinge von Zustinden aus 8,(®) in solche aus 8_(&) und um-
gekehrt absolut verboten sind.

Folgerung 3: Sei A aus & und sei p Eigenvektor von 4 mit Eigenwert A.
Es ist

A= (9)

Zusammenfassend konnen wir sagen: Zu jedem Satz kommutierender
Hermitescher Operatoren, die ein zerlegendes System bilden, gehort genau
eine Zerlegung (3) und genau eine positiv-definite Metrik (4) auf 3. Bleibt
man innerhalb dieses Systems kommutierender Operatoren, so bleiben alle
Formeln und Schliisse wie in einer Quantentheorie mit positiv-definiter
Metrik. Uberginge von 3,(8) nach 8_(S) und umgekehrt sind dabei
verboten.

Der Ubergang zu einem anderen z-System kommutierender Operatoren
entspricht im allgemeinen dem Ubergang zu einer anderen Zerlegung von 3
und einer anderen definiten Metrik (4). Dieser Ubergang ist nicht durch eine
unitire Transformation mit der urspriinglichen Zerlegung verbunden.
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