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Das Rechnen mit alternierenden Differentialformen

Der folgende Vortrag ist ein kurzer informierender
Bericht iiber einige Probleme des Rechnens mit
alternierenden Differentialen. Der Kalkiil der alter-
nierenden Differentialformen wurde von E. Cartan,
auf Ideen von GraBmann und Poincaré fulend,
aufgebaut und erfolgreich auf verschiedene Pro-
bleme der Geometrie, der Theorie der Lieschen
Gruppen und auf viele andere Gebiete der Mathe-
matik angewendet. Seitdem spielt dieser Kalkiil eine
immer groBere Rolle in vielen Zweigen der Mathe-
matik. Als Beispiele seien genannt:

Integration (mehrfache Integrale),

Systeme von Differentialgleichungen,
Potentialtheorie auf Riemannschen Raumen,
Lie-Gruppen,

System-Mechanik,

mehrdimensionale Variationsprobleme.

Leider ist dieser duBerst sinnreiche und elegante
Kalkiil unter den Physikern noch recht unbekannt,
obwohl vielerlei Anwendungen fast auf der Hand
liegen. Der Sinn dieses Vortrages ist es deshalb, das
Interesse fir die alternierenden — oder auch
duBeren — Differentialformen zu wecken. Aulerdem
soll der Vortrag eine Art mathematische Vorberei-
tung auf den folgenden Vortrag von Herrn Prof.
Heber sein, in dem dieser Kalkiil benutzt wird.

1.

Weite Verbreitung auch bei den theoretischen
Physikern haben bisher Elemente des absoluten
Differentialkalkiils gefunden und jeder rechnet mit
absoluten Differentialformen wie z. B. mit

ds? = X g; dxi- dxk

Es ist klar, daBl dem die Relationen

dxi - dx* = dx* - dx
zugrunde liegen. Diese Relationen verstehen sich
natiirlich nicht von selbst; denn zunichst ist zwischen
den Differential dx' und dx* iiberhaupt kein Pro-
dukt erklart. Genauer gesagt, das allgemeinst mog-
liche Produkt zwischen solchen Differentialen ist
so beschaffen, daB dx'dx* etwas ganz anderes als
dx* dx' im Sinne der nicht-kommutativen Algebra ist.
Die Gleichsetzung dieser beiden Ausdriicke ist also
nur eine Definition, eine Festlegung, die allerdings
durch die Natur der Sache sehr nahegelegt wird.

Eine andere, fast ebenso einfache Festlegung ist
offenbar

dxidx* 4 dxkdx' = 0 (1)
und tatsichlich ist diese der Ausgangspunkt des
Cartanschen Differentialkalkiils. Zur Unterschei-

dung vom absoluten Differentialkalkiil schreiben wir
als Multiplikationszeichen jedoch keinen Punkt,
sondern ein ,,Dach‘, so daBl Formel (1) besser

dxi A dx® - dx* A dxi =0 (1)
zu schreiben ist.

Die zunichst sehr formale Einfithrung der so-
genannten duBeren oder alternierenden Multiplika-
tion (1) hat natiirlich einen gewichtigen inhaltlichen
Hintergrund: Betrachten wir z. B. ein mehrfaches
Integral

_/‘f(xi) dx1dx?...dx» (2a)

Wenn wir dieses auf andere Variablen umtransfor-
mieren, so haben wir bekanntlich
rLo0(xt, ..., XP)
/ oyL, ..., y"
zu bilden. Setzen wir im Sinne der invarianten

Integration — d. h. der Integration iiber Invarianten
— die beiden Integranden gleich

dy!...dy» 2b)

o(xt...x"
fdx!...dxr=f — """ "dy!...dy®, (2¢
o(yt...y" y ¥ (20)
so ist — wegen der Eigenschaft der Funktional-

daterminante — der Ausdruck (2¢) offenbar nur dann
gegeniiber irgendwelchen Vertauschungen der Va-
riablen x! oder y* invariant, wenn die Differentiale
alternierend multipliziert sind. Damit (2¢) sinnvoll
ist, muB also (als eine Bedingung) die Multiplikation
nach der Regel (1) erfolgen. Deshalb schreiben wir
das Integral genauer

[fdxtndx®a ... Adxe @2d)

Nach diesen einleitenden Bemerkungen wird wahr-
scheinlich schon klar, daB der alternierende Differen-
tialkalkiil kein Konkurrenz-Unternehmen gegen den
absoluten Differentialkalkiil ist. Vielmehr ergéinzen
sich beide auf gliickliche Weise und sind beide
gleichermafen unentbehrlich.

2.

Den Ausgangspunkt fiir einen etwas systema-
tischeren Aufbau des Kalkiils bilden die Pfaffschen
Formen, deren Theorie wir hier nicht darlegen,
sondern in ihren Anfangsgriinden voraussetzen. Die
Differentialformen 1. Grades — wie wir die Pfaff-
schen Formen gelegentlich nennen — sind ja be-
reits in vielen Zweigen. der Physik heimisch ge-
worden, wie etwa ein Blick auf die Pfaffschen
Formen

Xpidgi—H-dt oder T—-1(dU + pdV)
zeigt.



Kurz gesagt ist jeder Ausdruck
=gy dfy + -+ 4 g - df,

mit gewissen Funktionen g; und f, eine Pfaffsche
Form und alle Relationen zwischen solchen Aus-
driicken sind Folgerelationen der Bezichungen

oh
dh — ~——dhy =0,
? oh, =0

wobei h eine beliebige Funktion der hy ist.

Als alternierendes Differential bezeichnen wir nun
jeden Ausdruck der Form
O=F+0 49 A0 + ATy + - +F A A0y

P FAGEA LA D* (3a)

(@, 9w, H* . . . sind Pfaffsche Formen).

Ist x' ein Koordinatensystem, so kénnen wir ihn

wegen der Relationen df = Z g—; €x; auch auf die
Gestalt i

@If—I—ZAidXi—’—ZAikdXi/\ka

+ 2 AjgdxiAdxkAadx! + - - - (3b)

bringen. Wegen der Regeln (1) koénnen wir dann
diesen Ausdruck wie folgt ,,normieren‘‘:

Entweder wir verlangen, daf die Koeffizienten
A; iy schiefsymmetrisch in den Indizes sind. Dann

bilden die Zuordnungen

{x,...,x% - Ay

*r

(3¢)

offenbar schiefsymmetrische Tensoren, weshalb sich
hinter den &uBeren Differentialen die schiefsym-
metrischen kovarianten Tensoren gewissermafen
,,verbergen‘.

Eine zweite Moglichkeit besteht darin, die Sum-
mation geeignet einzuschrinken. Offenbar kann
wieder wegen (1) © auch in die Gestalt

6 =f+ZAidXi+ZAi'kdXi/\dxk
i<k
+ 2 AfyidxiAndxEAdxt 4+ -

i<k<l

(34d)

gebracht werden.
Als Beispiel betrachten wir das Differential

O = B, dx? A dx® + B, dx3A dx! 4+ Bgdx!A dx?
+ ¢(E; dx! 4+ E, dx? ++ E; dx3) A dt

_ 1 2 Fi dxia dxk, (x* = ct), 4)

2
wobei der schiefsymmetrische Tensor F;, der von
Minksowski eingefiihrte relativistische Feldstirke-
Tensor ist.

Vom Differential (4) sagen wir, es sei vom zweiten
Grade. Allgemein nennen wir duBeres Differential
vom Grade r — oder kurz r-Form — jeden Ausdruck

EAix,_,irdXil/\ A dXir.

In diesem Sinne sind die Pfaffschen Formen
1-Formen und die Funktionen kénnen wir als
Differentialformen nullten Grades bezeichnen oder
auch als o-Formen.
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Betrachten wird das Produkt 9, A &, zweier Pfaff-
scher Formen.
Ist
P =2 A dx, 9, = X B;dxi,
so folgt
By A9y = D) A; By dxi A dxk

= Z (Al Bk —_— Ak Bl) dxi A ka.
i<k
Das heiBit, das duBere Produkt zweier Pfaffscher
Formen spiegelt das Vektorprodukt wider. Natiir-
lich gilt wegen (1)

Py A Dy = — 0y A Dy, (5)
was zwar nicht mehr als (1) beinhaltet aber ein all-
gemeinerer Ausdruck dafiir ist. Man beachte, daB
fiir jede Pfaffsche Form & A ¢ = — 9 A & = 0 gilt.

Formel (5) ist wiederum nur ein Spezialfall folgen-
den Sachverhaltes: Ist @ einer-Form und @* eine
s-Form, so gilt

ONO*=(—1)F=0*r0O (6)
Niitzlich ist auch folgende Regel:
Sind

Bi= D Adxt, i=12...,n

k=1

Pfaffsche Formen, so ist
PyATy Ao APy = Det (Air)dx Adx2 A ... A dx

Ein Spezialfall hiervon ist die schon unter (2c)
genannte Formel
_ 0Ly

*.’_: 1 n
a(xl,...,x“)dx A ... Adxm

3.
Nach diesen algebraischen Bemerkungen wenden
wir uns der invarianten Integration zu, dem histo-
rischen Ausgangspunkt des Kalkiils. Ist M ein
n-dimensionaler Raum, so haben wir es in der Regel
mit folgenden Integralen zu tun: gegeben ist ein
r-dimensionaler Unterraum (r <n) G und eine
r-Form @. Dann ist das Integral
[o

G

(7a)

zu bilden.
Ist x' ein Koordinatensystem des Raumes M, so
sei der Unterraum etwa durch

xt=xi(t;,...,t), i=1,...,n

(7D)
gegeben und das Differential ©® kann auf die Gestalt

O =IA;. . ;dx"A ... Adx" (7¢)
gebracht werden. Dann ist
[0 =[hdt;a...xat, (7d)
G ty,...,t
mit
A(x", ..., x7)
h=XA; ;- 7
2 h..ra(t']_,----;tr) ( e)

Es soll ausdriicklich betont werden, daB der Wert
des Integrals (7) nur vom Unterraum G (und nicht
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von seiner speziellen Darstellung mit Hilfe des
Koordinatensystems x!) und nur von der Differen-
tialform @ abhéngt.

4.

Ehe wir nun zu den fiir die Physik so wichtigen
Integralsitzen kommen, miissen wir innerhalb der
alternierenden Differentiale eine Operation ein-
fithren, die Differentiation heiBft und mit dem Zei-
chen d charakterisiert wird.

Ist @ alternierendes Differential, so wollen wir
ihm ein alternierendes Differental d® zuordnen.
Dies geschieht so: Ist

O=2Xfdg; A...Adg, (8)

irgendeine der moglichen Darstellungen von @ mit
Hilfe von Funktionen f, g, so setzen wir

de = X df A dg; A (8a)

Der inhaltliche Schwerpunkt dieser Definition
liegt darin, daB sie véllig unabhédngig ist von der
Wahl der Darstellung (8). Wie immer ich @ in die
Gestalt (8) bringe und dann zu (8a) iibergehe, stets
erhalte ich das gleiche duBlere Differential d®, was
wir hier freilich nicht beweisen wollen.

Die Operation d erhoht den Grad einer Differential-
form um eins.

Zunichst finden wir, wenn wir (8a) nochmals an-
schreiben

de = 2X'1-df A dg; A

die wichtige Formel von Poincaré:
d(d@) = o oder einfach d2 =0, 9)

... Adgs

..o A dgs,

denn

a1 . .
d1=25dxr=0.

Ist weiterhin @ eine r-Form und @* eine s-Form,
so kann man die Regel

d(OAO* =dO A O + (—1)"O A dO* (10)
beweisen.
Die Formeln
af =D LI
B dxi 7’
d (X f, dx¥) =2?£15dxiA dxk (11)
dxi

-3 (- awnae

oxi  dxk
i<k

zeigen, daBl d auf Funktionen die Wirkung des Gra-
dienten und auf 1-Formen (Vektoren) die Wirkung
der Rotation besitzt. Ist weiterhin n die Dimension
des zugrunde liegenden Raumes, so gilt

dZ (=D dxA ... Adxk— 1A dxE+IA ... A dx®

k=1
J— . afk 1 n
—<§ 8_xk>dx A ... Adxm

k=1

(12)

Hierbei handelt es sich also um die Verallgemeine-
rung der Operation Divergenz; denn man beachte,
daf z. B. fir n =3 —f, dx! A dx3 = f, dx3 A dx!
ist.
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Wenden wir schlieBlich die Operation d auf das
Differential @ der elektromagnetischen Feldstéirke (4)
an. Man rechnet leicht nach, dafl die Bedingung
d(B;dx®Adx® + - -4+ cEjdxtAdt+---)=0

(13a)
mit den Forderungen
tB=—L 28  awB= 13b
ro = PRy ivB=o (13b)
gleichbedeutend ist. (13a) beinhaltet also die erste
Gruppe der Maxwellschen Gleichungen.

Wir sehen aus dem bisherigen den engen Zu-
sammenhang des Kalkiils der alternierenden Diffe-
rentialformen mit der Vektoranalysis. Tatséichlich
gibt auf einer 3-dimensionalen Mannigfaltigkeit die
Regel von Poincaré d? = 0 gerade die Beziehungen
rot grad = 0 und div rot = o wieder.

Nun folgt umgekehrt aus rot A=0bzw.divA =0

die Darstellbarkeit A = grad f bzw. A = rot B. Diese
Tatsachen haben ihr volles Analogon auch im Kalkiil
der Differentialformen:

Ist @ ein alternierendes Differential mit d@® = 0,
so existiert ein zweites alternierendes Differential
mit d¢ = 6.

Dieser Satz gilt in euklidischen Réumen. In all-
gemeinen Raumen beliebiger topologischer Gestalt
gilt er wenigstens im Bereich eines jeden Koorli-
natensystems. Mit anderen Worten: der Satz gilt
nicht, wenn die Zusammenhangsverhéltnisse des
betrachteten Raumes zu kompliziert sind — ein Fall,
der in der Physik recht selten auftritt.

Wenden wir den eben besprochenen Existenzsatz
auf das Differential der elektomagnetischen Feld-
stirke. an. Wegen (13a) existiert eine Pfaffsche
Form @ mit d® = @. Schreibt man @ = X A; dxi,
so ist A; gerade das Viererpotential.

5.

Die Schwierigkeit, die bei jeder Formulierung von
Integralsdtzen in Rdumen beliebiger Dimension auf-
tritt, besteht in der Notwendigkeit, die Integrations-
gebiete zu orientieren. Beim Stokesschen Satz z. B.
muB bei der Ausfiihrung des Linienintegrals auf das
richtige ,,Umfahren‘ der Fliche geachtet werden,
da sonst das falsche Vorzeichen herauskommt.
Ebenso mull beim GauBschen Satz iiber die Ober-
fliche eines Volumens in der richtigen Weise inte-
griert werden, da sonst das Integral zwar den rich-
tigen Absolutwert, jedoch das falsche Vorzeichen
erhalt.

Ebenso, nur komplizierter, sind die Verhéiltnisse
bei hoheren Dimensionen, z. B. bei den Integral-
siatzen im Minkowski-Raum. Wir wollen die Dis-
kussion iiber die Orientierung hier vollig ignorieren,
da sie bei einigermaflen exakter Behandlung einen
besonderen Vortrag gut fiillen wiirde. In der prak-
tischen Anwendung der Integralsitze ist iibrigens
das Orientierungsproblem meist ohne Bedeutung,
da man meist das Vorzeichen des Integralwertes aus
physikalischen Uberlegungen kennt. Fiir viele all-
gemeine Uberlegungen reicht es iibrigens vollig, daB
man weill, da man in geeigneter Weise die be.
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treffenden Rdume so orientieren kann, daf} die all-
gemeinen Integralsitze gelten.

Nach dieser Vorbemerkung schreiben wir den all-
gemeinen Stokeschen Integralsatz auf:

Ist G ein r-dimensionales Gebiet eines n-dimen-
sionalen Raumes und bezeichne R(G) den Rand
dieses Gebietes G, so gilt fiir jede Alternierende
Form 6 vom Grade (r — 1)

|o=d0.

R (G) ¢

(14)

Diese bemerkenswerte Formel vereint eine Reihe
von Integralsitzen. So haben wir z. B. fir n = 3 und
r = 2 den in der Vektoranalysis als Stokeschen Satz
bezeichneten Integralsatz vor uns. Fir n = 3 und
r = 3 beinhaltet (14) den GauBschen Integralsatz.
Fiir r = 1 und beliebiges n ist G ein Weg (eine Linie,
Kurve). Bezeichnet I seinen Anfangs- und II seinen
Endpunkt, so entsteht

£(IT) — £(T) = [ af.
G

Wegen (13a) kann man schlieflich die beiden
Maxwellschen Gleichungen (13b) auf folgende
relativistisch invariante Integralform bringen:

Ist G irgendein 3-dimensionaler Unterraum des
Minkowski-Raumes, so ist

f(Bldxz/\ dx3+ -+ cE;dxtadt4---)=0
(

R(G) 15)

6.

Bisher haben wir noch nicht erértert, in welcher
Weise die auf einem Raum gegebene Metrik
g - dx' - dxk (16)

ihre Widerspiegelung im Cartanschen Differential-
kalkiil findet. Dies wollen wir noch kurz tun. Im
wesentlichen handelt es sich dabei um die Ein-
fiihrung des Operators der Dualitdt. Bezeichnen wir
mit | g| den Absolutbetrag der Determinante der

. i, dp. .. . .
gixund mit dy ... kr' die Determinante

5;‘1 ;‘1 - 6;:1
Suih =10 o
dir
kl'
Ist dann @ eine r-Form
0 = rl,ZAil---ir dx'A...AdxT, (17a)
so setzen wir
(— 1)(2) ik, ke o ket 1 p
af = ZAil...irg dx

T rl(n—r)!
r!l(n—r) S
k N Y 1

adx ™o el gl a7b)

Die Form a @ wird gelegentlich die zu @ duale

Form genannt. Wir sehen aus der Definition (17),

daB fiir zwei Differentiale 6, und @, und zwei Funk-
tionen f;, f,

a(f; 0, +1,0,) =f,20, + a0,
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gilt. Deshalb 148t sich die Berechnung von a auf die

Berechnung der Differentialformen a dx™ A ... Adx'
zuriickfiihren, wobei x' ein beliebig wahlbares
Koordinatensystem ist.

Ehe wir nun einige allgemein giiltige Formeln hin-
schreiben, wollen wir den Dualitidtsoperator fir die
Minkowski-Metrik

dx? + dy? + dz2 — 2 dt? (cdt = dx?) (18a)
ausrechnen und eine Anwendung auf die Elektro-
dynamik machen. Setzen wire, =g, =63 = —¢g, =1
SO ist gik = & 6ik .

Aus (17a) folgt dann die Darstellung
a@=(—1)(\2) 2 Ange .. e dxTE
<k <k, '
k 12...n
Ao ANAXT® Ok - (18Db)
Wir schlie8en heraus die einfache Formel
adx"A... AdxT= (— 1)(2)&1. . .e,-rdxi"“/\ -
A dx'™,  (18¢)

wobei i, ..., in eine beliebige gerade Permutation
der Zahlen 1,2, ..., n ist.

Wenden wir nun a auf das Differential der elektro-
magnetischen Feldstirke an! Aus (18c¢) erhalten wir

a@ =a(B;dx®Adx3 4 -+ + E;dx!Adx? + -+ )
= (—B;dx'Adx?*—--- + E;dx2Adx3+-- )
(19a)
Nun bilden wir da @ und erhalten
da@ = (divE) dx! A dx? A dx?
ITELAL N PRy Tp
x (19b)

Da wir im Vakuum E; = D; usw. setzen kénnen,
erhalten wir durch Einsetzen des zweiten Paares
der Maxwellschen Gleichungen

— 47 — 1 0 = —

- — _ i = ]_
rot H S I—{—catD,dlvD 47p (19¢)
gerade
da® =4mpdx! Adx?Adx3

4

——O-Ildxz/\dx‘*/\ dxt—... (19d)

Bilden wir nun endlich a d a 6, so folgt wegen (18c¢)

ada@=—4ngdx4—%cﬁlldx1—... (19e)

Nun bemerken wir, dafl aus (18c¢) die Relation
(184d)

folgt und definieren einen neuen Differentialopera-
tor d* durch

a2 = —1bzw.a 1= —a

d*=a"1lda. (20)

Im Gegensatz zu d, das den Grad um eins erhoht,
verringert d* den Grad einer Differentialform um
eins. Damit koénnen wir die Maxwellschen Glei-
chungen fiir das Vakuum endgiiltig schreiben:
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dO =0, d*O =4xn0o (191)
mit
O =B;dx?Adx3+ .- + E;dx'adx? 4+ - -,
G=%dxl+%dxz+%dx3+9dx4

(19f) ist offenbar eine relativistisch invariante
Formulierung der Elektrodynamik. Wenn wir uns
vergegenwirtigen, dafl in einer gekriimmten Raum-
Zeit-Welt die metrische Fundamentalform (16) stets
oskulierende Koordinatensysteme besitzt, fir die
(wenigstens in einem Punkte) die Gestalt (18a) vor-
liegt, so haben wir dariiber hinaus die invariante
Formulierung der Vakuumgleichungen bei beliebiger
Metrik vor uns.

Ubrigens kann man auf analogem Weg eine For-
mel fiir a®? fir beliebige Metrik beweisen: Besitzt
die betreffende Metrik die oskulierende Form

Do dxk g =41, (21a)

so gilt stets

2

822(-—1)()81'82'...8n (21b)
wobei n die Dimension des Raumes ist. Weiter ist
allgemein

al=|g/¥dx'r...Adx (22)

gerade das Volumenelement der betreffenden Metrik
und sind

1 i i
0 =_ZA;. 4 dx"A .. AdxT,

O* = %ZBil,,,ir dx" A ...Aadx"™  (23a)
zwei Differentialformen vom Grade r, so gilt
(—1) ) O a O*

1 i i
= r—!Z’Ail,,,irBk‘,,_krg"k’...g'k' al (23D)

Es ist also

(0,0%) = (0*,0) = (— 1)(2)_/@ a@*  (23c¢)
gerade das iibliche Skalarprodukt.
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Wir wollen den Vortrag mit der Bemerkung
schlieen, daB der Operator

[=dd +d*d (24)

die folgerichtige Verallgemeinerung des Laplace-
schen Operators ist, mit dem sich z. B. die Klein-
Gordonsche Gleichung

O —x2¢p =0 (25)
schreibt, wenn die Metrik zur Minkowskischen
oskuliert.

Ubrigens gelingt auch die allgemeine Formulie-
rung der Greenschen Integralsitze leicht. Ver-
schwinden die Differentiale geniigend stark im Un-
endlichen, so nehmen diese Sitze mit dem durch
(23¢) eingefiihrten Skalarprodukt die iibersichtliche
Form

(d#,0) 4+ (0,d*0) =0 (264a)
und
(dd,d O) + (d*9,d*O) + (O 9 O) =0,
(#,06)= O 0) (26b)

an.
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