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und das Transformationsverhalten einiger I eldgleichungen

Von
ARMIN UHLMANN

In einer vorhergehenden Arbeit [8] wurde der
Begrift des alternierenden Differentials leicht ver-
allgemeinert zu dem des gemischten (alternierenden)
Differentials mit dem Ziel, die auf orientierbaren
Mannigfaltigkeiten giiltige Theorie von Hodge auf
nicht-orientierbare Mannigfaltigkeiten zu tibertragen.
In dieser Arbeit wird das Transformationsverhalten
einiger wichtiger Operatoren untersucht (Abschnitt
1-3) und die Resultate auf einige Feldgleichungen
angewendet. Es handelt sich dabei um die Klein-
Gordon-Gleichung (Abschnitt 4), die Maxwell-
schen Gleichungen (Abschnitt 5) und um eine Feld-
gleichung erster Ordnung vom Diracschen Typ
(Abschnitt 6).

Die in der Arbeit [8] eingefiihrte Bezeichnungs-
weise wird durchgéngig verwendet, ohne sie noch-
mals neu darzulegen.

1. Die Transformation der g-Differentiale
bei topologischen Abbildungen

Ist ¢ eine topologische Abbildung der Mannig-
faltigkeit M der Klasse C*= auf sich,

P—>Ps, PcM bel.
und f eine auf M erklirte Funktion, so ist durch
of (P) = f(Po)
eine neue Funktion ¢f definiert.

Von ¢ wollen wir ,,Differenzierbarkeit verlangen:
Ist f eine beliebige Funktion der Klasse C* auf M,
so sei stets auch of beliebig oft differenzierbar.

Die Wirkung von ¢ auf Differentiale kann dann
bekanntlich kurz durch die Formel

G =2f-dgyndgyA... Adg,
09 = 2Zof-dog; Adogy A ... Adoga
zusammengefallt werden.

Wir bemerken weiter, dafl ¢ die Gesamtheit der
Koordinatensysteme in sich iiberfiihrt ; denn mit
{x} ist auch {oxi} ein Koordinatensystem und ¢g—!
existiert.

Sei nun @ ein g-Differential. Wir definieren dann

00 {x} = (09, 09,) falls O {o—1 xi) = (91, 35) (1)
ist. Wegen

siom a(XI"“’Xi)—sin 0 (o7 1xl, ..., o~ 1xn)
¢ Oy & 0 (o7 tyl, L., o lym)

ist diese Definition einwandfrei.

Sofort ersichtlich ist die Vertauschbarkeit von ¢
mit der Differentiation d und der Orientierungs-
konjugation C:

od =do, oC=Cg (2)
Fast trivial ist auch die Formel
o (01 j: @2) = 0’@1 j: U@z 3 (3)

wegen der sich
0 (01 A Oy) = 00, A 00, (3b)

auf den leicht iiberblickbaren Fall reduziert, daB
0,, O, skalar bzw. pseudoskalar sind.

Betrachten wir nun die durch ¢ bewirkte Anderung
der Metrik

ds? = gidx'dx* - (0ds)? = ogidoxidoxk

. i k
bzw. (gds)? = og;y - By . 80% -dyi.dy! (4)

wobei bei der letzten Zeile angenommen wurde, daB
sich die Koordinatensysteme {ox!} und {y!} iiber-
lappen. Wir bemerken, daB og;, die Komponenten
des metrischen Tensors von (ods)? beziiglich des
Koordinatensystems {ox'} sind, wenn die g zum
Koordinatensystem {x'} gehérten.

Ist nun a der zur Metrik ds gehérende Dualitéits-
operator, so bezeichne a° den entsprechenden
Operator zur transformierten Metrik o ds. Wir
kénnen dann die wichtige Beziechung

ga = a‘g (5)
beweisen :
Wegen (1) ist
O {xl} = (3, 9*) — 00 {ox'} = (09, 0 9*)
a0 {x'} = (91, 91*) > 0ab {ox} = (08, 09,*).
Sei nun z. B.
V= o Ai L dx A LA dxr,
80 ist
P — (‘1)<2> A ik ik  xk
L ] A g gk
Adxka 807 (g,
Also
(1l . |
oty Lipoghkoghkr doxkria L,

A doxka (5;1""1 log [%
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Nun sind aber UAi,‘..ir die Komponenten von
o¥ im Koordinatensystem {oxi}, und ogi¥, |og| ge-
héren eben zu diesem Koordinatensystem, wenn man
die Metrik (ods)? zugrunde legt. Es ist folglich

caf {oxi} = a°¢0 {ox!}
denn die Zuordnung #* — 9;* kann véllig analog
behandelt werden.

Sei nun M orientierbar und zusammenhéngend und
seien S’ und S” die beiden Klassen von Koordinaten-
systemen mit der Eigenschaft: Die Funktional-
determinante zwischen zwei Koordinatensystemen
ist genau dann positiv (negativ), wenn sie zu gleichen
(verschiedenen) Klassen gehéren. Die Gesamtheit der
(differenzierbaren) topologischen Abbildungen ¢ von
M auf sich zerfillt dann ebenfalls in zwei Klassen, je
nachdem ob das Koordinatensystem {ox} zu gleichen
Klasse wie {x!} gehért oder nicht. Diese Unter-
scheidung ist bekanntlich wegen

G@(xl,...,x“) __0(ox!,...,0x?)
oy, ...,y*) 0(oy%,...,oy"
von der Wahl des benutzten Koordinatensystem
unabhingig. Wir definieren deshalb
+ 1 falls ¢S’ = 8’, ¢8” = 8,
£(0) = (6)
— 1 falls 68’ = S8”,08"” = §".

Uberlappen sich die Giiltigkeitsbereiche der Ko-
ordinatensysteme {x!} und {ox!}, so ist
8_(93(1, ..., 0X9) _

, X7)

0(xL,...
Fiir zwei Abbildungen ¢ und 7 gilt ferner
e(ot) = g(o) - £(1).

g(0) = sign

(6a)
Setzen wir fir einen Moment
+ 1 falls {xi}€ S,
& {xi} =
— 1 falls {xi} € S”.
Dann ist ein Operator o durch
00O {xi} = ¢ {x1} - (B, —a) fir O {xi} = (a, f)
definiert. Wir haben
000 (o) — ¢ (] - (o, — 0a)
und
000 {ox} = ¢’ {o%'} - (o8, —ga).
D.h.
go = E—{ﬁ oc
¢ {ox'}
Dies ist aber identisch mit
00 = ¢(0) - o0 (7)

2. Spezielle Transformationen
Sei
ds? = giedxidxk, (0ds)?=g\dxidx* (8a)
und seien die zugehorigen Dualititsoperatoren mit a
und a° bezeichnet.
o heiBit genau dann konform (beziiglich der Metrik
ds), wenn
gix =14 gk, A=2A4(0) (8b)
ist. Dabei ist A eine reelle positive Funktion auf ganz
M. Es gilt

Alro) = A7) - T4 (0). (8¢c)
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Die zu einer gegebenen Metrik (ds)? gehérende
Gesamtheit der konformen Transformationen bildet
natiirliche eine Gruppe A = A (ds?). Wir wollen
sagen, die konforme Abbildung ¢ sei speziell, wenn
A(o) konstant ist. Nach (8c) bilden die speziellen
konformen Transformationen ebenfalls eine Gruppe
Ay = A, (ds?). SchlieBlich bilden die Abbildungen
mit A (o) = 1 die isometrische oder orthogonale Gruppe
zu ds?

Um a° auszurechnen fiir ¢ € A (ds?) haben wir in
der Formel fiir a iiberall g;x durch Agix mit A = A (o)
zu ersetzen. Ist O {x'} = (o, ) und a und B vom
Grade r, so haben in a O {xi} = (¢, f’) die Diffe-
rentiale ' und $’ den Grad n —r (n = Dimension
von M). Betrachten wir nur die Abhingigkeit der
a’, f° vom metrischen Tensor, so haben wir Linear-
kombination mit Koeffizienten der Form

Zahl . ghks | | girkr. \g}'} (x)
vor uns. Der Ubergang g, — Agix bringt
glt—271g,  [g|—> 2|g]

mit sich. Also multipliziert sich (x) mit

n
— —r

At
Bezeichnet G den Gradoperator,
GO =r0O falls Grad @ =r,

so haben wir also

% e cfg
a’ = al(o) = A(0) a, (9a)
bzw.
oa = A(0) ac = aol(o) (9D)

Von Pauli stammt der Gedanke, neben den kon-
formen Abbildungen ganz allgemein eine Trans-
formation

PP, PcM (10)

zu betrachten, wobei A== o beliebiges Vorzeichen
besitzen darf [6]. Wir wollen die Gesamtheit der
Transformationen (10) als die konformen KEich-
transformationen bezeichnen. Natiirlich hingen die
konformen Eichtransformationen nicht unmittelbar
mit den konformen Abbildungen zu einer gegebenen
Metrik zusammen. Wihrend letzter als Ausgangs-
punkt eine Punkttransformation der Mannigfaltig-
keit M besitzen; die die Veridnderung der Metrik
induziert, hingen die konformen Eichtransformatio-
nen iiberhaupt nicht mit den Abbildungen der
Punkte der Mannigfaltigkeit zusammen. (Die kon-
formen Eichtransformationen sind spezielle Ab-
bildungen des Faserraumes der symmetrischen ko-
varianten Tensoren zweiten Grades auf sich.) Be-
merken wir schlieBlich, daB die Gesamtheit aller
moglichen gii, durch (10) auf sich abgebildet wird
und deshalb die konformen Eichtransformationen
nicht in bezug auf ein spezielles g;x gebildet sind —
ganz im Gegensatz zu den konformen Abbildungen,
die sich nur beziiglich einer bestimmten Metrik
konform verhalten.

Trotz dieses gegensdtzlichen Verhaltens kénnen wir
die zur Gleichung (9) fithrende Rechnung fiir kon-
forme Eichtransformationen iibernehmen und sagen:

gixk —> lgik,
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Die konforme Eichtransformation (10) zieht
a—>al’ =1 *a (11)

nach sich.
Wir wollen nun auf Grund von (11) die Trans-
formation des Operators d* berechnen. Da a2 = + 1
ist, ist a=! = 4+ a und es langt ada zu betrachten.

Ist ® vom Grade r, so ist

r-l——i +?—r
ada— aj} di a

Aus
rfl-—% ;»r 1'—1712l %—r
A da =1 A d

r~17—2n—’n 271'——1

+ 2 (§_r>z (d 2)

folgt

ada— A~lada 4 (g— —r) A 1la (#) a.
Also ist

dA\® /n
a —1 da -1 _
d2—> A71d= + 2 (l><2 G)

, dae . (dA
mit (7) = a (7) a

Hieraus konnen wir offenbar schlieBen, daB auch
fir die konformen Abbildungen o€ A (ds?) eine
dhnliche Beziehung gilt:

sds = [l—l(o‘) d* + 11 (o) (d;(fr‘;))a (g _ G)] -

(12a)

Ein wichtiger Spezialfall ist
0d* = A71(0) d®o fir o € A4(ds?); (12¢)

denn hier ist dA(o) = 0. Natiirlich hat auch diese
Forme. ein Analogon fiir gewisse konforme Eich-
transformationen, die wir ebenfalls durch den Zusatz
,,speziell” kennzeichnen wollen. Es sind diejenigen
Transformationen (10), fiir die A konstant ist.

Betrachten wir nun den Laplace-Beltrami-
de Rham-Operator

[J=dd* + dad

(In der Arbeit [8] wurde hierfiir A geschrieben).
Aus (12a) folgt, daB die konforme Eichtransfor-
mation (10) den Ubergang
s

dA\® dA\® dA\® n

—1ld | = — —| d{ |5+ — G
o (G (G + (546 )

dA (dA\* (n
5G9
nach sich zieht. Die analoge Formel fiir die kon-
formen Abbildungen versteht sich von selbst.

Eine entscheidende Vereinfachung tritt ein, wenn
wir uns auf spezielle Eichtransformationen bzw.
spezielle konforme Abbildungen beschrinken. Dann

erhilt man
ol = 21"Y0o)Tio fir 0 € Ay(ds?)

(13a)

(13b)
bzw.

O— A1, (13¢)
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3. Der Laplace- Beltrami-de Rham-Operator

In diesem Abschnitt setzen wir voraus, da M ein
4-dimensionaler zusammenhéingender Raum ist. Auf
ihm sei eine Metrik

ds? = g dxidxk
gegeben, die mit geeigneten Pfaffschen Formen w
die Form
ds? = w2 + w,% + w2 — w,?
annimmt. Es ist dann
a?= 1,
Sei {y'} ein oskullierendes Koordinatensystem
zu ds? im beliebig gewéihlten Punkt P, von M. Aus
0y} = (& p), LUO {y} = Da, [If) (14a)
(siehe [8]) und
a=2A dyon... Ady*
Ua= AL ..k dy<an... Adyk
folgt dann nach einer Rechnung von Bidal und
de Rham [1] an der Stelle P,
0? 0? 0% 0?
Aj = — A
k..o kg <8y12 + By, + iy s 6y42> K.k
+ oAy, ...k, (14¢)
Hierbei bezeichnet g einen (von den Indizes k;

abhingenden) Differentialoperator hochstens erster
Ordnung.

(14Db)

4. Die Klein-Gordon-Gleichung
Wegen (14) ist
(0 —mg2) @ =0 (15)

eine Wellengleichung vom Klein-Gordonschen
Typ. Ist @ eine Funktion (d. h. vom Grade Null),
sosind durch CO = + O gerade die beiden wichtigen
Félle des skalaren und pseudoskalaren einkomponen-
tigen Feldes gegeben.

Allgemein folgt aus (15) und

= X0y, GO =kO,

daf3 auch
(O —me) (1 +0C) O =0
und O—m2) 1 —C)Or=0

fiir alle k gilt; denn G und C sind mit [] vertausch-
bar [8].

Man kann hieraus einen interessanten Schlufl
ziehen. Ist M nicht orientierbar, so ist die Gesamt-
heit der Losungen @ von (15) mit CO = O, GO —=
r0 wesentlich von der Menge der Losungen @ mit
CO = — O, GO = rO verschieden. Ist dagegen M
orientierbar, so existiert ein Operator o, der s-Diffe-
rentiale in ps-Differentiale iiberfilhrt und mit [
vertauschbar ist [8]. Die beiden eben angegebenen
Lésungsmannigfaltigkeiten werden also durch o in-
einander iberfihrt. Die Orientierbarkeit bedingt
also eine Verminderung der wesentlich verschiedenen
Losungstypen von (15) bzw. eine Verringerung der
Zahl der wesentlich verschiedenen ,,freien‘ Feld-
gleichungen. Es liegt also eine Entartung durch die
Orientierbarkeit vor. Die Erfahrung zeigt, daB diese
Entartung aufgehoben wird, wenn man die Glei-
chungen fiir die Wechselwirkungen der Felder be-
trachtet (skalare und pseudoskalare Kopplung!).
Durch die Typen der méglichen Wechselwirkung der
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Felder wird somit die durch die Orientierbarkeit be-
dingte Entartung aufgehoben.

Wenden wir auf (15) ein ¢ € 4, (ds?) an, so folgt
wegen (13b)
o —m? 6 =

und somit

(Ag) O —mg?) 66 = 0

(0 — A(0) mg2) 6@ = 0.

D.h. die Klein- Gordon-Gleichung ist gegeniiber
der simultanen Transformation

O — O

1 16
my— A% (o) m (16)

invariant.
Aus (15) folgt analog
A0 —2Amg?) O =0.

D. h. (15) ist wegen (13c¢) invariant gegeniiber der
speziellen konformen Eichtransformation
gixk —> ﬂgik s
60— 0,

-1
my— A *m,.

(17)

Betrachten wir einen ,,Weg* w in M, d. h. eine
Abbildung 7— P(r) des Intervalls 0 <7 <1 auf
Punkte von M. Dann verstehen wir unter w® den
Weg 7 — P9(t). Wir betrachten die ,,Linge*

— [V dx dxx

des Weges w. (Diese ist auBlerhalb des Lichtkegels
bis auf ein Vorzeichen eindeutig bestimmt, da dort
die Wurzel lings w eindeutig fortsetzbar ist.) Aus
der allgemein giiltigen Formel

/' Vgix dx'dxk :fanik dxidxk
finden wir fiir den Fall o € A, (ds?)

/ayg.kdx'dx = Va( a)[l x dxidxk

und somlt
s(w9) = A(0)? - s(w) fir o€ Ay(ds?).  (16a)

(Man beachte, dafl die konformen Abbildungen den
Lichtkegel invariant lassen und deshalb mit w auch
w° den Lichtkegel nicht schneidet.)

Betrachten wir andererseits die konformen Eich-
transformationen, so haben wir zu (17) noch den
Ubergang

ds > 2% ds (17a)
hinzuzufiigen.

Wir kénnen nunmehr das Invarianzverhalten der
Gleichung (15) auch durch

O —>0c0; o€ Ay(ds?)

m,s(w) —> mys(w°); w bel. Weg (16b)
bzw.
gik —> 1gik, 60, (17b)
mgds - myds, A = konstant
kennzeichnen.
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5. Die Kcdhlersche Form der Maxwellschen
Gleichungen

Wir betrachten die allgemein giiltige Beziehung
d[(f;dx! + f,dx% 4 fydx;) A dx? + g,dx3dx?
+ gzdxldx? 4 g,;dx2dx3]

_ (ofy,  0f; % L A8 Aot

of,  of, 8g1 2198 dd
_f_(@_ﬁ e )dxdx dx
oft of; 0
(éxa S+ ﬁ) dx?dx!dxt
0g, | 08y | 08 132 dx3
+(W+@+@ dxidxtdx
und vergleichen sie mit den Maxwellschen Glei-
chungen
0E; 0E,  0B; 0
ox® 5x_3 fxs =0 U 180)
' a
0B, + 2 0B, —0
ox! x2 ox3
0H oH oD
&?3 _ 8){732 — 8X41 =471, usw.
0D; 0D, 0D, (18b)
. + + ~ = 47Z
0x, ' 0x* ' {x3

Die Gleichungen (18a) werden durch den schief-
symmetrischen Mink o wski-Tensor zusammengefalit
und das ihm entsprechende alternierende Diffe-
rential ist [7]

9, =(E;dxt + ..+ 4+ E;dx%) Adx* 4+ B;dx%>dx3

+ Bydx3dx! 4+ Bydx!dx2
Wir sehen, daB (18a) mit

dd; =0 (19a)
identisch ist.

—

Im Vakuum wird nun iiblicherweise ﬁ: D,

H=B gesetzt. Kédhler [7] gab jedoch 1938 zum
Zwecke der Losung des Anfangswertproblems der
Maxwellschen Gleichungen bei beliebiger Metrik

— —
eine andere Form an, nach der D und B einerseits
—> —>
und E und H andererseits analoges Transformations-
—
verhalten zeigen. Hiernach transformieren sich E und

ﬁ vektoriell, wihrend 3 und § den Charakter von
schiefsymmetrischen Tensoren 2. Grades besitzen.
Dies ist gewiBl ganz im Sinne der Cartanschen

invarianten Integration, da mit E und H Linien-

integrale, mit B und Baber Flichenintegrale gebildet
werden. Kédhler setzt deshalb
Py = — (H;dx' + Hy,dx? + Hydx3) A dx?

+ D,;dx?dx%® + D,dx3dx! + D, dx! dx?
und
ow=pdxldx?dx?® — (I; dx?dx3 4 I,dx3dx!

+ I;dx!dx?) A dx?

Man sieht unter anderen, daf3 das Integral von w
iber ein raumartiges Gebiet die in diesem Gebiet
enthaltene Ladung angibt.
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Ein Blick auf die am Anfang des Abschnittes er-
wihnte Formel lehrt, da8 die zweite Gruppe der
Maxwellschen Gleichungen (18b) mit

ddy =4n w (19b)

identisch ist.

Die bemerkenswerteste Eigenschaft des Gleichungs-
systems (19) besteht ohne Zweifel darin, daB es
unabhingig von den herrschenden metrischen Ver-
héltnissen ist. Es folgt hieraus z. B., daB mit ¢,
@y, o auch die Formen o9, 0¥,, ow das Gleichungs-
system (19) erfiillen, wie auch immer die topologische
Abbildung ¢ gewihlt sein mége. Dies folgt sofort aus
Formel (2).

Die Verbindung zwischen ¢, und 9, ist natiirlich
abhéngig von der Metrik. Sie wird wie folgt fest-
gelegt: Ist {x*} ein im Punkte P, oskullierendes
Koordinatensystem, so sei

Hy(Pg) = By (Py) , Ex(Py) = Dy (Py) (x)

Diese Forderung ist durch das Gleichungssystem
(19) jedoch nicht véllig erfiillbar: Die Gesamtheit
der in einem Punkt P, oskullierenden Koordinaten-
systeme zerfillt entsprechend dem Vorzeichen der
Funktionaldeterminante in zwei Klassen (,,Orien-
tierung im Kleinen*“) und nur fiir eine dieser beiden
Klassen ist (x) erfiillbar. Hierdurch wird die Elektro-
dynamik orientierungsabhiingig, was offenbar den
Tatsachen widerspricht. Man kann jedoch (x) er-
filllen und gleichzeitig (19), wenn man zu g-Differen-
tialen iibergeht.

Behalten wir den aus Eund Szusammengesetzten
Minkowski-Tensor bei, so muB das ¢, entspre-
chende g-Differential skalar sein. Wir setzen

0, {x'} = (8, 9y).

Nun rechnen wir a @, unter Benutzung eines osku-
lierenden Koordinatensystems {y'} aus. Es ist dann

[gl =1, gik:gka"k, 61262:83:—8421

und aus der Hilfsrechnung

2
Ajdxidxk— (—_1—)(2) Ajx g e 0985181235 qxrdxe
! 21 21 T jlrs
finden wir
Aix— A e 6 6:13:

bzw.

Ay —> — Ay Ay~ Ags,

Agg—> — Ay, Ay — Asy,

Agy > — Ay Ay — Ags.

Nun setzen wir z. B. A;, = B, und dies soll iiber-
gehen in — A,, = H und ebenso soll A,, = E; zu
Ay = D, werden usw. Wir setzen deshalb

@2 {Xi} = (¥, — ¥y), £ {Xi} = (0, — o)
und erhalten folgende Form der Maxwellschen
Gleichungen, die die Bedingung (x) vollstidndig er-
fiillt:
dO, =0, dO, =47 Q (Maxwell-Gl.)
a@; =0, (Vakuum-Gl.)

Hierbei ist @, ein skalares und @, ein pseudo-
skalares Differential vom Grade 2.

(20)
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Die (modifizierte) Kéhlersche Form geht natiir-
lich bei Elimination von @, in die Minkowskische
iiber. Diese lautet im Differentialkalkiil

mit d@; =0, d*0,; =47 Q* (21a)
0Q* = a Q. (21Db)
Da @; und Q* s-Differentiale sind, ist
Q% {x1} = (0¥, 0¥), 0, {x'} = (¥4, 9,)
und (21c¢) deshalb mit
dd, =0, d*¥, =4n w* (21¢)

identisch.

(20) ist gerade deswegen interessant, weil aus
dieser Formel die Wirkung der Metrik besonders klar
ersichtlich ist: Die Metrik regelt die Verkniipfung

des Paares (E, B) mit dem Paar (D, H) und nichts
sonst. In diesem Sinne wirkt eine Verinderung des
metrischen Tensors ,,polarisierend‘‘ auf das Vakuum.

Mégen nun @,, 0, 2 die Gleichungen (20) er-
fiillen und sei ¢ eine beliebige topologische Abbildung
von M auf sich. Dann wird aus (20)

do@®; = o,
doO, = 4702, a°00, = 00,.

Sei nun o € A (ds?). Da @, vom Grade 2 ist, M die
Dimension n = 4 besitzt, folgt aus (9) a = a°. Des-
halb gilt: Die Gleichungen (20) gestatten die Trans-
formation.

0, — 00, ,
O, — 0O, ,
0—oQ.

Fiir den Fall (ds)? = Minkowski-Metrik ist dies
gerade die von Cunnigham und Bateman [2], [3]
entdeckte Invarianz der Maxwellschen Gleichungen.

Aus Formel (11) folgt ebenso leicht, die Invarianz
von (20) gegen konforme Eichtransformationen:

6,-0,, 0,->0,, Q->Q,
gik —> Agik.

Fiir den Fall der Minkowski-Metrik wurde diese
Invarianzeigenschaft von Infeld und Schild [4]
bemerkt.

Wir bemerken, daB in (23) A== 0 eine beliebige
Funktion sein kann. Zwei Metriken (ds)? und(ds’)?
gehen nun genau dann gemdB (23) bzw. (10) aus-
einander hervor, wenn die Formen

gik X! X* und gy Xi Xk
die gleichen Nullstellen besitzen. Da diese den
Lichtkegel beschreiben, gilt:

Gehdren zu zwei Metriken gleiche Lichtkegel, so

sind die zugehérigen Vakuumgleichungen der Elek-

trodynamik identisch. (Im Gegensatz zur Klein-
Gordon-Gleichung!)

o € A(ds?)

(22)

(23)

6. Eine Feldgleichung 1. Ordnung

Pauli hat nachgewiesen, daB die Dirac- Glei-
chung nicht konform-invariant ist [5], selbst wenn
der Fall verschwindender Ruhemasse vorliegt. Dies
ist wegen der durch (16) und (17) ausgedriickten
Transformationseigenschaft der Klein-Gordon-
Gleichungen zumindest fiir die speziellen konformen
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Abbildungen (konformen Eichtransformationen)recht
merkwiirdig. Eine Gleichung vom Diracschen Typ
soll deshalb untersucht werden.

Nach dem Vorbild von Dirac wird man ver-
suchen, die ,,Wurzel“ aus dem Differentialoperator []
zu ziehen. Eine solche Wurzel ist z. B. der Operator

d +d%

denn wegen d2 = (d®) = 0 ist sein Quadrat gleich []
und aus
d+d*+m6=0 (24)

folgt nach Multiplikation mit d + d* —m, dal @
auch der Klein-Gordon-Gleichung (15) geniigt.

Es ist klar, daB (24) gegen die zu ds? gehorende
orthogonale Gruppe invariant ist. Viel komplizierter
ist jedoch bereits der Fall der speziellen konformen
Abbildungen, da

o(d +d*) = (d + A17(s)d*) o fiir g € A4(ds)

ist. Von einer Invarianz der Gleichung (24) gegen-
iber der Gruppe A, kann also nicht die Rede sein.
Da

@+ a2 =[]
ein einfaches Verhalten beim Vertauschen mit
Elementen der Gruppe A, zeigt, d + d* aber nicht,
kann dieser Umstand nur von der Vieldeutigkeit
des ,,Wurzelziehens‘ aus [] herriihren. Tatsédchlich
gilt fiir eine beliebige Zahl u ungleich Null

(ud + p—1d*? = dd* + d*d = [J (25)

Zur Vergroferung der Symmetrieeigenschaften er-
setzen wir deshalb (24) durch

(ud +p~1d* + m) O (p) = 0.

Es soll also ® noch von einem Parameter abhingen.
Nun ist fir o € 4,(ds?)

o(ud + p=1d* 4 m) O (u)
= (pd + p~1171(6) d* + mg) 0O (u) .
Es gibt Zahlen » und g, mit
v(pd +p71A71d%) = pyd + py 1

namlich
v="V4, p=11-u.
Aus (26) folgt also nach Anwendung von ¢ und
Multiplikation mit ]/I die Gleichung
(u1d + py71d® + }/Im) O (u).

Die Gleichung (26) ist also invariant gegeniiber der
Substitution

(26)

O - o0 A o)),

4 o€ A,y(ds?)
m-— A*m,

(27)

Ebenso berechnet sich der Ubergang von (26) bei
speziellen konformen Eichtransformationen zu
gik—> Agi, m—>A Tm.
O (u) > O (A p).

Wir miissen uns nun noch mit der u-Abhéngigkeit
der Gleichung (26) beschiftigen. y tritt als neuer
Freiheitsgrad auf. Es ist leicht nachzupriifen, daB

(28)
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die u-Abhéngigkeit nicht ohne weitere zusitzliche
Annahmen bestimmt werden kann. Eine besonders
einfache und interessante ist durch den Ansatz

O(u) = O + pO; + u10, (29)

gegeben. Nach Eintragen von (29) in (26) finden
wir, dafl ein in y rationales Polynom mit Differen-
tialen als Koeffizienten Null sein muB. Es folgt, daB
diese Koeffizienten einzeln verschwinden miissen,
was zu den Gleichungen

"0, =0 dO, =0 (@)
m@, + dO, + d*0O, =0 B
dOy + mO, =0 (»)

d*@y + m@, =0 (0)

fithrt. Wir sehen zunédchst, dafl die Gleichungen (a)
aus (y) und (9) folgen, so daB sie mit (B), (y), (8) von
selbst erfiillt sind. Eliminiert man @, und 0, aus (f)
mit Hilfe von (y) und (d), so erhilt man

D @0 —m2@0 - O- (X)

Eliminiert man weiter mittels (y) und (§) @; und
O, aus (29), so entsteht

—1
O(u) = ( —ﬁd—%d’) 0,

m
bzw.

OW) = — = (ud +pid* —m) Oy (xx)

(x) und (xx) sind also notwendig, damit (29)
Loésung von (26) ist. Wegen

(ud +ptd* + m) (ud +p~1d* —m) O,
= —-m?)6,=0

sind diese Bedingungen auch hinreichend. Also:
Alle Losungen von (26), die die Gestalt (29) besitzen,
sind durch

Ou) = (ud +p71d* —m) @y, (J—m?O,=0
(30)
gegeben. Dieses Ergebnis gilt nur fir m == 0. Fir
m = 0 ist die Losungsmannigfaltigkeit (29) von (26)
erheblich komplizierter. Zum Beispiel gibt es zu-
sitzliche Losungen von (26), der Form (29) mit

0y =0, d*0, =dO, =0, dO, + d*O, = 0.

Literaturverzeichnis
[1] Bidal, P., und G. de Rham, Comm. Math. Helvet. 19, 1
(1949).
[2] Bateman, H., Proc. Lond. Math. Soc. 8, 223 (1910).
[3] Cunnigham, E., Proc. Lond. Math. Soc. 8, 27 (1910).
[4] Infeld, L., und A. Schild, Phys. Rev. 68, 250 (1945).

[6] Iwanenko, D., und A. Sokolow, Klassische Feldtheorie,
Berlin 1953. Ein entsprechender Hinweis befindet sich auf
S. 90.

[6] Jordan, P., Schwerkraft und Weltall, Braunschweig 1955.
Bemerkung auf S. 169.

[7] Kéhler, E., Abh. Math. Sem. Hamburg 12, 1 (1938).

(8] Uhlmann, A., Wiss. Ztschr. d. Friedrich-Schiller-Uni-
versitdt Jena 7 (1957/8), H. 6.



