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Gemischte Differentiale
und die Theorie von HODGE auf nicht notwendig orientierbaren Mannigfaltigkeiten

Von
ARMIN UHLMANN

1. Gemaschte Differentiale.

Es sei M eine zusammenhingende Mannigfaltig-
keit der Klasse C~ und der Dimension n.

Kleine griechische Buchstaben a, §3, . . . bezeichnen
alternierende Differentiale.

Definition:

Wird jedem Koordinatensystem {x, ..., x*} = {x}
ein Paar (¢;, ;) von Differentialen zugeordnet,
die auf dem Giiltigkeitsbereich des Koordinaten-
systems erkldrt sind, so sprechen wir genau dann
von einem ,,gemischten Differential*‘, wenn gilt:

Ist {y'} ein zweites Koordinatensystem, dem das
Paar (8,, B,) zugeordnet ist, so gilt auf dem Durch-
schnitt der Definitionsbereiche von {x'} und {y'}

1 n
oy = By, ¢y = B, falls %%—:% >0 "
1 n
oy = By, 0y = B falls W <0
ist.
Wegen
o(xL ..., x") oyl ...,y _o(x% ..., x)
Oyl .., y") 0(z',...,2%) 9 (z%,...,z")

ist das Diagramm ‘
{}[r‘}

(a1, @)

v v
iy} — (Bys Bo) —————— (Y1 v2) — {Zi}

wobei {zi} ein drittes Koordinatensystem ist, ,,kom-
mutativ® beziiglich des in der Definition genannten
Gleichheitsbegriffes und deshalb ist die Definition
widerspruchsfrei.

Gemischte Differntiale (im Folgenden einfach
»»g-Differentiale’ genannt) werden wir mit groflen
griechischen Buchstaben kennzeichnen.

Sind @, @ zwei g-Differentiale, so definieren wir

ihre Summe bzw. Differenz »,Komponentenweise**
durch

(@/ :t @II) {Xi} — (all :l: alu, az’ j: az//)
falls

@/ {Xi} —_ (allz azl), 9// {Xi} — (azly 062“)
ist. Die g-Differentiale bilden daher einen Modul.
Ist ¥ ein Differntial, @ ein g-Differential, so sei

(P A O){X) = (D) ey, &5 ap) falls O (X'} = (a, ay).

Hierdurch wird die Gesamtheit der g-Differntiale zu
einem Operatormodul mit dem Schiefring der alter-
nierenden Differentiale als Operatorring.

2. Die Orientierungskonjugation
Wir definieren einen Operator C, der auf g-Dif-
ferentiale wirkt und Orientierungskonjugation ge-
nannt werde, durch

CO{x} = (a o) falls O {x'} = (&g, @) (2)
ist.
Unmittelbar nachzupriifen sind die folgenden
Eigenschaften:
C(@ +0")=CO +CO”", C (9, 0) =4 5 CO
(2a)

CPO® =6 d.h =1 (2b)
Aus (2b) folgt
(1+0) (1—C) =0
FO+12=C+1, § (C—1)2=1—C
CA1+0C)=14+C, CA—C) = — (1—0)
und deshalb veranlaBt C die Aufspaltung des Moduls
der g-Differentiale in eine direkte Summe:
Jedes g-Differential @ besitzt genau eine Zerlegung

@ = @g + @p (33')
mit
€O, = 0,, CO, = —0, (3b)
und es ist
O,=1 (14006, 6, =1 (1—C) 6. (3¢)

Wir nennen ein g-Differential @ skalar, wenn
CO = O und pseudeskalar, wenn CO = —@ ist.
Jedes g-Differential 148t sich somit eindeutig zer-
legen in die Summe zweier g-Differntiale, wobei das
eine skalar (s-Differential), das andere aber pseudo-
skalar (ps-Differential) ist.
Es existiert eine eindeutige Korrespondenz zwi-
schen den Differentialen und den s-Differentialen
P <«——> 0, CO =0 (4a)
die durch
0 {x} = (8, 9) fiir alle {xi)
vermittelt wird.

(4b)

3. Der Dualitdtsoperator

Im Falle orientierbarer Mannigfaltigkeiten gehort
zu jedem nichtausgearteten, symmetrischen kova-
rianten Tensor g;x ein bis aufs Vorzeichen bestimmter
Dualitétsoperator [1, 2, 4]. Fiir nicht orientierbare
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Mannigfaltigkeiten 1aBt sich jedoch zwischen den
Differentialen (bzw. schiefsymmetrischen Tensoren)
keine Dualitét erkliren. Dieses Hindernis 14Bt sich
durch Heranziehen der allgemeineren g-Differentiale
iiberwinden.

Im Hinblick auf seine Linearitdt langt es, den
Dualitdatsoperator fiir g-Differentiale

O {x'} = (8, 9*)

zu erkliren, bei denen ¢ und 9* gleichgradige Dif-
ferentialformen sind:
dxi p ... dxT,

T

o=La
r!

19*=l,A:...i, dxiv ... pdxE (Ba)
r

(Von der Summationskonvention wird Gebrauch
gemacht.)

Liegt jetzt die (nicht notwendig definite) Metrik
g dxt - dx*¥, g = Det. (gi) =+ 0 (5b)
vor, so erkliren wir in Analogie zur iiblichen Defi-
nition (siehe z. B. [1], [4]. Die Wahl des vom Grad
abhingenden Vorzeichens lernte ich bei Herrn Prof.
Dr. E. Kihler.)
(2)

(=1 ;
= — Ai P iy Ky

& rln—r)! ~ e 8

coo gl dxbe,
(=1

7 Ar
rln—r)! "

9% =

wobei |g|+ die positiv genommene Wurzel des
Absolutbetrages der Determinante g ist, und setzen
a O {xi} = (9, %) (6d)
Beim Ubergang zu einem anderen Koordinaten-
system édndert sich hochstens das Vorzeichen der
Zuordnung @ — &, bzw. 9* — 9,*. Dieser Fall tritt
wegen
— —0 (x1, ..., x")
Ve TE S
genau dann auf, wenn die Funktionaldeterminante
zwischen den Koordinatensystemen negativ ist.
Dieser Vorzeichenwechsel ist aber wegen (1) gerade
erforderlich, um die véllige Invarianz des Operators
a zu garantieren.
Da die Vorschrift zur Bildung von ¢, gerade um
das Vorzeichen von der Vorschrift zur Bildung von
©,* verschieden ist, gilt

Ca + aC = 0 (6)

Wenn die mit der Metrik (5b) oskulierenden
Metriken die Gestalt

Y (dy*)?, aa=41 (7a)

besitzen, folgt auf dem iiblichen Wege [2] durch
Ausrechnen

a2=(—"1)(g)'8,6281-82...°8n.

(7hb)

Liegt der Fall a2 = —1 vor, so ist die Gesamtheit
der Operatoren 1; + 1, @ mit reellem 4 dem Kérper
der komplexen Zahlen vollstindig isomorph und
den Ubergang zum ,Konjugiert-Komplexen in
diesem Korper erledigt die Orientierungskonjuga-
tion.

l1...n
.. p dxbn 5k,...kn lg

. ) 1...
croght gt dxfer1, L. p dxbe 51;1...1:‘ lg|

Wir bemerken, daB dieser Fall sowohl fiir eine
positiv definite Metrik im 3-dimensionalen Raum
als auch fiir die Metrik der Relativitidtstheorie im
4-dimensionalen Raum-Zeit-Kontinuum gilt.

4. Uber orientierbare Mannigfaltigkeiten

Eine Mannigfaltigkeit heiBt orientierbar [2], [4],
wenn die Gesamtheit der (differenzierbaren) Koordi-
natensysteme in zwei Klassen zerfillt und der Uber-
gang zwischen Koordinatensystemen der gleichen
Klasse mit positiven, der Ubergang zwischen ver-
schiedenen Klassen aber mit negativer Funktional-
determinante geschieht.

Kodaira und de Rham [4] haben bemerkt, da
eine Mannigfaltigkeit genau dann orientierbar ist,
wenn es einen von Null verschiedenen ,,konstanten
Pseudoskalar“ gibt. Hierunter wird ein einkom-
ponentiges Gebilde verstanden, der in der einen
Klasse y’ von Koordinatensystemen der Wert (z. B.)
1, in der anderen Klasse y’’ jedoch der Wert —1
zugeordnet ist. Diesem Gebilde entspricht in der
hier gebrauchten Terminologie die Zuordnung

O {x} = (1, —1) fir {x} €y,
O {y'} = (—1,1) fir {y}€y”.

2
2

(5e)

1
2

Ist M orientierbar, so fithren wir einen Operator o
wie folgt ein:
Ist @ ein g-Differential mit O {x'} = (&, ), so sei
= (B, —a) falls {x'} € ¢, :
= (—B,a) falls {x}} € »”. (8)
(Diese Definition zeichnet eine Klasse y’ vor der
anderen aus und beinhaltet somit eine Orientierungs-
vorschrift.)

Das folgende Diagramm zeigt die Konsistenz obiger
Definition.

0 O {x1}

Y 3 {x} = (&, ) > (B, —«)
4
. +

Y 34y} = (B, @) > (—a, f)

Folgende Formeln ergeben sich unmittelbar aus
der Definition:

02 =—1 (a)
oa = —ao, Co+0C=o0 (b) (9)
(@0)* = a? (c)
Wir wollen hier wieder den Fall a2 = —1 besonders

hervorheben: Auf Grund der angegebenen Regeln
ist dann das System der Operatoren

Ay + Aga + 230 4 A4a0
mit reellen Ay vollstindig isomorph dem Koérper der

Quaternionen. Doch veranlaft hier die Orientierungs-
konjugation die Quaternionenkonjugation nicht; denn

(9d)

Durch C werden vielmehr die Erzeugenden a und
o ausgezeichnet.

Cao = aoC.
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Wir bemerken, dafl auf Grund von (9d) s-Differen-
tiale wieder in s-Differentiale iibergehen: Auf Grund
der Identifizierung (4) hat man ao als den in der
Theorie der orientierbaren Raume iiblichen Duali-
tdtsoperator anzusehen.

5. Die Multiplikation
Verbleiben wir fiir einen Augenblick bei orientier-
baren Mannigfaltigkeiten. Wird die s-Funktion, die
in jedem Koordinatensystem die Darstellung (1,1)
besitzt (und somit gemiB (4) der konstanten Funk-
tion 1 entspricht) einfach mit 1 bezeichnet, so ergibt
sich der Pseudoskalar von de Rham und Kodaira
als ol. Ist @ =0, 4 0,’ mit skalarem 6, und
pseudoskalarem 0,, so ist — 00,” = @, skalar und
deshalb existiert zu jedem @ genau eine Darstellung
6 =0, + 00, (10a)
Korrespondieren zu diesen beiden s-Differen-
tialen gemdfl (4) die Differentiale ¥, und 9,, und
ist ©* ein zweites beliebiges g-Differential, so ist die
Bedeutung von
(01 + 0g) A O =B,  OF + 0 (9, A O*) (10D)
klar. Wir setzen dann
O\ OF = (9, + 0d,)  OF (10¢)
Da
P\ (00%) =0 (3 ) O*) (+)
gilt, kann die Multiplikation im Bereich der g-Dif-
ferentiale wie folgt charakterisiert werden:
1. Sind O,, 0, s-Differentiale, denen gemif (4) die
Differentiale ¢, ¢, zugeordnet sind, so korrespon-
diert @1 A @2 mit 191 A 192.
Ok > B, O1 7 Oy <> Oy p B,y
2. Jedes g-Differential hat die Form
0 =0, + 00,

mit skalarem @y. Wir setzen

(O1 +00,) A (04* + 00,*)
= @1/\ @1* + 02@2 A @2* +O(@1/\ @2"= =+ @1/\ 91*)
=0,7 0, — 0, 0, +0(01 00y + 605, 0,%)
(11b)

Aus diesem Bildungsgesetz folgt, daB die ent-
stehende Algebra der g-Differentiale assoziativ und
distributiv ist; denn sie kann aus der Algebra der
Differentiale wegen (+) durch ,,Adjunktion eines
Elements o*‘ mit 0* = — 1 gewonnen werden. Wir be-
merken die wichtige Regel

0(@/\@’=O@/\@I=@/\0@ (12)

Der Ubergang zu einer beliebigen, nicht notwendig
orientierbaren Mannigfaltigkeit ist nunmehr leicht.

Aus der Definition folgt ndmlich unmittelbar, daB
die Definition der Multiplikation invariant gegen-
iber der ,,Substitution*

0> —o, Oy —> —0,, O,* —>‘—@2"‘

ist. Diese.ist so beschaffen, daB die Willkiir im Vor-
zeichen von o beriicksichtigt, gleichzeitig aber die
g-Differentiale ungeéindert gelassen werden. (Nur
die Art der Zerlegung (10a) wird geéndert.)

Nun denken wir uns die Mannigfaltigkeit durch ein
System orientierbarer Umgebungen Uy iiberdeckt
3 MNR

(11a)

und wihlen zu jeder solchen Umgebung einen Ope-
rator o,. Haben dann zwei solcher Umgebungen einen
nicht leeren Durchschnitt Uy~ U, so gilt dort
ox = 7= 0. Betrachten wir deshalb zwei g-Differen-
tiale @ und @’ und ihre Beschrinkungen @), @y
auf die Umgebungen Uy, so ist @u) 4 O'n) er-
kldrt und
@41:) A @'(k) = @(1) A @’(1) auf Uy~ U,

Folglich wird man als @ ; @’ dasjenige g-Differen-
tial zu betrachten haben, fiir das

(@ A @/)(k) = @(k) A @'(k) auf Uk
gilt.

Durch obige Betrachtungen wird der lokale Cha-
rakter der Multiplikation klar. Dieser Umstand ver-
setzt uns in die Lage, einige lokale Eigenschaften von
g-Differentialen aus der Betrachtung orientierbarer
Teilmannigfaltigkeiten herzuleiten. So folgt aus
(9b) und (11b) die Formel

C(O\NO)=CO,CO, (13)

die zeigt, daB8 C ein Automorphismus des Schief-
ringes der g-Differentiale ist.

6. Die Integration

Ist & eine n-Form auf einer n-dimensionalen orien-
tierbaren Mannigfaltigkeit M, so ist bis aufs Vor-
zeichen klar, was man unter

f 9

M
zu verstehen hat [2]. Diese Cartansche invariante
Integration ist invariant beziiglich eines orientierten
orientierbaren Raumes. Die Voraussetzung einer be-
stimmten Orientierung erscheint jedoch in vielerlei
Hinsicht, nicht zuletzt in der Anwendung auf
physikalische Probleme, h6chst willkiirlich, da sie ja
eine Klasse von Koordinatensystemen vor der anderen
als ,,positiv’‘ auszeichnet. Auf der anderen Seite
existiert kein Integral (4 ), wenn M nicht orientier-
bar ist.

Kodairaund de Rham haben jedoch bemerkt [4],
daB auf einer solchen Mannigfaltigkeit das Integral
einer pseudoskalaren n-Form existiert.

Wir wollen dieses Integral kurz erklidren und den
auch fiir orientierbare Mannigfaltigkeiten prinzipiell
wichtigen Umstand hervorheben, daB sein Wert
orientierungsunabhéngig und somit im vollsten Sinne
invariant ist.

Sei O ein ps-Differential vom Grade n und M eine
Mannigfaltigkeit dieser Dimension. Wegen der Exi-
stenz von ,,Zerlegungen der Eins‘“ kénnen wir an-
nehmen, der Triger von @ liege ganz im orientier-
baren Bereich G eines Koordinatensystems x1, . . ., x™.
Ist dann

(++)

o {xn} = (19! ‘0)

so erkliaren wir i
fo=[6=/9
M oS G

und legen das Vorzeichen von [ ¢ wie folgt fest:
Ist 9 =fdx!; ... dx?, so ist

/'19 =o falls f = o.
G
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Damit diese Definition einwandfrei ist, muf} gelten:
Ist

O{x} =@, —9), Oy} =, —19)
P="fdxl ..., dx, & =fdy A ...xdy",
so ist f = o dann und nur dann, wenn f’ = o ist.

Dies wird aber gerade dadurch, dafl

L 0(xt...xm)

9 =& fir ————
ur 8(y1...y“)>0
Lo (xt...xm)

= — ¢ fir ——— <
uI‘8(y1...y“) ©

ist, gewahrleistet.

Somit ist nun das Integral iiber ein pseudoskalares
Differential vom Grade n als wirkliche Invariante
erwiesen. Es besitzt die ,,normierende‘ Eigenschaft
positiv zu sein, wenn
O{x})= @ —9) und & =fdx', ..., dx* mit
positiven f ist.

Der Zusammenhang mit der iiblichen Definition
auf orientierbaren Mannigfaltigkeiten besteht darin,
daB o0 © skalar ist, wenn @ pseudoskalar war. Die
Abhingigkeit von der Orientierung kommt dadurch
zum Ausdruck, daB o und —o gleichberechtigt sind.

Fiir ein beliebiges g-Differential @ definieren wir
das totale Differential ,, komponentenweise*:

d O {x} = (d ¥, dd, falls O {x'} = (J,, &) ist.
Ist M geschlossen und ist @ ein ps-Differential vom
Grade n— 1, so ist

[d6 =o. (14)
M

Wegen der Existenz von Zerlegungen der Eins
langt es, (14) fiir den Fall nachzuweisen, dafl der
Trager von O ganz im Giiltigkeitsbereich eines
Koordinatensystems x1, ..., x* liegt. Auf Grund
der Definition des Integrals ist dieser Fall aber ein
Spezialfall des Satzes von Stokes [2].

7. Das Skalarprodukt

Sind 6, @ zwei g-Differentiale vom Grade r, so

gilt
ClOa® +0aBl=—[0ad + O'ab] (15)

Der Beweis erfolgt lokal. U sei eine orientierbare
Umgebung eines beliebigen Punktes von M. Wir
beschrinken @ und @’ auf diese Umgebung und bilden
die Operation o. Dann ist

@ = 81 “|" 0@2, @’ = @,1 + 0@2

mit skalarem @, ©’x. Wir erhalten hiermit
0a@ =0,00',+00,a00 ,+ 00,00, + 0,00,

Aus (12) und der Relation oao = a folgt
0a@ = 0,00, + 0,00, + 0 (0,00, — 0,a0y).

Nun bemerken wir, dal .

0,00, = 0,00, usw.

ist; denn ao ist der iibliche Dualitétsoperator zwi-

schen Differentialen (d. h. also s-Differentialen) und
die gewiinschte Relation folgt wegen (12) sofort aus

0,000y =0'3a00,.
Es folgt, daf (lokal)
10al@ + 0aB] =000, + 0,a0,
1[0a0 —0'a0] =0[0,00"; —0,a0,]

ist. Aus diesen Formeln folgt (15); denn es ist z. B.
©,und O, Skalar und deshalb @,a ®, nach (6) und
(15) Pseudoskalar.

Betrachten wir nun z. B. 6,a0,’. Sei
0, = (@ 9), 6, =@, ¥), a0y {x} = (§*, —I*).

Dann ist

0,00, (X} = (9 5 9%, — D A 9%).
Ist

1
0,= - A ..

r' N - ip dth/\.../\er,

1 , ;
@1 :ﬁAil,"'irXmA"'/\er

DA ="fdxl ... 5 dx",
so errechnet sich f zu

. 'krgclkr. . .gql‘kl' | g ’2
mit positiv genommener Wurzel |g| :,
‘Wir sehen hieraus, wenn wir uns auf reelle g-
Differentiale und positiv-definite Metrik beschrinken :
Ist O ein beliebiges g-Differential vom Grade r
und

OaB {x} = (fdx! , ... dx?, —fdx!, ... dx"),
(16a)

so ist stets
(— 1) £ =o0. (16b)

Im eben genannten Fall ist also
<0,0>= (10 [1[0a6 +6'a6] (I7)
M
ein positiv definites Skalarprodukt.

8. Greensche Formeln
Von nun an sei M kompakt und die Metrik positiv
definit. Sind 6,_, O, zwei g-Differentiale vom
Grade r — 1 bzw. r, so gilt
<dOr_1, B>+ <O, d*6,>=0, (18)

fallsmiteiner von K é hlereingefiihrten Bezeichnungs-
weise

d* =a~lda
gesetzt wird.

Zum Beweis bemerken wir zunédchst, dafl es wegen
der Bilinearitat des Skalarproduktes und wegen der
Existenz von Zerlegungen der Eins langt, die Tréager
von @, und O;_, als ganz in einem orientierbaren
Gebiet G gelegen anzusehen. Wir fiihren dann auf
G den Operator o ein und betrachten die Zerlegung

Oy =0 1+00"_1, O, =6 +006,"

in skalare Differentiale. Nach den Ergebnissen von
Nr. 7 sagt (19) aus, daB das Integral iiber

O* = (— 1)(;) [dEc_1rab’ +d6O; 15 Oa’]

+ (— 1)(1' E 1) [@/r—l ad? @g/ + 9”1’ -1 ad® Qr”]
verschwindet. Wegen

(—1)® =~y )

ist aber

O* = (— 1)(;) d [O/r~1 a@,f + e a@,”]
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wobei der Klammerausdruck ein ps-Differential vom
Grade n—1 ist. Nach (14) ist aber

[ o=

M
und somit (18) bestétigt.
Durch

A =dd* 4 dd

ist der Laplace-Beltrami-de Rham-Operator defi-
niert. Durch bloBles Ausrechnen mit Hilfe von Formel
(18) erhélt man wie in [1] die Formeln von Green

<dO, dO'> 4 <d*0, d°0'> + <46, 0> =0,
(19a)

<0,46'> = <16, 0" >. (19b)

Die in der Theorie der harmonischen Formen
iiblichen Orthogonalitétsrelationen [1], [4] sind also
erfiillt.

9. Harmonische g-Differentiale

Betrachten wir A in einer orientierbaren Teil-
mannigfaltigkeit M, von M. Da a0 dann der iibliche
Dualitdtsoperator ist, zeigt die wegen d o = od giiltige
Beziehung

(@o)71d (@ao) =alda

Folgendes: Ist 4, der de Rham-Operator auf M,
und ist O {x'} = (9,, ¥,) in einem Gebiet von M,,
so ist _

A0 {x} = (4,9,, 4y 9y) .

Nach den Untersuchungen von Kodaira [3] kénnen
wir deshalb und wegen der Giiltigkeit der Greenschen
Formeln auf die Giiltigkeit des Zerlegungssatzes von
de Rham [1] schlieBen: Jedes g-Differential @
besitzt genau eine Zerlegung

O =406,-+ Oy
mit harmonischem @y (40 = 0). Wir sehen aus
(19a), daBl
A@H=0<——>d@}1=da@ﬂ:0
ist.

Sei B, die Anzahl der linear unabhingigen harmo-
nischen g-Differentiale von Grade r und O, eine
solche Form. Wegen

Ca4=4¢C
sind dann auch die g-Differentiale

harmonisch.

(20)

3%

Ist deshalb B,” die Anzahl der linear unabhéngigen
skalaren Differentiale vom Grade r und B, die ent-
sprechende Anzahl fiir die pseudoskalaren harmo-
nischen Differentiale, so gilt

B. =B/ + B/ (21)
Nun beachten wir, dall wegen
ad=A4a (22)

mit @ auch a@® harmonisch ist. Hieraus folgt, da
a skalare Differentiale in pseudoskalare iiberfiihrt
und umgekehrt,

B/ =B",_: (23)

Dies ist eine gewisse Verallgemeinerung des Duali-
tatssatzes von Poincaré; denn ist M orientierbar,
so existiert der Operator o mit

Ao=o04
und es ist in diesem Fall
B = B,” (M orientierbar)

und diese Zahl ist nach Hodge [2] gerade die r-te
Bettische Zahl von M.

Man wird vermuten, dal die Zahlen B, und B,”
auf nichtorientierbaren Mannigfaltigkeiten eine eben-
so einfache Bedeutung besitzen werden. SchlieBlich
kénnte man die Operation a als Spezialfall eines
allgemeinen Serre-Isomorphismus [5] auf nicht not-
wendig orientierbaren Mannigfaltigkeiten betrachten.
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