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1. Die Zustandsfunktionen

Als Zustandsvektoren eines Systems gleicher Mikro-
teilchen kénnen bekanntlich die Summen der Gestalt

V=Y + ¥ () + ¥ (@, 29) + ..,
Y, = konstant

(1)

gewihlt werden, wobei z; einen vollstindigen Satz me-
chanischer GroBen des j-ten Teilchens bezeichnet
[W. Fock; Z. Phys. 75].

Wir nehmen nun an, da} (1) ein System von Bose- Teil-
chen beschreibt und daB deshalb die F ) in
den x; symmetrisch sind. Wir wollen zeigen, da dann
eine ganz andere Gesamtheit mathematischer Objekte
als Raum der Zustandsvektoren gewiihlt werden  kann.
Wir nehmen hierzu an, 8 sei der komplexe Hilbert-
Raum der Zustéinde mit der Teilchenzahl 1 und betrach-
ten eine quadratisch integrable Summe (1):

kZ/!‘Fk(ml,---

Jeden solchen quadratisch integrablen Zustandsvektor ¥
wird dann eindeutig eine Funktion ¥ [u] auf § zugeord-
net durch die Vorschrift:(*)

Pl =Y+ P+l +..0 Q)
LA =f‘P,c(x1,

v o) Pdayday .. day, < .

2 ) U (29) U (%) ..o u (7p) dy ... day,

(*) Nach Fertigstellung der Arbeit erschien in Heft 1/2 der
Fortschr. Phys. VI (1958) ein Artikel von J.V. Novoziloy und
A.V. Tulub ,Die Methode der Funktionale in der Quanten-
theorie. Hiernach wurden die durch Formel (2) gegebenen
Zustandsfunktionen schon durch W. A. Fock (Z. Phys. 49,
S. 339ff.) eingefiihrt und tragen den Namen ,Focksche
Funktionale* (,,Methode der erzeugenden Funktionale*). Der
Unterschied zur Fockschen Definition

—y 1 y
W[u]—Zﬁ ¥ [u] 2)

ist fiir alle Betrachtungen der Arbeit unwesentlich. Die Tat-
sache, daB (2) — im Gegensatz zu (2’) — unter Umstinden
nur in einer Umgebung der Null von 8 konvergiert, ist un-
gefdhrlich, da das in Nr. 6 eingefithrte Skalarprodukt ,,lo-
kaler Natur ist. Genauer: Sind ¥, ¥, und ¥/, ¥, Zu-
standsfunktionen mit

Yyilul = ¥ (], ¥,(u]= ¥y [y
in einer Umgebung der Null von §, so ist
YL > =V, ¥ >.

Fiir den weiteren Aufbau der Fockschen Methode siehe auch
Fock, Phys. Zeitschr. Sowjetunion, 6, S. 426 ft.

Diese Funktion kann ebenso zur Charakterisierung des
betrachteten Systems gleicher Bose-Teilchen dienen wie
der Zustandsvektor (1). Wir bezeichnen sie deshalb als
Zustandsfunktion des gegebenen Systems.

Sind ¥, %', W drei Zustandsvektoren mit ¥ = o' ¥’
+o"¥"”, (&', «” komplexe Zahlen), so ist auch Y (u]
= &'V [u] + o’"¥" [u]. Etwas schwieriger ist der Nach-
weis, daBl aus W' [u] =¥’ [u] fiir alle ue3 stets ¥ =¥’
folgt. Hierzu langt es, eine Zustandsfunktion zu betrach-
ten, fiir die W [u] = 0 fiir alle ue § ist. Hat ¥ die Gestalt
(1), so ist nach (2)

0=WY([Au] = 3 2P [u], Areell,

fiir gentigend kleine 2 und deshalb ¥, [u] = 0 fiir alle k.
Ist uy, uy, ... ein vollstandiges Orthogonalsystem von 3,
so besitzt ¥y (zy, ..., z;) eine Fourierentwicklung

Y (@, oony ) ==2'c,l...,ku,1 () «.. uj (z)

mit in den Indices symmetrischen Koeffizienten. Wir
wihlen eine beliebige natiirliche Zahl m und betrachten
das Element

m

u(@) = Jau@) 3.

i=1
Nach Definition der ¥, [u] ist

Wk [u] =_26j1 tecfak %y e e Qg e
jL=zm

Beziiglich der «y, ..., 2, ist nun ¥,[u] ein identisch ver-
schwindendes Polynom mit in den Indices symmetri-
schen Koeffizienten. Hieraus schlieBen wir, daB diese
Koeffizienten verschwinden. Da m beliebig gewihlt wer-
den kann, folgt aus der Voraussetzung das Verschwinden
aller Fourierkoeffizienten und deshalb ist tatsichlich
Ve (@y,..., x) = 0.

Es besteht also eine eindeutige Zuordnung

Zustandsvektor <—— Zustandsfunktion.

Dabei entspricht jedem quadratisch integrablen Zu-
standsvektor genau eine Zustandsfunktion, wihrend
umgekehrt nicht zu jeder Zustandsfunktion ein Zustands-
vektor gehort. Der Bereich der Zustandsfunktionen
wird Zustinde repriisentieren kénnen, die durch Zu-
standsvektoren nicht dargestellt werden kénnen.

2. Anzahloperatoren

Nach der physikalischen Deutung von (1) beschreibt
Y, (24, ..., 2;) einen Zustand mit genau k Teilchen. Der
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Operator der Anzahl der Teilchen wird deshalb durch
NY =V, (x) + 2%, (v, @) + 3W; (1, Tor vg) 4= - -
erklirt. Aus (1) und (2) folgt nun

Y iu] = S, ],

und die als Exponenten auftretenden Zahlen sind wieder
die Eigenwerte von N. Um dies auszunutzen definieren
wir die einparametrige Gruppe o (s) von Transforma-
tionen durch

o () P[] = W le'u]

fiir eine beliebige Zustandsfunktion (s bedeute stets
cinen recllen Parameter). Die Berechnung der infinitesi-
malen Transformation dieser Gruppe ergibt: -

im?® 1

$30 S

ks
W= limze———i‘{fk[n] — Sk, [u].
k

s>0 &k s

Dies veranlaBt uns, fiir eine beliebige Zustandsfunktion
¥ u] den Operator N durch

. s — ¥

N — lim OO

£50 S

®)

zu definieren, wobei wir als Definitionsbercich von NV die
Gesamtheit derjerigen Funktionen auf 3 ansehen, [ir
die der Limes (3) existiert.
Das Vorgehen bei der Definition von N soll uns nun auch
bei der Einfithrung derjenigen Anzahloperatoren leiten,
deren Eigenwerte die Anzahlen der sich in bestimmten
Zustinden befindlichen Teilchen sind.
Jedes Element ue3 reprisentiert einen moglichen Zu-
stand eines Teilchens. Das Element u’¢3 reprisentiert
genau dann denselben Zustand wie u, wenn u' = Au mit
ciner von Null verschiedenen Zahl 4 gilt. Die Zustinde
einzelner Teilchen entsprechen deshalb cindeutig den-
jenigen Unterriiumen von 3, die von einem LKlement er-
zeugt werden kénnen. Der zu einem Zustand gehdrende
Anzahloperator mufl deshalb dem ganzen Unterraum
invariant zugeordnet sein!
Wir versuchen nun gleich folgende allgemeine Frage-
stellung zu lésen:
N sei ein linearer Unterraum von 3.
Wie ist der Operator Ny zu konstruicren, dessen Eigen-
werle angeben, wieviele der vorhandenen Teilchen sich
in Zustinden befinden, die durch Elemente von %
repriisentiert werden kénnen?
Sei 7 der zum Unterraum % gehorende Projektions-
operator. Er ist durch die Eigenschaften

Hhrw =x* (mwist selbstadjungiert),
Nmw =a
) =N

gekennzeichnet. Die Gruppe
o) Plu] = [ermu+ (L —m)u) =P [ u] ()

kann als Verallgemeinerung von ¢ (s) angesehen werden;
denn

cR NVl =c(s) W] firu eMN,

o)W [u] =¥[u] fiir u L N.
Dieses Verhalten legt die Definition
No ¥[u] = lim 739 Plu] = ¥[u] (5)

§0 s
nahe..
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Zur weiteren Rechticrtigung untersuchen wir gleich die
Gruppen und Operatoren

. N, ) P[u] =W [ex™ u] (ha)
N(g%‘) = lim Oa 121 (S,)’Eﬁ:J
$30 S

()

wobei @ cine belichige komplexe Zahl ist.

Seien M. Ny zwei Unterrdume von 8 und 7, . 7, dic zu-
gehérenden Projeklionsoperatoren, von denen wir 7T; Ty
== T, 7, vorausselzen. Dann ist 77y -7, der zum Durch-
schnitt. My A Ry gehorende Projektor. withrend 7, + 77
— 7T, Ty zur Summe N, - Ny gehort.

Da die Projektoren m, voraussetzungsgemifl kommu-
tieren, ist

G (921,31) O (Mg, $9) 2 [u] = Y [(,;x,n, st e ] (2)

Aus dieser Formel erkennen wir, daf} die Gruppen oy
(R, s) und 6,9 (R s) vertauschbar sind. Deshalb kom-
mutieren auch die zu ihnen gehdrenden infinitesimaler
Operatoren:

NGO NG = NG Ny (6)
Fine zweite Folge aus der Kommutativitit der Gruppen
ist
Gap (Mg, 8) Oy0 (Ng,5) — |

NG 4+ NG = lim
s30 s

((1';«")

7ur Auswerlung dieser Formel betrachten wir zwei Fille:

a) Setzt man In () 8§ =8 =$ und o, = o = %, S0
folgt aus der Umformung m; + 7y = 7y Ty + (m,
+ 71y — 71, 70) nach (a)

0, (R, 8) 0y (Ny, 8) = 0, (N V Ry, $) 0, (My + Nou i
Nach Vergleich mit (@) kinnen wir die wichtige Formel
NG+ NG = MR + VR A, (7

als bestittigt ansehen. Wir deuten sie folgenderma Ben:
Ist n,, die Anzahl der Teilchen, die sich in zu N ge-
hirenden Zustinden befinden, so ist n; + ny die An
zahl der Teilchen, die entweder zu %, oder zu %y —
also zu RNy + Ny — gehoren, vermehrt um die An-
zahl derjenigen Teilchen, deren Zustiinde sich sowohl
durch Elemente von %, als auch durch Elemente von
RN, — also durch Elemente von Ny A Ny — repriisen-
tieren lassen.

Wir untersuchen nun noch die Situation. dic ent-
steht, wenn in (2)s; = s, = s und R; = My = N ge-
setzt wird. Durch Vergleich mit (zz) ist unmittelbar

—
=]
=

N(g%') T A\“Eﬁﬁ _ “‘\}gy‘;l'*' ay) (8:\)
abzulesen. Andererseits ist fiir reelles 7
0,0 (R 8) =0, (R,75)
und deshalb
NG =r. N§. (8b)

Sind nun a0, zwei komplexe Zahlen, deren Quo-
tient nicht reell ist, so besitzt jede beliebige komplexe
Zahl & genau eine Darstellung o = ry & + ry % mit
reellen r, ro und es ist

N — ¢ NG -y N, ]¢
n 1 2
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Fiir festes % spannen also die Operatoren Ngz einen
reellen Vektorraum der Dimension 2 auf.

Um jetzt die Bedeutung der Zahl o in N§ zu erkennen,
langt es, sich auf den Fall % = 8 zu beschriinken. Wir
nehmen an, daBl ¥ [Au] bei festem ue3 eine reell-analy-
tische Funktion der komplexen Zahl 4 ist. Diese Voraus-
setzung iiber [u] schreibt sich

Au] = 32k L Vo [u]
k1

Py [Au] =k i l-llkl [u]

Y besitzt somit eine eindeutige Entwicklung nach Funk-
tionen, die sich gemil} (9b) transformieren. Aus diesem
Transformationsgesetz folgt

(94)

(9b)

olak +3Ds |
N ‘l’“ =lm ——

k-
50 s !

Die ¥, sind also Eigenfunktionen von N®:

NOW = (ak+al)¥,, 9¢)
Da wir daran festhalten, dal N = N® der Operator der
Teilchenzahl ist, sehen wir in ¥, einen Zustand mit
genau k + 1 Teilchen. Die weitere Diskussion erfolgt
zwanglos aus der Annahme, daf} es sich um geladene
Teilchen (8 ist komplexer Raum) handelt. Setzen wir
also fest, daBl ¥, einen Zustand mit genau k positiven
und [ negativen Teilchen beschreibt.

Wir definieren deshalb zwei lineare Operatoren, die den
Anzahlen der positiven bzw. negativen Teilchen zu-
geordnet sind, durch

NW =k -Wy: N Wy=LW,,. (10a)

Der Operator der Anzahl der Elementarladungen ist
demgemiil}
Q == l?V+

— N- (10b)

wihrend wir fiir den Operator der F(\ll(‘hon?ﬁhl die Dar-

stellung

N = N+ + N™ (|0(\,\
erhalten. Nun folgt aus (9¢)
NOY, =ith—1) V=1 (Nt — N°) W,
und somit ist
0 = kd NG,
) i
1 |
Nt = = Q4+ Ny = - (N —iNW), (11
| | '
N =—(N—0) = — (N + it NW),
5 (V=0 5 (N 4 i N®@)

Nunmehr kénnen wir fiir einen beliebigen Unterraum 9t
von 8

(R
Oa=7 8
l

|
Vg =5 (Na+ Q) (12)

N

L
N =5 (Not — On)

setzen. Dabei wird z. B. der Operator Ng gedeutet als der
Operator fiir die Anzahl derjenigen Teilchen, die sich
a) in einem durch R definierten Zustand befinden und
b) positive Ladung tragen.

Aus den Formeln (6) und (7) schlieBt man: Sind die zu
den Unterrdumen R, , N, gehorenden Projektoren ver-
tauschbar, so iibertragen sich die Formeln (6) und (7)
sinngemil auf alle in (14) erklirten Operatoren.

Wir betrachten noch den Operator der Ladungsvertau-
schung, das heilt denjenigen Operator, der einen Zu-
stand mit % positiven und ! negativen Teilchen in ecinen
solchen mit I positiven und k negativen Teilchen ver-
wandelt. Dieser Operator ist gerade durch den anti-
linearen Operator gegeben, der eine beliebige Zustands-
funktion in dic zu ihr konjugiert-komplexe iiberfiihrt:

CVu] =¥u]. (13a)
Er hat die Eigenschalt
C=C1 (13b)
und aus (Ha) folgt leicht, daf3
NQC =cC N (13¢)
gilt. Deshalb gilt nach (12)
NWC =C l\rge; lec = — COsﬁ
(14)

N C =C Ny,
was unsere Behauptung beweist.

Allgemeine Bemerkung: Als linearen Raum der Zu-
stinde haben wir einen komplexen Hilbert-Raum zu-
grunde gelegt. Wir haben jedoch von der Tatsache, daf}
indem komplexen linearen Raum der Zustéinde ein Ska-
larprodukt gegeben ist, keinen Gebrauch gemacht. Dic
bisherige Entwicklung ubertrdfrt sich deshalb ohne grof3e
Anderungen auf den Fall, da$f im linearen Raum der Zu-
stinde das Skalarprodukt nicht oder nur teilweise de-
finiert ist (Distributionen). Diese Bemerkung gilt auch
fiir wesentliche Teile der folgenden Entwicklung, wenn
auch auf die Herausstellung dieser Tatsache kein Wert
gelegt wurde.

3. Ableitungsoperatoren

Unter einem  Ring von Zustinden sei eine Menge R
von Zustandsfunktionen verstanden, die mit den Funk-
tionen ¥ und ¥, auch die Funktionen ¥; + ¥, und
v v, und mit der Funktion ¥ auch die Funktlon oV
(oc = bel komplexe Zahl) enthiilt.

Unter einer ,,Basis* von R verstehen wir cine Teilmenge
» von Funktionen aus R mit der Eigenschaft: Jeder
Ring von Zustinden R der die Menge p enthilt, enthélt
simtliche Elemente von R.

Gegeben sei ein Ring von Zustianden R. Als Ablettungs-
operator A auf R wird jeder Operator

R3¥V — AV ¢ R

von R in sich bezeichnet, der den folgenden zwei Axi-
omen genligt:

1) Al W) +agWy) =, AV, + 0, AW,,

) AW, W) = AW, W, L W, - AY,.
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Ist o(s) eine Gruppe von Transformationen (Automor-
phismen) von R in sich

0(s) (g Wy + V) =, 0(s) W) + 290 (s) ¥,
o(s) (W1 Wy) =e(s) ¥ 0(s) s

08y + s5) = _@(sl) - 0 (sg)s

0(0) = Identitat,
so ist die durch

AY = lim M_g{

530 s

definierte infinitesimale Transformation A4 ein Ablei-
tungsoperator. Regel 1) ist selbstverstiindlich, Regel 2)
folgt aus

0(s) (P W) — W1 W =[0() Wy — 1] - e(9) ¥,
+lo(s) Wy — ) - ;.

Auf Grund der Gesetze 1) und 2) sind folgende Regeln
sofort nachpriifbar:

Sind A und B Ableitungsoperatoren und o, § komplexe
Zahlen, so sind auch

A+ BB und AB— BA

Ableitungsoperatoren. Ist ¥ ein Element aus R, so ist
mit A auch ¥ - A ein Ableitungsoperator.
Wesentlich erleichtert wird das Rechnen mit Ableitungs-
operatoren durch folgende Tatsache:
Ist 9 eine Basis von R und sind A,, A, Ableitungs-
operatoren auf R, fiir die

AV = AW firalle Yey
gilt, so ist
Ay = A,

auf ganz R.
Zum Beweis betrachten wie die Menge aller We R, die
durch den Ableitungsoperator A = A; — A, auf die
Null abgebildet werden (A¥ == 0). Diese Menge ist ein
in R enthaltener Ring von Zustéinden Ry; denn nach 1)
und 2) folgt-dus AY; = A¥, =0

Al W + 0, Wy) =0, AW ¥, =0.

Da ye Ry nach Voraussetzung gilt und y eine Basis von
Rist, muB R, = R und somit 4;¥ — AV = AV =0
fiir alle ¥¢ R sein.
Ableitungsoperatoren haben die Eigenschaft, daB die
Gesamtheit ihrer Eigenfunktionen multiplikativ ab-
‘geschlossen ist: Sind ¥}, ¥, zwei Eigenfunktionen des
Ableitungsoperators A

AW, = LW, k=1,2
so ist wegen Regel 2)
A(lp1 g/2> = '11'1/1 'Tz +W1 ’ 12'1,2 = (11 + 12) '1’1‘1’2.

Also ist das Produkt zweier Eigenfunktionen wieder eine

Eigenfunktion, deren Eigenwert die Summe der Eigen-

werte ihrer Faktoren ist. Durch Induktion erkennt man:
Sind ¥,, ..., ¥, Eigenfunktionen von A mit Eigen-
werten Ay, ..., 4,,s0ist

my ym me
P S 24
wieder eine Eigenfunktion von A mit Eigenwert

mdy+ .+ md,.
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Fiir die weiteren Betrachtungen wihlen wir einen mog-
lichst einfachen Ring von Zustinden R aus, auf dem
erstens alle wichtigen Ableitungsoperatoren wohldefi-
niert sind und der zweitens geniigend ,,vollstiindig* ist.
Das letztere soll heilen: Nach Einfithrung eines ge-
cigneten Konvergenzbegriffes (nach einer geeigneten To-
pologisierung) sollen moglichst alle in Frage kommenden
Zustandsfunktionen durch Elemente aus R approxi-
mierbar sein. Unter geeigneten Stetigkeitsvorausset-
zungen fiir die Ableitungsoperatoren konnen dann die
auf R gewonnenen Regeln auch auf die Grenzfunktionen
von R iibertragen werden.

Wir wiihlen als R den Ring der Polynome mit komplexen
Koeffizienten in den reellen Linearformen iiber 3:

R ist derjenige Ring von Zusténden, der eine Basis y be-
sitzt, die besteht aus:

«) den auf 8 konstanten Funktionen und
B) den reellen stetigen Linearformen auf 8.

Bekanntlich hat jede stetige reelle Linearform [[u] auf
dem Hilbertraum 3 folgende Gestalt: Es gibt zwei Ele-
mente v, vy in § derart, daf}

' lu] = (u, vy) + (v5, u)

i1st.

Ein auf R erklirter Ableitungsoperator ist vollig be-
stimmt, wenn seine Wirkung auf die Linearformen be-
kannt ist; denn ist ¥ [u] = « fiir alle ue3 eine auf §
konstante Funktion. so folgt aus « - ¥ = W2 wegen der
Regeln 1) und 2)

A AV = AY -V + V- AV =20 AW,
Aus a AY = 0 folgt aber AY = 0.

4. Quantelung linearer (iperatoren

Sei @ ein selbstadjungierter Operator in 3, der einer ge-
wissen beobachtbaren GroBle zugeordnet ist und % ein
Unterraum von 3, dessen Elemente Zusténden entspre-
chen. bei denen diese GroBe genau den Wert 4 besitzt:

au = Au fir ueN.

Sei weiter ¥ [u] eine Zustandsfunktion, die einem Zu-
stand entspricht, in dem genau n Teilchen vorhanden
sind, die sich in einem durch N gegebenen Zustand be-
finden:

No¥ =n¥, N¥ =nW¥.

Wir erwarten, daBl die a entsprechende Grélle auch im
Mehrteilchenzustand ¥ einen genauen Wert besitzt —
und zwar muB dieser n. 4 sein. Die zweite Quantelung
[a] des Operators a von 8 mub also fiir das spezielle ¥
die Wirkung

@Y =n-1¥

besitzen. Dies wird durch den Operator 4 Ng gewiihr-
leistet. Wenn jetzt a ein diskretes Spektrum besitzt:

3= Z%k;
so folgt aus der Forderung nach Linearitit von [a]:
@] = 3 4Ny (15a)

Wir bezeichnen den ProzeB a — [a] als Anzahlquantelung,
da wir annahmen, daB der Operator a gleichermafen fiir
positive und negative Teilchen gilt. Es kann aber auch

au, = Apuy firu, ey,
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vorkommen, dafl die betrachtete Observable ladungs-
abhéingig ist. Dann gehort zu den positiven bzw. nega-
tiven Teilchen je ein Operator a, bzw. a_. Auf Grund der
Ladungssymmetrie kommt auller dem betrachteten Fall

a, = a_ nur noch a, + a_ =0 in Frage. Setzen wir
a = a_, so haben wir an Stelle von (15a)
(a) = 224 Oy (15b)

zu schreiben. Der ProzeB a — (a) werde als Ladungs-
quantelung bezeichnet.

Beispiel: Ist M ein Unterraum von 3 und & der zu N
gehorende Projektionsoperator, so ist

(7] = Ny, (%) = OQn- (16)

Wir formen (15) so um, daB auch hermitesche Operatoren
mit nicht-diskretem Spektrum gequantelt werden kon-
nen. In (15a) wird

Ny= 3N, mit 1, <s

gesetzt, so dafl das Stieltjesintegral

[a] = [sd N,
entsteht. Da 9, | N, fir ¢ ==k ist, gilt
Ny = Ny falls N,y = 2N, mit Z,<s

gesetzt wird. Fiir den zum Raum R (s) gehorenden Pro-
jektor 7 (s) gilt nach (16)

, N, = [ (5]
und folglich ist

[a) = [ sd[x(s)].

Nun ist 7w (s) die zu a gehérende Zerlegung der Einheit.
Man kann deshalb die nur fiir Operatoren mit diskretem
Spektrum gegebene Definition (15a) wie folgt verall-
gemeinern:
Ist a ein selbstadjungierter Operator und 7, die zu
a gehorende Zerlegung der Einheit, so setzen wir

[a] = [ sd[n,]
(@) = [ sd(m,).

(17a)
(17b)

Der in (17) schon angefithrte Fall der Ladungsquante-
lung wird analog behandelt.

Wir sehen nun aus (17), daf} [a] und (a) Grenzwerte von
Summen sind, deren Glieder Ableitungsoperatoren sind.
Hieraus schlieBt man auf die wichtige Tatsache:

[¢] und (a) sind Ableitungsoperatoren.

Mit Hilfe der letzten Aussage konnen wir zu ¢iner an-
deren Darstellung von [a] und (a) gelangen. Hierzu
nehmen wir an, daf} die Operatoren

228 und ctes

wenigstens fiir kleine s existieren. Dann lautet die Be-
hauptung: ‘
Y leas u] — W [u]

[a] ¥ = lim

850 ¥ (18)
@W = lim £ 2L 4 midCy

550 U s

Wir beweisen sie fiir Elemente aus dem am Ende von
Nr. 3 definierten Ring von Zustinden R. Bezeichnen
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wir die rechten Seiten von (18) mit A¥ bzw. A’¥. Nach
einer allgemeinen Bemerkung in Nr.3 sind 4 und A" Ab-
leitungsoperatoren; denn sie sind die infinitesimalen
Transformationen der Gruppen

VYiu] - Versu] bzw. V[u] — Vetes u}.

Es langt deshalb, die Giiltigkeit von (18) fiir die Linear-
formen

Plu] = (w,vy) + (0, )
zu zeigen. Nach (17) ist fir diese Funktionen z. B.

(@)W = [ sd(r,){(u, ) + (v, w)}.

Nun ist
1 (e, vy) — (u, vq)
() (w, vy} = lim — (e u o) = (w0 = (7, u, vy)
s>0 1 s
und analog folgt
(J'E,) (’Uza u) = (1)2, T, Ll)

und somit

Andererseits ist auch

. (et@su, vy) 4 (vy, €%%u) — (u, v;) — (g, 1)
— lim .
1 550 S

= (au,v)) — (v, au

und damit ist (18) fiir den Fall der Ladungsquantelung
auf dem Ring der Zustinde R bewiesen. Analog geht
man bei der Anzahlquantelung vor.

Die Darstellung (18) hat zwei Vorteile: Einmal braucht
man bei ihr die Zerlegung der Einheit von a nicht zu
kennen. Zum anderen aber ist (18) ohne weiteres auf
nicht-selbstadjungierte Operatoren iibertragbar. Wir
denken uns in Zukunft die Operatoren [¢] und (a) durch
die Formel (18) fiir beliebige lineare Operatoren a aus 3
erklart.

Mit dieser Vereinbarung ist z.B.

1
(a) = —[ia]. (19)
Dies gestattet uns, in einer Reihe von Formeln und Aus-
sagen nur die Anzahlquantelung zu behandeln, da das
Entsprechende fiir die Ladungsquantelung mittels (19)
erhalten werden kann.
Eine andere Folge der Definition (18) ist
[a)C =Cla}, (@)C -+ C(a)= 0. (20)
Wir geben nun den erhaltenen Resultaten noch eine
andere Wendung:
Auf R ist der Operator [a] durch folgende Eigenschaf-
ten eindeutig bestimmt:
1) [a] ist ein Ableitungsoperator.
2) Ist
Vlu] = (u,vy) + (vg,u),
so st

[a]l¥ = (au,vy) + (vg,au).

Seien nun a, b zwei lineivre Operatoren von 8 und r, s
reelle Zahlen. Wir sehen; daf} die Ableitungsoperatoren
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rla] + s [b] und [ra + sb] fir die unter 2) genannten
Funktionen zusammenfallen. Folglich ist

[ra + sb] =rla] + s[b]. (21a)

Bezeichnet a* den zu a adjungierten Operator, so ist fiir
die unter 2) genannten Funktionen ¥':

[ab]¥ = (abu,v;) + (v, abu) = (bu, a* v;) +
(a* vy, bu) = [b] {(u. a* v,) -+ (a* vy, w)}.
Andererseits ist
[a]¥ = (au,v,) + (v, au) = (u, a* vy) + a” vy, u).
Also gilt fiir die reellen Linearformen ¥ iiber 3:
[ab)¥ = [b] [a] V.

Es folgt fiir die genannten ¥ bei Beriicksichtigung von

(21a)

b — bal W = {[b] [a] — [ (YW, (210D
L ] (o] la] @ (0] {

Hier steht vor ¥ nicht nur auf der linken Seite ein Ab-
leitungsoperator, sondern nach Nr. 3 auch rechts. Also
gilt (21b) auf ganz R.
5. Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren
Sei ve 3 beliebig. Die zur Transformationsgruppe
Yiul - ¥iu+ sv)

gehorende infinitesimale Transformation

d . Ve +tsv)—¥u

— ¥ [u] = lim [v + 50) (]

dv 550 s

(22)

ist ein Ableitungsoperator.
Aus der Definition folgt, wenn v,, v, weitere feste Ele-
mente aus 3 sind,

— () = 00, ) = () ()

Wir kénnen hiermit die Relationen

’a__ =r i + 1y J rys g reell  (24a)
0(1’1 v, + 7'202> . avl a”e
9.9 9 9 _, (24b)
Jvy dug Oy Jv,

sofort fiir Linearformen bestiitigen. Da es sich aber um
Ableitungsoperatoren handelt, sind sie auf ganz R gleich.
Desselben Arguments bedient man sich, um

d d ad .
)~ ) = (25)
v dv  dav

zu beweisen: Beide Seiten ergeben bei Anwendung auf
die Linearform (u,v,) 4 (vy,u) das Resultat (av,v,)
+ (vg, av).

Eine direkte Folge der Definition (22) ist schlieBlich

c? _9¢. (26)
dv dv
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Wir suchen nun nach denjenigen Ableitungsoperatoren
D und Dy fiir die

DY (u,vy) = (v, v1): Dy (w, v9) = 03

(27a)
D vy, u) = 0;

Dy (vg, w) = (v3,9)

ist. s ist

J dJ
(al LA, —) {1 07) + (g )} =
! dv r?w/

(o + vag) (v, 0y) + (o — L) (03, 0)

und hieraus bestimmt man die gewiinschten Operatoren
zu

D} =1<i—f,f9—>; Dy =~ ﬁ+i.‘l).<27b)
2 \dv div, 2 \dv div

/

Hieraus folgt

Di = iD}; Di = —iDy

weshalb mit (24a) die Beziehung

+ + + .
1)"‘11‘1 +oapny — al 1)1'1 + azbvz 2

" (28)

_— I -
v+ xn — X1 D’Ul T A DTz

mit beliebigen komplexen &y, &, folgt.
Aus den Formeln (25) und (26) folgen dic Bezichungen

DEDE=DEDE D) D, =Dy D) (29
und
Dy 4] — (@) Dy = Dy, - (30)
Dic Anwendung von (19) und (28) auf (30) ergibt
DF (a) — (a) DF = £ D& - (30a)

(30) und (30a) zeigen, dal} die Operatoren (27) Vernich-
tungsoperatoren sind. Sei z. B. ¥ eine Eigenfunktion von
N und Q

NY =¥, Q¥ =mW. ()

Aus (30) und (30a) folgen unter Beriicksichtigung von

(16) die Formeln
DEN — NDF = D,
DyQ — QDY =+ D,

die wir auf ¥ anwenden. Unter Beriicksichtigung von
(@) erhalten wir

N(DEY) = (n— 1) DF W,
Q (DFY = (m x 1) DEW.

Aus der ersten dieser Formeln folgt, dal3 D,,i den n-
Teilchenzustand ¥ in einen Zustand mit (n — 1) Teil-
chen verwandelt. Die zweite Formel sagt aus, dal} sich
im Falle D} die Gesamtladung um eine Einheit
verringert — das vernichtete Teilchen also positiv gela-
den war. Im Falle D; zeigt sich, daBl die Gesamtladung
sich um eine Einheit vermehrt. D, also ein Vernichtungs-
-operator fiir ein negatives Teilchen ist.

Da [a] und (a) Ableitungsoperatoren sind, konnen die fol-
genden Formeln sofort nachgerechnet werden:
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[a] (u,v) — (u, v)[a] = (au,v),

[a] (0, w) — (v, W) [a] = (v, aw), "
(@) (u,v) — (u,v)(a) = (au, v),

(a) (v, u) — (v, u) (@} = — (v, au).

Diese zu (30) und (30a) analogen Formeln zeigen durch
iihnliche Schliisse wie unter (30) und (30a), dal die Mul-
tiplikation mit (u, ») bzw. (v, u) dic Wirkung eines Fr-
zeugungsoperators hat.
Und zwar erzeugt (u,v) cin positives und (v, u) cin ne-
gatives Teilchen.
Dieser Zusammenhang wird noch deutlicher, wenn man
mit Hilfe von (27a) und der Tatsache, dal3 die Vernich-
tungsoperatoren  Ableitungsoperatoren  sind, dic For-
meln

l_)f1 (u, vy)

— (s vy) D = (v 0y).

1’ (g, u) — (vg. 1) ])1—.‘: = (32)
Dy, (u
D,

L) —— (U, 0g) Dy = 0,
vy (g, u) — (Vg, u) Dy = (vg, v1)

herleitet, die gerade den bekannten Vertauschungsrela-
tionen zwischen Erzeugungs- und Vernichtungsopera-
toren entsprechen. Wegen (26) und {27 b) lauten die Ver-
tauschungsregeln mit dem U mladungsopcrator C:
+ _
DFC=CD,; (u,v)C=C (v,u). (33)
Wir geben nun die Wirkung von Vernichtungsoperaloren
auf einige Funktionen an. Zuniéchst rechnet man ohne
Schwierigkeiten

Djl D:.: e DY (uywy) (u, wy) e (u, w,) )
(344a)
=3 (V4> wy) (Vg W) - (Vky, W)

(K1 -y Kr)

aus, wobei (ky, ..., k,) andeuten soll, daf} iiber alle Per-
mutationen ky, ..., k, der Zahlen 1 bis r zu summieren
ist.
Durch Anwendung von Operator C erhilt man das
Analogon fiir die D;. Des weiteren betrachten wir Funk-
tionen, die nicht in R licgen. Es ist
(W +sv.oanw + suv — {u, 11‘
— (v, au) = lim ———— -
dv 530 s

= (u,av) + (v, a )

fiir cinen beliebigen linearen Operator @ von 3. Deshalb
ergibt sich
DY (u, au) = (v, au); Dy (u, au) = (u,av). (34b)
Aus der fiir cinen belichigen Ableitungsoperator A giil-
tigen Formel
Ae? =¥ - AY (zx)
gewinnt man

D} et )+ (1) = (p, p)) e, ) + (00, 0), ‘
(34¢)
[)U_ (U, v)) + (72, u) — <U

9+ U) €U, v1) + (v, ) |

Sie besagen, daB die angegebenen Exponentialfunk-
tionen ein simultanes System von Eigenfunktionen der
Vernichtungsoperatoren sind.

121

Wicderholtes Anwenden von (34¢) ergibt weiter die For-
mel
eD’:’l + D, 6(“: v1) + (22, %)

(34d)

— e(“‘u vy) + (2, W) . e’“, vy) + (22, w)
Betrachten wir schlieBlich die ,,1. Hermitesche Funk-
tion“. Aus (34b) und (zz) folgt

{D; + (v, u) u,} —ew) — .,

(34e)
Diese Formel kann als Ausgangspunkt fiir die Einfiih-
rung Hermitescher Funktionen auf § dienen. Doch soll
dieses Problem in dieser Arbeit nicht behandelt werden.

{D+ - (v, u)}e”(u’“)z();

6. Das Skalarprodult

Wir geben zuniichst eine weitere Darstellung fiir den
Operator [a]. Sei v,. vy, ... ein vollstindiges Orthonor-
malsystem von 3. Dann ist

[a] = 3 (w.vp) (avg.v) DY
Tl (35)

4+ 3 (v w) (v, avy) Dy -
Py

Wir vergewissern uns, daf} jedes Glied der rechts stehen-
den Summen ein Ableitungsoperator ist (nach einer Be-
merkung in Nr.3). Deshalb ist die gesamte in (35) rechts
stehende Summe ein Ableitungsoperator. Zur Bestiti-
gung von (35) braucht man diese Formel lediglich noch
auf die Funktion (u,v,) + (vy, u) anzuwenden. Mittels
(27a) bestitigt man jedoch die Richtigkeit von (35)
sofort.

Wir versuchen nun, in R ein Skalarprodukt

<¥,¥,>, YR
so einzufithren, daB fiir jeden linearen Operator a von 3
< [aW, V> =< W, [a"]¥, > (36D)

erfiillt ist. Bezeichnet also A* den zu A beziiglich (36a)
adjungierten Operator, so soll stets

(36)

[a]* = [¢*] bzw. [a] = [a"]" (37)
sein. Aus (19) folgt dann, daBl mit (37) auch
(a)* = (a)* (374a)

erfille ist. Suchen wir nun (37) zu erfiillen. Wir wenden
(37) auf die Formel (35a) an.
= (av,, vy) ist

3w, vy) (@vg.v) Doy 4 3 (03, w) (0, avy) Doy
=2 ])+ > (D%)" (04 av)) (v, 10)".

Wir schliefien hieraus

Wegen (¢ vy, v,)

X *
(@ vy, vp) "

\

(w,v)" = I),t, (v,. u)" == Dy . (38)
Durch Formel (37) bzw. der damit dquivalenten (38) ist
das gesuchte Skalarprodukt (36a) vollstiindig bestimmt,
wenn man noch eine Vereinbarung iiber seine ,,Normie-

rung® trifft. Wir fordern
<15L1>=1 (38a)

das heiBt dic auf 3 konstante Zustandsfunktion 1 soll
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die Norm 1 haben. Um das Skalarprodukt (36a) mit (38)
und (38a) zu bestimmen, definieren wir die Abbildung o,
die jeder Zustandsfunktion ¥ [u] € R einen auf die Ele-
mente von R wirkenden linearen Operator ¥¢ zuordnet.
o ist durch folgende Forderungen eindeutig bestimmt :

() + 2 Wy)* =, WO + 0 W3, (W, Wy)° = WO W,
(u, )" =Dy, (v,u)° =Dy . (39)

Diese Abbildung ¢ existiert, da die Vernichtungsopera-
toren miteinander vertauschbar sind, und weil folgender
Sachverhalt vorliegt: Endlich viele Linearformen sind
entweder iiber die Beziehungen

(203 + 290y, u) = 2 (vg, u) + X5 (vy, u),
(w09 + ap0p) = @y (w, vy + & (u, vy).

abhéngig oder aber algebraisch unabhingig. Diese Be-
ziechungen gehen aber unter ¢ genau in die Relationen
(28) iiber.

Nun beachten wir, daB man jedes ¥'¢ R als Multipli-
kationsoperator auffassen kann. Der Ubergang: Multi-
plikationsoperator ¥ -> ¥* ist aber durch folgende Ge-
setze eindeutig bestimmt :

P+ =" + a0, (40)
W) =W, ¥, (W) =D, @®u*=D.

Hierbei wurde von (38) Gebrauch gemacht. Nach (39)
und (33) befolgt aber die Abbildung

Y >CW¥W°C
alle in (40) angegebenen Relationen, und somit muf

Y*=CWe(C (41)
sein. :
Damit wird

<V, W,> =<W¥,;.1>; P;=CWyCV¥W,. (42

Endlich ist ‘
<¥,1>=Y]0] (42a)

(,,Vakuumteil“ von ¥), wobei 0 die Null von 3 ist.
(42a) ergibt sich wie folgt: Es ist mit gewissen ¥, P e R

Y =Y0] + 3 (u,vp) ¥y + 2 (wy. u) Dy.
Also gilt nach (40)
<Y A> =<¥P0,1> 4+ I <LV, Di1>
+ 3 <1,®D, Dy 1>.
Aber Df 1 = D, 1 = 0 und deshalb
<V, 1> =<¥P0,1> =¥[0] - <1,1> =¥|0]

nach (38a).
Durch die Formel (34a) wird wegen (40) gerade

<(u,vy) ... W, v,). (w,wy) ... (u, w,)>

ausgerechnet. Ist weiter v;, vy, ... ein vollstéindiges Ortho-
normalsystem von 3, so 1aBt sich jedes Element aus R
durch Linearkombinationen der Elemente

V 1 % 1 '(u,vl)m-...
ml....m,.nl....ns.

(u, v,)™r (vq, u)™ ...

(43)

(vg, u)™
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wobei r, s, m;, n; nichtnegative ganze Zahlen sind, ap-
proximieren. Nach Streichung der mehrfach auftreten-
den Funktionen bildet (43) ein vollstindiges Ortho-
normalsystem von R. R wird also durch die Einfiihrung
des Skalarprodukts zu einem unvollstindigen Hilbert-
Raum. Ist R seine Vervollstindigung, so lehrt (34d),
daB

e m) + (0, %) ¢ R mit (44)

< e(u, )+ (va, ) , e (%, )+ (wy, “)> = e(wy, vy) + (w,, ),

7. Abschlieflende Bemerkungen

A. Wir gingen aus von einem Hilbert-Raum 3. Der Pro-
zeB der zweiten Quantelung fithrte auf Funktionen,
die auf 3 definiert sind. Unter diesen ist eine Menge
ausgezeichnet, die hier R genannt wurde und wieder
ein Hilbert-Raum ist. Setzen wir 8; = R. Nichts hin-
dert uns, den ProzeB 3 -> 3, zu wiederholen mit 8,
als Ausgangsraum. Wir kommen dann etwa zu 8, usw.
Allgemein kann also der Proze$ ,,zweite Quantelung*
mehrfach ausgefithrt werden. Es ergibt sich das
Schema.

3 RN

1 s N
Hilbert- 8f [a] (a) lineare
Réume ]1 VAN VAN Operatoren

P4 N 14 N
82 [la]]
¥\

([a]) (@] ((a)
v NN N

Ob eine solche ,,mehrfache Quantelung physika-
lisch sinnvoll ist, bleibt dahingestellt.

B) Wie schon in Nr.1 betont, ist das angegebene Ver-

fahren nur bei Bose-Statistik méglich. Um Fermi-
Teilchen zu beschreiben, miissen andere dem Raum
der Zustéinde 3 zugeordnete mathematische Objekte
benutzt werden. Die allgemeine Situation ist wie
folgt:
Die alternierenden Differentiale auf 8 beschreiben Zu-
stinde, die Bosonen und Fermionen gleichzeitig ent-
halten. Dieselben Transformationsgruppen, die zur
Anzahl- und Ladungsquantelung eines linearen Ope-
rators von 8 fiihren, leisten dasselbe fiir den allgemein
nen Bereich der duBBeren Differentiale. Unter anderem
gehort der in Analogie zu (3) definierte Anzahlopera-
tor N zur Gesamtteilchenzahl. Jedoch gehért die
Gruppe — u + s, die zur Definition der Vernich-
tungsoperatoren fithrte, nur zu den Bosonen. Ent-
sprechend fithrt die Formel (35) fiir a = Identitét zu
einem Anzahloperator

Np= 3 v) Dy + 3 (0, 4) Dyy.»
K

der zur Anzahl der Bosonen gehort, und es ist
N =Ng+ Ng.

Das heiBit die Differentiale © mit Nz @ = 0 charak-
terisieren Zustinde, die nur Fermionen enthalten.
Der allgemeine Fall, das gleichzeitige Vorhandensein
von Bose- und Fermi-Teilchen, soll in einer weiteren
Arbeit behandelt werden.



