Uber Zufall und Wahrscheinlichkeit

ARMIN UHLMANN

Fiir Giinter Vojta zum 80. Geburtstag

Es ist schon mehr als vierzig Jahre her. GUNTER VOJITA war in , Permosien, dem
damaligen Leipziger Zweig der Deutschen Akademie der Wissenschaften, be-
schiftigt und Professor fiir Theoretische Physik an Leipzigs Universitit. Letzteres
+m Nebenamt“, wie man damals sagte. Was die universitiren Aufgaben wie Vor-
lesungen, Priifungen, Konsultationen und dergleichen betraf, war vom ,,Neben‘ im
HAmt“ nichts zu bemerken. Ich weil, wovon ich rede, unsere Zimmer lagen
nebeneinander. Seit dieser Zeit fiihle ich mich mit dem Jubilar freundschaftlich
verbunden. Die profunden Kenntnisse des Jubilars in Statistischer Physik und
Thermodynamik habe ich stets bewundert. Daher erschien es mir passend, etwas
tiber den Zufall und sein MaB aus einer anderen Perspektive aufzuschreiben.

Der allgemeine Sprachgebrauch verbindet ,,Zufall* oft mit Ereignissen, die un-
erwartet auftreten oder deren Eintreffen sich genaueren Vorhersagen verschlieBt.
Es werden dann meist begriffliche Substitute wie ,,Schicksal, ,,Fiigung®, ,,Wun-
der und anderes mehr verwendet. Denn es fillt unserem vorwiegend kausal und
an Regeln geschulten Denken schwer, Zufall als natiirlich zu akzeptieren.

Aber schon im Altertum findet sich der Gedanke, dass die Naturgesetze durch
eine riesige Zahl zufilliger Ereignisse zur Geltung kommen (LUKREZ, Uber die
Natur der Dinge). Mitte des siebzehnten Jahrhunderts erkannte man, dass Aussa-
gen iiber Erwartungswerte sehr niitzlich fiir Versicherungen und bei der Berech-
nung von Renten sein kénnen. Man weil3 nicht genau, ob der Beginn systemati-
scher wissenschaftlicher Untersuchungen hiervon beeinflusst wurde. Letztere, die
mit einem Briefwechsel zwischen FERMAT und PASCAL (etwa 1654) ihren Anfang
nahmen, stiitzten sich auf Gliicksspiele. Das war eine sehr gute Wahl; denn hier
hat man die Moglichkeit beliebiger Wiederholungen. Man kann experimentell
ermitteln, wie gut Voraussagen eintreffen.

Obwohl seitdem Berechnungen von Wahrscheinlichkeiten und darauf aufbau-
enden GroBen effektiv durchgefiihrt werden konnten, entzogen sie sich lange einer
klaren mathematischen Definition. Diese Liicke konnte erst 1933 durch KOLMO-
GOROV [1] geschlossen werden. Seine Ergebnisse wurden zur Basis der sich rasch
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entwickelnden Wahrscheinlichkeitstheorie und der Theorie der stochastischen
Prozesse.

Bereits bloBes Wiirfeln ldsst die Problematik erkennen. Wiirfeln wir z. B. 60-
mal. Bei dieser Titigkeit erwarten wir eine ,,zufillige” Sequenz von 60 Zahlen.
Fragen wir uns, was hier das Wort ,,zufillig* wohl bedeutet.

Eine physikalische Antwort ist die Unméglichkeit, diese 60 Zahlen vorauszu-
sagen. Wir miissen sie erst erwiirfeln. In der Tat, wenn wir diese Sequenz geheim-
halten, kénnten wir sie zur Verschliisselung eines Textes benutzen. Wir konnen
umso mehr Information verstecken, je ,,typischer* die Sequenz, je ,regelloser” un-
sere 60 Zahlen sind." Anders gesagt, wire unsere erwiirfelte Sequenz hinreichend
typisch, so wiren nur diejenigen imstande, den verschliisselten Text zu dekodie-
ren, die den Schliissel besitzen. Man sieht es einem gut kodierten Text nicht an,
dass er ein Doppelleben fiihrt: als neue zufillige Sequenz und als Triger (gehei-
mer) Information. Ohne Schliissel besitzt der kodierte Text keine Information!

Nach EINSTEIN konnen sich raumartig getrennte Ereignissen nicht unmittelbar
kausal beeinflussen, Wirkungen koénnen sich nicht mit Uberlichtgeschwindigkeit
ausbreiten. Da der Begriff der Kausalitit von diffiziler Art ist, sagt man auch, dass
Signaliibertragung nicht schneller als mit Lichtgeschwindigkeit stattfinden kann.
Das ist die EINSTEIN’sche ,,non-signaling condition®. Aber auch hier ist Vorsicht
geboten: Die Ubertragung eines ,,informationslosen* Textes ist nicht notwendig
eine Signaliibertragung! Freilich kann die Gewissheit, dass ein Text keine Infor-
mation enthilt, nur die Quantenphysik liefern. Klassisch ist derartiges schlicht un-
moglich. Doch dazu spiter.

Aussagen {iber den Zufall sind asymptotischer Natur. Wir sehen nicht voraus,
was aus unsere Sequenz bei fortgesetztem Wiirfeln entstehen wird. Wir nihern uns
KOLMOGOROV, indem wir nicht eine etwaige Fortsetzung, sondern alle nur mogli-
chen Fortsetzungen unserer Sequenz betrachten. Fiir ihre eventuelle Linge bietet
sich offensichtlich keine natiirliche Begrenzung an. Daher bietet sich ganz natiir-
lich die Menge aller unendlichen Folgen an, die, fiir das Beispiel des Wiirfelns, aus
den Zahlen Eins bis Sechs gebildet werden konnen. Die Zufilligkeiten beim Wiir-
feln kdnnen aus einem Ma8 auf dieser Folgenmenge abgeleitet werden. Das KOL-
MOGOROV’sche WahrscheinlichkeitsmaB beschreibt unsere Intuition vom Wiirfeln
mathematisch exakt. Es tut dies, indem es all ihren wichtigen Teilmengen ein Vo-
lumen zuordnet. Beispielsweise ordnet es der Menge aller Folgen, deren zweite
Zahl eine 3 und deren zehnte Zahl eine 1 ist, das Volumen gleich 6 zu. Der
Menge der Folgen, bei denen entweder die zweite Zahl eine 3 oder die zehnte Zahl
eine 1 ist oder beides zutrifft, kommt das Volumen % zu. Nachdem man nach die-
sem Rezept einer respektablen Familie von Folgenmengen Volumina zuerkannt
hat, ist es mathematische Routine, aus diesen Vorgaben ein MaB zu erzeugen. Mit

! Die Typizitit kann mit der Entropie abgeschiitzt werden.
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diesen Andeutungen lassen wir es bewenden und gehen auf eine weiteres Problem
zu.

Einen idealen Wiirfel gibt es im Makroskopischen nicht. Wenn jemand
behauptete, einen solchen zu besitzen, er konnte es nicht beweisen.

Dagegen sind radioaktive Atomkerne ideale ,,Wiirfel“: Die Zeit, die zwischen
ihrer Herstellung und ihrem Zerfall vergeht, ist fiir einzelne Kerne unvorhersehbar,
unterliegt aber als Massenphénomen streng den Gesetzen des Zufalls. Auch der
Ort, an dem der jeweils nichste Zerfall in einer radioaktiven Substanz stattfindet,
ist ein unvorhersehbar zufélliges Ereignis.

Makroskopischer Objekte konnen aus 10'°~10%* und mehr Atomen (Molekii-
len) bestehen. Auf Grund ihrer Komplexitit sind sie individuell und besitzen eine
Geschichte. Aus ihre gegenwirtigen Struktur kann ihre Herkunft erschlossen
werden, wenngleich meist nur im Prinzip. Das steht im Gegensatz zu den Eigen-
schaften elementaren Teilchen, von Atomen und Molekiilen in definierten Zu-
stinden. Sie haben keine Individualitit. Sie sind ohne Geschichte: Werden sie
erzeugt, so ist alles vergessen, was vorher war und nicht durch allgemeine Erhal-
tungssitze (Energie, Impuls, Ladung, usw.) gesichert bleibt.

Hier eine etwas lockere Illustration (nach WALLACE): Ist es wahr, dass wir mit
jedem Atemzug ein paar Molekiile des letzten Seufzers von CASAR einatmen?
Diese Frage ist inkorrekt: Die Molekiile, die wir einatmen, kénnen prinzipiell nicht
von denen unterschieden werden, die CASAR ausgestoen hat. (Wéren sie unter-
scheidbar, wire die Antwort ,,Ja".)

Mancher wird sich noch an CHRUSTCHOVS flotten Spruch erinnern: ,,Was nicht
verboten ist, ist erlaubt.” Die Hochenergiephysiker haben ihn verschirft zu: ,,Was
nicht verboten ist, findet statt! Wenn also unter Milliarden registrierter Stéf3e von
Protonen an Protonen bestimmte, nach den wenigen Erhaltungssitzen erlaubte Er-
eignisse nicht stattfinden, dann muss, so ist der Schluss, ein noch unbekanntes
Gesetz dies verhindern. In der Tat: Bei hinreichend vielen Ereignissen muss sich
jedes erlaubte zeigen.

Wir gewinnen besonders klare Verhéltnisse, wenn wir uns an ,kleinen* Quan-
tensystemen orientieren, deren HILBERT-Rdume von niedriger Dimension sind.
Augenscheinlicher Vorteil gegeniiber Zerfallsprozessen ist ihre weitgehende Ma-
nipulierbarkeit. Ist besagte Dimension gleich zwei, so sagt man, es beschreibe ein
Quantenbit.

Wie viele andere 2-Niveau-Systeme ist die Polarisation des Photons fiir die
Informatik ein konkretes physikalisches Modell fiir ein Qubit. Zudem ist es, wegen
der Proportionalitéit zwischen PAULI-LUBANSKI- und Energie-Impuls-Vektor, ein
relativistisch invariantes. Zur Illustration sehen wir es uns etwas genauer an.

In diesem ,,Modell*“ wird jeder Zustand eines Qubits durch genau eine dem
Photon erlaubte Polarisation realisiert. Diese Zustinde kénnen eindeutig den
Punkten einer Kugel, der Bloch-Kugel, zugeordnet werden. Wahlt man als Nord-
bzw. Stidpol die beiden zirkularen Polarisationen, so finden wir entlang des Aqua-
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tors die linearen Polarisationen. Die anderen Punkte der Oberfliche der BLOCH-
Kugel, also der Bloch-Sphdre, gehoren zu elliptischen Polarisationen. Die BLOCH-
Sphére beschreibt die reinen Zustinde.

Im Inneren der Kugel findet man die mehr oder weniger depolarisierten, also
gemischten Zustinde. Thnen kann eine eindeutige Polarisation nicht zugeordnet
werden. Sie konnen die mittlere Polarisation eines Ensembles von Photonen anzei-
gen. Sie konnen aber auch, und das ist fiir das Folgende entscheidend, die Polarisa-
tion eines einzelnen Photons beschreiben. Besonders interessant ist der Mittel-
punkt der BLOCH-Kugel, der zu einem vollkommen depolarisierten Photon gehort,
einem Qubit ohne Eigenschaften. Im iibertragenen Sinne ist es ,,weiBes Quanten-
papier, auf dem eine Quanteninformation eingeschrieben werden kann, ohne da-
bei eine andere zu loschen.

Alle VON-NEUMANN’schen Messungen der Polarisation eines Photons sind Ja-
Nein-Fragen: Man fragt, ob ein vorgegebener Zustand & auf der BLOCH-Sphire
vorliegt, ,,Ja“, oder nicht vorliegt, ,,Nein“. Im letzteren Fall wurde die zu & ortho-
gonale Polarisation, der zu £ antipodalen Zustand &', identifiziert. Nun kommt der
Zufall ins Spiel: Ob die Messapparatur zu einem einlaufendes Photon ,,Ja* oder
,»Nein“ sagt, ist rein zufillig!

Entsprach die Polarisation des Photons dem Punkt p der BLocH-Kugel, so
wird die Wahrscheinlichkeit p, dass unsere Apparatur ,,Ja* sagt, wie folgt berech-
net: Wir fillen das Lot von p auf die durch £ und & gehende Achse und erhalten
einen neuen Punkt p'. Wenn wir den Durchmesser der BLOCH-Kugel auf 1 nor-
mieren, so ist die Wahrscheinlichkeit des ,,Ja-Sagens“ gleich dem Abstand
zwischen o/ und & Lassen wir im Gedanken® Photonen der Polarisation p auf
unser Messinstrument fallen und setzen wir 1, wenn es ,,Ja“ sagt, und —1 sonst.
Dann erhalten wir eine Zufallsfolge. Es gibt keinen Schliissel, nichts, was einer so
generierten Folge eine zusitzliche Information entreiBen konnte. (Das ist ein Bei-
spiel fiir die Nichtexistenz sogenannter verborgener Parameter.) Nach und nach
approximiert das Experiment die Wahrscheinlichkeit p fiir ,,Ja“ und 1—p fiir
»Nein®. Damit kann o/ bestimmt werden, nicht aber p.

Ehe man in der Geschichte des mathematischen Zufalls von Wahrscheinlich-
keiten gesprochen hat, hat man Erwartungswerte berechnet. HUYGENS, der die
FERMAT-PASCAL’schen Resultate beschreibt (1658 Uber die bei Gliicksspielen
maglichen Berechnungen), nennt ihn den ,,Wert der Hoffnung®. Kehren wir wie-
der zum Photon zuriick und ordnen wir unserem Messinstrument eine Observable
A zu: Wir richten es so ein, dass bei ,,Ja* die Zahl +1 und bei , Nein* —1 ausgege-
ben wird. Das ist besonders einfach und symmetrisch. Der Erwartungswert < A >
von 4 im Zustand pist dann p + (1 —p)(~1)=2p—1.

* Das Experimentieren mit einzelnen Photonen ist hohe experimentelle Kunst!
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Photonen, deren Polarisation im Inneren der BLOCH-Kugel liegt, konnen aus 2-
Photonen-Systemen gewonnen werden. Die Polarisationen von 2-Photonen-Zu-
stinden sind ein konkretes 2-Qubit-System. Diese Zustinde lassen sich auf eine
komplizierte 15-parametrische Mannigfaltigkeit abbilden. Physikalisch besonders
interessant sind die maximal verschrinkten Zustinde. Die Benutzung des Wortes
»verschrinkung (entanglement) in der Quantentheorie stammt von SCHRODIN-
GER [2], der es zur Analyse der beriihmten Arbeit [3] von EINSTEIN, PODOLSKI
und ROSEN einfiihrte. Maximal verschriinkt ist ein 2-Photon-Polarisationszustand,
wenn er rein ist und jedes der beiden Photonen total depolarisiert ist.* Die beiden
Photonen verhalten sich also wie das oben apostrophierte ,,weifle Quantenpapier®.
Gesetzt den Fall, eines der beiden Photonen wird vollstéindig polarisiert und somit
woeschrieben®. Dann, so sagt die Theorie, wird instantan auch das andere Photon
polarisiert. Bei korrekter Justierung der beiden BLOCH-Kugeln sind die beiden ent-
standenen Polarisationen identisch. Wurden die beiden Photonen vor den Messun-
gen hinreichend rdumlich getrennt, so entstehen bei Wiederholung nach und nach
zwei identische, absolut zufillige Sequenzen von Messwerten. So als hétten wir
zwei Wiirfel, sagen wir in Dresden und Leipzig, und jeder simultane Wurf ergibe
die gleiche Zahl. Die Quantenphysik erlaubt eine derartige, klassisch unvor-
stellbare Korrelation.

Eine besonders beeindruckende experimentelle Bestitigung [4] verdanken wir
einer Genfer Gruppe um GISIN und ZBINDEN, die diesem Problem mit immer gro-
Berer Genauigkeit und Raffinesse nachgegangen ist. Von ihrem Genfer Labor sen-
deten sie je ein Photon eines maximal verschrinkten Photonenpaares* durch zwei
je 17,5 km lange optische Fasern der Swisscom nach den Orten Satigny und Jussy.
Letztere sind 18 km voneinander entfernt. Theoretisch sollten sich die Quanten-
korrelationen ohne Zeitverzug einstellen. Experimentell konnte die untere experi-
mentelle Schranke in den Jahren 2000 bis 2008 von 4-facher auf die 10 000-fache
Lichtgeschwindigkeit angehoben werden.

Etwas locker, aber zu einer prézisen Aussage formulierbar, kann man sagen:
Quantenkorrelationen bauen sich instantan auf. Sie kdnnen keine klassische Infor-
mation {ibertragen. Das hat zu der Vermutung gefiihrt, quantale Korrelationen
konnten héchstens so stark sein, dass die EINSTEIN-Kausalitiit gerade noch respek-
tiert wird. Diese attraktive Hypothese ist jedoch falsch! POPESCU und ROHRLICH
haben mit der nach ihnen genannten ,,PR-Box*“ [5, 6] gezeigt, dass es Korrelatio-
nen zwischen zwei Systemen geben konnte, die keine Information iibertragen kon-
nen, also kein Problem fiir unser kausales Verstindnis bilden, jedoch quanten-
physikalisch nicht realisierbar sind.

} Fiir zwei Elektronenspins, einem anderen 2-Qubit-System, tritt maximale Verschrinkung
bei der Berechnung des Heliumspektrums sowie des H,-Molekiils auf.
* Genutzt wurde die Verschriinkung von Zeit und Energie.
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Um zu sehen, worum es sich handelt, nehmen wir an, im Genfer Labor wiirden
Photonenpaare mit der Polarisation @ erzeugt und jeweils eines nach Satigny und
Jussy geschickt. In jedem dieser Orte wiirden zwei Polarisationen gewahlt und an
jedem je eine abgefragt. Indem wir ,Ja“ mit +1 und ,Nein“ mit —1 bewerten,
hitten wir vier Observable: 4,, 4, seien die in Satigny und B,, B, die in Jussy
gewihlten. Wegen der rdumlichen Trennung kommutiert jedes 4; mit jedem B,.
Daber sind 4;B; Observable, die das Produkt der Messwerte der Faktoren ausge-
ben. Wenn stindig Photonenpaare der Polarisation @ fiir die Messungen bereitge-
stellt werden, konnen die Erwartungswerte < 4;8;> immer genauer bestimmt wer-
den. Hierzu kommt zufillig an jedem der beiden Orte eine der beiden Messungen
zum Zuge.

Es war die Fortfiihrung einer genialen Einsicht von BELL [7] durch CLAUSER,
HORNE, SHIMONY und HOLT [8], dass der Wert von Ausdriicken der Art

b(w)=|<A4,B,>+<AB,>+<AB,>—-<AB,>|

empfindlich auf die Stirke der Korrelation reagiert, die durch die Polarisation @
zwischen den in den beiden Orten eintreffenden Photonen besteht. Diese Grofie
bewertet die Gesamtkorrelation, die sich aus klassischen und quantalen Bestand-
teilen zusammensetzt. Nimmt man an, dass die zu messenden Werte von
vornherein feststehen, so muss b(w) <2 sein. Das ist die nach ihren Erfindern
benannte ,,CHSH-Ungleichung*.

Eine Annahme vorbestimmter Messwerte widerspricht der Quantentheorie.

Denn mit maximal verschrinkten Zustinden kann man b(a))=2\/§ erreichen.

Daher ist es unméglich, dass die Werte bereits vor der Messung feststanden. Sie
miissen durch den Akt der Messung zufillig erzeugt worden sein. Die wichtige

Einsicht, dass innerhalb der Quantenphysik stets b(a))SZ\/f gelten muss, ver-

dankt man TSIRELSON [9]. Sein Resultat erdffnet die Moglichkeit, iiber die Gren-
zen der Quantentheorie in elementarer Weise nachzudenken. Denn der Ausdruck
b(w) ist theorieunabhingig. Er ist ein Vorschlag fiir Experimente und Modelle.
Nun sind wir hinreichend vorbereitet, um uns noch dem Gedankenexperiment
,»PR-Box“ zuzuwenden. Diese Blackbox hat zwei Eingénge, A;, 4>, und zwei Aus-
ginge, By, B,, die Zahlen +1 ein- und ausgeben. Mit jedem Eingabepaar reagiert
die Box mit einer zufilligen Ausgabe. Diese beiden ausgegebenen Zufallsfolgen
seien nun wie folgt untereinander und mit der Eingabe korreliert: Sind die Werte
von A;, B; gleich {1, 1}, so geben 4,, B, mit Wahrscheinlichkeit ', entweder
{1,-1}oder {-1, 1}aus. Ist aber A4, B; gleich {1,—1}, so wird A4,, B, mit Wahr-
scheinlichkeit %2 entweder {1, 1}oder {-1,—1}. Die iibrigen Fille entstehen, indem
alle Vorzeichen gedndert werden. Offenbar erhalten wir 5(PR-Box) = 4, ein Wert,
der durch kein quantenphysikalisches Arrangement erreichbar ist. Trotzdem kon-
nen 4,, B, beziehungsweise 4, B, an verschiedenen Orten gedacht werden: Da
jede der ausgegebenen Folgen fiir sich eine Zufallsfolge ist, kann mit der PR-Box
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keine Information iibertragen werden. Non-signaling reicht daher nicht aus, um

den CHSH-Wert auf den quantalen Wert 22 zu beschriinken.

Die POPESCU-ROHRLICH-Box ist eine neue, vermutlich fundamentale Idee [10,
11]. Eine der unerwarteten Konsequenzen hat VAN DAM [12], siche auch [13],
offengelegt: Wiirde die PR-Box in der Natur existieren, so wire, beliebige lokale
Ressourcen an Rechenleistung und maximal verschrinkten Zustinden voraus-
gesetzt, die Komplexitit von verteilten Rechnungen (die ,,complexity of distri-
buted computation®) trivial. Man weiB nicht, ob diese Konsequenz bereits zutrifft,
wenn der quantenphysikalische Wert 242 nur wenig Ubertroffen wird. Sind
quantale Korrelationen gerade so stark, dass es zu keiner Trivialisierung der

Komplexitit verteilter Berechnungen kommit, oder ist dem nicht so? Noch ist die
Antwort nicht gefunden.
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