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8.1 Klassische Näherung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

8.1.1 Starre Symmetrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
8.1.2 Lokale Symmetrie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196

8.2 Bibliographische Angaben . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

9 Unitarität 199
9.1 Problem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199
9.2 Modell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200

9.2.1 Propagatoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202
9.2.2 Kommutatoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
9.2.3 Metrische Struktur des Fockraums, Hilbertraum . . . . . . 209

9.3 Wechselwirkende Theorie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216
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Einleitung

Die Quantisierung des elektromagnetischen Feldes, beschrieben in Arbeiten von
Heisenberg, Jordan, Pauli und Dirac Ende der 20er Jahre, ist der Ursprung
der relativistischen Quantenfeldtheorie. Störungstheoretisch formuliert zeigt sie
sich von Geburt an mit einem Fehler behaftet: sie enthält Divergenzen. De-
ren Verständnis und Beseitigung hat immer wieder zu tiefgreifendem physika-
lischem und mathematischem Umdenken geführt und zahlreiche, durchaus un-
terschiedliche Formulierungen bis hin zur Aufgabe des Feldbegriffs nach sich
gezogen. So sind als nächstes auch die Materiefelder quantisiert worden, dann
hat man die Quantenelektrodynamik Lorentz-invariant formuliert (Tomonaga,
Schwinger) und ist in der Störungstheorie zur kovarianten Beschreibung überge-
gangen (Dyson). Deren Auswertung in der Gestalt von Feynman-Diagrammen
führte zu leicht handhabbaren Rechenregeln und entsprechend zu weiter Verbrei-
tung. Die experimentelle Bestätigung der ersten Resultate dieser noch reichlich
formalen renormierten Störungstheorie (Lamb-Shift, g − 2) gab nicht nur An-
laß zu weiterer intensiver Anwendung, sondern auch zum Wunsch nach Klärung
der Grundlagen und – wenn möglich – Überwindung des störungstheoretischen
Aspekts. Hierher gehören die Asymptotenbedingung und Reduktionstechnik (Leh-
mann, Symanzik, Zimmermann), die Axiomatisierung Wightmans und die Streu-
theorie von Haag-Ruelle, die letztlich auch zur algebraischen Version der Quanten-
feldtheorie (Haag) Anstoß gab. Einen gewissen Höhepunkt und Abschluß erreich-
ten diese Versuche im Programm der konstruktiven Feldtheorie, die begrifflich
u.a. auf das Feynmansche Wegintegral zurückgeht. In zwei und drei Raum-Zeit-
Dimensionen wurden in aller wünschenswerten mathematischen Strenge Modelle
konstruiert, die die Wightmanschen Axiome erfüllen und zeigen, daß die Störungs-
reihe eine asymptotische Entwicklung der nicht-störungstheoretischen Theorie
darstellt. Leider sind in vier Raum-Zeit-Dimensionen bis heute keine entsprechen-
den Erfolge erzielt worden. Ähnliches gilt für die Formulierung von Quantenfeld-
theorien auf Raum-Zeit-Gittern, für die u.a. chirale Fermionen noch ungelöste
Probleme bergen. Insgesamt ist man also für phänomenologisch relevante Model-
le doch wieder auf renormierte Störungstheorie angewiesen. Letztere schien an ihr
natürliches Ende gelangt zu sein, als sie bei der Meson-Nukleon-Theorie der star-
ken Wechselwirkung völlig versagte, erlebte aber mit der Quantenchromodynamik
und dem Standard-Modell der elektroschwachen Wechselwirkung eine glänzende
Rehabilitierung. Und es ist im Grunde diese Stelle, an der die Vorlesung ansetzt.
Einigermaßen streng, aber auf elementarem Niveau werden alle wichtigen Begrif-
fe der renormierten Störungstheorie eingeführt, so daß hiermit die Quantisierung
von Eichtheorien bewältigbar ist. Das Augenmerk ist dabei weniger auf irgendeine
Art von Vollständigkeit gerichtet als vielmehr auf Exemplarisches. Im Gegensatz
zu einer umfassenden Monographie wird immer am (hoffentlich schlagenden) Bei-
spiel explizit vorgerechnet und dann die Verallgemeinerung nur angedeutet.
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Zentral ist zunächst das dritte Kapitel, in dem gezeigt wird, wie Feynman-Dia-
gramme durch Impulssubtraktionen endlich gemacht werden. Im vierten Kapitel
wird dann vorgeführt, wie die Notwendigkeit dieser Subtraktionen zu nicht-naiven
Effekten führen kann (Anomalien). Wesentlichstes Ergebnis ist der Beweis des
Wirkungsprinzips in seiner quantisierten Form und seine Anwendung in einfa-
chen Beispielen. Der zweite Schwerpunkt ist schließlich die Quantisierung nicht-
abelscher Eichtheorien (Kapitel sieben und neun). Sie ist so angelegt, daß sie im
wesentlichen unabhängig vom Verfahren ist, mit dem man die Theorie endlich
macht, und nur allgemeine Eigenschaften benutzt: die Lorentzinvarianz und als
Konsequenz des Wirkungsprinzips die Tatsache, daß die Verletzung einer Sym-
metrie in führender Ordnung ein lokales Feldpolynom mit fixierter maximaler
Dimension ist. Eine algebraische Analyse, die die jeweilige Eichgruppe charak-
terisiert, zeigt, ob es überhaupt Anomalien geben kann, während eine explizite
Berechnung von Koeffizienten darüber entscheidet, ob letztere im betreffenden
Modell wirklich auftreten oder nicht. Diese Methode ist sicher nicht die ökono-
mischte in einem jeweils konkreten Modell, aber sie zwingt einen dazu, sich über
die maximale mögliche “Deformation” der Felder und ihrer Darstellungen unter
Renormierung Klarheit zu verschaffen. Darüberhinaus ist sie selbst-konsistent,
d.h. es fließen keine “Vorurteile” über das quantisierte Transformationsgesetz
oder die Algebra in die Formulierung ein, sondern diese ergeben sich aus der
Analyse.

Zum Abschluß noch einige allgemeine Bemerkungen. Die Vorlesungen richteten
sich an Hörer, die mit der relativistischen Schreibweise und der Quantenmechanik
vertraut und ansonsten dem Rechnen nicht abhold waren.

Die bibliographischen Angaben nach jedem Kapitel stellen eine ganz subjektive
und keineswegs repräsentative Auswahl aus der einschlägigen Literatur dar. Als
neueres Lehrbuch allgemeineren Charakters wird man mit Gewinn C. Itzykson,
J.-B. Zuber Quantum Field Theory (McGraw-Hill 1980) zu Rate ziehen, als Mo-
nographie mit ausgesprochen abstrakter Zielsetzung N.N. Bogolubov, A.A.
Logunov, A.I.Oksak, I.T. Todorov, General principles of Quantum Field
Theory (Kluwer 1990).
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Teil I

Störungstheorie einfacher
Modelle

1





Kapitel 1

Die Quantisierung freier Felder

1.1 Das skalare Feld

1.1.1 Kanonische Quantisierung

Der Ausgangspunkt für die kanonische Quantisierung des skalaren Feldes ist die
Lorentz-invariante Lagrange-Dichte

L =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2 =

1

2
ϕ̇2 −∇ϕ∇ϕ− 1

2
m2ϕ2. (1.1.1)

Das Feld ϕ(x) erfüllt die klassische Bewegungsgleichung

∂µ
∂L
∂∂µϕ

− ∂L
∂ϕ

=0, d.h. (1.1.2)

(� +m2)ϕ =0. (1.1.3)

Zur dynamischen Variablen ϕ gehört der kanonisch konjugierte Impuls

π :=
∂L
∂ϕ̇

= ϕ̇ (1.1.4)

und damit als Hamilton-Dichte

H := πϕ̇− L =
1

2
(π2 +∇ϕ∇ϕ+m2ϕ2). (1.1.5)

Die Bewegungsgleichung (1.1.3) wird gelöst von

ϕ(x) =
1

(2π)3/2

∫

dk e−ikxδ(k2 −m2)ϕ(k). (1.1.6)

Mit der Identität

δ(k2 −m2) =
δ(ko − ωk)

2ωk
+
δ(ko + ωk)

2ωk
, ωk ≡

√

k2 +m2 (1.1.7)

3



4 KAPITEL 1. DIE QUANTISIERUNG FREIER FELDER

folgt

ϕ(x) =

∫

d3k

(

e−i(ωkt−kx)

√

(2π)32ωk

ϕ(ωk,k)√
2ωk

+
ei(ωkt−kx)

√

(2π)32ωk

ϕ(−ωk,−k)√
2ωk

)

(1.1.8)

Interpretiert in der Form

ϕ(x) =

∫

d3k
(

fk(x)a(k) + f ∗k (x)a
†(k)

)

(1.1.9)

fk(x) =
e−i(ωkt−kx)

√

(2π)32ωk
a =

ϕ(ωk,k)√
2ωk

(1.1.10)

f ∗k (x) =
e i(ωkt−kx)

√

(2π)32ωk
a† =

ϕ(−ωk,−k)√
2ωk

(1.1.11)

bedeutet (1.1.8) nichts anderes als die Entwicklung von ϕ in ebenen Wellen fk(x)
und f ∗k (x). Üblicherweise identifiziert man in dieser Zerlegung

ϕ(x) =ϕ(+)(x) + ϕ(−)(x), (1.1.12)

ϕ(±)(x) =

∫
d3k

√

(2π)32ωk
e∓ikx

{ a(k)

a†(k)
(1.1.13)

mit dem
{ positiven

negativen
Frequenzanteil von ϕ.

(kx = kox
o − kx = ωkt− kx).

Daß fk(x) eine ebene Welle mit Wellenvektor k und Frequenz ωk darstellt, ist
ersichtlich aus

(� +m2)fk(x) = 0 (1.1.14)

und den Orthogonalitätsrelationen
∫

d3x f ∗k (x, t) i
↔

∂ o fk′(x, t) = δ3(k− k′), (1.1.15)
∫

d3x fk(x, t) i
↔

∂ o fk′(x, t) = 0, (1.1.16)

sowie der Vollständigkeit
∞∑

k=1

fk(x)f
∗
k (x

′) =
1

(2π)3

∫

d3k
1

2ko
e−ik(x−x

′) (1.1.17)

(
↔

∂ o≡ −
←

∂ o +
→

∂ o).
Die Entwicklung (1.1.9) läßt sich umkehren

a(k) =

∫

d3x f ∗k
↔

∂ o ϕ, (1.1.18)

a†(k) =− i
∫

d3x fk
↔

∂ o ϕ, (1.1.19)
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wobei sich herausstellt, daß die Funktionen a(k) und a†(k) von t unabhängig sind.
Jetzt läßt sich das Postulat der kanonischen Quantisierung

(π(x)ϕ(y)− ϕ(y)π(x))xo=yo ≡ [π(x), ϕ(y)]xo=yo = −iδ3(x− y) (1.1.20)

[π(x), π(y)]xo=yo = [ϕ(x), ϕ(y)]xo=yo = 0 (1.1.21)

bequem ausdrücken für die Operatoren a(k) und a†(k):

[a(k), a†(k′)] = δ3(k− k′) (1.1.22)

[a(k), a (k′)] = [a†(k), a†(k′)] = 0 (1.1.23)

Diese Vertauschungsrelationen sind gerade solche von Erzeugern und Vernich-
tern für Quanten von harmonischen Oszillatoren der Frequenz ωk. Damit ist der
Weg für die Interpretation des Quantenfeldes ϕ als Überlagerung harmonischer
Oszillatoren und der Konstruktion des zugehörigen physikalischen Hilbertraumes
gewiesen. Eine Hilfe hierzu ist der Energie-Impuls-Tensor

Tµν = −gµνL+ ∂µϕ∂νϕ, (1.1.24)

der die Energie- und die Impulsdichte des Systems angibt

Too =
1

2
(π2 +∇ϕ∇ϕ+m2ϕ2) ≡ H, (1.1.25)

Toi = −π∇iϕ ≡ Pi. (1.1.26)

Aus ihnen folgen Energie bzw. Impuls durch Integration

H =

∫

d3xH =
1

2

∫

d3k ωk(a
†(k)a(k) + a(k)a†(k)), (1.1.27)

Pi =

∫

d3xPi =
1

2

∫

d3k ki(a
†(k)a(k) + a(k)a†(k)). (1.1.28)

Diese Größen lassen sich zu einem kovarianten Vierervektor zusammenfassen

Pν =
1

2

∫

d3k kν(a
†(k)a(k) + a(k)a†(k)). (1.1.29)

Mit Hilfe von (1.1.22) und (1.1.23) ergeben sich als Vertauschungsrelationen

[Pν, a(p)] = −pνa(p), (1.1.30)

[Pν, a
†(p)] = +pνa

†(p), (1.1.31)

die nun endgültig die Definition des physikalischen Zustandsraums nahelegen.
Wir fordern, daß für den Oszillator mit Wellenvektor k ein Grundzustand Φk(o)
existiert, der durch die Relation

akΦk(o) = 0 (1.1.32)
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ausgezeichnet ist. Der nk-fach mit Anregungen des Oszillator k besetzte Zustand
ist dann durch

Φk(nk) =
1√
nk!

(a†k)
nkΦk(o) (1.1.33)

gegeben und ist gemäß

(Φk(nk),Φk(n
′
k)) = δnkn′

k
(1.1.34)

(diskret)1 normiert. Entsprechend ist die Existenz des normierten Vakuumzu-
standes

Φo =
∏

k

Φk(o) (1.1.35)

angenommen ((Φo,Φo) = 1).
Berechnen wir nun den Vakuumerwartungswert der Energie (1.1.27)

(Φo, HΦo) =
1

2

∫

d3k ωk

{
∏

k′,k′′

(

Φk′(o), a
†(k)a(k)Φk′′(o)

)

+
∏

k′,k′′

(

Φk′(o), a(k)a
†(k)Φk′′(o)

)} (1.1.36)

so finden wir eine der typischen Schwierigkeiten der Quantenfeldtheorie: der zwei-
te Term verschwindet nicht, sondern divergiert

(Φo, H Φo) =
1

2

∫

d3k ωk =∞ (1.1.37)

Er stellt die Summe der Nullpunktschwingungen aller Oszillatoren dar, die im
Feld ϕ auftreten. Da in physikalischen Prozessen nur Energiedifferenzen meßbar
sind, ein konstanter (d.h. zustandsunabhängiger) Beitrag zur Energie also nicht
beobachtbar ist, definieren wir den Energie-Impuls-Vektor als:

Pν :=

∫

dk kνa
†(k)a(k), (1.1.38)

mit

(Φo, PνΦo) = 0. (1.1.39)

Diese sogenannte Normalordnung wird noch des öfteren eine Rolle spielen. Daß
die Definition (1.1.38) sinnvoll ist, nämlich die wichtigste Eigenschaft von Pν nicht
beeinflußt, zeigt eine kleine Rechnung:

i[Pν , ϕ(x)] = ∂νϕ(x) (1.1.40)

1Die diskrete Normierung ist detailliert beschrieben in Bjorken/Drell II Kap. 12.1. Sie erlaubt
die knappste Formulierung des gegenwärtigen Sachverhalts.
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Sie besagt, daß der Energie-Impuls-Operator (1.1.38) auf dem Quantenfeld ϕ(x),
die Raum-Zeit-Translationen erzeugt. (1.1.40) ist die infinitesimale Version von

eiPνa
ν

ϕ(x)e−iPνa
ν

= ϕ(x + a). (1.1.41)

Und das zeichnet die Observable “Energie-Impuls” ja auch in der klassischen
Theorie und der Quantenmechanik aus.

1.1.2 Die invarianten Greenschen Funktionen

Für die später zu entwickelnde Störungstheorie sind die sogenannten Greenschen
Funktionen eines skalaren Feldes von grundlegender Bedeutung. Wir wollen sie
daher kurz beschreiben.
Der Kommutator

[ϕ(x), ϕ(y)] = i∆(x− y) (1.1.42)

hängt als Folge der Translationsinvarianz der Theorie nur von der Differenz der
Argumente ab. Daß er kein Operator, sondern eine Funktion ist, folgt aus der
Darstellung (1.1.9) des Feldes ϕ und den Vertauschungsrelationen (1.1.22) und
(1.1.23). Mit Hilfe dieser Formeln läßt sich ∆ auch explizit berechnen. Eine andere
instruktive Herleitung ergibt sich aus der Beobachtung, daß die Bewegungsglei-
chung (1.1.3) von ϕ zur entsprechenden Differentialgleichung für ∆ führt:

(�x +m2)∆(x− y) = 0 (1.1.43)

Die kanonischen Vertauschungsrelationen (1.1.20) und (1.1.21) sind gerade die
Vorgabe bestimmter Randwerte für ∆, nämlich

∆(x− y)∣∣
∣xo=yo

= 0 (1.1.44)

∆̇(x− y)∣∣
∣xo=yo

= −δ3(x− y) (1.1.45)

und bilden somit ein Cauchy-Problem mit der eindeutigen Lösung

∆(x− y) =
−i

(2π)3

∫

dk e−ik(x−y)ε(ko)δ(k
2 −m2)

ε(ko) =

{

+1 ko > 0

−1 ko < 0

(1.1.46)

Die kausale Greensche Funktion ist definiert als der Vakuumerwartungswert des
zeitgeordneten Produktes zweier Feldoperatoren:

∆c(x− y) = 〈Tϕ(x)ϕ(y)〉
= θ(xo − yo)〈ϕ(x)ϕ(y)〉+ θ(yo − xo)〈ϕ(y)ϕ(x)〉

θ(xo − yo) =

{

1 xo − yo > 0

0 xo − yo < 0

(1.1.47)



8 KAPITEL 1. DIE QUANTISIERUNG FREIER FELDER

Um ihre explizite Form zu finden, ist es zweckmäßig, die Zerlegung (1.1.12) von
ϕ in positive und negative Frequenzanteile zu benutzen.

i∆+(x− y) = 〈ϕ(x)ϕ(y)〉 = 〈ϕ(+)(x)ϕ(−)(y)〉

=
1

(2π)3

∫
d3k

2ωk
e−ik(x−y)

(1.1.48)

enthält nur positive Frequenzanteile,

−i∆−(x− y) = 〈ϕ(y)ϕ(x)〉 = 〈ϕ(+)(y)ϕ(−)(x)〉 (1.1.49)

enthält nur negative Frequenzanteile. ∆± erfüllen die homogene Differentialglei-
chung

(� +m2)∆± = 0, (1.1.50)

während

∆c(x− y) = θ(xo − yo)∆+(x− y) + θ
(

−(xo − yo)
)(

−∆−(x− y)
)

(1.1.51)

die inhomogene Gleichung

(� +m2)∆c(x− y) = −iδ(x− y) (1.1.52)

mit den Randbedingungen, daß sie für

xo − yo → +∞ nur positive Frequenzanteile
xo − yo → −∞ nur negative Frequenzanteile

enthalten soll, erfüllt. Deren eindeutige Lösung lautet

∆c(x− y) =
i

(2π)4

∫

dk
e−ik(x−y)

k2 −m2 + iε
ε→ 0 (1.1.53)

Hier gibt der ε-Beitrag im Nenner an, wie die Pole in der komplexen ωk-Ebene
umgangen werden sollen (für ε→ 0).
Die physikalische Interpretation für ∆c ist die folgende:
Falls yo > xo, so gilt

∆c(x− y) = 〈ϕ(+)(y)ϕ(−)(x)〉 (1.1.54)

und das ist die Amplitude für den Prozeß, bei dem ein Teilchen bei x erzeugt und
anschließend bei y vernichtet wird. Entsprechendes gilt für xo > yo:

∆c(x− y) = 〈ϕ(+)(x)ϕ(−)(y)〉 (1.1.55)

d.h. ∆c ist die Gesamtamplitude für die Möglichkeiten der Propagation eines
Teilchens zwischen x und y, die kompatibel ist mit der Lorentzinvarianz.
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Als weitere Lösung der inhomogenen Gleichung (1.1.52) benötigen wir noch die
retardierten bzw. avancierten Greenschen Funktionen, die durch die Randbedin-
gungen

∆ret =

{

0 für xo < 0

−∆ für xo > 0
(1.1.56)

∆av =

{

0 für xo > 0

∆ für xo < 0
(1.1.57)

festgelegt sind.

Wir fassen diese Informationen über die Greenschen Funktionen zusammen.
Lösungen der homogenen Gleichung:

(� +m2)Gλ = 0 (1.1.58)

Gλ(x) =
−1

(2π)4

∫

Cλ

d4k
e−ikx

k2 −m2
(1.1.59)

Für die in Abb. 1.1.2 angegebenen Integrationswege folgt

CG : G = i∆ =
1

(2π)3

∫

dk e−ikxε(ko)δ(k
2 −m2) (1.1.60)

C+ : G+ = i∆+ =
1

(2π)3

∫

dk e−ikxθ(+ko)δ(k
2 −m2) (1.1.61)

C− : G− = −i∆− =
1

(2π)3

∫

dk e−ikxθ(−ko)δ(k2 −m2) (1.1.62)

∆ = ∆+ + ∆− (1.1.63)

∆(x) = 0 für x2 < 0 (1.1.64)

Lösungen der inhomogenen Gleichung:

(� +m2)Gλ = δ(4)(x) (1.1.65)

Gλ(x) =
−1

(2π)4

∫

Cλ

dk
e−ikx

k2 −m2
(1.1.66)
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Abbildung 1.1.2: Integrationswege für G,G+, G−

Abbildung 1.1.2: Integrationswege für Gret, Gav, GF

Die in Abb. 1.1.2 angegebenen Integrationswege kann man für
{
xo>0
xo<0

}
in der

{
unteren
oberen

}
Halbebene schließen und erhält

x0 < 0 x0 > 0
∆ret = Gret = 0 −i∆
∆av = Gav = i∆ 0
∆c = Gc = ∆+ − ∆−

∆c(x) = lim
ε→0

i

(2π)4

∫

d4k
e−ikx

k2 −m2 + iε
(1.1.67)

∆ret(x) = lim
η→0
η∈V+

−1

(2π)4

∫

d4k
e−ikx

(k + iη)2 −m2
(1.1.68)

∆av(x) = lim
η→0
η∈V+

−1

(2π)4

∫

d4k
e−ikx

(k − iη)2 −m2
(1.1.69)

Sehr wichtig wird auch die folgende Relation sein:

∆(x,m2) = lim
η→0
η∈V+

−1

(2π)4

∫

d4ke−ikx
(

1

(k − iη)2 −m2
− 1

(k + iη)2 −m2

)

(1.1.70)
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∆(x,m2) = ∆av(x,m
2)−∆ret(x,m

2) (1.1.71)

1.2 Spin 1/2

1.2.1 Dirac-Spinoren

Das Dirac-Feld ψ ist ein Feld mit vier komplexen Komponenten, das die Bewe-
gungsgleichung

(i∂/−m)ψ = 0 (1.2.1)

erfüllt (die Dirac-Gleichung). Hierin sind (4×4)-Matrizen γµ mit dem Differential-
operator ∂µ kombiniert,

6∂ ≡ γµ∂µ (1.2.2)

während m die Einheitsmatrix multipliziert. Die γ-Matrizen erfüllen die Algebra

γµγν + γνγµ ≡ {γµ, γν} = 2gµν . (1.2.3)

Zu ψ definieren wir den adjungierten Spinor

ψ̄ ≡ ψ†γo , (1.2.4)

der der Bewegungsgleichung

ψ̄(i
←

6∂ +m) = 0 (1.2.5)

gehorcht. Beide Bewegungsgleichungen können aus der Lagrangefunktion

L =
1

2
ψ̄(i

→

6∂ −m)ψ +
1

2
ψ̄(−i

←

6∂ −m)ψ (1.2.6)

gewonnen werden. Da

(i∂/ +m)(i∂/−m) = −∂µ∂νγµγν −m2

= −(
1

2
∂µ∂ν{γµ, γν}+m2) = −(� +m2)

(1.2.7)

gibt, erfüllt jede Komponente von ψ bzw. ψ̄ die Klein-Gordon-Gleichung

(� +m2)ψ = 0 , (1.2.8)

(� +m2)ψ̄ = 0 . (1.2.9)

Die Besonderheit, die aus ψ mehr als die Ansammlung von vier komplexen skala-
ren Feldern macht, ist das Verhalten von ψ unter Lorentztransformationen. Gehen
wir von einem Koordinatensystem xµ zu einem Lorentztransformierten

x′µ = Λµ
νxν (1.2.10)
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über, so transformiert sich ψ(x) gemäß

ψ′(x′) = S(Λ)ψ(x) , (1.2.11)

wobei die Matrizen S(Λ) eine Darstellung der Lorentzgruppe bilden:

S(Λ1Λ2) = S(Λ1)S(Λ2) (1.2.12)

Die explizite Form für S(Λ) lautet

S(Λ) = e
i
2
ωµν

P

µν (1.2.13)
∑

µν
=
i

4
[γµ, γν] (1.2.14)

Mit diesen Relationen läßt sich zeigen, daß (1.2.1) eine Lorentz-kovariante Glei-
chung ist, d.h., daß im transformierten System ebenfalls gilt

(i
→

6∂
′

−m)ψ′(x′) = 0 . (1.2.15)

Mit dem Ziel, die Felder ψ und ψ̄ zu quantisieren, wollen wir nun eine Entwicklung
in ebenen Wellen konstruieren, um dann zu Vertauschungsrelationen für Erzeuger
und Vernichter zu gelangen. Als Konsequenz von (1.2.8) können wir schreiben

ψ(x) =
1

(2π)3/2

∫

dke−ikxδ(k2 −m2)ψ(k)

=
1

(2π)3/2

∫

dke−ikx
(
δ(ko − Ek)

2Ek
+
δ(ko + Ek)

2Ek

)

ψ(k) (Ek ≡
√

k2 +m2)

(1.2.16)
Dies entspricht wieder – wie im skalaren Fall – einer Lorentz-invarianten Auftei-
lung in positive und negative Frequenzanteile

ψ(x) =
1

(2π)3/2

∫

dk
(
e−ikxψ(+)(k) + eikxψ(−)(k)

)
∣
∣
∣ko=Ek

(1.2.17)

Um die Grundlösungen in ebenen Wellen zu erhalten, setzen wir an

ψ(x) =
1

(2π)3/2

∫

dk
(
e−ikxu(k) + eikxv(k)

)
∣
∣
∣ko=Ek

(1.2.18)

Als Konsequenz der Dirac-Gleichung (1.2.1) ergibt sich

(6k −m)u(k)∣∣
∣ko=Ek

= 0 , (1.2.19)

(6k +m)v(k)∣∣
∣ko=Ek

= 0 . (1.2.20)
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Um diese Gleichungen zu lösen, gehen wir ins Ruhesystem k = 0, ko = Ek = m
über

(γoko −m)u(0)∣∣
∣ko=m

= 0 , (1.2.21)

d.h. wir müssen das gekoppelte Eigenwertproblem

(γo − 1)u(0) = 0 (1.2.22)

(γo + 1)v(0) = 0 (1.2.23)

lösen. Hierzu benutzen wir eine explizite Form der γ-Matrizen d.h. wählen eine
bestimmte Basis für sie aus (und zeigen an späterer Stelle die Basisunabhängigkeit
des Ergebnisses).

γo =

(
0 1
1 0

)

γk =

(
0 σk

−σk 0

)

σk : Pauli-Matrizen (1.2.24)

(Weyl-Basis der γ-Matrizen)
Wir diagonalisieren γo mit Hilfe von

X =
1√
2

(
1 1
1 −1

)

(1.2.25)

und finden

γo′ = XγoX−1 =

(
1 0
0 −1

)

(1.2.26)

Nun ist das Eigenwertproblem (1.2.22), (1.2.23) trivial zu lösen. Wir wählen als
linear unabhängige Basisvektoren die Einheitsvektoren

u(1) =







1
0
0
0






, u(2) =







0
1
0
0






, v(1) =







0
0
1
0






, v(2) =







0
0
0
1






.

(1.2.27)
Die Lösung zum Impuls k erhalten wir über eine Lorentztransformationen

u(k) = S(L−1(k))u(0) , (1.2.28)

und zwar mit der inversen zu der, die den Vektor k auf das Ruhesystem kR =

(
m
0
0
0

)

transformiert.
L(k)k = kR (1.2.29)

Die Matrix S(L−1(k)) zu bestimmen heißt, den Zusammenhang zwischen einer
vektoriellen Darstellung der Lorentzgruppe SO(1, 3) und einer spinoriellen herzu-
stellen. (Bei der letzteren handelt es sich genauer um eine Darstellung der Gruppe
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SL(2,C) = {M =
(
a b
c d

)

| det M = 1; a, b, c, d ∈ C} .)

Mit Hilfe der Pauli-Matrizen und der (2× 2) Einheitsmatrix läßt sich das folgen-
dermaßen bewerkstelligen. Einem Vektor xµ ordnen wir die Matrix

x = xµσ
µ (σo = 1, σk = Pauli-M.) (1.2.30)

zu. Dem lorentztransformierten Vektor

x′µ = Lµ
νxν (1.2.31)

entspricht dann

x′ = M(L)xM †(L) M(L) ∈ SL(2,C) (1.2.32)

Für die spezielle Transformation L(k) (1.2.29) gilt also

m = M(L)σµk
µM †(L) (1.2.33)

Eine Lösung lautet

M(L) =
1

√

2m(m+ ko)
(m+ σ̄µkµ) (1.2.34)

σ̄o = 1, σ̄k = −σk

Dann läßt sich die (4× 4)-Matrix S(L−1(k)) schreiben als

S(L−1(k)) =
1

√

2m(m+ ko)

(
m + σ̄k 0

0 m+ σk

)

. (1.2.35)

Eine Form von S, die unabhängig von der gewählten Basis der γ-Matrizen ist, ist
die folgende

S(L−1(k)) =
1

√

2m(m+ ko)
(m+ γµkµγ

o) (1.2.36)

Damit ergibt sich für die Spinoren u und v

u(k, s) =
1

√

2m(m+ ko)
(m + γµkµ)u

s(0), (1.2.37)

v(k, s) =
1

√

2m(m+ ko)
(m− γµkµ)vs(0). (1.2.38)

Der Index s (für Spin) hat die Werte s = 1, 2. Die entsprechenden Überlegungen
lassen sich für den adjungierten Spinor ausführen:

ψ̄(x) =
1

(2π)3/2

∫

dk
(
e−ikxū(k) + eikxv̄(k)

)
(1.2.39)
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mit den Bedingungen

ū(k)(6k −m)∣∣
∣ko=Ek

= 0 (1.2.40)

v̄(k)(6k +m)∣∣
∣ko=Ek

= 0 (1.2.41)

und den Lösungen

ū(k, s) = ūs(0)(m+ γµkµ)
1

√

2m(m+ ko)
(1.2.42)

v̄(k, s) = v̄s(0)(m− γµkµ)
1

√

2m(m + ko)
(1.2.43)

Für das Gesamtsystem der Lösungen gelten die folgenden Eigenschaften:
Orthogonalität:

ū(k, s)u(k, s′) = δss′ = −v̄(k, s)v(k, s′) (1.2.44)

u†(k, s)u(k, s′) =
Ek
m
δss′ = v†(k, s)v(k, s′) (1.2.45)

v̄(k, s)u(k, s′) = 0 = v†(k, s)u(−k, s′) (1.2.46)

Vollständigkeit:

∑

s

uα(k, s)ūβ(k, s) =

( 6k +m

2m

)

αβ

=: (Λ+(k))αβ (1.2.47)

∑

s

vα(k, s)v̄β(k, s) =

(− 6k +m

2m

)

αβ

=: (Λ−(k))αβ (1.2.48)

∑

s

(

uα(k, s)ūβ(k, s)− vα(k, s)v̄β(k, s)
)

= δαβ (1.2.49)

D.h. Λ± projezieren auf die positiven bzw. negativen Frequenzanteile.

Λ2
± = Λ±, Λ+Λ− = Λ−Λ+ = 0, Λ+ + Λ− = 1 (1.2.50)

Aus diesen speziellen Lösungen läßt sich die allgemeine Lösung durch Superpo-
sition gewinnen

ψ(x) =
1

(2π)3/2

∫

d3k
(

e−ikx
∑

s

√
m

Ek
b(k, s)u(k, s)

+eikx
∑

s

√
m

Ek
d†(k, s)v(k, s)

) (1.2.51)

ψ̄(x) =
1

(2π)3/2

∫

d3k
(

eikx
∑

s

√
m

Ek
b†(k, s)ū(k, s)

+e−ikx
∑

s

√
m

Ek
d(k, s)v̄(k, s)

) (1.2.52)
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(Die Faktoren
√

m
Ek

sind zur Normierung von b und d eingefügt, s.u.)

Die Zerlegung in positive und negative Frequenzanteile ist gegeben durch

ψ(+)(x) =
1

(2π)3/2

∫

d3ke−ikx
∑

s

√
m

Ek
b(k, s)u(k, s), (1.2.53)

ψ(−)(x) =
1

(2π)3/2

∫

d3keikx
∑

s

√
m

Ek
d†(k, s)v(k, s). (1.2.54)

Analog entspricht der erste Term in (1.2.52) ψ̄(−)(x), der zweite ψ̄(+)(x) und es
gilt die Adjungierungsregel

ψ̄(−) = ψ(+), ψ̄(+) = ψ(−) (1.2.55)

Um die Felder ψ und ψ̄ zu quantisieren, könnten wir versuchen, kanonisch vor-
zugehen, also zu ψ und ψ̄ die kanonisch konjugierten Impulse

πψ =
∂L
∂ψ̇

=
i

2
ψ†, (1.2.56)

πψ̄ =
∂L
∂ ˙̄ψ

= − i
2
γoψ (1.2.57)

einzuführen. Es ergäbe sich aber sofort die Schwierigkeit, daß diese Relationen
nicht gestatten, nach ψ̇ = ψ̇(π) aufzulösen. Man hätte dann das Konzept der
kanonischen Quantisierung zu erweitern und zu zeigen, daß es auch in diesem
Fall ein vernünftiges Ergebnis liefert. Wir wollen diesen Aufwand vermeiden und
heuristisch – in enger Anlehnug an den Fall des skalaren Feldes – geeignete Re-
lationen postulieren. Hierzu betrachten wir den Energie-Impuls-Tensor

Tµν =
i

2
(ψ̄γµ∂νψ − ∂νψ̄γµψ) (1.2.58)

(der wegen (1.2.8) erhalten ist)
und berechnen aus ihm Energie und Impuls des Systems

H =

∫

d3xH =

∫

d3xToo, (1.2.59)

Pi =

∫

d2xPi =

∫

d3xTio. (1.2.60)

Ausgedrückt in den Größen b, d, b†, d†, die wir nach der Quantisierung als Ver-
nichter bzw. Erzeuger interpretieren wollen, lauten sie

H =
∑

s

∫

d3k Ek
(
b†(k, s)b(k, s)− d(k, s)d†(k, s)

)
, (1.2.61)

Pi =
∑

s

∫

d3k ki
(
b†(k, s)b(k, s)− d(k, s)d†(k, s)

)
. (1.2.62)
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Wie für das skalare Feld erwarten wir auch hier, daß man zur Normalordnung
(Erzeuger-links, Vernichter-rechts) übergehen muß, um die unendliche Nullpunkts-
energie zu vermeiden. Benutzen wir zur Vertauschung von d† mit d aber den Kom-
mutator, dann ist die Energie nicht positiv definit, denn ein d† Zustand hätte den
negativen Eigenwert −Ek. Soll die Energie positiv definit bleiben, müssen d und
d† also einen nicht-verschwindenden Anti-Kommutator haben. Diese Regel führt
sofort zum Auschließungsprinzip: zwei gleiche Zustände (charakterisiert etwa mit
k und s) können nicht doppelt besetzt sein.
Wir postulieren also als Vertauschungsrelationen Anti-Kommutatoren:

{b(k, s), b†(k′, s′)} = δss′δ
3(k− k′) (1.2.63)

{d(k, s), d†(k′, s′)} = δss′δ
3(k− k′) (1.2.64)

Alle anderen Anti-Kommutatoren von b, b†, d, d† verschwinden.
Als normalgeordneten Energie- und Impuls-Operator definieren wir also

H =
∑

s

∫

d3kEk
(
b†(k, s)b(k, s) + d†(k, s)d(k, s)

)
(1.2.65)

Pi =
∑

s

∫

d3kki
(
b†(k, s)b(k, s) + d†(k, s)d(k, s)

)
(1.2.66)

mit den zu (1.1.30) völlig analogen Relationen

[H, b†(k, s)] = Ekb
†(k, s) (1.2.67)

[H, d†(k, s)] = Ekd
†(k, s) (1.2.68)

[Pi, b
†(k, s)] = kib

†(k, s) (1.2.69)

[Pi, d
†(k, s)] = kid

†(k, s) (1.2.70)

Als “Probe” für unsere obigen Überlegungen betrachten wir noch einmal den Fall
des skalaren Feldes. In (1.1.27) hatten wir für die Energie vor der Normalordnung
den Ausdruck

H =
1

2

∫

dkωk
(
a†(k)a(k) + a(k)a†(k)

)
(1.2.71)

erhalten. Fordern wir hier versuchsweise, daß a†(k) mit a(k) anti-kommutiert, so
verschwindet H – sicher kein sinnvolles Ergebnis. Dies ist in einfachster Form
der Zusammenhang zwischen Spin und Statistik: Felder mit ganzahligem Spin
gehorchen der Bosestatistik d.h. sind zu quantisieren mit Kommutatoren, Felder
mit halbzahligem Spin gehorchen der Fermistatistik d.h. sind zu quantisieren mit
Anti-Kommutatoren.
Aus der Form (1.2.51),(1.2.52) der Felder folgen mit (1.2.63),(1.2.64) die gleich-
zeitigen Anti-Kommutatoren

{ψα(x), ψ†β(y)}xo=yo = δαβδ
3(x− y) (1.2.72)

{ψα(x), ψβ(y)}xo=yo = {ψ̄α(x), ψ̄β(y)}xo=yo = 0 (1.2.73)

Ebenso ergibt sich für beliebiges Argument
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{ψα(x), ψ̄β(y)} = −iSαβ(x− y) = (i∂/x +m)i∆(x− y) (1.2.74)

{ψα(x), ψβ(y)} = {ψ̄α(x), ψ̄β(y)} = 0 (1.2.75)

Die Funktion ∆(x− y) ist die Kommutatorfunktion (1.1.46) des skalaren Feldes.
Wir definieren die Zeitordnung für Fermionen so, daß sie zur Normalordnung
paßt, d.h. Vertauschen zweier Fermionen liefert ein Minuszeichen

T (ψ1(x)ψ2(y)) =θ(xo − yo)ψ1(x)ψ2(y)

−θ(yo − xo)ψ2(x)ψ1(y) .
(1.2.76)

Analog zum skalaren Feld wird der Propagator definiert durch

〈o|T
(
ψβ(y)ψ̄α(x)

)
|o〉 = iSc(y, x)βα . (1.2.77)

Er beschreibt die Erzeugung eines Fermions am Ort x, zur Zeit xo : ψ†α(x)|o〉
(α = 1, . . . , 4 Spinorkomponenten), seine kovariante Propagation an den Ort y,
seine Vernichtung bei y zur Zeit yo > xo und gibt die Amplitude für diesen Prozeß
an.

i(Sc(y, x)γ
o)βα =〈o|ψβ(y)ψ†α(x)|o〉θ(xo − yo)
−〈o|ψ†α(x)ψβ(y)|o〉θ(xo − yo)

(1.2.78)

Unter Verwendung der Anti-Kommutatorfunktionen ergibt sich

Sc(x)αβ = −i(i∂/ +m)∆c(x) , (1.2.79)

wobei ∆c(x) die kausale Greensche Funktion (1.1.54) des skalaren Feldes ist. Im
Impulsraum folgt

Sc(x) =
1

(2π)4

∫

dke−ikx
6k +m

k2 −m2 + iε
(1.2.80)

und damit als Differentialgleichung

(i∂/−m)Sc(x) = δ(x) (1.2.81)

1.2.2 Weyl-Spinoren

Ein zweikomponentiges komplexes Feld ϕα(x) α = 1, 2, das sich unter M ∈
SL(2,C = {M =

(
a b
c d

)

| detM = 1 a, b, c, d ∈ C} gemäß

ϕ′α = Mα
βϕβ (1.2.82)

transformiert, heißt Weyl-Spinor. Zu ihm gehört eine Lorentz-invariante Wellen-
gleichung der Form

iσ̄µα̇α∂µϕα = 0
µ = 0, 1, 2, 3

α, α̇ = 1, 2
(1.2.83)
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(σ̄o = 1, σ̄ := −Pauli-Matrizen).
Der zu ϕα kontragradiente Spinor ϕα transformiert sich unter M−1T

ϕ′α = M−1Tα
βϕ

β (1.2.84)

Wegen M−1β
α = εβγMγ

δεδα (1.2.85)

εαβ =

(
0 1
−1 0

)

, εαβ =

(
0 −1
1 0

)

(1.2.86)

ist M−1T zu M äquivalent. D.h. man kann mit der “Metrik” ε Indizes “ziehen”:

ϕα = εαβϕβ, ϕβ = εβγϕ
γ (1.2.87)

Nicht-äquivalent zu M ist die komplexe konjugierte Darstellung M ∗. Unter ihr
transformiert sich der zu ϕ komplex konjugierte Spinor

ϕ̄α̇ = M∗α̇
β̇ϕ̄β̇ (1.2.88)

Auch hier lassen sich Indizes “ziehen”

ϕ̄α̇ = εα̇β̇ϕ̄
β̇, ϕ̄β̇ = εβ̇γ̇ϕ̄γ̇ (1.2.89)

Der komplex konjugierte Spinor gehorcht der invarianten Wellengleichung

iσµαα̇∂µϕ̄
α̇ = 0 (1.2.90)

(σo = 1, σi =Pauli-Matrizen)
Diese Wellengleichungen lassen sich herleiten aus einer invarianten Wirkung

Γ =

∫

dx
i

2

(
ϕασµαα̇∂µϕ̄

α̇ − ϕ̄α̇σ̄µα̇α∂µϕα
)
. (1.2.91)

Wie die Indexstruktur der Wellengleichungen (1.2.83),(1.2.90) zeigt, läßt sich für
einen Weyl-Spinor kein invarianter Massenterm konstruieren – es muß immer ein
komplex konjugierter Spinor mit erfaßt werden:

iσ̄µα̇α∂µϕα +mϕ̄α̇ = 0 (1.2.92)

iσ̄µα̇α∂µϕ̄
α̇ +mϕα = 0 (1.2.93)

Γm =

∫

dxm(ϕαϕα + ϕ̄α̇ϕ̄
α̇) (1.2.94)

ϕαϕα ≡ εαβϕβϕα, ϕ̄α̇ϕ̄
α̇ ≡ εα̇β̇ϕ̄α̇ϕ̄β̇ (1.2.95)

Die Propagatoren für einen massiven Weyl-Spinor und seinen komplex konju-
gierten lassen sich am einfachsten berechnen durch Inversion der Zwei-Punkt-
Funktion (vergl. Abschnitt 9.2.2). Sie lauten

〈Tϕα(x)ϕ̄α̇(y)〉 = iσµαα̇∂µ∆c(x− y) (1.2.96)

〈Tϕα(x)ϕβ(y)〉 = mεαβ∆c(x− y) (1.2.97)

〈T ϕ̄α̇(x)ϕ̄β̇(y)〉 = mεα̇β̇∆c(x− y) (1.2.98)
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Aus zwei Weyl-Spinoren und ihren komplex konjugierten läßt sich ein Dirac-
Spinor und sein adjungierter konstruieren:

ψD =

(
ϕα
χ̄α̇

)

(1.2.99)

ψ̄D = (ϕ̄α̇, χ
α)γo = (ϕ̄α̇, χ

α)

(
0 1
1 0

)

= (χα, ϕ̄α̇) (1.2.100)

Die invariante Wellengleichung setzt sich entsprechend zusammen:
(

m iσµ∂µ
iσ̄µ∂µ m

)(
ϕ
χ̄

)

= 0 (1.2.101)

Und das ist gerade die Dirac-Gleichung (1.2.1) mit den γ-Matrizen in der Weyl-
Basis. ψD (1.2.99) heißt daher “Dirac-Spinor in Weyl-Basis”.

1.2.3 Majorana-Spinoren

Ein Majorana-Spinor in Weyl-Basis hat die Form

ψM =

(
ϕα
ϕ̄α̇

)

(1.2.102)

D.h. der adjungierte

ψ̄M = ψ†Mγ
o = (ϕα, ϕ̄α̇) (1.2.103)

ist nicht wesentlich vom Spinor selbst unterschieden. Mathematisch ist ein Majo-
rana-Spinor also ausgezeichnet durch eine Realitätseigenschaft. Physikalisch ent-
spricht dies der Forderung, daß ψM sein eigenes Ladungs-konjugiertes ist. Der zu
ψD Ladungs-konjugierte Spinor ist definiert durch

(ψM)C = Cψ̄TD C = i

(
−σ2 0
0 σ2

)

(1.2.104)

(C in Weyl-Basis).
Damit folgt für einen Majorana-Spinor

ψ1 = ψ∗4 ψ2 = ψ∗3 (1.2.105)

d.h. (1.2.102).
In einer rein imaginären Darstellung der γ-Matrizen (Majorana-Basis)

γo = −i
(

0 −1
−1 0

)

γ1 = −i
(
o σ1

σ1 0

)

γ2 = −i
(

1 0
0 −1

)

γ3 = −i
(
o σ3

σ3 0

)

lautet die invariante Wirkung für einen Majorana-Spinor bis auf einen Faktor 1
2 wie

für einen Dirac-Spinor

Γ =

∫

dx
1

2
ψ̄M (iγµ∂µ −m)ψM (1.2.106)
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Der Faktor 1
2 drückt gerade aus, daß der adjungierte Spinor nicht mehr unabhängig

vom Spinor ist und daher bei der Variation von Γ nach ψ zwei Beiträge auftreten.
Entsprechend sind die Propagatoren 〈TψMψM 〉 und 〈T ψ̄M ψ̄M 〉 nicht mehr null, sondern

〈TψM (x)ψM (y)〉 =
i

(2π)4

∫

dke−ik(x−y)
(6k −m)γo

k2 −m2 + iε
(1.2.107)

〈T ψ̄M (x)ψ̄M (y)〉 =
−i

(2π)4

∫

dke−ik(x−y)
γo(6k −m)

k2 −m2 + iε
(1.2.108)

〈TψM (x)ψ̄M (y)〉 =
i

(2π)4

∫

dke−ik(x−y)
6k −m

k2 −m2 + iε
(1.2.109)

1.3 Das elektromagnetische Feld

Ein Satz von vier reellen Funktionen Aµ(x) (µ = 0, 1, 2, 3) heißt Vektorfeld, wenn sich
die Komponenten von Aµ unter Lorentztransformationen gemäß

A′µ(x
′) = Λµ

νAν(x) (1.3.1)

transformieren. Hier ist
x′µ = Λµ

νxν (1.3.2)

die im transformierten System x entsprechende Koordinate. Wir erhalten als Wirkung

Γ =

∫

dxL = −1

4

∫

FµνF
µν , (1.3.3)

Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ, (1.3.4)

wenn wir fordern, daß Γ höchstens zweiter Ordnung in den Ableitungen, quadratisch
in den Feldern, Lorentz-invariant und auch invariant unter Eichtransformationen

δωAµ(x) = ∂µω(x) (1.3.5)

sein soll. Die Bewegungsgleichung für Aµ lautet

δΓ

δAµ
= ∂νFνµ = (�gµν − ∂µ∂ν)Aν (1.3.6)

Als Konsequenz ergibt sich sofort

∂µ
δΓ

δAµ
= 0 . (1.3.7)

Führen wir den funktionalen Differentialoperator

Wω ≡ −i
∫

dzδωAµ
δ

δAµ(z)
(1.3.8)

oder sein lokales Äquivalent

wω :=
δ

−iδω(x)
Wω = −∂µ

δ

δAµ(x)
(1.3.9)
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ein, so läßt sich (1.3.7) als

wω(x)Γ ≡ −∂µ
δΓ

δAµ
= 0 (1.3.10)

schreiben und drückt genau die Invarianz von Γ unter den Eichtransformationen (1.3.5)
aus. (1.3.10) heißt Ward-Identität.
Die kanonische Quantisierung stößt sofort auf ein ernstes Hindernis: mit

πµ =
δL
∂Ȧµ

ist πo – der kanonisch konjugierte Impuls zu Ao –

πo = 0.

Dies ist ein sehr viel tiefer liegendes Problem als das analoge bei den Spin 1/2-Feldern.
Dort kann der Kommutator aus dem Propagator gewonnen werden (vergl. Abschnitt
9.2.2), hier ist das unmöglich. Sowohl beim skalaren wie auch beim Spinorfeld ist der
Propagator das Inverse zur zweiten Ableitung der Wirkung nach den Feldern:

skalares Feld : (� +m2)∆c(x) = −iδ(x) (1.3.11)

Dirac-Feld : (i∂/−m)Sc(x) = δ(x) (1.3.12)

Für das Vektorfeld lautet die entsprechende Bedingung

(gλµ�− ∂λ∂µ)∆µν
c = iδλ

νδ(x). (1.3.13)

Es ist aber leicht zu sehen, daß der Operator

P Tµν = (gµν − ∂µ∂ν/�) (1.3.14)

kein Inverses hat. Denn er bildet mit

PLµν = ∂µ∂ν/� (1.3.15)

ein System von orthogonalen und vollständigen Projektoren:

P TP T = P T , PLPL = PL, P TPL = PLP T = 0,

P Tµν + PLµν = gµν = “1”.
(1.3.16)

Projektoren (außer der Identität) haben aber kein Inverses.

(Z.B. det
(

1 0
0 0

)

= 0,
(

1 0
0 0

)

ist Projektor.)

Damit sind für die weitere Formulierung der Theorie die folgenden Möglichkeiten
gegeben:

- Man erhält Lorentz- und Eichinvarianz.

Dann hat man anstelle von Aµ die Feldstärke Fµν und andere streng eichin-
variante Größen zu verwenden. In diesem Fall muß man die Lokalität der
Wechselwirkung aufgeben und Fµν geeignet einsetzen. (S. Mandelstam 62)
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- Man bricht Lorentz- und Eichinvarianz.

Z.B. mit einer Eichbedingung der Form

∇ A = 0 (1.3.17)

(Coulomb-Eichung). S. Bjorken/Drell II, Kap. 14.
Die Lokalität bleibt ebenfalls erhalten.

- Man bricht die Eich-, erhält aber die Lorentzinvarianz.

Die Lokalität ist dann ebenfalls erhalten. Wir werden im folgenden diesen
Weg skizzieren.

Wir addieren also zur eichinvarianten Wirkung (1.3.3) einen eichbrechenden Term:

Γ =

∫ (

−1

4
FµνF

µν − 1

2α
(∂µAµ)

2
)

(1.3.18)

Die Bewegungsgleichung lautet

δΓ

δAλ
= (gλµ�− ∂λ∂µ)Aµ +

1

α
∂λ∂A , (1.3.19)

die Ward-Identität (1.3.10) geht über in

wωΓ = − 1

α
�∂A . (1.3.20)

Die kanonisch konjugierten Impulse sind jetzt durch

πλ =
∂L

∂(∂oAλ)
= − 1

α
goλ∂A− F oλ (1.3.21)

gegeben, d.h. πo = − 1

α
∂A 6= 0, (1.3.22)

πi = −F oi = ∂iAo − ∂oAi. (1.3.23)

Damit lassen sich kanonische Vertauschungsrelationen postulieren:

[πλ(x), Aµ(y)]xo=yo = −iδλµδ(3)(x− y) (1.3.24)

[Aµ(x), Aν(y)]xo=yo = [πµ(x), πν(y)]xo=yo = 0 (1.3.25)

Einsetzen von (1.3.22) in (1.3.24) liefert auf der linken Seite

− 1

α
[∂A(x), Aµ(y)]xo=yo =− 1

α
[∂oAo + ∂iAi, Aµ(y)]xo=yo

=− 1

α
[∂oAo(x), Aµ(y)]xo=yo,

(1.3.26)
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denn Differentiation in Bezug auf räumliche Argumente ist kompatibel mit xo =
yo. Entsprechend ist (1.3.23) in (1.3.24) eingesetzt

[−F oi(x), Aµ(y)]xo=yo =− [∂iAo − ∂oAi, Aµ(y)]xo=yo
=− [∂oAi(x), Aµ(y)]xo=yo.

(1.3.27)

Für die Eichung α = 1 lassen sich (1.3.26) und (1.3.27) mit der rechten Seite von
(1.3.24) zu

[Ȧµ(x), Aν(y)]xo=yo = igµνδ
(3)(x− y) (1.3.28)

zusammenfassen. D.h. für die räumlichen Komponenten µ = ν = 1, 2, 3 haben
wir Vertauschungsrelationen wie für drei skalare Felder. Für die zeitlichen Kom-
ponenten µ = ν = 0 haben wir jedoch ein anderes Vorzeichen. Damit werden
die entsprechenden Erzeuger und Vernichter zu Zuständen mit negativer Norm
führen; wir müssen also mit Schwierigkeiten bei der Konstruktion eines Hilber-
traumes (d.h. eines Raumes mit positiv definiter Metrik) rechnen. Ehe wir diese
angehen, wollen wir aber die Feldgleichung lösen und den Kommutator für allge-
meines Argument sowie den Propagator berechnen.
In voller Analogie zum Spinorfeld hat die allgemeine Lösung der Feldgleichung
(1.3.19) für α = 1 die Form

Aµ(x) =

∫

d3k

(

e−ikx
√

(2π)32ko

3∑

λ=0

ε(λ)
µ (k)a(λ)(k) +

eikx
√

(2π)32ko

3∑

λ=0

ε(λ)
µ (k)a†(λ)(k)

)

(1.3.29)
ko = |k|
Und zwar entsprechen die a(λ)(k) den Entwicklungskoeffizienten bs(k) und ds(k),

während die Polarisationsvektoren ε
(λ)
µ (k) den Spinoren u(k, s) und v(k, s) analog

sind. Die Polarisationsvektoren sind so zu wählen, daß sie dem besonderen Cha-
rakter von Aµ gerecht werden: als masseloses Feld (mit Spin eins) hat es nur zwei
physikalische Komponenten – die transversalen, benötigt aber zu einer Lorentz-
kovarianten (und lokalen) Beschreibung deren vier.
Eine Wahl, die alle diese Forderungen erfüllt, ist die folgende.
Ein zeitartiger Einheitsvektor nµ sei fest vorgegeben und definiere die Zeitachse

n2 = 1 no > 0. (1.3.30)

Dann sollen die transversalen Polarisationsvektoren ε
(1)
µ , ε

(2)
µ orthogonal zu k und

zu n sein, zueinander orthogonal, normiert und raumartig

gµνε(λ)
µ (k)ε(λ′)

ν (k) = −δλλ′ λ, λ′ = 1, 2. (1.3.31)

Der longitudinale Polarisationsvektor ε
(3)
µ liege in der (k, n)-Ebene, sei senkrecht

zu n, raumartig und normiert

gµνε(3)
µ (k)nν = 0, gµνε(3)

µ (k)ε(3)
ν (k) = −1. (1.3.32)
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Der vierte (“skalare”) Polarisationsvektor ε
(o)
µ wird mit nµ zusammenfallend gewählt.

ε(o)
µ = nµ. (1.3.33)

Für no = 1 und Wellenvektor k parallel zur z-Achse ergeben sich gerade die
Einheitsvektoren

ε(o) =







1
0
0
0






, ε(1) =







0
1
0
0






, ε(2) =







0
0
1
0






, ε(3) =







0
0
0
1






.

Für allgemeinen Impuls k folgen sie durch das Studium der Helizitätsbasis und
der kleinen Gruppe (s. Gasiorowicz S. 59).
Sie sind so konstruiert, daß sie orthogonal

gµνε(λ)
µ (k)ε(λ′)∗

ν (k) = gλλ
′

(1.3.34)

und vollständig sind
∑

λ

ε
(λ)
µ (k)ε

(λ)∗

ν (k)

gρσε
(λ)
ρ (k)ε

(λ)∗
σ (k)

= gµν. (1.3.35)

Als Vertauschungsrelationen für die Erzeuger und Vernichter ergeben sich damit

[a(λ)(k), a(λ′)†(k′)] = −gλλ′δ3(k− k′). (1.3.36)

Für die Felder läßt sich dann der Kommutator zu allgemeinem Argument berech-
nen

[Aµ(x), Aν(y)] = −igµν∆(x− y; 0) (1.3.37)

Hierin ist ∆(x − y; 0) die Kommutatorfunktion des reellen skalaren Feldes mit
Masse null. Der Propagator folgt aus der Inversionsforderung

�∆c
µν(x) = iδ(x)gµν (1.3.38)

zu ∆c
µν(x) = −gµν∆c(x; 0) (1.3.39)

(∆c(x; 0) ist der Propagator des reellen skalaren Feldes mit Masse null.).
In der allgemeinen Eichung lautet diese Bedingung

(

gλµ�− (1− 1

α
)∂λ∂µ

)

∆µν
c = iδ(x)δλ

ν (1.3.40)

und ihre Lösung (im Fourierraum)

∆̃c
µν(k) =

(

gµν −
kµkν
k2

) −i
k2 + iε

+
kµkν
k2

−iα
k2 + iε

. (1.3.41)
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Bei der Berechnung von ∆c
µν über das T -Produkt

∆c
µν = 〈TAµ(x)Aν(y)〉

= θ(xo − yo)〈Aµ(x)Aν(y)〉+ θ(xo − yo)〈Aν(y)Aµ(x)〉
(1.3.42)

können für zusammenfallende Argumente xo = yo nicht-kovariante Terme auf-
tauchen. Sie wegzulassen ist eine erlaubte Definition des T -Produktes; denn für
zusammenfallende Argumente ist es ja a priori gar nicht definiert.
Wir haben nun noch die Frage zu diskutieren, wie die überflüssigen Freiheitsgrade
(skalar + longitudinal) zu eliminieren sind. Klassisch stellt die Lorentzbedingung

∂µAµ = 0 (1.3.43)

eine Randbedingung für die Lösung der Differentialgleichung

�Aµ = 0 (1.3.44)

dar.
In die quantisierte Theorie kann (1.3.43) nicht als Operatorgleichung übernom-
men werden, denn sonst gerät man sofort in Widerspruch zur kanonischen Quan-
tisierung (1.3.37):

0 = [∂µAµ(x), Aν(y)] = −i∂ν∆(x− y) 6= 0 (1.3.45)

Einen Ausweg aus diesem Dilemma weist (1.3.20) : ∂µAµ ist ein freies Feld (und
zwar – wie wir später sehen werden – auch in der wechselwirkenden Theorie).
Daher kann man den Zuständen eine Einschränkung auferlegen.
Die Forderung

∂µA(−)
µ |phys〉 = 0 (1.3.46)

erweist sich als widersprüchlich: für das Vakuum folgt sofort

〈o|∂νA(+)
ν ∂µA(−)

µ |o〉 = 〈o|[∂νA(+)
ν , ∂µA(−)

µ ]|o〉 = 0 (1.3.47)

während die Berechnung des Kommutators ein nicht-verschwindendes Ergebnis
liefert. Hingegen erscheint

∂µA(+)
µ |phys〉 = 0 (1.3.48)

als möglich, denn dann ist die Lorentzbedingung für Amplituden erfüllt:

〈phys1|∂µAµ|phys2〉 = (〈phys1|∂µA(−)
µ )|phys2〉 = 0 (1.3.49)

In der Tat ist die Bedingung (1.3.48) linear im Feld A. Dann kann im Fock-
Raum die Basis der Produkte der Erzeuger so gewählt werden, daß Faktorisierung
eintritt:

|ψ〉 = |ψT 〉|φ〉 (1.3.50)
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(in ψT tragen nur transversale, in φ nur longitudinale und skalare Erzeuger bei).
Diese Zerlegung ist zwar abhängig von der Wahl der ε(1), ε(2), aber dann eindeutig.
Die Wirkung von i∂µA

(+)
µ auf |φ〉 ist nun folgendermaßen

i∂µA(+)
µ |φ〉 =

∫

d3k
e−ikx

√

(2π)32ko

∑

λ=0,3

ε(λ)
µ kµa(λ)(k)|φ〉

(denn ε(λ)
µ kµ = 0 für λ = 1, 2)

=

∫

d3k
e−ikx

√

(2π)32ko

(
koa

(o)(k)− |k|a(3)(k)
)
|φ〉

(1.3.51)

d.h. i∂µA(+)
µ |φ〉 = 0 heißt (1.3.52)

(
a(o)(k)− a(3)(k)

)
|φ〉 = 0 . (1.3.53)

Ebenso 〈φ|
(
a(o)†(k)− a(3)†(k)

)
= 0 . (1.3.54)

Für die Amplitude bedeutet das

〈φ|a(o)†(k)a(o)(k)− a(3)†+(k)a(3)(k)|φ〉 = 0 (1.3.55)

D.h. in φ ist die Anzahl von skalaren Photonen gleich der Anzahl der longitudi-
nalen Photonen.
Am Beispiel der Energie lassen sich diese Überlegungen leicht illustrieren.

H =

∫

d3x : πµȦµ − L :

H =
1

2

∫

d3x

(
3∑

i=1

(Ȧ2
i + (∇Ai)2)− Ȧ2

o − (∇Ao)2

) (1.3.56)

H =

∫

d3kωk

(
3∑

λ=1

a(λ)†(k)a(λ)(k)− a(o)†(k)a(o)(k)

)

(1.3.57)

Der Vakuumerwartungswert von H verschwindet wegen der Normalordnung

〈o|H|o〉 = 0 (1.3.58)

Für den Erwartungswert in bezug auf einen beliebigen Zustand gilt mit (1.3.55)

〈ψ|H|ψ〉 = 〈ψT |
∫

d3k ωk
∑

λ=1,2

a(λ)†(k)a(λ)(k)|ψT 〉 (1.3.59)

d.h nur die transversalen “Anteile” in |ψ〉 sind relevant und tragen zum Erwar-
tungswert der Energie bei.
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Die Sonderrolle, die a(o)(k) auf Grund seiner Vertauschungsrelation

[a(o)(k), a(o)†(k′)] = −δ3(k− k′) (1.3.60)

spielt (d.h. das negative Vorzeichen), macht auch eine Redefinition des Skalarpro-
duktes im Hilbertraum notwendig. Wir wollen dieses Problem hier jedoch nicht
weiter verfolgen, sondern verweisen auf die Literatur (Bogoliubov/Shirkov S.131;
Schweber S.245).

1.4 Das erzeugende Funktional für die freien

Greenschen Funktionen

Eine fundamentale Rolle in der Formulierung einer Quantenfeldtheorie spielen
die Vakuumerwartungswerte zeitgeordneter Produkte von Feldoperatoren

G(x1, . . . , xn) = 〈T (ϕ(x1) . . . ϕ(xn))〉 (1.4.1)

die Greenschen Funktionen. Hierbei ist das zeitgeordnete Produkt zunächst naiv
definiert als

T (ϕ(x1) . . . ϕ(xn)) = θ(xoπ(1)) . . . θ(x
o
π(n))〈ϕ(xπ(1)) · · ·ϕ(xπ(n))〉 (1.4.2)

wenn π(1) . . . π(n) diejenige Permutation von x1, . . . , xn ist, für die

xoπ(1) ≥ · · · ≥ xoπ(n) (1.4.3)

gilt. Um mit allen Greenschen Funktionen als Gesamtheit umgehen zu können,
ist es zweckmäßig, ein sie erzeugendes Funktional einzuführen:

Z(J) =〈Tei
R

dxϕ(x)J(x)〉

=
∑

n

in

n!

∫

dx1 . . . dxn〈T (ϕ(x1) . . . ϕ(xn))〉J(x1) . . . J(xn)
(1.4.4)

Differentiation nach den Quellen J(x) – das sind hinreichend glatte, beliebige
Funktionen mit beschränktem Träger auf der Raum-Zeit – liefert die jeweils in-
teressierende Greensche Funktion:

G(x1 . . . xn) =
δ

iδJ(x1)
. . .

δ

iδJ(xn)
Z(J)∣∣

∣
J=0

(1.4.5)

Sind die Operatoren ϕ(x) freie Felder, wie wir sie in den vorhergehenden Ab-
schnitten behandelt haben, dann schreiben wir für das erzeugende Funktional

Z = Zo(J) = 〈Tei
R

dxϕ(x)J(x)〉 (1.4.6)
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für (� +m2)ϕ(x) = 0 (das Beispiel des freien skalaren Feldes).
Ziel der Theorie ist es, für Z(J) eine explizite Form zu finden. Für die freie
Theorie gelingt das. Wir wollen im folgenden beweisen, daß

Zo(J) = e−
1
2

R

dx1dx2J(x1)∆c(x1−x2)J(x2) (1.4.7)

gilt. Hierbei ist ∆c der Propagator (1.1.53) des freien skalaren Feldes, der die
Gleichung

(� +m2)∆c = −iδ(x) (1.4.8)

erfüllt und durch die Randbedingungen
∆c : enthält nur positive Frequenzen für t→ +∞
∆c : ” ” negative ” ” t→ −∞
eindeutig bestimmt ist. Es gilt sogar allgemeiner der folgende Zusammenhang.
Die Gleichung

(� +m2)F (x) = f(x) (1.4.9)

wird gelöst von

F (x) = i

∫

dy∆(x− y)f(y) (1.4.10)

und ∆ ist identisch mit ∆c, falls F nur positive Frequenzen für t→ +∞ und nur
negative Frequenzen für t→ −∞ enthält.
Wir betrachten nun

δ

iδJ(x)
Zo(J) = 〈Tϕ(x)ei

R

Jϕ〉 (1.4.11)

Es sei t ≡ xo; wegen der Zerlegung (1.1.12) gilt dann, daß

〈Tϕ(x)ei
R

Jϕ〉t→+∞−→ 〈ϕ(x)Tei
R

Jϕ〉 und nur positive Frequenzen enthält, während

〈Tϕ(x)ei
R

Jϕ〉t→−∞−→ 〈ei
R

Jϕϕ(x)〉 und nur negative Frequenzen enthält. Schreibt man
die Zeitordnung in der Form

〈Tϕ(x)ei
R

Jϕ〉 = 〈T
(
ei

R

∞
t dt

′Jϕ
)
ϕ(x, t)T

(
ei

R

t
−∞dt′′Jϕ

)
〉 (1.4.12)

so läßt sich auch die Differentiation nach t ausführen :

∂

∂t
〈Tϕ(x)ei

R

Jϕ〉 =

〈

T
(

ei
R

∞
t dt

′Jϕ
)

ϕ̇(x, t)T
(

ei
R

t
−∞dt′′Jϕ

)

− T
(

ei
R

∞
t dt

′Jϕ
)∫

d3x1iJ(x1)[ϕ(x1, t), ϕ(x, t)]×

× T
(

ei
R

t
−∞dt′′Jϕ

)〉

(1.4.13)

(der Kommutatorbeitrag rührt von der Differentiation der Zeitintegrale nach de-
ren unterer bzw. oberer Grenze her) .
Mit den kanonischen Vertauschungsrelationen (1.1.21)– (1.1.22) folgt

∂

∂t
〈Tϕ(x)ei

R

Jϕ〉 =

〈

T
(

ei
R

∞
t dt

′Jϕ
)

ϕ̇(x, t)T
(

ei
R

t
−∞

dt′′Jϕ
)〉

(1.4.14)
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Analog gilt für die zweite Ableitung

∂2

∂t2
〈Tϕ(x)ei

R

Jϕ〉 =

〈

T
(

ei
R

∞
t dt

′Jϕ
)

ϕ̈(x, t)T
(

ei
R

t
−∞dt′′Jϕ

)

+ T
(

ei
R

∞
t dt

′Jϕ
)∫

d3x1(−i)J(x1)[ϕ(x1, t), ϕ̇(x, t)]×

× T
(

ei
R

t
−∞dt′′Jϕ

)〉

(1.4.15)

oder

(� +m2)〈Tϕ(x)ei
R

Jϕ〉 =

〈

T
(

ei
R

∞
t dt

′ϕ)
)

(� +m2)ϕ(x, t)T
(

ei
R

t
−∞dt′′Jϕ

)〉

+

〈

T
(

ei
R

∞
t dt

′Jϕ
)

J(x)T
(

ei
R

t
−∞dt′′Jϕ

)〉

=0 + J(x)Zo(J)
(1.4.16)

Damit haben wir gezeigt

(� +m2)
δ

iδJ(x)
Zo(J) = J(x)Zo(J) (1.4.17)

oder auch

(� +m2)
1

Zo(J)

δ

iδJ(x)
Zo(J) = J(x). (1.4.18)

Mit den Frequenzeigenschaften wie oben erwähnt, folgt

1

Zo(J)

δ

iδJ(x)
Zo(J) = i

∫

dy∆c(x− y)J(y) (1.4.19)

und damit

Zo(J) = e−
1
2

R

dxdyJ(x)∆c(x−y)J(y) (1.4.20)

wie behauptet.

Im nachfolgenden Abschnitt werden wir noch eine inhaltliche Interpretation für
Zo(J) und damit auch eine andere Herleitung für (1.4.20) finden.

Der Vollständigkeit halber wollen wir die für ein skalares Feld angegeben Formeln
verallgemeinern für den Fall von Vektor- und Spinorfeldern.

Definieren wir analog zu (1.4.4) das erzeugende Funktional für Greensche Funk-
tionen von Vektorfeldern gemäß

Z(Jµ) = 〈Tei
R

dxAµ(x)Jµ(x)〉

=
∑

n

1

n!

∫

dx1 . . . dxn〈T (Aµ1(x1) . . . Aµn(xn))〉Jµ1(x1) . . . J
µn(xn),

(1.4.21)
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so folgt für das Funktional der freien Greenschen Funktionen

Zo(Jµ) = e−
1
2

R

dxdyJµ(x)∆c
µν (x−y)Jν(y), (1.4.22)

wobei der Propagator für masselose Vektoren in (1.3.40), für massive Vektoren
im Abschnitt 9.2 angegeben ist.

Wenn wir die Greenschen Funktionen für Spinorfelder ebenfalls durch Differen-
tiation nach äußeren Quellen gewinnen wollen, so müssen wir berücksichtigen,
daß die Spinoren im T -Produkt anti-kommutieren:

〈T (ψβ(y)ψ̄α(x))〉 = −〈T (ψ̄α(x)ψβ(y)〉 (1.4.23)

Wir definieren also analog zum bosonischen Fall

Z(η, η̄) = 〈Tei
R

dx(η̄ψ+ψ̄η)〉 (1.4.24)

mit den Regeln

{η(x), η(y)} = {η̄(x), η̄(y)} = {η(x), η̄(y)} = {η̄(x), η(y)} = 0 (1.4.25)

und

δ

δη(x)

δ

δη(y)
=− δ

δη(y)

δ

δη(x)
, (1.4.26)

δ

δη(x)

δ

δη̄(y)
=− δ

δη̄(y)

δ

δη(x)
usw. (1.4.27)

Dann ergibt sich z.B. eine allgemeine Greensche Funktion gemäß

〈T (ψ̄(x1)ψ(x1)ψ̄(x2)ψ(x2) . . . ψ̄(xn)ψ(xn)ψ̄(y1) . . . ψ̄(ym)ψ(z1) . . . ψ(zk))〉

= i
δ

δη̄(zk)
· · · i δ

δη(y1)
· · · i δ

δη̄(x1)
i

δ

δη(x1)
Z∣∣
∣
η=η̄=0

(1.4.28)
(alle Ableitungen wirken von links).
Das Funktional der freien Greenschen Funktionen hat demnach die Gestalt

Zo(η, η̄) = e−
R

dydxη̄(y)iSc(y−x)η(x) (1.4.29)

so daß z.B.

i
δ

δη(x)
i

δ

δη̄(y)
Zo(η, η̄)

∣
∣
∣
η=η̄=0

= i Sc(y − x) (1.4.30)

(s. (1.2.77)) ergibt.
Für Majorana-Spinoren hat man zu bedenken, daß ψ̄M und ψM nicht unabhängig
voneinander sind, so daß im Exponenten von (1.4.29) ein zusätzlicher Faktor 1

2

auftritt.
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1.5 Bibliographische Angaben

Die kanonische Quantisierung wird in sehr vielen Lehrbüchern ausführlich behan-
delt und ist deswegen hier kurz gefaßt. Für die Felder mit Spin 0, 1/2 haben
wir Bjorken/Drell II, für das elektromagnetische Feld Bogoliubov/Shirkov, Ga-
siorowicz und Schweber zu Rate gezogen. Weyl-Spinoren werden am häufigsten
im Zusammenhang mit der Supersymmetrie diskutiert. Unsere Konventionen sind
aus naheliegenden Gründen die von Piguet/Sibold.



Kapitel 2

Wechselwirkung

2.1 Die S-Matrix

2.1.1 Definition und allgemeine Betrachtungen

Bisher haben wir den Fockraum (genauer: den Hilbertraum) der Zustände freier
Teilchen konstruiert. Die eingeführten Observablen waren alle vom Typ
f(p)a†(p)a(p) – d.h. Anzahloperatoren. Sie “messen” Energie-, Impuls-, Ladungs-
gehalt in (Summen von) Zuständen. Gesucht werden nunmehr Größen, die die
Wechselwirkung von Teilchen beschreiben, d.h. Streuung, Erzeugung und Ver-
nichtung von Teilchen – eine Beschreibung ihrer Dynamik. Wir werden hierzu die
Grundannahme der Störungstheorie machen, nämlich, daß es zur Beschreibung
realistischer Situationen ausreicht, den Hilbertraum (oder den Fockraum) freier
Teilchen zu kennen; daß also alle Prozesse als Übergang von einer Basis des freien
Fockraumes in eine andere betrachtet werden können:

Φein → Φaus , (2.1.1)

daß also ein unitärer Operator S (Streu-Matrix) existiert mit

Φein = S−1Φaus , (2.1.2)

S†S = SS† = 1 . (2.1.3)

So plausibel eine solche Annahme auch erscheinen mag, so klar muß man sich
darüber sein, daß sie eine starke Idealisierung darstellt und (mindesten) die fol-
genden Defekte hat :

- die Bildung von Bindungszuständen wird vernachlässigt,

- für langreichweitige Kräfte (z.B elektromagnetische) treten Schwierigkeiten
auf,

33
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- die ständige Wechselwirkung von Teilchen mit dem Vakuum (eine typische
Eigenschaft der Quantenfeldtheorie) wird nicht berücksichtigt.

Ungeachtet dieser Idealisierung ist die Störungstheorie bisher recht erfolgreich
gewesen und lohnt die Mühe ihrer sorgfältigen Formulierung.

Wir wollen zunächst zeigen, wie aus der Forderung der relativistischen Invarianz
von Übergangswahrscheinlichkeiten die entsprechende der S-Matrix folgt. Die
Wahrscheinlichkeitsamplitude des Übergangs Φein → Ψaus ist gegeben durch

(Ψaus,Φein) = (Ψein, S
−1Φein) = (Ψaus, S

−1Φaus) (2.1.4)

Unter Poincaré-Transformationen (mit Translation a, Lorentztransformation Λ)
gehen die ein-aus-Basen in neue über

Φein → Φein
(a,Λ) = Uein(a,Λ)Φein , (2.1.5)

Φaus → Φaus
(a,Λ) = Uaus(a,Λ)Φaus . (2.1.6)

Wir fordern, daß die Übergangswahrscheinlichkeiten erhalten bleiben sollen:

| (Ψ(a,Λ)
aus ,Φein

(a,Λ) |=| (Ψaus, U
−1
aus(a,Λ)Uein(a,Λ)Φein | (2.1.7)

Es ist nun der Inhalt des Satzes von Wigner, daß

U−1
aus(a,Λ)Uein(a,Λ) = 1 mod Phase (2.1.8)

und sich nach geeigneter Phasenwahl

Uaus(a,Λ) = Uein(a,Λ) ≡ U(a,Λ) (2.1.9)

definieren läßt. Hiermit folgt

(Ψ
(a,Λ)
ein , S−1Φein

(a,Λ)) = (Ψein, S
−1Φein) , (2.1.10)

also

U †(a,Λ)S−1U(a,Λ) = S−1 , (2.1.11)

da die ein-Felder jeweils eine Basis bilden

[S, U(a,Λ] = 0 . (2.1.12)

Die S-Matrix ist relativistisch invariant.

Die nächste Eigenschaft, die wir von S fordern wollen, ist die Kausalität. Um sie
zu formulieren, betrachten wir noch einmal das freie skalare Feld ϕ. Die Zustände,
die es erzeugt, betonen den Teilchencharakter, während sein Wellencharakter un-
terstrichen wird in seiner Schreibweise als Feld. Dies hat insbesondere zu tun mit
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der Kausalität raumzeitlicher Ausbreitung. Wir haben in (1.1.42) die Kommuta-
torfunktion ∆

[ϕ(x), ϕ(y)] = i∆(x− y) (2.1.13)

bestimmt. Eine Auswertung von (1.1.46) im Ortsraum zeigt, daß

∆(x− y) = 0 für (x− y)2 < 0 (2.1.14)

d.h. für raumartiges Argument. Hierfür schreiben wir im folgenden x ∼ y . Wenn
wir uns nun die Entwicklung (1.1.8) für ϕ(x) dadurch zustandegekommen vor-
stellen, daß für

ϕ(f) =

∫

ϕ(x)f(x)dx (2.1.15)

die Funktion f(x) mit beschränktem Träger gegen die ebene Welle e−ikx√
(2π)32ωk

gestrebt war und daß die Lorentzkovarianz für ϕ(f) sich ausdrückt als

ϕ(f (a,Λ)) = U(a,Λ)ϕ(f)U−1(a,Λ) mit (2.1.16)

f (a,Λ)(x) = f(Λ−1(x− a)) , (2.1.17)

dann ist es einleuchtend, daß sich die Kausalität für ϕ(f) folgendermaßen aus-
drücken läßt:

[ϕ(f), ϕ(g)] = 0 für supp f ∼ supp g (2.1.18)

(f, g : zwei beliebige Funktionen mit beschränktem Träger.)

Zur Formulierung der weiteren Bedingungen an S ist es zweckmäßig, eine Quelle
J(x) einzuführen, die an einen elementaren oder zusammengesetzten Operator
koppeln soll und wie die Testfunktionen f oder g geeignete Trägereigenschaften
haben kann. Gesucht wird ein Funktional S(J) mit den folgenden Eigenschaften:

1. S(J) = 1 +

∞∑

n=1

in

n!

∫

dx1 . . . dxnTn(x1, . . . , xn)J(x1) . . . J(xn) (2.1.19)

S ist eine formale Reihe in J(x), insbesondere S = 1 für J = 0; die Tn(x1, . . . , xn)
sind Operatoren im Fockraum.

2. S(J) ist kovariant in bezug auf Lorentztransformationen

U(a,Λ)S(J)U−1(a,Λ) = S(J (a,Λ))

J (a,Λ)(x) = J(Λ−1(x− a))
(2.1.20)

3. S(J) ist kausal

S(J1 + J2) = S(J2)S(J1) für supp J2 & supp J1 (2.1.21)
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Hierbei bedeutet supp J2 > supp J1, daß die Punkte von supp J2 streng zeitartig
zu supp J1 liegen und zwar in Vorwärtsrichtung. Da supp J2 ∼ supp J1 wie oben
bedeutet, daß die Punkte von supp J2 relativ zu supp J1 raumartig sind, ist eine
äquivalente Charakterisierung die folgende. Bezeichnet V̄ −1 die Vereinigung der
abgeschlossenen Rückwärtslichtkegel der Punkte von supp J1, dann gilt supp J2 &

supp J1 gerade für die Punkte, für die

supp J2 ∩ (supp J1 ∪ V̄ −1 ) = ∅ .

D.h. die Wechselwirkungen in supp J2 wirken sich nicht auf supp J1 oder dessen
Vergangenheit aus. Für einen Zustandsvektor formuliert:

Φt = S(J1)Φ (2.1.22)

Φ∞ = S(J2)Φt = S(J2)S(J1)Φ (2.1.23)

Φ∞ = S(J2 + J1)Φ (2.1.24)

Die Zeitentwicklung gemäß der Wechselwirkung von J2 verläuft nach dem Resul-
tat der Wechselwirkung durch die Quelle J1 und entspricht der beider Quellen
zusammen betrachtet.

4. S ist unitär

S(J)S†(J) = S†(J)S(J) = 1 (2.1.25)

Für spätere Anwendungen wollen wir einige einfache Folgerungen aus den Axio-
men angeben. Wir berechnen zunächst die Ordnung zwei in J in (2.1.21) wobei
wir (2.1.19) benutzen:

1 + i

∫

T1(J1 + J2) +
i2

2!

∫

T2(J1 + J2)
2

= (1 + i

∫

T1J1 +
i2

2!

∫

T2J1J1)(1 + i

∫

T1J2 +
i2

2!

∫

T2J2J2)

d.h.

i2

2!
2

∫

T2J1J2 = i2
∫

T1J1

∫

T1J2

(2.1.26)

Die Kausalität sagt also aus:

T2(x1, x2) =

{

T1(x1)T1(x2) x1 & x2

T1(x2)T1(x1) x2 & x1

(2.1.27)
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Im Überlappbereich der Argumente x1, x2 (wenn x1 ∼ x2, ist auch x2 ∼ x1 richtig)
gilt also

[T1(x1), T1(x2)] = 0 für (x1 − x2)
2 < 0 (2.1.28)

Die relativistische Kovarianz (2.1.20) impliziert

U(a,Λ)T1(x)U
−1(a,Λ) = T1(Λx+ a), (2.1.29)

die Unitarität (J ist reell) :

T1(x) = T †1 (x). (2.1.30)

2.1.2 Beispiele

Die einfachste Lösung aller dieser Bedingungen ist gerade

T1(x) = ϕ(x). (2.1.31)

Bevor wir allgemeinere Lösungen diskutieren, wollen wir dieses Beispiel noch
etwas weiterverfolgen. Einsetzen von 2.1.31) in 2.1.27) ergibt

T2(x1, x2) =

{

ϕ(x1)ϕ(x2) fürx1 & x2

ϕ(x2)ϕ(x1) fürx2 & x1

(2.1.32)

Wir benutzen nun das Wick-Produkt (vgl. Abschnitt 2.2.1) der Operatoren
ϕ(x1)ϕ(x2):

: ϕ(x1)ϕ(x2) :=ϕ(x1)ϕ(x2)− 〈ϕ(x1)ϕ(x2)〉 (2.1.33)

und die Tatsache, daß es kommutativ ist

: ϕ(x1)ϕ(x2) := : ϕ(x2)ϕ(x1) : (2.1.34)

(Beweis durch Ausmultiplizieren und Anwenden der Regel “Vernichter nach rechts”,
“Erzeuger nach links”) und erhalten

T2(x1, x2) =

{

: ϕ(x1)ϕ(x2) : +〈ϕ(x1)ϕ(x2)〉 für x1 & x2

: ϕ(x1)ϕ(x2) : +〈ϕ(x2)ϕ(x1)〉 für x2 & x1

(2.1.35)

bzw. mit Hilfe von (1.1.48) und (1.1.49)

T2(x1, x2) =: ϕ(x1)ϕ(x2) : +

{

i∆+(x1 − x2) für x1 & x2

−i∆−(x1 − x2) für x2 & x1.
(2.1.36)

T2(x1, x2) ist also mit Ausnahme der Stelle x1 = x2 überall definiert. Um T2

für alle Argumente zu definieren, müssen die rechten Seiten von (2.1.36) auf
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x1 = x2 fortgesetzt werden. Ein Blick in die Tabelle nach Abb. 1.1.2 zeigt, daß
eine Fortsetzung der Funktionen ±i∆± gerade ∆C ist, so daß sich die allgemeinste
Fortsetzung von dieser nur um P (∂)δ(x1 − x2) (P : Polynom von Ableitungen)
unterscheiden kann.

T2(x1, x2) =: ϕ(x1)ϕ(x2) : +∆c(x1 − x2) + P (∂)δ(x1 − x2), (2.1.37)

Diese Fortsetzung ist ein Vielfaches des Einheitsoperators und ändert daher den
“Operatortyp” von T2(x1, x2) nicht ab. Die am wenigsten singuläre Lösung ist

P (∂) = 0 (2.1.38)

und diese entspricht gerade

T2(x1, x2) = T (ϕ(x1)ϕ(x2)), (2.1.39)

mit der Zeitordnung wie definiert in (1.4.3) (nämlich genau der Multiplikation
mit θ(xo1 − xo2) und nicht anderen Funktionen davon). Wir werden in Abschnitt
3.3 genauer darauf eingehen, wie weit diese Willkür in der Festlegung des Wertes
von T2(x1, x2) für x1 = x2 sinnvollerweise gehen kann.

Entsprechend erhält man für die Ordnung n

Tn(x1 . . . xn) = ϕ(xπ(1)) . . . ϕ(xπ(n)) falls xπ(1) & xπ(2) & . . . & xπ(n)

(2.1.40)
für eine Permutation π von 1 . . . n. Die am wenigsten singuläre Lösung lautet

Tn(x1 . . . xn) = T (ϕ(x1) . . . ϕ(xn))

=
∑

π∈Pn

θ(xoπ(1) − xoπ(2)) . . . θ(x
o
π(n−1) − xoπ(n))ϕ(xπ(1)) . . . ϕ(xπ(n))

(2.1.41)
und entspricht ebenso unserer naiven Definition der Zeitordnung. Zusammenge-
faßt lautet also die am wenigsten singuläre Lösung

S(J) = Tei
R

ϕ(x)J(x)dx (2.1.42)

Um die Behandlung des Beispiels (2.1.31) abzuschließen, wollen wir die Frage
beantworten, welches Feld

ϕ̂ = ϕ̂(ϕ, J), (2.1.43)

so beschaffen ist, daß es in Wechselwirkung mit J(x) gerade die obige S-Matrix
liefert. Wir machen den Ansatz

ϕ̂ = ϕ+O(J), (2.1.44)
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denn für J = 0 soll ϕ̂ gerade mit dem freien Feld ϕ übereinstimmen. Als weitere
Bedingungen haben wir

ϕ̂† = ϕ̂, (2.1.45)

U(a,Λ)ϕ̂(x)U−1(a,Λ) = ϕ̂(Λx + a). (2.1.46)

Die Lösung lautet

ϕ̂(x) = S−1 δS

iδJ(x)
=
(
Tei

R

ϕJ
)−1(

Tϕ(x)ei
R

ϕJ
)
. (2.1.47)

Die Rechnung von Abschnitt 1.4 zeigt

(� +m2)ϕ̂(x) =
(
Tei

R

Jϕ
)−1

J(x)
(
Tei

R

ϕJ
)

= J(x) (2.1.48)

Diese Bewegungsgleichung folgt aus der Lagrangefunktion

L =
1

2
(∂ϕ∂ϕ −m2ϕ2) + Jϕ . (2.1.49)

Wir lösen sie explizit mit dem Ansatz

ϕ̂(x) = ϕ(x) +

∫

∆?(x− y)J(y)dy (2.1.50)

und wollen ∆? so bestimmen, daß die Kausalität erfüllt ist. Kausalität heißt hier

δ

δJ(y)
ϕ̂(x) = 0 für y & x (2.1.51)

denn ϕ̂ kann der Wechselwirkung, bestimmt durch J , nicht vorauseilen. Damit
folgt

∆? = ∆ret(x− y) = θ(xo − yo)∆ (2.1.52)

Dies ist die Lösung der Gleichung (1.1.65)

(� +m2)∆ret = δ(x)

mit Integration über die Singularitäten wie in Bild 1.1.2 für Gret angegeben.

Nehmen wir noch den Vakuumerwartungswert von (2.1.42), so haben wir Zo(J)
(1.4.6) wiedergefunden und damit auch die dort angekündigte Interpretation. Zo
ist gerade der Erwartungswert der S-Matrix für die Streuung des Quantenfel-
des ϕ̂(x) am äußeren Feld J und liefert, wie behauptet, die freien Greenschen
Funktionen der Ableitung nach J an der Stelle J = 0 (in Übereinstimmung mit
(2.1.42) und (1.4.7)).
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Dieses einfache Beispiel macht sehr deutlich, daß für die Beschreibung von Wech-
selwirkung Operatorprodukte vom Typ ϕn(x) relevant sind. Da jedoch das Feld
ϕ(x) eine operatorwertige Distribution ist, sind solche Produkte nicht wohl-
definiert. Z.B. führt bereits n = 2 zu einer quadratischen Divergenz :

ϕ2(x) = lim
x→y

ϕ(x)ϕ(y) = lim
x→y

(

ϕ(+)(x)ϕ(+)(y) + ϕ(+)(x)ϕ(−)(y) (2.1.53)

+ ϕ(−)(x)ϕ(+)(y) + ϕ(−)(x)ϕ(−)(y)
)

= ϕ(+)(x)ϕ(+)(x) + 2ϕ(−)(x)ϕ(+)(x) (2.1.54)

+ lim
x→y

i∆+(x− y) + ϕ(−)(x)ϕ(−)(x)

lim
x→y

i∆+(x− y) = lim
x→y

∫
d3p

(2π)3

θ(po)

2ωp
e−ip(x−y)

=

Λ∫

o

dr
4π

(2π)3

r2

2
√
r2 +m2

−→
Λ→∞

const.Λ2

(2.1.55)

Die Ursache der Divergenz ist der singuläre Charakter der Kommutatorfunkti-
on. Wie das Beispiel zeigt, sind demnach Produkte von Feldern am selben Ort
wohldefiniert, wenn sie normal geordnet sind :

: ϕ2 : (x) = ϕ(+)(x)ϕ(+)(x) + 2ϕ(−)(x)ϕ(+)(x) + ϕ(−)(x)ϕ(−)(x) (2.1.56)

alle Vernichter stehen rechts, alle Erzeuger stehen links (Wicksches Normalpro-
dukt).

Kandidaten für die Operatoren T1(x1) in der Entwicklung der S-Matrix (2.1.19)
sind also Wick-Monome freier Felder: : ϕn : (x), : Ψ̄ϕΨ: (x), : Ψ̄γµAµΨ: (x) usw.,
allgemeiner auch Wick-Polynome. Sie bilden die Wechselwirkungs-Lagrangefunk-
tion. Daß hiermit aber keineswegs alle Divergenzprobleme gelöst sind, vielmehr
die für T2 (2.1.27) bzw. Tn (2.1.41) erforderliche Zeitordnung d.h. Multiplika-
tionen mit Stufenfunktionen θ(xo − yo) zu weiteren Singularitäten führt, zeigt
ebenfalls bereits ein ganz einfaches Beispiel. Wir betrachten

T1(x1) = : ϕ2 : (x1) (2.1.57)

und definieren

T2(x1, x2) =

{

: ϕ2 : (x1) : ϕ2 : (x2) x1 & x2

: ϕ2 : (x2) : ϕ2 : (x1) x2 & x1

(2.1.58)

auch für zuammenfallende Argumente ad hoc als

T2(x1, x2) = θ(xo1 − xo2) : ϕ2 : (x1) : ϕ2 : (x2)

+ θ(xo2 − xo1) : ϕ2 : (x2) : ϕ2 : (x1)
(2.1.59)
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Dann tritt in der Umformung von (2.1.59) in Normalordnung – die die “am
besten” existierende ist – der Beitrag ∆c(x1−x2)∆c(x1−x2) auf. Dieses Produkt
im Ortsraum entspricht einer Faltung im Impulsraum

∆2
c(x1 − x2) =

1

(2π)4

∫

dpe−ip(x1−x2)
1

(2π)4

∫

dkI(k, p) (2.1.60)

I(k, p) =
1

(k2 −m2 + iε)((p− k)2 −m2 + iε)
(2.1.61)

Und hier ist das Integral
∫
dkI(k, p) logarithmisch divergent. Wir können – eben-

falls ad hoc – eine Umdefinition vornehmen :

∆2
c(x1 − x2) =

1

(2π)4

∫

dpe−ip(x1−x2)
1

(2π)4

∫

dk
(

I(k, p)− I(k, 0)
)

(2.1.62)

und uns davon überzeugen, daß das Produkt ∆2
c nunmehr existiert und der Sub-

traktionsterm einer erlaubten Redefinition des T -Produktes entspricht. Damit ist
das weitere Programm vorgegeben :
Wicksche Normalprodukte sind umzuordnen, zeitgeordnete Produkte sind wohl-
definiert zu machen und es ist zu zeigen, daß diese Redefinition im Einklang mit
den Axiomen ist.

Wir wollen anmerken, daß dies die übliche nicht aber die logisch klarste Vor-
gehensweise ist: zuerst einen nicht definierten Ausdruck – die zeitgeordneten
Produkte T (Lint . . .Lint) – hinzuschreiben, ihn dann durch eine “Renormierung”
wohl-definiert zu machen, und anschließend zu zeigen, daß die gewünschten Axio-
me erfüllt sind, ist gewiß eine undurchsichtige Prozedur. Die andere Vorgehens-
weise, die wir oben skizziert haben und im Abschnitt 3.3 fortsetzen werden, be-
nutzt die Axiome unmittelbar zur Konstruktion der S-Matrix, ist also logisch
viel befriedigender. Der Grund, den traditionellen Weg zu beschreiben, ist ein
rein technischer: er benutzt mathematische Hilfsmittel, die zunächst wesentlich
anspruchsloser sind. Man muß nicht sofort mit der ganzen Fülle operatorwertiger
Distributionen arbeiten, sondern kann über weite Strecken Funktionen studieren.

2.2 Hilfsmittel der Berechnung

2.2.1 Das Wicksche Theorem

Wie der vorangehende Abschnitt zeigt, besteht des öfteren die Notwendigkeit,
gewöhnliche oder auch zeitgeordnete Produkte freier Felder zu normal geordneten
in Beziehung zu setzen. Der Hintergrund dafür ist die Entwicklung der S-Matrix
in eine Summe von zeitgeordneten Operatorprodukten und die Entwicklung ihrer
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Matrixelemente als Erwartungswerte davon.

Wir gehen also von einem (formalen) Operatorprodukt O1 . . . On, bei dem die
Operatoren Oi beliebige freie Felder sind, aus und stellen uns die Aufgabe, es
durch eine Linearkombination von normal geordneten Operatoren zu ersetzen.
Hierzu definieren wir zunächst einmal das normal geordnete Produkt von n Ope-
ratoren (Wicksches Normalprodukt).

Def. : : O1 . . . On : = ±Oα1 . . . Oαl
︸ ︷︷ ︸

Erzeugungs−

Oαl+1
. . . Oαn

︸ ︷︷ ︸

Vernichtungsoperatoren

± für

{

gerade

ungerade
Permutation der Spinorfelder

(2.2.1)

d.h. alle Erzeugungsoperatoren stehen links von den Vernichtungsoperatoren. Da-
mit gilt also

〈o| : O1 . . . On : |o〉 = 0 (2.2.2)

Wenn die Operatoren Oi vollständige Felder sind, werden sie zerlegt in die Sum-
me von Erzeugern und Vernichtern, wenn sie Ableitungen enthalten, werden diese
vor das Produkt : : gezogen.

Wir wollen nun das Wicksche Theorem für Normalprodukte formulieren und
beweisen.

O1 . . . On =: O1 . . . On : +
∑

i<j

(±)〈OiOj〉 : O1 . . . Ǒi . . . Ǒj . . . On :

+
∑

i<j
k<l

(±)〈OiOj〉〈OkOl〉 : O1 . . . Ǒi . . . Ǒj . . . Ǒk . . . Ǒl . . . On :

+ . . .
∑

i1<j1
ia<ja

±
∏

α

〈OiαOjα〉 : O1 . . . Ǒi1 . . . Ǒja . . . On :

(2.2.3)

(Ǒ heißt, dieses Feld ist wegzulassen). Die Summation erstreckt sich über alle
nicht-leere Mengen K von Paaren OiOj (die einander elementfremd sind), die
sich aus O1 . . . On herausgreifen lassen; das Produkt

∏

α über alle Paare, die zur
Menge K gehören.

Zum Beweis betrachten wir den Fall n = 2 explizit, geben dann eine Rekursions-
formel an und benutzen anschließend vollständige Induktion.
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n = 2

O1O2 = (O
(+)
1 +O

(−)
1 )(O

(+)
2 +O

(−)
2 )

= O
(+)
1 O

(+)
2 +O

(+)
1 O

(−)
2 +O

(−)
1 O

(+)
2 +O

(−)
1 O

(−)
2 (2.2.4)

: O1O2 : = O
(+)
1 O

(+)
2 +O

(−)
1 O

(+)
2 +O

(−)
2 O

(+)
1 +O

(−)
1 O

(−)
2 (2.2.5)

also:

O1O2 =: O1O2 : + 〈O1O2〉, (2.2.6)

wobei

〈O1O2〉 = 〈
[
O

(+)
1 , O

(−)
2

]
〉 = i∆+ (2.2.7)

O1O2 = O2O1 + 〈O1O2〉. (2.2.8)

Die angekündigte Rekursionsformel lautet

: O1 . . . On : O =: O1 . . . OnO : +
n∑

j=1

±〈OjO〉 : O1 . . . Ǒj . . . On : (2.2.9)

(± : Permutation der Spinorfelder)
Denken wir uns die vollständigen Felder in Erzeuger und Vernichter zerlegt, dann
reicht es aus, (2.2.9) für den Fall zu beweisen, daß die Oi und O Erzeuger oder
Vernichter sind.

Wir stellen zuerst fest, daß

O
(+)
1 . . . O(+)

m O(−) =: O
(+)
1 . . . O(+)

m O(−) : +

m∑

j=1

±〈O(+)
j O(−)〉O(+)

1 . . . Ǒ
(+)
j . . . O(+)

m

(2.2.10)
gilt; denn, wenn O(−) nach links durch die Vernichter hindurchkommutiert wird,
erzeugt man gerade für jedes Feld den Faktor 〈O(+)

j O(−)〉. Nun multiplizieren wir

(2.2.10) von links mit Erzeugern O
(−)
m+1 . . . O

(−)
n und erhalten

: O
(+)
1 . . . O(+)

m . . . O(−)
n : O(−) =: O

(+)
1 . . . O(−)

n O(−) :

+

m∑

j=1

±〈O(+)
j O(−)〉 : O(+)

1 . . . Ǒ
(+)
j . . . O(−)

n : ,

(2.2.11)

so war ja das Normalprodukt definiert. Da 〈O(−)
j O(−)〉 = 0, ist aber (2.2.11) mit

(2.2.9) identisch.

Für einen Vernichtungsoperator O(+) gilt

: O1 . . . On : O(+) =: O1 . . . OnO
+ : (2.2.12)



44 KAPITEL 2. WECHSELWIRKUNG

trivialerweise, denn 〈OjO
(+)〉 = 0. Also ist (2.2.12) ebenfalls mit (2.2.9) identisch

und damit die Rekursionsformel bewiesen.

Nun führen wir den Beweis des Theorems über vollständige Induktion. Wir neh-
men (2.2.3) für fixiertes n als gültig an und wollen zeigen, daß die entsprechende
Formel dann auch für n+1 gilt. Zu diesem Zweck multiplizieren wir (2.2.3) mit O
und benutzen sukzessive die Rekursionsformel (2.2.9). Anwendung der Rekursi-
onsformel auf : O1 . . . On : O liefert : O1 . . . OnO : , d.h. den “reinen” Normalpro-
duktterm für n + 1 und die Einfachkontraktionen Σ± 〈OjO〉 : O1 . . . Ǒj . . . On : .
Der Term

∑

i<j ±〈OiOj〉 : O1 . . . Ǒi . . . Ǒj . . . On : liefert die zu n + 1 fehlenden
Einfachkontraktionen und einen Teil der Zweifachkontraktionen, nämlich
∑

i<j ±〈OiOj〉〈OkOl〉 : O1 . . . Ǒi . . . Ǒj . . . Ǒk . . . ǑlO : kommen wieder vom er-
sten Beitrag der Rekursionsformel angewandt auf

∑
i<j
k<l
±〈OiOj〉〈OkOl〉

: O1 . . . Ǒi . . . Ǒj . . . Ǒk . . . Ǒl . . . On : O usw. Es ist klar, daß man auf diese Weise
(2.2.3) für n + 1 erhält. Damit ist das Theorem bewiesen.

Das Wicksche Theorem gilt auch, wenn Operatoren Oi ersetzt sind durch bereits
normalgeordnete Produkte Mi(xi) =: Oi1(xi) . . .Oil(xl) : . Dann sind keine Kon-
traktionen auszuführen zwischen Feldern ein und desselben Produktes Mi(xi),
denn diese sind bereits normalgeordnet, so daß alle derartigen Kontraktionen
verschwinden.

Als nächstes wollen wir das Wicksche Theorem für zeitgeordnete Produkte aufführen

T (O1(x1) . . . On(xn)) =: O1(x1) . . . On(xn) :

+
∑

K

±
∏

jj′

〈TOj(xj)Oj′(xj′)〉 : O1(x1) . . . Ǒj(xj) . . . Ǒj′(xj′) . . . On(xn) :

(2.2.13)
Die Summe erstreckt sich über alle nicht-leere Mengen K von Paaren OjOj′ (die
zueinander elementfremd sind), die sich aus den Operatoren O1 . . . On herausgrei-
fen lassen; das Produkt

∏

jj′ über alle Paare OjOj′, die zu K gehören. Der Beweis
folgt sofort aus dem Wickschen Theorem für gewöhnliche Produkte, indem man
eine bestimmte Zeitreihenfolge wählt und auf das sich ergebende Produkt das
Theorem (2.2.3) anwendet.

Zur Berechnung von S-Matrixelementen werden Erweiterungen benötigt: daß er-
stens die Operatoren Oi(xi) durch Monome Mi(xi) (s.o.) ersetzt werden und zwei-
tens, daß sie mit ungeordneten Erzeugern bzw. Vernichtern multipliziert sind. Die
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entsprechende Formel lautet

A
(+)
1 . . . A(+)

a T (M1(x1) . . .Mn(xn))B
(−)
1 . . . B

(−)
b =

: A
(+)
1 . . . A(+)

a T (M1(x1) . . .Mn(xn))B
(−)
1 . . . B

(−)
b :

+
∑

K

CKNK

(2.2.14)
Hier ist ΣK wieder die Summe über alle Kontraktionen wie oben, bei denen jedoch
Kontraktionen der A’s untereinander, eines Monoms Mi(xi) mit sich und der B’s
untereinander wegzulassen sind.

CK =±
∏

jαj′α

〈TOjα(xj)Oj′α(xj′)〉
∏

jj′

〈A(+)
j B

(−)
j′ 〉×

×
∏

jj′α

〈A+
j Oj′α(xj′)〉

∏

jαj′

〈Ojα(xj)B
(−)
j′ 〉

(2.2.15)

und im entsprechenden Faktor NK sind gerade diese Felder wegzulassen.

Hier ist eine Bemerkung angebracht. In den zeitgeordneten Kontraktionen
〈TOjα(xj)Oj′α(xj′)〉 können Produkte der Form ∆c(x1−x2)∆c(x1−x2) auftreten,
die mathematisch zunächst nicht definiert sind (vgl. Abschnitt 2.1.2 und Ab-
schnitt 3). Gl. 2.2.14 stellt keine Definition dieser Ausdrücke dar, sondern regelt
lediglich die Kombinatorik. Man sollte also alle auftretenden Größen als Elemen-
te einer formalen Algebra auffassen, für die Relationen formalen Inhaltes gezeigt
werden.

2.2.2 Das erzeugende Funktional für Greensche Funktio-

nen wechselwirkender Felder

In Abschnitt 1.4 haben wir das erzeugende Funktional für Greensche Funktionen
definiert (vgl.(1.4.4)

Z(J) = 〈Tei
R

dxϕ(x)J(x)〉. (2.2.16)

Wir wollen nun eine Feldgleichung für Z(J) angeben, sie lösen und an dem so
gewonnenen Ausdruck die Probleme illustrieren, die in der störungstheoretischen
Formulierung für Greensche Funktionen wechselwirkender Felder zu lösen sind.
Wir nehmen also an, daß ϕ ein wechselwirkendes Feld ist, das für große Zeiten in
freie Felder ϕein bzw. ϕaus übergeht:

xo → +∞ ϕ(x)→
√
zϕaus

xo → −∞ ϕ(x)→
√
zϕein

(2.2.17)
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und, daß das Vakuum in (2.2.16) im Sinne der Störungstheorie das freie Vakuum
ist. Dann hat

δ

iδJ(x)
Z(J) = 〈T (ϕ(x)ei

R

Jϕ〉 (2.2.18)

als Randbedingungen, daß es für xo → +∞ nur positive Frequenzen, für xo →
−∞ nur negative Frequenzen enthält. Wir nehmen des weiteren an, daß ϕ eine
Bewegungsgleichung erfüllt

(� +m2)ϕ = −V ′(ϕ) : = −∂V
∂ϕ

, (2.2.19)

wie sie aus einer Wirkung

Γ =

∫

dx(−1

2
ϕ(� +m2)ϕ− V (ϕ)) (2.2.20)

folgt. (V sei ein Polynom in ϕ.) Unser Ziel ist es, (2.2.19) in eine Gleichung für
Z(J) überzuführen. Für das freie Feld war das in Abschnitt 1.4 mit Hilfe der
kanonischen Vertauschungsrelationen

[

ϕ(x), ϕ(y)
]
∣
∣
∣
xo=yo

= 0,

[

ϕ̇(x), ϕ(y)
]
∣
∣
∣
xo=yo

= − iδ(x− y)
(2.2.21)

gelungen.
Nehmen wir sie hier probeweise auch für das wechselwirkende Feld als gültig an,
so folgt (analog zu (1.4.17))

(� +m2)
δZ

iδJ
= J(x)Z(J)− 〈T (V ′(ϕ)ei

R

Jϕ)〉

= J(x)Z(J)− V ′( δ

iδJ
)Z(J)

= (J(x)− V ′( δ

iδJ(x)
))Z(J)

(2.2.22)

δZ
iδJ

enthält für xo → ±∞ nur

{
positive

negative
Frequenzen, also gilt

δZ

iδJ(x)
= i

∫

dy∆c(x− y)
{

J(y)− V ′( δ

iδJ(y)
)

}

Z(J) (2.2.23)

Um diese Gleichung zu lösen, benutzen wir
[

J(x),
δ

iδJ(y)

]

= iδ(x− y)
[

J(x), (
δ

iδJ(y)
)n
]

= iδ(x− y)n(
δ

iδJ(y)
)n−1

[

J(x),

∫

dyV (
δ

iδJ(y)
)
]

= iV ′(
δ

iδJ(x)
)

(2.2.24)
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d.h.

δZ(J)

iδJ(x)
= i

∫

dy∆c(x− y)
{

J(y)− i[J(y),

∫

dzLint(
δ

iδJ(z)
)]
}

Z(J) (2.2.25)

(Lint ≡ −V (ϕ))
Mit Hilfe von

eABe−A = B + [A,B] +
1

2!
[A[A,B]] + . . . (2.2.26)

ergibt sich

e
i

R

dzLint(
δ

iδJ(z)
)
J(y) e

−i
R

duLint(
δ

iδJ(u)
)

= J(y) + i
[
∫

dzLint(
δ

iδJ(z)
), J(y)]

(2.2.27)

also eingesetzt in (2.2.25)

δZ(J)

iδJ(x)
= i

∫

dy∆c(x− y)
{

ei
R

LintJ(y)e−i
R

Lint

}

Z(J) (2.2.28)

oder

(� +m2)
δ

iδJ(x)

(
e−i

R

LintZ(J)
)

= J(x)
(
e−i

R

LintZ(J)
)

(2.2.29)

Mit den früheren Frequenzbedingungen folgt wie aus (1.4.25)

e−i
R

LintZ(J) = const. Zo(J) (2.2.30)

oder

Z(J) =
ei

R

Lint(
δ
iδJ

)e−
1
2

R

dxdyJ(x)∆c(x−y)J(y)

[ei
R

Linte−
1
2

R

dxdyJ(x)∆c(x−y)J(y)]∣∣
∣
J=0

(2.2.31)

Der Nenner gewährleistet die Normierungsbedingung

Z(0) = 1. (2.2.32)

Um (2.2.31) und seine Herleitung in’s richtige Licht zu rücken, nehmen wir ein
Teilergebnis der weiteren Analyse vorweg. Es wird sich zeigen, daß in einer syste-
matischen Störungsentwicklung für Z(J) (und damit z.B. auch für (2.2.22)) nur
ganz bestimmte Teilbeiträge wohl-definiert sind, während andere divergent sind
und für die Gesamtsumme Z(J) gar keine Existenzaussage getroffen werden kann.
Die Ursache hierfür ist einmal mehr, daß Produkte von Feldern (hier V ′(ϕ)) nicht
a priori definiert sind, sondern einer konstruktiven Definition bedürfen. Hand in
Hand geht damit, daß wechselwirkende Felder sicher nicht die kanonischen Ver-
tauschungsrelationen (2.2.21) erfüllen: jede nicht-naive Definition von V ′(ϕ) wird
sich auch auf sie auswirken. Damit ist die Bedeutung von (2.2.31) auf die Wah-
rung der richtigen Kombinatorik reduziert und darauf, deutlich zu machen, wel-
che Größen sinnvollerweise wohl-definiert werden sollten. Insbesondere gibt diese
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Formel an, wie man von einer (formalen) Operatorgleichung, nämlich (2.2.19),
zu einer (ebenfalls formalen) Gleichung für Greensche Funktionen gelangt. Die
exakte Definition von Z(J) wird umgekehrt eine exakte Operatorgleichung zur
Folge haben.
Man kann (2.2.31) im Stellenwert mit der Gell-Mann-Low-Formel

〈Tϕ(x1) . . . ϕ(xn)〉int =
〈Tϕ(o)(x1) . . . ϕ

(o)(xn)e
i

R

L
(o)
int 〉(o)

〈Tei
R

L
(o)
int 〉(o)

(2.2.33)

vergleichen, bevor die Beiträge auf der rechten Seite wohl-definiert worden sind.
Bei ihrer Herleitung verwendet man üblicherweise das Wechselwirkungsbild, das
ebenfalls nicht naiv existiert, um die Greenschen Funktionen der wechselwirken-
den Theorie mit denen der freien Theorie störungstheoretisch zu verknüpfen.
(2.2.33) und (2.2.31) wahren die Kombinatorik und die Erfüllung der Axiome
(Abschnitt 2.1) in einem formalen Sinne und sind deswegen von großem heuristi-
schem Wert, sie können aber in dieser naiven Form nicht streng gültig sein. Es
ist vielmehr Ziel, insbesondere des nachfolgenden Abschnitts 3, klar zu machen,
wie Z(J) streng konstruiert werden kann. Es wird sich zeigen, daß eine Formu-
lierung für Z(J) existiert, die zu (2.2.31) ganz analog ist (s. Abschnitt 4, (4.1.23)).

2.2.3 Feynman-Diagramme

Wir wollen nun am Beispiel

Lint = − λ
4!
ϕ4 (2.2.34)

die Formel (2.2.31) auswerten, indem wir sie als eine formale Potenzreihe in λ
auffassen und für einige Ordnungen in λ untersuchen, was für die Greenschen
Funktionen in den jeweiligen Ordnungen resultiert.

Ordnung λo :

Z(J) =
e−

1
2

R

J∆cJ

1
= Zo(J), (2.2.35)

das erzeugende Funktional für die freien Greenschen Funktionen.

Ordnung λ1 :

(Z(J))(1) = −i λ
4!

∫

dz
( δ

iδJ(z)

)4

e
1
2

R

iJ∆ciJ (2.2.36)
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Wir benötigen also Mehrfachableitungen von Zo(J).

δ

iδJ(z)
Zo =

∫

dx∆c(z − x)iJ(x)e
1
2

R

iJ∆ciJ (2.2.37)

( δ

iδJ(z)

)2

Zo =
(

∆c(o) + (

∫

dx∆c(z − x)iJ(x))2
)

e
1
2

R

iJ∆ciJ (2.2.38)

( δ

iδJ(z)

)3

Zo =
(

3∆c(o)(

∫

dx∆c(z − x)iJ(x))

+ (

∫

dx∆c(z − x)iJ(x))3
)

e
1
2

R

iJ∆ciJ (2.2.39)

( δ

iδJ(z)

)4

Zo =
(

3(∆c(o))
2 + 6∆c(o)(

∫

dx∆c(z − x)iJ(x))2

+ (

∫

dx∆c(z − x)iJ(x))4
)

e
1
2

R

iJ∆ciJ (2.2.40)

Wenn wir einen Propagator ∆c(z − x) durch eine Linie und die Quellen J(x)
durch ein Kreuz bei x darstellen, so läßt sich die Klammer, die Zo(J) in (2.2.40)
multipliziert, graphisch folgendermaßen wiedergeben

3(∆c)
2(o)+6∆c(o)(

∫

dx∆c(z − x)iJ(x))2 + (

∫

dx∆c(z − x)iJ(x))4

3 +6 +

Die numerischen Koeffizienten 3,6,1 ergeben sich ebenfalls graphisch: sie geben
die Anzahl der möglichen Arten an, wie man vom Vertex durch Schließen

von Linien zum jeweiligen Diagramm gelangen kann. Das sind bei 3, bei

aber 3 · 2 = 6 Möglichkeiten und bei gerade 1.

Nullte und erste Ordnung in λ lauten also für Z(J)

(Z(J))(≤1) =

1− i λ
4!

∫
dz(3 + 6 + )

1− i λ
4!

∫
dz3

Zo(J)

=
(

1− i λ
4!

∫

dz(6 +
)

Zo(J)

(2.2.41)
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Das “Vakuumdiagramm” des Zählers wird durch den entsprechenden Bei-

trag im Nenner kompensiert.

Die Greenschen Funktionen ergeben sich durch Differentiation nach J an der
Stelle J = 0. Diese Ableitungen müssen also mindestens auf alle J-Faktoren der

Diagramme und wirken, damit in der Ordnung λ1 ein nicht-

verschwindender Beitrag entsteht. Die entstehenden analytischen Ausdrücke sind
dieselben ohne die Faktoren iJ , daher zeichnen wir für sie auch dieselben Dia-
gramme ohne die Kreuze. Wir nennen die entsprechenden Propagatoren äußere

Linien des Diagramms. Die anderen Linien heißen innere. In der Ordnung λ1 sind
demnach zwei Beiträge “zusammenhängend”:

δ2

iδJ(x1)iδJ(x2)
Z(J)(1)

∣
∣
∣
J=0

=〈T (ϕ(x1)ϕ(x2))〉(1)c

=− i λ
4!
· 6 · 2 ·∆c(o)

∫

dz∆c(z − x1)∆c(z − x2)

(2.2.42)
und

4∏

k=1

δ

iδJ(xk)
Z(J)(1)

∣
∣
∣
J=0

=〈T (ϕ(x1)ϕ(x1)ϕ(x3)ϕ(x4))〉(1)c (2.2.43)

=− iλ
∫

dz∆c(z − x1)∆c(z − x2)∆c(z − x3)∆c(z − x4)

(〈. . .〉c: connected = zusammenhängend)
alle anderen Beiträge (d.h. J-Ableitungen wirken auch auf Zo(J)) sind “unzu-
sammenhängend”: man kann nicht von jedem äußeren Punkt des Diagramms zu
jedem anderen gelangen, ohne das Diagramm zu verlassen.

Ordnung λ2:

1

2!

(

− iλ
4!

)2
∫

dz1

( δ

iδJ(z1)

)4
∫

dz2

( δ

iδJ(z2)

)4
e

1
2

R

iJ∆ciJ führt zu :
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( δ

iδJ(z1)

)4{

3 + 6 +
}

e
1
2

R

iJ∆ciJ

=
( δ

iδJ(z1)

)4{

· · ·
}

· e 1
2

R

iJ∆ciJ

+ 4
( δ

iδJ(z1)

)3{

· · ·
}( δ

iδJ(z1)

)

e
1
2

R

iJ∆ciJ

+ 6
( δ

iδJ(z1)

)2{

· · ·
}( δ

iδJ(z1)

)2

e
1
2

R

iJ∆ciJ

+ 4
( δ

iδJ(z1)

){

· · ·
}( δ

iδJ(z1)

)3

e
1
2

R

iJ∆ciJ

+
{

· · ·
}( δ

iδJ(z1)

)4

e
1
2

R

iJ∆ciJ

(2.2.44)

=

{

4!(∆c(z1 − z2))4

4!

+ 4 · 4!(∆c(z1 − z2))3

∫

dx1∆c(z1 − x1)iJ(x1)

∫

dx2∆c(z2 − x2)iJ(x2)

4 · 4!

+ 6

(

12(∆c(o))
2(∆c(z1 − z2))2 + 12 ∆c(o)(∆c(z1 − z2))200

∫

∆c(z1 − x)iJ(x))2

12 12

+ 12∆c(o)(∆c(z1 − z2))2(

∫

∆c(z2 − x)iJ(x))2

12

+ 12(∆c(z1 − z2))2(

∫

∆c(z1 − x)iJ(x))2(

∫

∆c(z2 − y)iJ(y))2

)

12

+ 4

(

36(∆c(o))
2∆c(z1 − z2)

∫

∆c(z1 − x)iJ(x)

∫

∆c(z2 − y)iJ(y)

36
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+ 12 ∆c(o)∆c(z1 − z2)(
∫

∆c(z1 − x)iJ(x))3

∫

∆c(z2 − y)iJ(y)

12

+ 12 ∆c(o)∆c(z1 − z2)
∫

∆c(z1 − x)iJ(x))(

∫

∆c(z2 − y)iJ(y))3

12

+ 4 ∆c(z1 − z2)(
∫

∆c(z1 − x)iJ(x))3(

∫

∆c(z2 − y)iJ(y))3

)

4

+
(

3 + 6 +
)

×

×
(

3 + 6 +
)
}

e
1
2

R

iJ∆ciJ

(2.2.45)

Die Vakuumbeiträge (Diagramme ohne äußere Linien) kompensieren sich auch
für die zweite Ordnung in λ, denn wenn alle Ableitungen, die von Lint herrühren,
ausgeführt sind und dann J = 0 gesetzt wird, so ist Zähler = Nenner. Also ergibt
sich

(Z(J))(≤2) =

{

1− i λ
4!

∫

dz
(

6 +
)

− 1

2

λ2

(4!)2

∫

dz1dz2

(

4 · 4!

+ 6 · 12
(

+ +
)

+ 6 · 24

+ 4 · 12
(

+
)

+ 16 + 36
( )

+ 12
( )

+
( ))

}

×

× e 1
2

R

iJ∆ciJ (2.2.46)
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Diese beiden Ordnungen in λ sollten klar gemacht haben, wie Greensche Funk-
tionen aus (2.2.31) zu gewinnen sind. Das Ergebnis läßt sich formalisieren in den
“Feynmanregeln”, die es gestatten, unmittelbar Diagramme und ihr analytisches
Äquivalent anzugeben. Das heißt also für die Wechselwirkung (2.2.34) folgender-
maßen: Um die Beiträge für eine (zusammenhängende) Greensche Funktion der
Ordnung λn zu erhalten, zeichne man n Vertizes, verbinde die Vertizes auf alle
möglichen Arten, so daß ein Diagramm mit der gewünschten Anzahl an äußeren
Linien entsteht, integriere über die n Argumente, multipliziere mit den kombina-
torischen Faktoren sowie mit (− iλ

4!
)n und addiere alle Diagramme.

Da für alle gebräuchlichen Wechselwirkungen Feynmanregeln hergeleitet und gut
dokumentiert sind, verzichten wir hier auf eine detailliertere Darstellung. Wichtig
war uns das Prinzip, wie die Feynmanregeln aus (2.2.31) folgen.

Relevant für das Renormierungsprogramm ist nun noch die Unterscheidung von
Diagrammen, die geschlossene Schleifen enthalten und solche, die das nicht tun.
Letztere heißen “Baumdiagramme” (engl. tree diagrams). Ein Beispiel ist das
Diagramm

∼ λ2

∫

dz1dz2 ∆c(z1 − z2)(
∫

dx1 ∆c(z1 − x1)iJ(x1))
3(

∫

dx2 ∆c(z2 − x2)iJ(x2))
3

(2.2.47)
aus (2.2.46). Es liefert einen Beitrag zu 〈T (ϕ(x1) . . . ϕ(x6))〉(2), nämlich etwa

∼ λ2

∫

dz1dz2 ∆c(z1 − z2)
3∏

j=1

∆c(xj − z1)
6∏

j=4

∆c(z2 − xj)

= λ2

∫

dz1dz2

∫
dk

(2π)4
e−i(z1−z2)k

∫ 3∏

j=1

dpj
(2π)4

e−i(xj−z1)pj
∫ 6∏

j=4

dpj
(2π)4

e−i(z2−xj)pj×

× ∆̃c(k)

6∏

j=1

∆̃c(pj)

= λ2

∫

dz1dz2
dk

(2π)4

3∏

j=1

dpj
(2π)4

e−ixjpj
6∏

j=4

dpj
(2π)4

eixjpje−iz1(k−(p1+p2+p3))×

× e−iz2(−k+(p4+p5+p6))∆̃c(k)

6∏

j=1

∆̃c(pj)
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= (2π)4λ2

∫ 3∏

j=1

dpj
(2π)4

e−ixjpj
6∏

j=4

dpj
(2π)4

eixjpjδ(p1 + . . .+ p6)∆̃c(p1 + p2 + p3)×

×
6∏

j=1

∆̃c(pj)

(2.2.48)
d.h. die verbleibenden Integrationen entsprechen nur noch den Fouriertransfor-
mationen, es sind keine Integrationen über innere Impulse auszuführen: es treten
keine Divergenzen auf.
Und das gilt allgemein für (zusammenhängende) Baumdiagramme: die Anzahl I
der inneren Linien und die Anzahl der Vertizes V ist verknüpft durch

I = V − 1. (2.2.49)

D.h. die V Ortsintegrationen liefern V δ-Funktionen im Impulsraum; mit ihnen
kann man die I Integrationen über die inneren Impulse ausführen und behält dann
noch eine δ-Funktion, die die Erhaltung des Gesamtimpulses für das Diagramm
ausdrückt.
Entsprechend sagt die Euler-Formel für ein zusammenhängendes Diagramm mit
m Schleifen, I inneren Linien und V Vertizes:

m = I − V + 1 (2.2.50)

aus, daß nach Ausführen der Integration über die Raum-Zeit-Koordinaten der
Vertizes eine δ-Funktion für den Gesamtimpuls und m Integrationen über innere
Impulse verbleiben.

Betrachten wir als Beispiel

(2.2.51)

∼ λ2

∫

dz1dz2(∆c(z1 − z2))2(

∫

dx1∆c(z1 − x1)iJ(x1))
2(

∫

dx2∆c(z2 − x2)iJ(x2))
2

so trägt das Diagramm zu 〈T (ϕ(x1) . . . ϕ(x4))〉(2) bei und zwar etwa den Term

λ2

∫

dz1dz2(∆c(z1 − z2))2∆c(z1 − x1)∆c(z1 − x2)∆c(z2 − x3)∆c(z2 − x4)

= λ2

∫

dz1dz2

∫
dk1

(2π)4

dk2

(2π)4
e−ik1(z1−z2)e−ik2(z1−z2)∆̃c(k1)∆̃c(k2)×
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×
4∏

j=1

( dpj
(2π)4

∆̃c(pj)
)

e−i(p1(z1−x1)+p2(z1−x2)+p3(z2−x3)+p4(z2−x4))

= (2π)8λ2

∫
dk1

(2π)4

dk2

(2π)4

4∏

j=1

( dpj
(2π)4

∆̃c(pj)
)

δ(k1 + k2 + p1 + p2)δ(−k1 − k2 + p3 + p4)×

× ∆̃c(k1)∆̃c(k2)e
i(p1x1+p2x2+p3x3+p4x4)

= λ2

∫ 4∏

j=1

( dpj
(2π)4

eipjxj∆̃c(pj)
)

δ(p1 + p2 + p3 + p4)

∫

dk∆̃c(k)∆̃c(p1 + p2 + k)

(2.2.52)∫

dk ∆̃c(k)∆̃c(p+ k) =

∫

dk
i

k2 −m2 + iε
· 1

(p− k)2 −m2 + iε

= log. div.

(2.2.53)

D.h. eine Integration entspricht nicht einer Fouriertransformation und führt zu
einer (logarithmischen) Divergenz. Relevant hierfür ist letzten Endes das Auftre-
ten des Produkts (∆c(z1 − z2))2 und irrelevant sind die äußeren Propagatoren.

Dies motiviert eine weitere Definition: Zusammenhängende1 Diagramme ohne
äußere Linien (die äußeren Linien sind “amputiert”), die zusammenhängend blei-
ben, wenn man eine Linie durchschneidet, heißen Ein-Teilchen-irreduzibel (one-
particle irreducible, 1PI) andernfalls Ein-Teilchen-reduzibel.

Kombinieren wir diese beiden Beispiele, so ist klar, daß für ein ein-Teilchen-
reduzibles Diagramm mögliche Divergenzen nur aus Unterdiagrammen herrühren
können:

Γ = (2.2.54)

kann nur divergent sein, wenn mindestens eines der Unterdiagramme

γ1 = oder γ2 = (2.2.55)

divergent ist; die Linie L kann keine Divergenz erzeugen.

In unserer störungstheoretischen Vorgehensweise verstehen wir Greensche Funk-
tionen als durch die Summe der zu ihnen beitragenden Diagramme gegeben.
Wir können also die Begriffe “zusammenhängend”, “Ein-Teilchen-(ir)reduzibel”
in diesem Sinne auf Greensche Funktionen übertragen. Eine Greensche Funktion
heißt demnach zusammenhängend (Ein-Teilchen-(ir)reduzibel), wenn alle Dia-
gramme, die zu ihr beitragen, diese Eigenschaft haben. Für das Aufspüren und
Beseitigen von Divergenzen ist es also erforderlich, den Zusammenhang zwischen

1“zusammenhängend” haben wir oben an Beispielen der Ordnung λ2 definiert.
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diesen Typen von Greenschen Funktionen zu kennen. Ihm wenden wir uns jetzt
zu.

2.3 Z,Zc,Γ

Das erzeugende Funktional für die allgemeinen Greenschen Funktionen haben
wir mit Z(J) bezeichnet (vergl. (2.2.16), aber auch (1.4.21) und (1.4.24)). Wir
definieren nun durch

Z(J) = eiZc(J) (2.3.1)

ein neues Funktional Zc (c=connected, zusammenhängend) und wollen zeigen,
daß es speziellere, nämlich die zusammenhängenden Greenschen Funktionen er-
zeugt.

Hierzu gehen wir auf die Bewegungsgleichung in Integralform (2.2.23) zurück und
stellen sie graphisch dar

δ

iδJ(x)
Z = i

∫

dy ∆c(x− y)
(

J(y)− V ′
( δ

iδJ

))

Z (2.3.2)

= −
N∑

n=1

v′n ,

hierbei ist: V ′(x) =
∑
vnx

n. Die Summe erstreckt sich über alle Beiträge zu V ′,
aufgeschlüsselt nach der Anzahl der Ableitungen. Um aus (2.3.2) eine Gleichung
für Zc(J) zu gewinnen, geben wir zunächst eine Hilfsgleichung an.

dn

(dx)n
ef(x) = ef(x)(f ′ +

d

dx
)n 1 (2.3.3)

Also z.B. für n = 3

d3

(dx)3
ef(x) =ef(x)(f ′ +

d

dx
)(f ′ +

d

dx
)(f ′ +

d

dx
)1

=ef(x)(f ′3 + 3f ′f ′′ + f ′′′)

(2.3.4)

Jeder Term in V ′( δ
iδJ

) gibt demnach Anlaß zur einer Summe von Produkten von
Ableitungen, die auf Zc wirken. (Die Summe ist endlich, weil wir angenommen
haben, daß V ′ ein Polynom ist.) So führt etwa ein einziger Term

V ′ = (
δ

iδJ
)3 (2.3.5)

zu

V ′Z = Z

(

i3
(δZc
iδJ

)3

+ 3i2
(δZc
iδJ

)( δ2Zc
iδJiδJ

)

+ i
δ3Zc

iδJ iδJ iδJ

)

. (2.3.6)
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Hiermit geht (2.3.2) also über in

δ

δJ
Zc = i

∫

dy∆c(x− y)
(

J(y)− V ′
(δZc
δJ

)

+ iV ′1

(δZc
δJ

) δ2Zc
δJδJ

− i2V ′2
(δZc
δJ

) δ3Zc
δJδJδJ

· · ·
) (2.3.7)

Die Funktionen V ′1(
δZc
δJ

), V ′2(
δZc
δJ

) sind in Analogie zu (2.3.6) zu berechnen. In
graphischer Form

Zc =̂ ,
δ4

iδJ(x1) · · · iδJ(xn)
Zc =̂ ,

sonst wie oben, läßt sich (2.3.7) als

= −
∑

n

v′n

+ i
∑

n

v′1n + i2
∑

n

v′2n + . . .

wiedergeben.
Der erste Term auf der rechten Seite entspricht i

∫
dy ∆c(x− y)J(y), der zweite

−i
∫
dy ∆c(x−y)V ′

(
δZc
δJ

)

usw. Es ist nun wichtig, aus der Gestalt der Graphen er-

stens zu erkennen, daß der Beitrag V ′( δZc
δJ

) Baumstruktur hat, und zweitens, daß

alle Beiträge zusammenhängend sind, wenn Zc d.h. , zusammenhängend

war. Beginnen wir die Iteration, die wir ja immer zur Lösung der Gleichun-
gen benützen, mit einer zusammenhängenden Näherung, so bleibt sie zusam-
menhängend. Ein Blick auf (2.3.2) im Vergleich zeigt, daß das dort nicht gewähr-
leistet war.

Die Entwicklung (2.3.7) ist auch eine in geschlossenen Schleifen: die Beiträge V ′1
enthalten mindestens eine Schleife, V ′2 zwei usw. D.h. die iterative Lösung der
Gleichung ist eine formale Potenzreihe in J , deren Koeffizienten eine nach An-
zahl der Schleifen geordnete Reihe von zusammenhängenden Diagrammen ist.

Iterieren wir, indem wir immer nur den Beitrag V ′ berücksichtigen, erhalten wir
alle Baum-Diagramme. Brechen wir in (2.3.7) die Entwicklung also nach dem
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V ′-Term ab und gehen wieder zur Differentialgleichung über, so entsteht

(� +m2)
δZc
δJ

= J − V ′
(δZc
δJ

)

. (2.3.8)

Führen wir nun noch mit der Definition

φc =
δZc
δJ

(2.3.9)

das “klassische” Feld φc ein, so ist ersichtlich, daß (2.3.8) mit der klassischen
Bewegungsgleichung in Gegenwart einer Quelle zusammenfällt, d.h. die Baum-
Diagramm-Näherung kann mit der klassischen Theorie in Gegenwart einer Quelle
identifiziert werden.

Um die für die Renormierung wichtigste Klasse von Greenschen Funktionen be-
schreiben zu können, definieren wir ein Funktional, das sie erzeugt. Wir behaup-
ten, daß die ein-Teilchen-irreduziblen Greenschen Funktionen (auch Vertexfunk-
tionen genannt) aus den zusammenhängenden durch Legendre-Transformation
gewonnen werden können. Die Definition umfaßt zwei Schritte. Im ersten wird
über

φ(J)(x) + φo =
δ

δJ(x)
Zc(J) (2.3.10)

φo =
δ

δJ(x)
Zc(J)∣∣

∣
J=0

(2.3.11)

eine neue Variable eingeführt. Sie ist so normiert, daß φ(0) = 0 gilt. (2.3.10) ist
auch tatsächlich eine sinnvolle Definition, denn man kann iterativ nach φ auflösen,
weil in erster Näherung

φ(J)(x) =

∫

dy ∆c(x− y)J(y) (2.3.12)

d.h.

J(φ)(x) = (� +m2)φ(x) (2.3.13)

ist. Im zweiten Schritt wird das eigentliche Vertexfunktional definiert, das ein
Funktional von φ ist:

Γ(φ) = Zc(J(φ))−
∫

dx J(φ)(x)(φ(x) + φo) (2.3.14)

Hieraus folgt sofort
δΓ

δφ(x)
= −J(φ)(x) (2.3.15)
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und

δ2Γ

δφ(x)δ(φ)(y)
=− δJ(φ)(y)

δφ(x)
= −

[
δφ(J)(x)

δJ(y)

]−1

=−
[

δ2Zc
δJ(x)δJ(y)

]−1

. (2.3.16)

δ2Zc
δJ(x)δJ(y)

=τ c2(x− y) +O(J) = τ2(x− y)− φ2
o +O(J) (2.3.17)

ist die Zwei-Punkt-Funktion in Gegenwart einer Quelle J ; sie ist zusammenhängend
(c), weil ein möglicher Vakuumerwartungswert explizit subtrahiert ist.
D.h.

δ2Γ(φ)

δφ(x)δφ(y)
= −(τ c2(x− y))−1 +O(φ) (2.3.18)

Da Γ eine formale Potenzreihe in φ ist, folgt aus (2.3.14) (und Z(0) = 1 ↔
Zc(0) = 0)

Γ(0) = 0, (2.3.19)

aus (2.3.15)
δΓ

δφ

∣
∣
∣
φ=0
J=0

= 0. (2.3.20)

(2.3.18) impliziert also

Γ2(x− y) = −(τ2(x− y))−1, (2.3.21)

wenn wir in Γ die Beiträge 2. Ordnung explizit abtrennen gemäß

Γ(φ) =
1

2

∫

dxdyφ(x)φ(y)Γ2(x− y) + Γ̄(φ) (2.3.22)

Γ̄(φ) =
∞∑

n=3

1

n!

∫

dx1 . . . dxnφ(xn) . . . φ(x1)Γn(x1, . . . xn). (2.3.23)

Eine Ableitung nach φ und (2.3.15) ergeben demnach

−J(φ)(x) =

∫

dyφ(y)Γ2(x− y) +
δ

δφ(x)
Γ̄(φ) (2.3.24)

Oder, unter Benutzung von

−
∫

dz Γ2(x− z)τ c2 (z − y) = δ(x− y) (2.3.25)

φ(J)(x) =

∫

dyτ c2(x− y)
(

J(y)− δ

δφ(y)
Γ̄(φ(J))

)

(2.3.26)
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Da φ(J) als Ableitung von Zc aufgefaßt werden kann, haben wir hier im Grunde
eine Gleichung hergeleitet, die eine Aussage über Zc macht. Um sie zu interpre-
tieren, führen wir wieder graphische Symbole ein.

φ(J)(x) =
δ

δJ(x)
Zc(J)− φo ≡

τ c2(x− y) =

Γn(x1, . . . , xn) =

Die graphische Version von (2.3.26) sieht also folgendermaßen aus

= −
∞∑

n=2

1

n!
(2.3.27)

φ(J) ist die iterative Lösung dieser Gleichung, hat also Baumstruktur, aufgebaut
aus dem vollständigen Propagator τ c2 und den Vertizes Γn. Da τ c2 der vollständi-
ge Propagator ist, müssen die Γn Ein-Teilchen-irreduzibel sein, sonst könnte bei
einem Iterationsschritt nicht wieder der vollständige Propagator die Teile verbin-
den. D.h. Γ erzeugt die ein-Teilchen-irreduziblen Greenschen Funktionen (deren
zweiter Name “Vertexfunktionen” jetzt ebenfalls erklärt ist).

Für die Herleitung war wichtig, daß Γ eine formale Potenzreihe in φ war. Daß es
ebenfalls eine formale Potenzreihe in der Anzahl der Schleifen ist, wollen wir noch
klarstellen; denn hieraus folgt die wichtige Identifikationsmöglichkeit “klassische
Wirkung = Γ(o)”. Wir überzeugen uns zunächst davon, daß die Schleifenordnung
z.B. mit der Ordnung in ~ einhergeht. Zu diesem Zweck müssen wir ~ in einigen
Formeln explizit angeben:

〈T (φ(x)φ(y))〉 =∆c(x− y) =
1

(2π)4

∫

dk e−ik(x−y)∆̃c(k) (2.3.28)

∆̃c(k) =
i~

k2 −m2 + iε
(2.3.29)

Z(J) =
e
i
~

R

Lint(
~δ
iδJ

)e
1
2

R

i
~
J∆c

i
~
J

[ . . . ]
∣
∣
∣
J=0

(2.3.30)

Eine allgemeine Greensche Funktion ist definiert als

〈T (φ(x1) . . . φ(xn))〉 =
~
nδn

iδJ(x1) . . . iδJ(xn)
Z(J)

∣
∣
∣
J=0

(2.3.31)

Ein Beitrag zu ihr, der von einem Diagramm mit V Vertizes und L = I + N
Linien herrührt (I = Anzahl der inneren Linien, N=Anzahl der äußeren Linien),
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hat also den Faktor ~
−V+L. Aus (2.3.1) wird

Z = e
i
~
Zc (2.3.32)

Eine zusammenhängende Greensche Funktion ist definiert als

〈T (φ(x1) . . . φ(xn))〉c =
~
nδn

iδJ(x1) . . . iδJ(xn)
Zc(J)

∣
∣
∣
J=0

. (2.3.33)

Wegen des Faktors i
~

in (2.3.32) ergibt sich 〈T (φ(x1) . . . φ(xn))〉c also als ~

i
× (zu-

sammenhängende Beiträge aus (2.3.31)). D.h. wenn das oben betrachtete Dia-
gramm zusammenhängend war, erhält es, als Beitrag zu (2.3.32) verstanden, den
Faktor ~

i
. Das zusammenhängende Diagramm hat also die ~-Ordnung −V +L+1.

Der Übergang zum ein-Teilchen-irreduziblen Diagramm besteht darin, die äuße-
ren Linien zu amputieren, wenn das so entstehende Diagramm 1PI ist. Es ist
dann von der ~-Ordnung −V + I + 1. Die Euler-Formel

m = I − V + 1 (2.3.34)

sagt aus, daß m die Anzahl der geschlossenen Schleifen ist. Also ist die ~-Ordnung
gleich der Schleifenordnung.

Für m = 0 kann ein Ein-Teilchen-irreduzibles Diagramm keine inneren Linien
haben, besteht also aus einem Punkt (in Übereinstimmung mit (2.3.34)). Wie die
Definition von Γ (2.3.14) und der Vergleich mit (2.3.8) zeigt, kann also Γ(o) mit der
klassischen Wirkung identifiziert werden! Dies ist ein außerordentlich nützliches
Ergebnis, denn es hilft, eine ganze Anzahl schwieriger Probleme zu vermeiden.
Wenn eine klassische Wirkung (oder auch Lagrangefunktion) den Übergang zur
Quantenfeldtheorie dadurch gestatten soll, daß man sie als Operator im Hilber-
traum interpretiert, hat man auf die Anordnung der Faktoren zu achten, kann
z.B. Symmetrieoperationen nicht naiv ausführen, muß man auf den Definitions-
bereich dieser Operatoren Rücksicht nehmen und dergleichen mehr. Interpretiert
man die klassische Wirkung aber im obigen Sinne als niedrigste Näherung des
Vertexfunktionals, so hat man nur mit klassischen Größen zu tun und darf sie naiv
manipulieren. Die Wechselwirkung geht z.B. in der Form (2.3.30) ein. Natürlich
bleibt die Aufgabe, das Vertexfunktional für alle Ordnungen zu konstruieren, d.h.
die Divergenzen zu beseitigen und die Axiome zu überprüfen.

2.4 LSZ-Reduktionsformalismus

Unter der Bezeichnung Lehmann–Symanzik–Zimmermann–Reduktionsformalis-
mus wird eine Methode zusammengefaßt, aus Greenschen Funktionen Informa-
tionen über Matrixelemente von Operatoren im Hilbert-Raum zu gewinnen und
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umgekehrt. Wir wollen sie am Beispiel des skalaren Feldes und der S-Matrix il-
lustrieren und dann auf den Fall von Stromoperatoren verallgemeinern.

Angelpunkt dieser Methode ist die sogenannte Asymptotenbedingung. Wenn ϕein(x)
ein freies skalares Feld bezeichnet, das der Klein-Gordon-Gleichung

(� +m2)ϕein(x) = 0 (2.4.1)

genügt, ϕ(x) das wechselwirkende Feld, das Lösung der wechselwirkende Theo-
rie ist, also die gesamte dynamische Information der Theorie enthält, so soll im
schwachen Limes gelten

ϕ(x)→ z1/2ϕein(x) für xo → −∞ (2.4.2)

(z: positive Zahl; “Wellenfunktionsrenormierung”)
“Schwacher Limes” heißt, daß nur jedes Matrixelement von ϕ zum entsprechen-
den von ϕein strebt, nicht aber der Operator. Der Unterschied zwischen ϕein und ϕ
zeigt sich auch darin, daß die gesamte Information von ϕein durch die entsprechen-
de Ein-Teilchen-Zustände ausgeschöpft wird, was für ϕ nicht der Fall ist. ϕ kann
durchaus nicht-verschwindende Matrixelemente mit Mehr-Teilchen-Zustände ha-
ben. Analog gilt eine Asymptotenbedingung derselben Art für xo → +∞

ϕ(x)→ z1/2ϕaus(x) für xo → +∞ (2.4.3)

Auch ϕaus ist ein freies Feld der Masse m:

(� +m2)ϕaus(x) = 0 (2.4.4)

z ist derselbe Faktor wie in (2.4.2).
Außerdem gehört zur Forderung der Asymptotenbedingung die Eindeutigkeit des
Vakuums

|o, ein〉 = |o, aus〉 = |o〉. (2.4.5)

Die Ein-Teilchen-Zustände sollen darüberhinaus stabil sein

|1, ein〉 = |1, aus〉 . (2.4.6)

Wir betrachten nun ein Element der S-Matrix

〈f, ein|S|i, ein〉 = 〈f, aus|i, ein〉 (2.4.7)

und wollen in der Übergangsamplitude einen “Ein-Zustand reduzieren” (die Sprech-
weise wird im Verlauf des Verfahrens klar werden). Der auslaufende Zustand
〈f, aus| sei durch die Impulse p1, . . . , pn, der einlaufende Zustand |i, ein〉 durch
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die Impulse q1, . . . , ql charakterisiert; dann gilt

aus〈p1 . . . |q1 . . .〉ein = aus〈p1 . . . |a†ein(q1)|q2 . . .〉ein (2.4.8)

=aus〈p1 . . . |a†aus(q1)|q2 . . .〉ein + aus〈p1 . . . |a†ein(q1)− a†aus(q1)|q2 . . .〉ein
=aus〈p1 . . . pn,−q1|q2 . . .〉ein
− iaus〈p1 . . . |

∫

d3x1fq1(x1)
↔

∂ o (ϕein(x1)− ϕaus(x1)) |q2 . . .〉ein
(2.4.9)

(Hier haben wir (1.1.10) benutzt, d.h. die Möglichkeit, den Erzeuger durch das
zugehörige freie Feld auszudrücken.)
Der zweite Summand ist von der Zeit unabhängig. Das können wir uns zunutze
machen, indem wir für ϕein die Zeit xo1 → −∞, für ϕaus die Zeit xo1 → +∞
gehen lassen und dann die Asymptotenbedingung benutzen. Wir erhalten für
diese beiden Summanden

i√
z

(

lim
xo1→+∞

− lim
xo1→−∞

)∫

d3x1fq1(x1)
↔

∂ o aus〈p1 . . . |ϕ(x1, x
o
1)|q2 . . .〉ein

=
i√
z

∫

d4x∂o

(

fq1(x1)
↔

∂ o aus〈p1 . . . |ϕ(x1, x
o
1)|q2 . . .〉ein

) (2.4.10)

denn

lim
t→+∞

∫

d3xψ(x, t)− lim
t→−∞

∫

d3xψ(x, t) = lim
tf→+∞
ti→−∞

∫
tf
ti dt

∂

∂t

∫

d3xψ(x, t) (2.4.11)

Der erste Summand in (2.4.9) trägt nur bei, falls ein auslaufender Impuls genau q1
ist – d.h. wenn ein Teilchen nicht am Streuprozeß teilnimmt. Mit der Interpreta-
tion in Feynman-Diagrammen im Sinn sprechen wir von unzusammenhängenden
Beiträgen (u.B.).

aus〈p1 . . . pn,−q1|q2 . . .〉ein =

n∑

k=1

δ(3)(pk − q1)aus〈p1 . . . p̌k . . . |q2, . . .〉ein (2.4.12)

(̌ heißt: entsprechender Impuls fehlt).
Wir werden diese Beiträge im folgenden nicht explizit aufführen. Wir sind also
bei der Gleichung

aus〈p1 . . . |q1 . . .〉ein =u.B. +
i√
z

∫

d4x1∂o

(

fq1(x1)
↔

∂ o ×

× aus〈p1 . . . |ϕ(x1)|q2 . . .〉ein
) (2.4.13)

angelangt. Mit der Annahme, daß wir mit Hilfe von fq1(x1) Wellenpakete kon-
struiert haben, dürfen wir in (2.4.13) partiell über den Raum integrieren und
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erhalten

∫

d4x1∂o

(

fq1(x1)
↔

∂ o aus〈. . . |ϕ(x1)| . . .〉ein
)

=

∫

d4x1∂o (−∂ofq1(x1)〈. . . |ϕ(x1)| . . .〉+ fq1(x1)〈. . . |∂oϕ| . . .〉)

=

∫

d4x1

(
−∂2

ofq1(x1)〈. . . |ϕ(x1)| . . .〉+ fq1(x1)〈. . . |∂2
oϕ| . . .〉

)

=

∫

d4x1

(
(−∆ +m2)fq1(x1)〈. . . |ϕ(x1)| . . .〉+ fq1(x1)〈. . . |∂2

oϕ| . . .〉
)

=

∫

d4x1fq1(x1)aus〈. . . |(� +m2)ϕ(x1)| . . .〉ein

(2.4.14)

Einschließlich aller Faktoren gilt also

aus〈p1 . . . |q1 . . .〉ein = u.B. +
i√
z

∫

d4x1e
−iq1x1(�x1 +m2)×

× aus〈p1 . . . pn|ϕ(x1)|q2 . . . ql〉ein
(2.4.15)

(Hier haben wir das Wellenpaket wieder durch die ebene Welle ersetzt: fq1(x1) =
e−iq1x1 .)
Als Ergebnis können wir festhalten, daß ein einlaufendes Teilchen im wesentlichen
durch den Klein-Gordon-Operator wirkend auf ein volles d.h. wechselwirkendes
Feld ϕ ersetzt ist. Als nächstes wollen wir nun einen Aus-Zustand reduzieren.
Wir schreiben also

aus〈p1 . . . pn|q1 . . . ql〉ein (2.4.16)

= u.B. +
i√
z

∫

d4x1fq1(x1)(�x1 +m2)aus〈p2 . . . pn|aausϕ(x1)|q2 . . .〉ein
(2.4.17)

= u.B. +
i√
z

∫

. . .
(

aus〈p2 . . . pn|aausϕ(x1)− ϕ(x1)aein(p1)|q2 . . .〉ein

+aus〈p2 . . . pn|ϕ(x1)| − p1, q2 . . .〉ein
) (2.4.18)

= u.B. +
i√
z

∫

. . .
(

i

∫

d3y1〈p2 . . . pn|ϕaus(y1)ϕ(x1)− ϕ(x1)ϕein(y1)|q2 . . .〉×

×
↔

∂ yo1 f
∗
p1

(y1)
)

(2.4.19)

Hier ist der dritte Term von (2.4.18) wieder unter u.B. subsumiert worden. Wir
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benutzen die Asymptotenbedingung für yo1 → ±∞ und erhalten

= u.B. +
i√
z

∫

. . .
i√
z

∫

d3y1

(

lim
yo1→+∞

〈. . . |ϕ(y1)ϕ(x1)|〉
↔

∂ yo1 f
∗
p1

(y1)

− lim
yo1→−∞

〈. . . |ϕ(x1)ϕ(y1)|〉
↔

∂ yo1 f
∗
p1

(y1)
) (2.4.20)

= u.B. +
i√
z

∫

. . .
i√
z

∫

d3y1〈. . . |
(

lim
yo1→+∞

− lim
yo1→−∞

)

T (ϕ(y1)ϕ(x1)) |〉×

×
↔

∂ yo1 f
∗
p1

(y1)

(2.4.21)

(denn im ersten Summanden ist yo1 > xo1 während im zweiten yo1 < xo1 ist.)
Die Differenz der Limiten können wir wie oben als Integral über die Zeitableitung
schreiben und finden damit

= u.B. +

(
i√
z

)2 ∫

dy1dx1fq1(x1)
−−−−−−−→
(�x1 +m2) aus〈p2 . . . pn|T (ϕ(y1)ϕ(x1))×

× |q2 . . . qn〉ein
←−−−−−−−
(�y1 +m2) f ∗p1(y1)

(2.4.22)
Allgemein gilt demnach

aus〈p1 . . . pn|q1 . . . ql〉ein = ein〈p1 . . . pn|S|q1 . . . ql〉ein

= u.B. +

(
i√
z

)n+l ∫

d4y1 . . . d
4xle

i
Pn
k=1 pkyk−i

Pl
j=1 qjxj×

× (�y1 +m2) . . . (�xl +m2)〈o|T (ϕ(y1) . . . ϕ(xl)) |o〉c

(2.4.23)

Verstehen wir nun unter 〈o|T (ϕ(y1) . . . ϕ(xl)) |o〉 die allgemeine Greensche Funk-
tion (die auch unzusammenhängende Beiträge hat), so können wir zusammenfas-
sen

ein〈p1 . . . pn|S|q1 . . . ql〉ein

=

(
i√
z

)n+l ∫

d4y1 . . . d
4xle

i
Pn
k=1 pkyn−i

Pl
j=1 qjxj×

× (�y1 +m2) . . . (�xl +m2)G(y1 . . . yn, x1 . . . xl)

(2.4.24)

=

(−i√
z

)n+l

lim

n∏

k=1

(p2
k −m2)

l∏

j=1

(q2
j −m2)G̃(−p1 . . .− pn, q1 . . . ql) (2.4.25)

(mit lim : p2
k → m2, q2

j → m2, pok > 0, qoj > 0).
Das Resultat kann demnach folgendermaßen interpretiert werden: die Elemente
der S-Matrix ergeben sich aus den allgemeinen Greenschen Funktionen durch
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Multiplikation mit den inversen Propagatoren (“Amputation der äußeren Bei-
ne”), Multiplikation mit Potenzen der Wurzel aus der Wellenfunktionsrenormie-
rung und Wahl der Impulswerte p2

k = m2, q2
j = m2 ∀k, j (“Setzen auf die Mas-

senschale”). Die Wellenfunktionsrenormierung z ist dabei definiert als das Resi-
duum der Zwei-Punkt-Funktion am Pol der physikalischen Masse:

G(x, y) =
i~

(2π)4

∫

d4peip(x−y)
z

p2 −m2 + iε

(
1 +O(p2 −m2)

)
(2.4.26)

Jede Konstruktion der Greenschen Funktionen impliziert demnach eine der S-
Matrix (vorausgesetzt, daß der Limes der Massenschale existiert – letzteres ist
nicht-trivial im Fall masseloser Teilchen).

Man kann das obige Ergebnis für die S-Matrix auf den Fall eines Operators O(x)
verallgemeinern, der z.B. ein Polynom in den wechselwirkenden Feldern und deren
Ableitungen ist. Die Matrixelemente des Operators O(x) ergeben sich demnach
aus seinen Greenschen Funktionen mit elementaren Feldern auf die folgende Art
und Weise:

〈p1 . . . pn|O(x)|q1 . . . ql〉

= lim

(−i√
z

)n+l n∏

i=1

(p2
i −m2)

l∏

j=1

(q2
j −m2)GO(x)(−p1 . . .− pn, q1 . . . ql)

(2.4.27)
mit lim : p2

i → m2, q2
j → m2, poi > 0, qoj > 0.

G̃O(x) ist die Fouriertransformierte von

GO(x)(y1 . . . yn, x1 . . . xl) = 〈TO(x)ϕ(y1) . . . ϕ(xl)〉 (2.4.28)

Störungstheoretisch ist diese Greensche Funktion mit Einsetzung z.B. über die
Gell-Mann-Low-Formel (und einem Renormierungsverfahren R) definiert

〈TO(x)ϕ(y1) . . . ϕ(xl)〉 = R〈T : O(o)(x) : ϕ(o)(y1) . . . ϕ
(o)(xl)e

i
~

R

L
(o)
int〉(o)

(2.4.29)
(Vakuum-zu-Vakuum Diagramme werden weggelassen)

2.5 Bibliographische Angaben

Die Diskussion der S-Matrix in der vorliegenden Form folgt Bogoliubov/Shirkov
mit Anleihen bei Epstein/Glaser (Erice). (Letzteres aber aufbereitet in einer nicht
publizierten Vorlesung von P. Breitenlohner.) Das Beispiel ϕ und die Lösung
ϕ̂ (2.1.49) sind von Stora 73 behandelt worden. Das Wicksche Theorem wird
ausführlich bei Bogoliubov/Shirkov abgehandelt. Becchi 83 gibt die formale Be-
wegungsgleichung (2.2.22) für das erzeugende Funktional Greenscher Funktionen
an. Ihm folgen wir auch in der Herleitung von Γ aus Zc bzw. Z (Abschnitt 2.3).
Der LSZ-Formalismus ist in Bjorken/Drell II und Gasiorowicz breit dargestellt.



Kapitel 3

Regularisierung, Renormierung

Für gegebene Wechselwirkung liefert die Formel (2.2.31) oder (2.2.33) zusam-
men mit dem Wickschen Theorem (2.2.13) störungstheoretisch und formal de-
finierte Greensche Funktionen, die ihrerseits wieder als Summe von Feynman-
Diagrammen dargestellt werden können. Divergenzen rühren ausschließlich von
Ein-Teilchen-irreduziblen Diagrammen her. Jede ad-hoc-Definition, die alle Dia-
gramme endlich macht, heißt Regularisierung. Erfüllen die Greenschen Funktio-
nen (u.U. erst nach weiteren Abänderungen der Wechselwirkung oder der Be-
rechnungsvorschriften) alle Axiome (s. Abschnitt 2.1) so sprechen wir von einer
Renormierung. Renormierte Greensche Funktionen sind also endlich und erfüllen
alle Axiome, regularisierte erfüllen nicht alle Axiome, sind aber endlich und er-
lauben daher im allgemeinen naive Manipulationen. Im Abschnitt 3.1 wollen wir
einige gängige Regularisierungsverfahren, im Abschnitt 3.2 ein Renormierungs-
verfahren diskutieren.

3.1 Regularisierungen

Einige häufig benutzte Verfahren, divergente Diagramme endlich zu machen, sind
die folgenden:
Pauli-Villars: man ersetze Propagatoren 1

k2−m2+iε
durch m2−Λ2

(k2−m2+iε)(k2−Λ2+iε)
und

betrachte, wenn Konvergenz hergestellt ist, den Limes Λ2 →∞;
analytische: man ersetze Propagatoren 1

k2−m2+iε
durch 1

(k2−m2+iε)λ
, λ ∈ C und

betrachte, wenn Konvergenz hergestellt ist, den Limes λ→ 1;
dimensionale: in der Integration über innere Impulse setze man

∫
d4k auf

∫
dnk

mit n ∈ C fort und betrachte, wenn Konvergenz hergestellt ist, den Limes n→ 4.

67
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3.2 Impulssubtraktionen

In diesem Abschnitt wollen wir ein Verfahren vorstellen, bei dem Konvergenz
von Feynman-Diagrammen dadurch erzeugt wird, daß man geeignet gewählte
Impulssubtraktionen vornimmt. Für die allgemeine Vorschrift sind einige Vorbe-
reitungen erforderlich, die zuerst motiviert werden sollen.

3.2.1 Divergenzgrad (für Ultraviolettdivergenzen)
Vorgehen für Ein-Schleifen-Diagramme

Um abschätzen zu können, wie stark ein 1PI-Diagramm für große innere Impulse
divergiert, benötigen wir das entsprechende Verhalten der freien Propagatoren
und den Effekt etwaiger weiterer Divergenz-erzeugender Faktoren. Ein Blick auf
die freien Propagatoren (s. Abschnitt (1)) zeigt

∼ 1

k2 −m2

∼ gµν
1

k2
,

∼ 6k +m

k2 −m2
,

k→∞−→
−→
−→

k−2

k−2

k−1

(3.2.1)

Während in der ϕ4-Theorie und in der Spinor-QED die Vertizes nur Konstante
im Impulsraum beitragen

g · 1
ϕ4

eγµ · 1
eψ̄Aµγµψ

(3.2.2)

können Vertizes der skalaren QED Impulsfaktoren liefern
∫

(∂µ − ieAµ)ϕ(∂µ + ieAµ)ϕ†

− ieAµϕ∂µϕ†

+ ieAµ∂
µϕϕ†

ekµ

e2AµAµϕϕ
† e2 · 1

(3.2.3)

Für die gesuchte Abschätzung können wir also ein allgemeines (1PI) Feynman-
Diagramm γ als Produkt der inneren Linien und der Polynome an den Vertizes
ansehen. Im Fourierraum hat der Integrand Iγ(k, p) die Form

Iγ(k, p) =
∏

l∈L

∆c(k, p)
∏

V ∈V

PV (k, p) (3.2.4)
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Hierbei bezeichnet L die Menge der inneren Linien, V die Menge der Vertizes; k
steht für die inneren Impulse (über die integriert wird), p für die äußeren Impulse
des Diagramms. Die Anzahl der unabhängigen Schleifen sei m; sie ist gleich der
Anzahl der Integrationen. Der Grad von Iγ in k ist demnach

degk Iγ(k, p) = −2IB − IF +
∑

V ∈V

degr(V ) (3.2.5)

IB = Anzahl der inneren Boson-Linien

IF = Anzahl der inneren Fermion-Linien

degr(V ) = Potenz der Impulse am Vertex V

Die k-Dimension des Integranden einschließlich des Integrationsvolumens ist also

d(γ) = 4m− 2IB − IF +
∑

V ∈V

degr(V ) . (3.2.6)

Um diese Formel in eine Form zu bringen, die unabhängig von der inneren Struk-
tur des Diagramms ist, führen wir die Anzahl der äußeren Linien des jeweiligen
Feldtyps ein
Nϕ,ψ,v = Anzahl der skalaren, spinoriellen, vektoriellen äußeren Linien des Dia-

gramms γ
und geben entsprechende topologische Relationen an

4Vϕ = 2Iϕ +Nϕ

2Ve = 2Iψ +Nψ

Ve = 2IA +NA

(3.2.7)

(Ein ϕ4-Vertex Vϕ “ist 4 ϕ-Linien wert”; ein QED-Vertex Ve “ist 2 ψ-Linien und
1 Vektor-Linie wert”.)
Bezeichnet na(V ) die Anzahl der Linien vom Typ a am Vertex V , so lassen sich
die Relationen (3.2.7) zu

∑

V

na(V ) = 2Ia +Na (3.2.8)

zusammenfassen. Außerdem gilt die Euler-Formel

m = I − V + 1 (3.2.9)

(I : alle inneren Linien; V : alle Vertizes).
Hiermit läßt sich nun (3.2.6) in gewünschter Weise umformen

d(γ) = 4I − 4V + 4− 2IB − IF +
∑

V ∈V

degr(V )

= 4 + 2IB + 3IF +
∑

V ∈V

(degr(V )− 4)

= 4−NB −
3

2
NF +

∑

V ∈V

(

degr(V )− 4 + nB(V ) +
3

2
nF (V )

)

(3.2.10)
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Definieren wir
da := UV-Dimension des Feldes vom Typ a,
dV := UV-Dimension des Vertex V ,
so gilt

dϕ = dA = 1 dψ =
3

2
(3.2.11)

dV =
∑

a

dana(V ) + degr(V ) (3.2.12)

und für d(γ) folgt

d(γ) = 4−
∑

a

daNa(γ) +
∑

V ∈V(γ)

(dV − 4). (3.2.13)

Als Beispiele betrachten wir:

1. Die Vertexkorrektur in der ϕ4-Theorie

∼ λ2

∫

dk
1

(p− k)2 −m2

1

k2 −m2

naives Verhalten: k4 k−2 k−2 : (k)o=̂(ln
p2

m2
)x

Formel: dV (ϕ4) = 1 · 4 + 0 = 4
∑

a

daNa(γ) = 1 · 4 = 4

d(γ) = 4− 4 + 0 = 0

(3.2.14)

2. Die Korrektur zum Fermionpropagator

∼ e2
∫

dk
γµ(6k −m)γν
k2 −m2

gµν
1

(p− k)2

naives Verhalten: k4 k−1 k−2 : (k)1

Formel: dV (ψ̄Aµγµψ) = 2 · 3
2

+ 1 · 1 + 0 = 4

∑

a

daNa(γ) =
3

2
· 2 = 3

d(γ) = 4− 3 + 0 = 1

(3.2.15)

3. Die Korrektur zum Photonpropagator

∼ e2
∫

dk
Trγµ(6k −m)γν(6p− 6k −m)

(k2 −m2)
(

(p− k)2 −m2
)

naives Verhalten: k4 k−2 : (k)2
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Formel:
∑

a

daNa(γ) = 1 · 2 = 2

d(γ) = 4− 2 + 0 = 2

(3.2.16)

Die Beispiele belegen, daß die Umformungen, die zu (3.2.13) geführt haben, kor-
rekt waren und daß d(γ) ≥ 0 den Divergenzgrad des jeweiligen Diagramms angibt.
Beispiel (1) ist logarithmisch, (2) linear, (3) quadratisch divergent.
Um die Divergenzen in diesen einfachen Beispielen zu beseitigen, entwickeln wir
die Integranden in den äußeren Impulsen:
Beispiel (1):

Iγ(p, k) = λ2 1

(p− k)2 −m2

1

k2 −m2

= λ2 1

(k2 −m2)2
+ λ2pµ






−2(p− k)µ
(

(p− k)2 −m2
)2

(k2 −m2)






p=0

+ · · ·

= Iγ(0, k) + pµ [∂pµIγ(p, k)]p=0 + · · ·
(3.2.17)

Divergent ist hier der p-konstante Term, während bereits die erste p-Ableitung
konvergent ist. D.h. wegen der speziellen Form der Propagatoren – sie sind ra-
tionale Funktionen – “erzeugt” die Ableitung ∂p Konvergenz. Wir können diese
Feststellung, die wegen möglicher Singularitäten im Minkowski-Raum noch etwas
vage ist, präzisieren, indem wir eine spezielle ε-Vorschrift benutzen (Zimmermann
68)

1

k2 −m2
→ 1

k2 −m2 + iε(k2 +m2)
. (3.2.18)

Dann hat der Minkowski-Integrand eine Euklidsche Majorante

∣
∣
∣

1

k2 −m2 + iε(k2 +m2)

∣
∣
∣ ≤

(

1

ε
+

√

1 +
1

ε2

)

1

k2
o + k2 +m2

(3.2.19)

und man kann damit sofort zeigen, daß
∫
dk (Iγ(p, k)− Iγ(0, k)) absolut konver-

giert.
(Mit (3.2.18) haben wir zwar die Lorentzinvarianz gebrochen, aber sie wird wie-
der hergestellt im Limes ε→ 0 . (Lowenstein/Speer 75).)
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Im Beispiel (2) gilt entsprechend

Iγ(p, k) = e2γµ(6k −m)γν
k2 −m2

gµν
1

k2
→ d = 1

+ e2pλ
γµ(6k −m)γν
k2 −m2

gµν
[−2(p− k)λ

(p− k)2·2

]

p=0

→ d = 0

+ e2
1

2
pλpρ

γµ(6k −m)γν
k2 −m2

gµν
−2gρλk

2 + 8kλkρ
(k2)2

→ d = −1

+ · · ·
(3.2.20)

D.h. jede Ableitung nach p erniedrigt den Divergenzgrad um 1; denn die Inte-
granden sind homogen in p, k und m.

Wir haben damit als Resultat gefunden, daß der divergente Anteil von Iγ(p, k)
ein Polynom in den äußeren Impulsen vom Grad des Divergenzgrades d(γ) ist.
Definieren wir also jetzt

Rγ(p, k) := Iγ(p, k)− td(γ)pγ Iγ(p, k) (3.2.21)

wobei t
d(γ)
pγ =

∑

n≤d(γ)
1

(n!)
pn dn

(dp)n

∣
∣
∣
p=0

der Taylor-Operator in den äußeren Impul-

sen bis einschließlich der Ordnung d(γ) ist, so gilt der
Satz: Mit der ε-Vorschrift (3.2.18) ist

∫
d4kRγ(p, k) absolut konvergent.

Alle 1PI Ein-Schleifen-Diagramme können so konvergent gemacht werden. Als
physikalische Aufgabe haben wir uns für diese mathematische ad hoc-Vorschrift
eingehandelt zu zeigen, daß diese Subtraktionen einer erlaubten Definition des T -
Produktes entsprechen. Hierzu ändern wir den Blickwinkel und stellen fest, daß
in der Definition (3.2.21) gerade über ein Polynom vom Grad d(γ) als Stamm-
funktion verfügt worden ist. Die Subtraktionen legen nämlich für

∫
dkRγ(p, k)

fest, daß ∫

Rγ(o, k) =

∫

R′γ(o, k) = . . . =

∫

R(d)
γ (o, k) = 0 . (3.2.22)

Ein solches Polynom in äußeren Impulsen entspricht aber genau lokalen Vertizes
in Lc (c für counterterm) mit einem Koeffizienten der Ordnung ~.
Beispiel (1)

Lc =
c

4!
~λ2ϕ4 → i~cλ2 · 1 (Impulsraum)

für das triviale Feynman-Diagramm
(3.2.23)

D.h. die willkürliche Festlegung von
∫
Rγ(o, k) = 0 entspricht dem und kann

rückgängig gemacht werden durch das Verfügen über c in Lc (in der Wechselwir-
kung).
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Beispiel (2)

Lc = e2~(aiψ̄ 6∂ψ − δmψ̄ψ) (3.2.24)

regelt die Normierung von Γψψ̄
∣
∣
∣p=0

und 6∂pΓψψ̄∣∣
∣p=0

und entspricht einem Polynom,

vom Grad 1 in p. Diagrammatisch

δm a 6p

Natürlich haben wir mit diesen Überlegungen nicht gezeigt, daß auch der diver-
gente Anteil, über den in (3.2.21) gewissermaßen verfügt wird, nur einer Defini-
tion des T -Produkts entspricht. So weit dies überhaupt ein mathematisch (und
physikalisch) wohldefiniertes Problem ist, kann man es in einer expliziten Re-
gularisierung studieren. Entsprechend zu (3.2.23) und (3.2.24) zeigt man dann,
daß geeignet gewählte Gegenterme mit regulatorabhängigen Koeffizienten die Di-
vergenzen der Diagramme, die ja ebenfalls mit den Regulatoren parametrisiert
sind, genau kompensieren. Die verbleibenden, nicht-festgelegten endlichen Bei-
träge werden dann wie oben durch endliche Gegenterme normiert.
Damit ist gezeigt, daß die Definition (3.2.21) in der Tat eine erlaubte Festle-
gung des T -Produktes (nämlich über eine Wechselwirkungs-Lagrangefunktion)
darstellt.

3.2.2 Nicht-Überlappende Divergenzen. Impulsfluß

Für Diagramme mit mehr als einer Schleife, also etwa vom Typ

(a) (b) (c)

Abb. 3.2.1

(die zum Beispiel (2) beitragen) sollte man rekursiv vorgehen können : man macht
erst die Unterdiagramme1 gemäß (3.2.21) konvergent, subtrahiert dann das Dia-
gramm – mit subtrahierten Unterdiagramm – wieder gemäß (3.2.21) und erwartet
absolute Konvergenz. Am Beispiel Fig. 3.2. (b) wollen wir uns den Sachverhalt
etwas detaillierter ansehen. Das Unterdiagramm λ

1Ein Unterdiagramm λ von γ wird aufgespannt von Linien L(λ) ⊂ L(γ).
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ist quadratisch divergent:

Rλ(p
λ, kλ) = (1− t2pλ)Iλ(pλ, kλ). (3.2.25)

Für großen äußeren Impuls, d.h. für ρpλ mit ρ → ∞, wächst
∫
d4kλRλ(p

λ, kλ)
wie ρ2p2(ln ρp

m
)α, α > 0 (“Power counting theorem”; Weinberg 60, Zimmermann

68). Im Diagramm γ

k2(ln
k

m
)α

trägt λ zusammen mit seinen äußeren Linien also den Faktor ∼ 1
k2 (ln

k
m

)α bei
d.h. das Verhalten gegenüber

ist nur um den logarithmischen Faktor (ln k
m

)α abgeändert. Der Abfall des Inte-
granden mit der Potenz k−2 ist also nur unwesentlich korrigiert. Wenn es also
gelingt, die jeweils inneren Impulse so zu parametrisieren, daß die des Unterdia-
gramms nur Funktionen der inneren Impulse des Diagramms sind, dann folgt aus
der absoluten Konvergenz die Unabhängigkeit von der Reihenfolge der Integra-
tionen und damit vom Impulsfluß. Solange alle divergenten 1PI-Unterdiagramme
λi ⊂ γ entweder

λi ∩ λj = ∅ (3.2.26)

oder λi ⊂ λj (3.2.27)

oder λi ⊃ λj erfüllen, (3.2.28)

(das gilt gerade für die Beispiele Bild 3.2) sollten keine ernsthaften Schwierigkei-
ten auftreten. Dieser Fall wird von der Dysonschen Formel beschrieben:

Rγ = Sγ
∏

λ∈U

(1− td(λ)
pλ )SλIγ(Û) (3.2.29)

Hierbei ist U = {λ1, . . . λc} und der Operator (1 − td(λ1)

pλ1
) steht rechts von (1 −

t
d(λ2)

pλ2
), wenn λ1 ⊂ λ2 gilt. Sλ ist ein Substitutionsoperator, der die Impulse ge-

eignet umbenennt:

[Sf ](pγ, k) = f
(
pλ(pγ, k), k

)
(3.2.30)

für eine beliebige Funktion f von pλ und k.
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Die Funktion Iγ(Û) ist der Integrand des Diagramms γ mit den Impulsbezeich-
nungen gemäß dem kleinsten Unterdiagramm, in dem die entsprechende Linie
oder der entsprechende Vertex auftritt.

Es ist klar, daß wir spätestens an dieser Stelle den Impulsfluß präzise angeben
müssen. Das soll nunmehr geschehen. Wir definieren den Standard-Impulsfluß

für ein 1PI Diagramm Γ und seine Unterdiagramme. {p} = {p1, . . . , pn} sei eine
Basis für die äußeren Impulse von Γ, {k} = {k1, . . . , km} eine Basis der inneren
Impulse (die die Integrationsvariablen darstellen), wobei ki der i-ten Schleife Ci
von Γ zugeordnet sei. Bezeichnet Labν die ν-te Linie, die den Vertex Vb mit dem
Vertex Va verbindet, so schreiben wir den Impuls labν , der durch diese Linie fließt,
als Linearkombination

labν = qabν(p) + kabν(k) (3.2.31)

und legen deren Anteile folgendermaßen fest:

kabν =

m∑

i=1

εabνiki (3.2.32)

mit εabνi =







1 wenn Labν ∈ Ci (einschl. Orientierung!)

−1 wenn Lbaν ∈ Ci “ “

0 sonst.

qabν(p) wird fixiert mit Hilfe der “Kirchhoffschen Gesetze”:

∑

b,ν

qbaν + qa = 0 ∀ Va ∈ V(Γ), (3.2.33)

∑

Labν∈C

rabνqabν = 0 ∀ Schleifen C von Γ, (3.2.34)

wobei qa die Summe der bei Va einfließenden äußeren Impulse darstellt und die
Orientierung von Labν zu beachten ist.
Hierbei dürfen die “Widerstände” rabν = rbaν beliebig gewählt werden, voraus-
gesetzt, es entstehen keine geschlossenen Schleifen von Linien mit Widerstand 0
oder ∞. (Es ist natürlich von Vorteil, möglichst viele Widerstände 0 oder ∞ zu
wählen.)

Wegen der Rekursivität der Subtraktionsprozedur benötigen wir auch eine Vor-
schrift für den Impulsfluß durch eine Linie Labν in einem Unterdiagramm γ ⊂ Γ.
Zunächst gilt wie für alle Diagramme

lγabν = qγabν(p
γ) + kγabν(k), (3.2.35)
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wobei qγabν durch die Einschränkung der Kirchhoffschen Gesetze auf γ bestimmt
ist:

∑

b,ν

qγabν + qγa = 0 ∀ Va ∈ V(γ) (3.2.36)

∑

Labν∈C

rabνq
γ
abν = 0 ∀ Schleifen C von γ (3.2.37)

(rabν ist unabhängig von γ). Die inneren Impulse kγabν sollen jedoch durch die
Identität

qabν(p) + kabν(k) = qγabν(p
γ(p, k)) + kγabν(k) (3.2.38)

festgelegt werden. Hierbei ist pγ(p, k) fixiert durch die Impulserhaltung an den
Vertizes von γ:

pγa(p, k) = −
∑

b,σ 6∈γ

labσ(p, k) + qa ∀ Va ∈ V(γ) (3.2.39)

Die Identität (3.2.38) garantiert, daß kγabν allein eine Funktion der inneren Impulse
k ist. Das – so hatten wir oben an den Beispielen gesehen – ist eine ganz wichtige
Eigenschaft, so wichtig, daß wir sie durch eine Definition auszeichnen: alle Impuls-
flüsse, die so gewählt sind, daß die inneren Impulse eines Unterdiagramms allein
Funktionen der inneren Impulse des Diagramms sind, heißen zulässige Impuls-
flüsse. Für jede Menge U von nicht-überlappenden 1PI-Unterdiagrammen γ ⊂ Γ
können wir damit zu

IΓ =
∏

νa∈V(Γ)

Pa(labσ)
∏

Labν∈L(Γ)

∆abν(labν) (3.2.40)

– dem Integranden des Diagramms Γ – auch IΓ(U) definieren:

IΓ(U) =
∏

ν∈V(Γ)

Pa

(

l
γ(Va)
abν

) ∏

Labν∈L(Γ)

∆abν

(

l
γ(Labν )
abν

)

(3.2.41)

wobei

γ(Va) = kleinstes Element von U ∪ {Γ}, das Va enthält

γ(Labν) = “ “ “ U ∪ {Γ}, “ Labν “

Hiermit sind alle Elemente, die zu (3.2.29) beitragen, definiert.2

Es bleibt noch nachzutragen, daß (3.2.29) in der Tat zu einem absolut konvergen-
ten Integral führt. (Ist das Diagramm γ selbst divergent, so tritt als letzter Faktor

im Produkt der Subtraktionsoperatoren (1− td(γ)pγ ) auf.) Den Beweis werden wir
nicht führen, sondern wir zitieren die entsprechende Literatur: Zimmermann 69.

2Ein Beispiel für Impulsfluß und Umschreibung des Integranden in die entsprechenden Va-
riablen werden wir im nächsten Abschnitt diskutieren.
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3.2.3 Überlappende Divergenzen. Waldformel

Im Gegensatz zu den bisher behandelten Fällen erwarten wir eine völlig neue
Lage für ein Diagramm γ mit Unterdiagrammen λ1, λ2, λ3

(Zwei-Schleifen-Beitrag zum Beispiel (1).)
Oder auch für

Hier gilt keine der Relationen (3.2.26) -(3.2.28) (Zwei-Schleifen-Beitrag zum Bei-
spiel (3).) Man sagt “die Unterdiagramme λi überlappen”. In diesen Fällen kann
man zwar wieder alle Unterdiagramme gemäß (3.2.21) konvergent machen, aber
es ist keineswegs klar, wie die konvergent gemachten Unterdiagramme mit dem
ebenfalls noch zu subtrahierenden Diagramm kombiniert werden können, so daß
Konvergenz entsteht. (Die Subtraktionsterme für ein Unterdiagramm könnten zu
unvorhergesehener Divergenz in einem anderen führen.) Die Lösung dieses Pro-
blems erfordert eine geeignete Anordnung der Subtraktionen. Wir wollen sie nun
skizzieren. Hierzu betrachten wir noch einmal das 1PI Diagramm γ
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dessen 1PI Unterdiagramme λ1 und λ2 nicht überlappen. Die Dyson-Formel
(3.2.29) schreibt für dieses Beispiel

Rγ(p, k) = (1− td(γ)pγ )Sγ(1− td(λ1)

pλ1
)Sλ1(1− td(λ2)

pλ2
)Sλ2Iγ(U) (3.2.42)

U = {γ, λ1, λ2} = {γ} ∪ {λ1, λ2} (3.2.43)

als subtrahierten Integranden vor. Hierbei ist die Reihenfolge von (1− td(λ1)

pλ1
)Sλ1

und (1 − t
d(λ2)

pλ2
)Sλ2 gleichgültig, denn λ1 ∩ λ2 = ∅ d.h. sowohl Umbenennungen

gemäß Sλ1 bzw. Sλ2 wie auch Subtraktionen tpλ1 bzw. tpλ2 haben keinen Einfluß
aufeinander. Multiplizieren wir (3.2.42) aus, so erhalten wir

Rγ(p, k) = SγSλ1Sλ2Iγ(U) + (−td(γ)pγ Sγ)Sλ1Sλ2Iγ(U)

+ Sγ(−td(λ1)

pλ1
Sλ1)Sλ2Iγ(U) + (−td(γ)pγ Sγ)(−td(λ1)

pλ1
Sλ1)Sλ2Iγ(U)

+ SγSλ1(−td(λ2)

pλ2
Sλ2)Iγ(U) + (−td(γ)pγ Sγ)Sλ1(−td(λ2)

pλ2
Sλ2)Iγ(U)

+ Sγ(−td(λ1)

pλ1
Sλ1)(−td(λ2)

pλ2
Sλ2)Iγ(U)

+ (−td(γ)pγ Sγ)(−td(λ1)

pλ1
Sλ1)(−td(λ2)

pλ2
Sλ2)Iγ(U) (3.2.44)

Aus der Vorschrift (3.2.41) ergeben sich trivialerweise die Relationen

Iγ({λi}) =Iγ({γ, λi}) i = 1, 2 (3.2.45)

und Iγ(U) =Iγ({λ1, λ2}) (3.2.46)

Ebenso ist leicht einzusehen, daß

SγSλ1Sλ2Iγ(U) = SγIγ(U) (3.2.47)

gilt. SγIγ(U) ist aber nichts anderes als der Integrand Iγ(p, k) ≡ Iγ(p
γ, kγ). Damit

folgt

Rγ(p, k) =Iγ(p, k) + (−td(γ)pγ Sγ)Iγ({γ})
+ Sγ(−td(λ1)

pλ1
Sλ1)Iγ({λ1}) + (−td(γ)pγ Sγ)(−td(λ1)

pλ1
Sλ1)Iγ({γ, λ1})

+ Sγ(−td(λ2)

pλ2
Sλ2)Iγ({λ2}) + (−td(γ)pγ Sγ)(−td(λ2)

pλ2
Sλ2)Iγ({γ, λ2})

+ Sγ(−td(λ1)

pλ1
Sλ1)(−td(λ2)

pλ2
Sλ2)Iγ({λ1, λ2})

+ (−td(γ)pγ Sγ)(−td(λ1)

pλ1
Sλ1)(−td(λ2)

pλ2
Sλ2)Iγ({γ, λ1, λ2}) (3.2.48)

Wir finden also eine Summe über alle Mengen von 1PI Diagrammen, die nicht
überlappen:

Fγ =

{

∅, {γ};

{λ1}, {γ, λ1};
{λ2}, {γ, γ2},

{λ1, λ2}, {γ, λ1, λ2}
}

mit passender Impulswahl.

(3.2.49)
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D.h. wir können Rγ(p, k) als

Rγ(p, k) = Sγ
∑

U∈Fγ

∏

λ∈U

(−td(λ)

pλ
Sλ)Iγ(U) (3.2.50)

schreiben. Hierbei ist die Konvention getroffen, daß die leere Menge ∅ ebenfalls
zu Fγ gehört und daß

Iγ(∅) = Iγ({γ}) ≡ Iγ(p, k) (3.2.51)

zu wählen ist.

Jede Menge von 1PI Unterdiagrammen γ ⊆ Γ, die nicht überlappen, nennen wir
einen Wald , die Formel (3.2.50) heißt darum die Waldformel .
Ihre große Bedeutung beruht darin, daß sie verallgemeinerbar ist auf den über-
lappenden Fall. Es sei also Γ ein 1PI Diagramm und FΓ die Familie aller Wälder,
die sich aus den 1PI Unterdiagrammen γ ⊆ Γ bilden lassen. Dann definieren wir
als den subtrahierten Integranden

RΓ(p, k) =
∑

U∈FΓ

SΓ

∏

γ∈U

(−td(γ)pγ Sγ)IΓ(U) (3.2.52)

Mit der ε-Vorschrift (3.2.18) gilt dann der
Satz (Zimmermann 69): Das Integral

∫
dk1 . . . dkmRΓ(p, k) ist abolut konvergent.

Im Limes ε→ 0 streben diese Integrale gegen eine lorentzkovariante temperierte
Distribution.
Der Beweis des Satzes ist nicht einfach und soll darum hier nicht wiedergegeben
werden.

Wir wollen lediglich noch für das Beispiel

γ

explizit Impulsfluß und Waldformel diskutieren.

Wir bezeichnen zuerst die Linien, legen die Schleifen fest und geben die äußeren
Impulse für γ an:
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Damit sind die inneren Impulse für γ bestimmt (vergl. (3.2.32) ):

k121 = k1 k122 = −k1 + k2 k123 = −k2 (3.2.53)

Nun wählen wir r121 = 0. Dann sagt die Impulserhaltung

an V1 : p1 =q121 + q122 + q123,

an V2 : p2 =q211 + q212 + q213,
(3.2.54)

(D.h. p1 + p2 = 0 in Übereinstimmung mit der Impulserhaltung für das Dia-
gramm.), während (3.2.34)

für C1 zu : q121 · 0 + q212 = 0

für C2 zu : q122 + q213 = 0
(3.2.55)

führt. Damit ergibt sich

l121 =k1 + p

l122 =− k1 + k2

l123 =− k2 (mit p1 = −p2 ≡ p)

(3.2.56)

Die 1PI Unterdiagramme von γ sind

Für γ1 finden wir

kγ1121 = kγ1 kγ1122 = −kγ1 (3.2.57)

bei V1 : pγ11 + qγ1121 + qγ1122 (3.2.58)

für Cγ1 : qγ1121 · 0 + qγ1212 = 0 (3.2.59)

(r121 = 0 gilt auch für die Unterdiagramme !). Damit lauten also die Impulse für
γ1 betrachtet als Diagramm

lγ1121 =kγ1 + pγ11

lγ1122 =− kγ1 . (3.2.60)

Betten wir γ1 als Unterdiagramm in γ ein, so heißt (3.2.39)

pγ11 = p1 + l213 = p− (−k2) = p+ k2 (3.2.61)
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während (3.2.38) für die Linie L121

k1 + p = kγ1121(k1, k2) + qγ1121(k1, k2, p) (3.2.62)

aussagt. Hieraus folgt
qγ1121 = pγ11 = p+ k2 (3.2.63)

und damit
kγ1121 = kγ1 = k1 + p− (p+ k2) = k1 − k2

kγ1122 =− kγ1 = −(k1 − k2).
(3.2.64)

Die entsprechenden Gleichungen für γ2 lauten:

kγ2121 = kγ2 kγ2123 = −kγ2 (3.2.65)

bei V1 : pγ21 + qγ2211 + qγ2213 = 0 (3.2.66)

für Cγ2 : qγ2121 · 0 + qγ2213 = 0 (3.2.67)

d.h. qγ2121 = pγ21 (3.2.68)

Einbettung in γ:

pγ12 = p+ l212 = p− (−k1 + k2) = p+ k1 − k2 (3.2.69)

qγ2121(k1, k2, p) = p+ k1 − k2 (3.2.70)

kγ2121 = kγ2 = k1 + p− qγ2121 = k1 + p− p− k1 + k2 = k2 (3.2.71)

Für γ3 erhalten wir analog:

kγ3122 = kγ3 kγ3123 = −kγ3 (3.2.72)

bei V1 : pγ31 + qγ3212 + qγ3213 = 0 (3.2.73)

für Cγ3 : qγ3122 + qγ3213 = 0 (3.2.74)

d.h. qγ3122 = qγ3123 =
1

2
pγ31 (3.2.75)

Einbettung in γ:

1

2
pγ31 =

1

2
(p1 + l211) =

1

2
p− 1

2
k1 −

1

2
p = −1

2
k1 (3.2.76)

kγ3122 = kγ3 = −k1 + k2 +
1

2
k1 = −1

2
k1 + k2 (3.2.77)

kγ3123 = −kγ3 =
1

2
k1 − k2 (3.2.78)

Um die explizite Form der Waldformel zu finden, benötigen wir zuerst die Wälder.
Die Antwort ist einfach:

Fγ = {∅, {γ}, {γi}, {γ, γi}} i = 1, 2, 3 (3.2.79)
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Dann müssen wir die Funktionen Iγ(U) angeben, die tatsächlich voneinander
verschieden sind. Die Definition (3.2.41) lautet für den gegenwärtigen Fall

Iγ(U) =
∏

Labσ∈Lγ

∆abσ(k̃abσ + q̃abσ), (3.2.80)

mit k̃abσ, q̃abσ den Impulsvariablen, die Labσ im kleinsten Element von {γ} ∪ U
hat. Unterdrücken wir Wick-Faktoren, i’s und ε’s, so ergeben sich die folgenden
Funktionen:

Iγ(∅) = Iγ({γ})

=
1

(l2121 −m2)(l2122 −m2)(l2123 −m2)

=
1

((p+ k1)2 −m2)((−k1 + k2)2 −m2)(k2
2 −m2)

(3.2.81)

Iγ({γ1}) = Iγ({γ, γ1})

=
1

(l2123 −m2)
· 1

((lγ1121)
2 −m2)((lγ1122)

2 −m2)
(3.2.82)

analog für γ2, γ3

Für die Waldformel

Rγ = Sγ
∑

U∈Fγ

∏

λ∈U

(−td(λ)

pλ
Sλ)Iγ(U) (3.2.83)

fehlen uns nur noch die Subtraktionsgrade:

d(γ) = 2 d(γi) = 0 i = 1, 2, 3 (3.2.84)
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Sie lautet damit ausgeschrieben:

Rγ = Iγ(∅)− t2pIγ({γ}) +
3∑

i=1

Sγ(−topγi Iγ({γi})

+

3∑

i=1

(−t2pSγ)(−topγi )Iγ({γ, γi}) (3.2.85)

= (1− t2p)Iγ(∅) + (1− t2p)ΣiSγ(−topγi )Iγ({γi})
= (1− t2p)(Iγ(∅) + ΣiIγ/γiSγ(−topγi )Iγi({γi})) (3.2.86)

= (1− t2p)
{

1

((k1 + p)2 −m2)((−k1 + k2)2 −m2)(k2
2 −m2)

+
1

k2
2 −m2

Sγ(−topγ1 )
1

((kγ1 + pγ1)2 −m2)((−kγ1)2 −m2)

+
1

(−k1 + k2)2 −m2
Sγ(−topγ2 )

1

((kγ2 + pγ2)2 −m2)((−kγ2)2 −m2)

+
1

(k1 + p)2 −m2
Sγ(−topγ3 )

1

((kγ3 + 1
2
pγ3)2 −m2)((−kγ3 + 1

2
pγ3)2 −m2)

}

(3.2.87)

= (1− t2p)
{

1

((k1 + p)2 −m2)((−k1 + k2)2 −m2)(k2
2 −m2)

+
1

k2
2 −m2

(−1)
1

((−k1 + k2)2 −m2)((k1 − k2)2 −m2)

+
1

(−k1 + k2)2 −m2
(−1)

1

((−1
2
k1 + k2)2 −m2)((k1 − k2)2 −m2)

+
1

(k1 + p)2 −m2
(−1)

1

((−1
2
k1 + k2)2 −m2)((1

2
k1 − k2)2 −m2)

}

= (1− t2p)
{

1

((k1 + p)2 −m2)((−k1 + k2)2 −m2)(k2
2 −m2)

− 1

((k1 + p)2 −m2)((1
2
k1 − k2)2 −m2)2

}

(3.2.88)

Im Gleichung (3.2.86) haben wir eine neue Bezeichnung eingeführt, die auch ei-
nem neuen Begriff entspricht: Iγ/γ1 , steht für die Line 1

k2
2−m

2 , die übrig bleibt, wenn

das Unterdiagramm γ1 zu einem Punkt zusammengezogen wird. γ/γ1 heißt daher
reduziertes Diagramm. Die Verallgemeinerung ist klar: sind γ1, . . . , γc nicht über-
lappende 1PI Unterdiagramme von γ, so besteht das reduzierte Diagramm γ̄ =
γ/γ1∪ . . .∪γc per definitionem aus den Linien L(γ̄) = L(γ)\(L(γ1)∪ . . .∪L(γc)).
Diesen Linien sind Faktoren und Impulse zugeordnet wie sie im Diagramm γ
auftreten. Faktoren, die von äußeren Vertizes von γ1 ∪ . . . γc herrühren, treten
ebenfalls auf.
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3.2.4 Normalprodukte

Die Waldformel (3.2.52) und das zugehörige Konvergenztheorem erlauben zwei
Verallgemeinerungen, die außerordentlich fruchtbar sind. Die erste basiert auf
der schlichten Beobachtung, daß die einzelnen Diagramme natürlich auch konver-
gent bleiben, wenn die Vertizes nicht aus einer Wechselwirkungslagrangefunktion
herrühren. Von Belang war ja wirklich nur der Divergenzgrad

d(γ) = 4− ΣaNada +
∑

i∈V(γ)

(di − 4), (3.2.89)

völlig irrelevant war aber die Herkunft der Vertizes. D.h. die Waldformel gibt ein
bequemes Mittel zur Hand, Greensche Funktionen von zusammengesetzten Ope-
ratoren zu konstruieren. Beiträge zu 〈T (

∏n
i=1Qi(xi)ϕ(y1) . . . ϕ(yk))〉 definieren

wir gemäß

〈T
( n∏

i=1

Qi(xi)(ϕ(y1) . . . ϕ(yk)
)

〉 = 〈T
( n∏

i=1

Q
(o)
i (xi)ϕ

(o)(y1) . . . ϕ
(o)(yk)e

i
R

L
(o)
int

)

〉(o)

(3.2.90)
und interpretieren die rechte Seite im Sinne der mit der Waldformel erweiterten
Gell-Mann-Low-Formel (2.2.33) . Die auftretenden Felder sind freie Felder, das
Vakuum ist das freie Vakuum: daher der Index (o). Die Greenschen Funktionen
werden mit Hilfe des Wickschen Theorems (2.2.13) als Summe von Diagrammen
ausgedrückt. Die Divergenzen werden dann über die durch die Waldformel ange-
gebenen Subtraktionen beseitigt. Dabei sind die Vertizes, die von L(o)

int herrühren,

als Vertizes der Dimension di = 4 aufzufassen, während die Vertizes Q
(o)
i (x1)

gemäß ihrer Dimension zu subtrahieren sind:

dim Qi(xi) ≡ dim Q
(o)
i (xi) = di. (3.2.91)

Diese Werte treten für die jeweiligen im Diagramm vorkommenden Vertizes Q in
(3.2.89) auf. Die Reduktionstechnik aus Abschnitt 2.4 erlaubt schließlich, aus den
Greenschen Funktionen auf Operatoren

∏n
i=1Q

Op
i (xi) zurückzuschließen. Man hat

damit nicht nur Greensche Funktionen, sondern (im störungstheoretischen Sinne)
zusammengesetzte Operatoren und deren Produkte definiert!

Um diesen neuen Begriff auch durch die Bezeichnung herauszuheben, schreiben
wir

〈T
( n∏

i=1

Qi(xi)(ϕ(y1) . . . ϕ(yk)
)

〉

= 〈T
(∏

i

Ndi [Qi(xi)]ϕ
(o)(y1) . . . ϕ

(o)(yk)e
i

R

L
(o)
int

)

〉(o)
(3.2.92)
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und nennen die so definierten Größen Normalprodukte (oder auch Einsetzungen)
(Zimmermann 73). Vereinfacht werden wir auch oft [Q(x)]d schreiben.

Die zweite Verallgemeinerung läßt sich in Tiefe nur nachvollziehen, wenn man
den Konvergenzbeweis im Detail verfolgt – was wir nicht getan haben. Es zeigt
sich nämlich, daß die Konvergenz auch dann noch gewährleistet ist, wenn Nor-
malprodukte statt mit di = dimQi(xi) mit

δi = di + ci ci ∈ No (3.2.93)

subtrahiert werden. (Im ersteren Fall spricht man von “minimaler” Subtraktion,
im letzteren von “Übersubtraktion”.) Konvergenz ist – genauer formuliert – schon
dann gewährleistet, wenn aus der Vorgabe3

δ(γ) = 4−
∑

a

Nada +
∑

i∈V(γ)

(δi − 4) (3.2.94)

mit δ(γ) ≥ d(γ) folgt, daß für alle reduzierten Diagramme (s. letzten Abschnitt)
γ̄ = γ/γ1 . . . γc

δ(γ) ≥ d(γ̄) +

c∑

i=1

δ(γi) (3.2.95)

gilt. Hierbei ist

d(γ̄) = d(γ)−
c∑

i=1

d(γi). (3.2.96)

Normalprodukte sind also jetzt folgendermaßen definiert

〈T
(∏

i

Nδi [Qi(xi)]ϕ(y1) . . . ϕ(yk)
)

〉

= 〈T
(∏

i

Nδi [Q
(o)
i (xi)]ϕ

(o)(y1) . . . ϕ
(o)(yk)e

i
R

L
(o)
int

)

〉(o)

=
∑

Γ

RΓ (3.2.97)

RΓ = SΓ

∑

U∈FΓ

∏

γ∈U

(

−tδ(γ)pγ Sγ

)

IΓ(U) (3.2.98)

Die Normalprodukte gehorchen Rechenregeln, die es gestatten, einen Algorithmus
aufzubauen, so daß man mit ihnen arbeiten kann, ohne bei Schritt und Tritt auf
die fundamentale Definition zurückgreifen zu müssen. Diese Rechenregeln wollen
wir jetzt für den Fall eines Normalproduktes angeben.

3Man vergeiche mit (3.2.13) .
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1. Linearität

Für Q = α1Q1 + α2Q2

⇒ 〈T [Q]X〉 = α1〈T [Q1]X〉+ α2〈T [Q2]X〉 (3.2.99)

(X steht für eine beliebige Folge elementarer Felder.)
Der Beweis ist sehr einfach. In der diagrammatischen Entwicklung wird der Vertex
Q durch die Summe α1Q1 + α2Q2 ersetzt. Das ändert nichts an der Struktur der
Diagramme, nichts an der Subtraktionsvorschrift, also nichts an der Waldformel.
Und für jedes Diagramm gilt die Linearität ja trivialerweise. (Vergl. Wicksches
Theorem, Abschnitt 2.2.1.)

2. Normierungseigenschaften

Betrachten wir die Einsetzung [Q]δ · Γ (das Normalprodukt Nδ[Q] in 1PI Green-
schen Funktionen), dann lautet (3.2.94)

δ(γ) = δ −
∑

a

Nada (3.2.100)

(denn alle anderen Vertizes als Q sollen solche aus der Wechselwirkung mit δi = 4
sein). D.h. alle nicht-trivialen Diagramme mit δ(γ) ≥ 0 sind in p = 0 subtrahiert.
Wenn also D(M) ein Differentialoperator der Ordnung M in den äußeren Impulsen
ist, so gilt

D(M)ΓQ(−
∑

pi; p1, . . . pN)∣∣
∣
p=0

= trivialer Beitrag (3.2.101)

für 0 ≤M ≤ δ −∑aNada.

3. Ableitungsregel

∂µNδ[Q(x)] · Γ = Nδ+1[∂µQ(x)] · Γ (3.2.102)

oder auch
∂µ〈TNδ[Q(x)]X〉c = 〈TNδ+1[∂µQ(x)]X〉c (3.2.103)

Um sich von der Richtigkeit von (3.2.102) zu überzeugen, ist nach Entwicklung
in Diagramme im wesentlichen zu verwenden, daß

pµt
δ
p = tδ+1

p pµ (3.2.104)

gilt; denn an der diagrammatischen Struktur und damit an der Form der Wälder
hat sich ja nichts geändert.
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Die Form (3.2.103) dieser Regel rechtfertigt einen Kommentar. Die besonderen
Subtraktionsvorschriften, die durch die Waldformel ausgedrückt werden, definie-
ren Ordnung für Ordnung in der Störungstheorie ein wohl-bestimmtes T -Produkt.
(Man vergleiche die Diskussion am Ende des Abschnitts 3.2.1.) Dieses T -Produkt
ist nicht das naive und daher sollte man auch nicht die naiven Regeln erwarten
(gemäß derer man Ableitungen der θ-Funktionen zu erwarten hätte).

4. Zimmermann-Identität

Welcher Zusammenhang besteht zwischen Normalprodukten, die sich nur dadurch
unterscheiden, daß dasselbe klassische Produkt von Feldern unterschiedlich sub-
trahiert wird? Die Antwort ist überraschend einfach:

Nδ[Q] · Γ = Nϕ[Q] · Γ +
∑

i

u
(Q)
i Nϕ[Qi] · Γ (3.2.105)

für ϕ > δ ≥ dim(Q). Hierbei bilden die Monome Qi eine Basis der klassischen
Monome mit dim(Qi) = ϕ, die dieselben Quantenzahlen haben wie Q (sofern die
zugehörigen Symmetrien vom Schema respektiert werden; hierzu gehören insbe-
sondere die Lorentzinvarianz und i.a. die diskreten Symmetrien).

Bemerkenswert an (3.2.105) ist die Tatsache, daß die Differenz zweier Normal-
produkte mit unterschiedlichen Subtraktionsgrad wieder ein Normalprodukt ist.
Da der Beweis von (3.2.105) in allen Ordnungen der Störungstheorie nicht gerade
einfach ist, wollen wir uns mit einer expliziten Rechnung für ein konkretes Beispiel
begnügen. Zuvor merken wir noch an, daß die Koeffizienten u

(a)
i am einfachsten

mit Hilfe der Normierungseigenschaften (3.2.101) berechnet werden können.
Wir betrachten

m2N2[ϕ
2] · Γ = m2N4[ϕ

2] · Γ +N4[u1∂ϕ∂ϕ + u2ϕ�ϕ+ vϕ4] · Γ (3.2.106)

oder, noch einfacher, die integrierte Version von (3.2.106)

m2N2[

∫

ϕ2] · Γ = m2N4[

∫

ϕ2] · Γ +N4[

∫

(u∂ϕ∂ϕ + vϕ4)] · Γ (3.2.107)

u = u1 − u2 (3.2.108)

Wir gehen Schleifenordnung für Schleifenordnung vor.

(~)o Es sind keinerlei Subtraktionen auszuführen, denn

m2
(

N2[

∫

ϕ2] · Γ
)(o)

= m2

∫

ϕ2

m2
(

N4[

∫

ϕ2] · Γ
)(o)

= m2

∫

ϕ2

(3.2.109)
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Diese offensichtliche Trivialität erlaubt den durchaus wichtigen Schluß, daß u und
v mindestens von der Ordnung ~ sind:

u = o(~) , v = o(~) (3.2.110)

(~)1

m2(N2[

∫

ϕ2] · Γ)(1) = m2(N4[

∫

ϕ2] · Γ)(1) + u(1)

∫

∂ϕ∂ϕ + v(1)

∫

ϕ4 (3.2.111)

Hier haben wir verwendet, daß u und v von der Ordnung ~ sind, d.h. die entspre-
chenden Einsetzungen nur den Beitrag des trivialen Diagramms liefern können.
Für Vertexfunktionen mit N ≥ 6 äußeren Beinen wird weder die N2- noch die
N4-Einsetzung subtrahiert:

δ(γ) = 4−N < 0 für N ≥ 6 N4 − Einsetzung (3.2.112)

D.h.
(

[

∫

ϕ2]2 · Γ
)(1)

ϕ . . . ϕ
︸ ︷︷ ︸

N

=
(

[

∫

ϕ2]4 · Γ
)(1)

ϕ . . . ϕ
︸ ︷︷ ︸

N

(3.2.113)

– was in der Tat mit (3.2.111) übereinstimmt, denn die lokalen Vertizes
∫
∂ϕ∂ϕ,

∫
ϕ4 tragen nur für N = 2 bzw. N = 4 äußere Beine bei. Für N = 4 liefert

(3.2.111)

m2
(

[

∫

ϕ2]2 · Γ
)(1)

ϕϕϕϕ
=m2

(

[

∫

ϕ2]4 · Γ
)(1)

ϕϕϕϕ

+ 4!v(1)

∫

dzδ(z − x1)δ(z − x2)δ(z − x3)δ(z − x4)

(3.2.114)
Diagrammatisch:

m2[

∫

ϕ2]2 m2[

∫

ϕ2]4

= + v(1)

Die Behauptung ist also, daß der Unterschied zwischen dem Diagramm mit N2-
und N4-Einsetzung ein lokaler Term ist. Das ist aber sofort klar, wenn wir die
betreffenden Integrale aufschreiben

a
∫

m2

((p−k)2−m2)(k2−m2)2

N2 − Einsetzung

δ = −2 , keine Subtr.

a
∫ (

m2

((p−k)2m2)(k2−m2)2
− m2

(k2−m2)3

) N4 − Einsetzung

δ = 0 , eine Subtr.

(3.2.115)
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Die Differenz ist genau der Subtraktionsterm, der hier natürlich endlich ist, weil
schon [

∫
ϕ2]2 und nicht erst [

∫
ϕ2]4 endlich ist. Analog gehen wir für N = 2 vor

und finden

m2[

∫

ϕ2]2 m2[

∫

ϕ2]4

= + 2u(1)

∫

dz∂δ(z − x1)∂δ(z − x2)

(3.2.116)

Wenn die Einsetzungen, wie hier angenommen, integriert sind, verschwinden ih-
re Beiträge wegen der Subtraktionen trivialerweise, denn die Integranden hängen
nicht vom äußeren Impuls ab

b
∫

m2

(k2−m2)2
− m2

(k2−m2)2

N2 − Einsetzung

δ = 0
(3.2.117)

b
∫

m2

(k2−m2)2
− m2

(k2−m2)2

N4 − Einsetzung

δ = 2

D.h. u(1) = 0 . (3.2.118)

(Im nicht-integrierten Fall (3.2.106) finden wir u
(1)
1 = u

(1)
2 und der Impulsfaktor

des Subtraktionsterms 1
2
pµpν∂pµ∂∂ν liefert die totale Ableitung �zδ(z − x1)δ(z −

x2).)

In diesem einfachen Beispiel und diesen niederen Ordnungen können wir also die
Zimmermann-Identitäten (3.2.106) bzw. (3.2.107) mit leichter Rechnung konstru-
ieren.

In der Ordnung ~
2 wird die rekursive Struktur der Renormierung noch deutli-

cher. Betrachten wir (3.2.107) für N = 4 in dieser Ordnung, so erhalten wir als
diagrammatische Gleichung

m2[

∫

ϕ2]2 m2[

∫

ϕ2]4

= + v(1) +v(2)

+ u(1)

(3.2.119)

Die Ein-Schleifen-Diagramme entstehen dadurch, daß Unterdiagramme, die die
Differenz der Einsetzungen enthielten, zu einem Punkt kontrahiert werden. Sie
haben die Form Iγ/γ1 × lokal. Iγ/γ1 ist das “sichtbare” Einschleifendiagramm;
“lokal” ist der Faktor, der tδ=0 − tδ=−2 entspricht (für v(1)); für u(1) : tδ=2 − tδ=0.
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Wir wollen die Diskussion dieses Beispiels hier abbrechen. Sie wird wieder aufge-
nommen in Abschnitt 4.1.

Abschließend ist ein Kommentar zur Wichtigkeit der Zimmermann-Identität (und
ihren Verallgemeinerungen) angebracht. Es wird sich in Kapitel 4 zeigen, daß sich
alle nicht-naiven Effekte der Quantenfeldtheorie auf Zimmermann-Koeffizienten
zurückführen lassen. Letztere sind also von fundamentaler Bedeutung. Es läßt sich
sogar vermuten, daß sie auch außerhalb der Störungstheorie die entsprechende
Rolle spielen werden. Man kann also den Stellenwert der Zimmermann-Identität
gar nicht überschätzen.

3.2.5 Divergenzgrade für Infrarotdivergenzen
Subtraktionen im masselosen Fall

Experimentell sind das Photon und die Neutrinos mit großer Genauigkeit masse-
lose Teilchen. Der Subtraktionsformalismus sollte also auch auf den Fall masse-
loser Felder ausdehnbar sein. In der bisher angegebenen Form ist das aber sicher
unmöglich. Denn schon im einfachsten Beispiel

R(p, k) =
1

((p− k)2 −m2)(k2 −m2)
− 1

(k2 −m2)2
(3.2.120)

ist der Subtraktionsterm für m = 0 an der Stelle k = 0 nicht integrierbar. Diese
Infrarotdivergenz (IR-) ist aber ein reines Artefakt unserer Subtraktionsvorschrift
und entspricht sicher nicht einem physikalischen Effekt. (Letzterer ist z.B. die
unendliche Reichweite des Coulomb-Potentials, die auch zu einer IR-Divergenz
führen kann.) Wir wollen in diesem Abschnitt die Subtraktionsvorschriften so
abändern, daß sie für die üblichen masselosen Felder zu konvergenten Diagram-
men führen (, solange die äußeren Impulse gewisse Einschränkungen erfüllen).
Die Grundidee ist sehr einfach. Man führt für ein masseloses Feld eine Hilfsmasse
M(s−1) ein, subtrahiert zur Beseitigung der UV-Divergenzen an der Stelle s = 0
– damit sind die oben erwähnten Schwierigkeiten vermieden –, erzwingt aber z.B.
die für verschwindende Masse notwendige Normierung der Zwei-Punkt-Funktion
durch nachfolgende Subtraktionen in bezug auf s − 1 an der Stelle s = 1. Der
Parameter s muß also ganz ähnlich wie die Impulse behandelt werden: sowohl
beim Abschätzen des Wachstumsverhaltens wie bei den Subtraktionen ist er zu
berücksichtigen.

In Analogie zu (3.2.13) findet man

r(γ) = 4−
∑

a

raNa(γ) +
∑

V ∈V(γ)

(rV − 4) (3.2.121)
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Hierbei gilt als IR-Grad eines 1PI Diagramms für verschwindende Impulse und
s→ 1

ra = da für masselose Felder

ra = 2 für massive kanonische Felder mit Spin 0, 1,
1

2
.

(3.2.122)

Ein Faktor (s−1) an einem Vertex wird mit d = r = 1 berücksichtigt, ein Faktor
s mit d = 1, r = 0.

Ebenso wie man einem Vertex der UV-Dimension dV einen größeren Grad δV
zuordnen kann, (s. (3.2.93) ), kann man ihm statt der IR-Dimension rV auch einen
kleineren Grad ρV < rV zuordnen. Damit wird dann als IR-Subtraktionsgrad für
ein 1PI-Diagramm

ρ(γ) = 4−
∑

a

raNa(γ) +
∑

i∈V(γ)

(ρi − 4) (3.2.123)

definiert. Als Ergebnis einer längeren Analyse (Lowenstein 76) stellt sich heraus,
daß die Waldformel (3.2.52) zu konvergenten Diagrammen führt, wenn man als
Subtraktionsoperator Tγ mit

1− Tγ = (1− tρ(γ)−1
pγ ,sγ−1)(1− tδ(γ)pγ ,sγ) (3.2.124)

wählt. Der Faktor (1− tδ(γ)pγ ,sγ ) liefert die gewünschten UV-Subtraktionen (an der

Stelle s = 0), der Faktor (t − t
ρ(γ)−1
pγ ,sγ−1) die gewünschten IR-Subtraktionen, die

für 2- und 3-Punkt-Funktionen gerade wieder die richtige Normierung für p = 0,
s = 1 erzeugen. Die beiden Subtraktionstypen sind miteinander verträglich, wenn

ρ(γ) ≤ δ(γ) + 1 (3.2.125)

ist. IR-Übersubtraktionen sind analog zu (3.2.95) auch noch durch die Bedingung

ρ(γ) ≤ r(γ̄) +
c∑

i=1

ρ(γi) (3.2.126)

eingeschränkt. Der Vollständigkeit halber sollten wir erwähnen, daß Normalpro-
dukte jetzt durch zwei Indizes gekennzeichnet werden, N ρ

δ [Q], wobei 0 ≤ ρ ≤ r(Q)
den IR-Subtraktionsgrad angibt. Vertizes der Wechselwirkung sind integriert und
können beliebig oft eingesetzt werden, daher müssen sie mit ρ = δ = 4 gezählt
werden. Andere integrierte Einsetzungen müssen nur r ≥ ρ ≥ 4 erfüllen. Eine

Einsetzung pro Diagramm darf ρ = 3 haben. (3.2.125) gilt, wenn ρ(Q) ≤ δ(Q)
angenommen wird.
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Unter diesen Bedingungen liefert die Waldformel (3.2.52) mit dem Subtraktions-
operator (3.2.124) konvergente Vertexfunktionen, solange die äußeren Impulse
keine Ausnahmekonfiguration bilden. Letztere sind solche, bei denen (im Euklidi-
schen) verschwindende Linearkombinationen existieren. Auch im Falle masseloser
Felder spielen die Erweiterungen der Identität (3.2.105) eine zentrale Rolle. Als
Beispiel wollen wir das Analogon zu (3.2.106) angeben

M2(s− 1)2N2
2 [ϕ2] · Γ =((1 + q)N 4

4 [M2(s− 1)2ϕ2] · Γ
+N4

4 [u1∂ϕ∂ϕ + u2ϕ�ϕ+ vϕ4] · Γ (3.2.127)

Da die Faktoren (s − 1) von den auszuführenden Subtraktionen betroffen sind,
kann man in [M2(s− 1)2ϕ2]44 nicht einfach s = 1 setzen. Auf der linken Seite von
(3.2.127) gehört der Faktor M 2(s − 1)2 nicht mehr zum Normalprodukt, so daß
man dort an die Stelle s = 1 gehen kann. In der masselosen Theorie gilt also

N4
4 [M2(s− 1)2ϕ2] · Γ∣∣

∣
s=1

= −N4
4 [u′1∂ϕ∂ϕ + u′2ϕ�ϕ+ v′ϕ4] · Γ∣∣

∣
s=1

u′1,2 =
1

1 + q
u1,2 ; v′ =

1

1 + q
v

(3.2.128)

Für eine Diskussion der sonstigen Verallgemeinerungen der Zimmermann-Identitäten
verweisen wir auf die Literatur (Clark/Lowenstein 76).

3.3 Stückelberg, Bogoliubov, Epstein/Glaser

Im Abschnitt 2.1 haben wir die Postulate für die S-Matrix eingeführt und gezeigt,
wie sie am einfachsten Beispiel auch unmittelbar zu erfüllen sind. Wir wollen diese
Diskussion jetzt wieder aufnehmen und mit einigen weiteren Beispielen vertiefen.
Es soll dabei klar gemacht – wenn auch nicht streng bewiesen – werden, daß die
störungstheoretische Renormierung diese Grundpostulate respektiert. Insbeson-
dere soll herausgestellt werden, welche Freiheit dieses Schema läßt, und wie diese
in Beziehung steht zur Freiheit im Impulssubtraktionsschema. Hiermit ist dann
das Problem der Äquivalenz von verschiedenen Schemata angesprochen.

3.3.1 Das Beispiel : ϕ2 :

Wir kehren zur Entwicklung (2.1.19)

S(J) = 1 +

∞∑

n=1

in

n!

∫

Tn(x1, . . . , xn)J(x1) . . . J(xn) (3.3.1)
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der S-Matrix zurück und wollen das Beispiel

T1(x1) =: ϕ2 : (x1) (3.3.2)

näher untersuchen. Die Kausalitätsbedingung (2.1.21) lieferte in der zweiten Ord-
nung von J

T2(x1, x2) =

{

T1(x1)T1(x2) für x1 & x2

T1(x2)T1(x1) für x2 & x1

(3.3.3)

und für raumartiges x1 − x2

[T1(x1), T1(x2)] = 0 für (x1 − x2)
2 < 0 . (3.3.4)

Für unser Beispiel heißt das

T2(x1, x2) =

{

: ϕ2 : (x1) : ϕ2 : (x2) für x1 & x2

: ϕ2 : (x2) : ϕ2 : (x1) für x2 & x1

(3.3.5)

= : ϕ2(x1)ϕ
2(x2) : +

{

4〈ϕ(x1)ϕ(x2)〉 : ϕ(x1)ϕ(x2) :

4〈ϕ(x2)ϕ(x1)〉 : ϕ(x1)ϕ(x2) :

+

{

2〈ϕ(x1)ϕ(x2)〉2 für x1 & x2

2〈ϕ(x2)ϕ(x1)〉2 für x2 & x1

(3.3.6)

(Hier haben wir das Wicksche Theorem (2.2.3) benutzt.)
und die Frage, ob

C2(x1, x2) = [T1(x1), T1(x2)] (3.3.7)

für raumartige x1 − x2 verschwindet. Aus (3.3.6) folgt für solche Argumente

C2(x1, x2) = 4i∆(x1 − x2) : ϕ(x1)ϕ(x2) : − 2(∆+ + ∆−)(∆+ −∆−) (3.3.8)

d.h. in der Tat (3.3.4) , denn ∆+ + ∆− ist ja gerade ∆ (s. (1.1.63) ), und ∆
verschwindet für raumartige Argumente. Da : ϕ2 : auch reell ist, sind alle Be-
dingungen, die T1(x1) zu erfüllen hat, nachgewiesen. Um nun systematisch den
Operator T2(x1, x2) für alle seine Argumente zu definieren, führen wir zwei Hilfs-
operatoren ein: das avancierte bzw. retardierte Produkt

A2(x1, x2) = T2(x1, x2)− T1(x2)T1(x1) , (3.3.9)

R2(x1, x2) = T2(x1, x2)− T1(x1)T1(x2) . (3.3.10)



94 KAPITEL 3. REGULARISIERUNG, RENORMIERUNG

A2 hat seinen Träger in x1 − x2 ∈ V̄ + ; R2 hat seinen Träger in x1 − x2 ∈ V̄ − .
A2 und R2 sind mit dem Operator C2(x1, x2) (3.3.7) verknüpft

C2(x1, x2) = A2(x1, x2)− R2(x1, x2) = [T1(x1), T1(x2)] . (3.3.11)

C2 hat seinen Träger also im Doppelkegel x1 − x2 ∈ V̄ + ∪ V̄ − und ist eindeutig
definiert für gegebenes T1. Gelingt es uns, C2 so in avancierte und retardierte
Anteile zu “zerschneiden”, daß deren Trägereigenschaften zu denen von A2 bzw.
R2 passen, dann können wir über

T2(x1, x2) = A2(x1, x2) + T1(x2)T1(x1) (3.3.12)

T2 wirklich definieren. In unserem Beispiel (3.3.2) heißt das, die Koeffizienten-
distributionen ∆+ + ∆− bzw. ∆2

+ − ∆2
− der normal geordneten Operatoren :

ϕ(x1)ϕ(x2) : bzw. 1 in avancierte und retardierte Distributionen zu zerlegen. Für
∆+ + ∆− = ∆ haben wir das in Abschnitt 2.1.2 zwar bereits getan (Beispiel
T1(x1) = ϕ(x1)), wollen das Resultat aber hier noch einmal in der Formulierung
mit C2 herleiten. Für T1(x) = ϕ(x) lautet C2:

C2(x1, x2) = [T1(x1), T1(x2)] = [ϕ(x1), ϕ(x2)] = i∆(x1 − x2). (3.3.13)

Mit (1.1.7) folgt

C2(x1, x2) = i(∆av(x1 − x2)−∆ret(x1 − x2)) (3.3.14)

d.h. C2(x1, x2) kann ohne Subtraktion in einen avancierten und einen retardierten
Anteil zerlegt werden

A2(x1 − x2) = i∆av(x1 − x2), (3.3.15)

R2(x1 − x2) = −i∆ret(x1 − x2). (3.3.16)

Für den entsprechenden Beitrag zu (3.3.6) ergibt sich also aus (3.3.12)

4 : ϕ(x1)ϕ(x2) : 〈ϕ(x1)ϕ(x2)〉
= 4: ϕ(x1)ϕ(x2) :

(

i∆av(x1 − x2) + 〈ϕ(x2)ϕ(x1)〉
)

= 4: ϕ(x1)ϕ(x2) :
(

i∆av(x1 − x2)+: ϕ(x1)ϕ(x2) : − i∆−(x1 − x2)
)

= 4: ϕ(x1)ϕ(x2) :
(

∆c(x1 − x2)+: ϕ(x1)ϕ(x2) :
)

für x1 & x2 (3.3.17)

Und analog aus (3.3.10)

4 : ϕ(x1)ϕ(x2) : 〈ϕ(x2)ϕ(x1)〉
= 4: ϕ(x1)ϕ(x2) :

(

i∆ret(x1 − x2) + 〈ϕ(x1)ϕ(x2)〉
)

= 4: ϕ(x1)ϕ(x2) :
(

i∆ret(x1 − x2)+: ϕ(x1)ϕ(x2) : + i∆+(x1 − x2)
)

= 4: ϕ(x1)ϕ(x2) :
(

∆c(x1 − x2)+: ϕ(x1)ϕ(x2) :
)

für x2 & x1 (3.3.18)
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D.h. dasselbe Ergebnis. Damit ist der Beitrag proportional zu : ϕ(x1)ϕ(x2) : in
(3.3.6) analysiert.

Für ∆2
+ −∆2

− gehen wir folgendermaßen vor. Wir formen ∆2
+ um

∆2
+(x;m2) =

(

1

(2π)3

∫
d3p

2ωp
e−ipx

)2

=

(

1

(2π)3

∫

d4pδ(p2 −m2)θ(po)e−ipx

)2

=
1

(2π)6

∫

d4p1d
4p2δ(p

2
1 −m2)δ(p2

2 −m2)θ(po1)θ(p
o
2)e
−i(p1+p2)x

=
1

(2π)3

∫

d4p

∫

dM2ρ2(M
2)δ(p2 −M2)θ(po)e−ipx

=

∫

dM2ρ2(M
2)∆+(x;M2) .

(3.3.19)
Hierbei ist ρ2(p

2) gegeben durch

ρ2(p
2) =

1

(2π)3

∫

d4p1d
4p2δ(p− (p1 + p2))

2∏

i=1

δ(p2
i −m2)θ(poi ) (3.3.20)

Dies ist gerade die Phasenraumfunktion für zwei Teilchen; sie hat die explizite
Form

ρ2(M
2) =

1

(2π)2

√

1− 4
m2

M2
. (3.3.21)

(Zur Berechnung von (3.3.21) benutzt man (po)2 − p2 = M2 und geht dann ins
Schwerpunktsystem p = 0 .)
Die Integration über M2 in (3.3.19) beginnt also bei M 2 = 4m2 und reicht bis
unendlich.

Analog ergibt sich für

∆2
−(x;m2) =

∫

dM2ρ2(M
2)∆−(x;M2) (3.3.22)

und damit für

∆2
+(x;m2)−∆2

−(x;m2) =

∫

dM2ρ2(M
2)
(

∆+(x;M2)−∆−(x;M2)
)

=

∫

dM2ρ2(M
2) ∆(x;M2)

(3.3.23)

Bezeichnen wir die Koeffizienten in der Entwicklung (3.3.8) mit c
(k)
2 (x1, x2)

C2(x1, x2) =
∑

k

1

k!
c
(k)
2 (x1, x2) : ϕ(r−k)(x1)ϕ

(r−k)(x2) : , (3.3.24)
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so folgt demnach

c
(2)
2 (x1, x2) = −4

∞∫

4m2

dM2ρ2(M
2)∆(x1, x2;M

2)

= −4

∞∫

4m2

dM2ρ2(M
2)
(

∆A(x1, x2;M
2)−∆R(x1, x2;M

2)
)

.

(3.3.25)

∆A
R

= lim
η→0
η∈V+

−1

(2π)4

∫

d4p
e−ipx

(p∓ iη)2 −M2
(3.3.26)

sind die avancierte bzw. retardierte Greensche Funktion (1.1.68-1.1.69) zur Mas-
se M , haben gerade die gewünschten Trägereigenschaften und böten sich für die
gesuchte Zerlegung von c

(2)
2 in a

(2)
2 und r

(2)
2 an. Aber die entsprechenden Integrale

existieren nicht getrennt: ρ2(M
2) geht für große M2 gegen eine Konstante, ∆A,R

gehen bezüglich M2 wie M−2, das Integrationsmaß dM 2 liefert eine positive Po-
tenz M2, so daß also das gesamte Integral über M2 für große M2 logarithmisch
divergiert. Wir führen daher eine Subtraktion aus und definieren

a
(2)
2 (x1 − x2)

= lim
η→0
η∈V+

−1

(2π)4

∫

d4pe−ip(x1−x2)

∞∫

4m2

dM2ρ2(M
2)
p2 + a2

a2 +M2

1

(p− iη)2 −M2

(3.3.27)

(“eine Subtraktion ausführen” heißt

lim
η→0
η∈V+

(

1

(p− iη)2 −M2
− 1

(−ia − iη)2 −M2

)

= lim
η→0
η∈V+

p2 + a2

a2 +M2

1

(p− iη)2 −M2

(3.3.28)

zu benutzen anstatt lim
η→0

η∈V+

1
(p−iη)2−M2 ). Nun existiert A2 und damit über (3.3.12)

auch T2(x1, x2) .

Das naive T -Produkt

a
(2)
2 (x1, x2) = θ(xo1 − xo2)c(2)2 (x1, x2) (3.3.29)

entspricht dem Beitrag ∆2
c(x1 − x2) zu T2(x1, x2), den wir in (2.1.60) berechnet

und logarithmisch divergent gefunden haben. Die in (2.1.62) ausgeführte Sub-
traktion in Bezug auf den äußeren Impuls ist das Analogon der hier ausgeführten
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Subtraktion im Dispersionsintegral (3.3.27) und Äquivalenz der Schemata heißt,
daß sich (2.1.62) von

t
(2)
2 (x1, x2) = a

(2)
2 (x1, x2) + ∆2

−(x1 − x2, m
2) (3.3.30)

nur um einen konstanten Beitrag unterscheidet. Das ist seinerseits gerade die
Unbestimmtheit in der Festlegung von a

(2)
2 , wenn man minimal subtrahiert, d.h.

gerade so oft wie Konvergenz erfordert, aber nicht mehr. Dann kann man noch
den Subtraktionspunkt a ändern und das entspricht einer Änderung von a

(2)
2 um

eine Konstante.

Im Beispiel T1(x1) = ϕ(x1) von Abschnitt 2.1.2 trat in C nur der Beitrag

c
(1)
2 (x1, x2) = ∆(x1 − x2) (3.3.31)

auf; er erlaubt die Zerlegung in ∆A − ∆R ohne Subtraktion und das entspricht
der minimalen Subtraktion, die wir soeben eingeführt haben. Führt man dennoch
Subtraktionen aus (Taylorentwicklung um p = −ia):

lim
η→0
η∈V+

−1

(2π)4

∫

d4pe−ip(x1−x2)

(

1

(p− iη)2 −m2
−

− 1

(−ia− iη)2 −m2
+

p2 + a2

((−ia− iη)2 −m2)2
− · · ·

)

= ∆av + const. δ(x1 − x2) + (� + const.)δ(x1 − x2) + · · · ,

(3.3.32)

so findet man das Polynom P (�)δ(x1−x2), von dem wir in (2.1.37) als allgemein-
ster Lösung gesprochen haben. Es ist als Lösung des Zerschneideproblems erlaubt
und kann nur mit dem zusätzlichen Postulat der minimalen Subtraktion ausge-
schlossen werden. Betrachten wir nun für das gegenwärtige Beispiel T1 =: ϕ2 :
höhere Beiträge zur S-Matrix, so ist als Folge des Wickschen Theorems klar, daß
keine weiteren Divergenzen auftreten als die, die wir in a

(2)
2 beseitigt haben: in der

Sprache der Feynman-Diagramme läßt sich am leichtesten sehen, daß nur unzu-
sammenhängende Produkte a

(2)
2 (x1, x2)a

(2)
2 (x3, x4) usw. gebildet werden können.

Eine einzige Subtraktion macht das einzige divergente Diagramm

: ϕ2 : (x1) : ϕ2 : (x2)

Abb. 3.1

konvergent. Mit dem obigen a
(2)
2 ist also die ganze S-Matrix konvergent.
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3.3.2 Das Beispiel : ϕr :

Als allgemeineres Beispiel wollen wir noch

T1(x1) =
1

r!
: ϕr : (x1) (3.3.33)

etwas verfolgen. Man kann zeigen, daß

[T1(x1), T1(x2)] = 0 für (x1 − x2)
2 < 0 (3.3.34)

d.h. die Kausalitätsbedingung ist erfüllt; T1 ist offensichtlich reell. Somit wird
eine Zerschneidevorschrift für

C2(x1, x2) = [T1(x1), T1(x2)] = A2(x1, x2)− R2(x1, x2) (3.3.35)

gesucht, damit dann

T2(x1, x2) =

{

T1(x1)T1(x2) für x1 & x2

T1(x2)T2(x1) für x2 & x1

(3.3.36)

durch
T2(x1, x2) = A2(x1, x2) + T1(x2)T1(x1) (3.3.37)

auf alle Argumente fortgesetzt werden kann. In Analogie zum Fall r = 2 benutzen
wir wieder das Wicksche Theorem (2.2.3) und schreiben

T1(x1)T1(x2) =
: ϕr : (x1)

r!

: ϕr : (x2)

r!

=
∑

k

〈
: ϕk1 : (x1)

k1!

: ϕk2 : (x2)

k2!

〉
: ϕr−k1(x1)ϕ

r−k2(x2) :

(r − k1)!(r − k2)!

(3.3.38)

wobei die Summe über 0 ≤ k1 ≤ r, 0 ≤ k2 ≤ r läuft. Entsprechend haben wir
dann

Cr(x1, x2) =
[ : ϕr : (x1)

r!
,

: ϕr : (x2)

r!

]

=
∑

k

c
(k)
2 (x1, x2)

: ϕr−k1(x1)ϕ
r−k2(x2) :

(r − k1)!(r − k2)!

(3.3.39)
mit

c
(k)
2 (x1, x2) =

〈[ϕk1 : (x1)

k1!
,
ϕk2 : (x2)

k2!

]〉

.

Die Erwartungswerte pk1,k22 (x1, x2) in (3.3.38) sind nur von Null verschieden, wenn
k1 = k2 ≡ k ist und dann gilt

p
(k)
2 (x1, x2) =

1

(k!)2
〈ϕ(x1)ϕ(x2)〉k =

1

(k!)2
∆k

+(x1 − x2) (3.3.40)
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Wie für den Fall n = 2 kann man sich davon überzeugen, daß

∆n
+(x;m2) =

1

(2π)3

∫

dp4

∫

dM2ρn(M
2)δ(p2 −M2)θ(po)e−ipx

=

∫

dM2ρn(M
2)∆+(x;M2)

(3.3.41)

mit

ρn(p
2) =

1

(2π)3(n−1)

∫

d4p1 . . . d
4pnδ

4(p− (p1 + · · ·+ pn))
n∏

i=1

δ(p2
i −m2)θ(poi )

(3.3.42)
Entsprechend folgt

c
(k)
2 (x1, x2) =

i

k!

∞∫

4m2

dM2ρk1(M
2)∆(x1 − x2;M

2) (3.3.43)

Die Zerlegung von c
(k)
2 in avancierte und retardierte Anteile macht Subtraktionen

erforderlich:

c
(k)
2 = − i

k

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x1−x2)(p2 + a2)k−1 lim

η→0

η∈V+

∫

dM2 1

(M2 + a2)k−1
×

×
( 1

(p− iη)−M 2
− 1

(p+ iη)2 −M2

)

ρk(M
2)

(3.3.44)

≡ a
(k)
2 (x1, x2)− r(k)

2 (x1, x2) (3.3.45)

a
(k)
2 (x1, x2) =

∫
d4p

(2π)4
e−ip(x1−x2)ã

(k)
2 (p) (3.3.46)

ã
(k)
2 (p) = − i

k!
(p2 + a2)k−1 lim

η→o

η∈V+

∫

dM2 ρk(M
2)

(M2 + a2)k−1

1

(p− iη)2 −M2

(3.3.47)

Zur Definition (3.3.45) bzw. (3.3.47) sind einige Bemerkungen angebracht.

- Es handelt sich um ein subtrahiertes Dispersionsintegral, das (außer für
k = 0, 1) divergent ist.

- Die ausgeführten Subtraktionen sind minimal: ã2 wächst mit derselben Po-
tenz wie c̃2 für p2 →∞. Subtrahiert man weniger, so stößt man auf Diver-
genzen, subtrahiert man mehr, dann führt man zusätzliche Willkür ein und
ã2 wächst stärker an als c̃2.
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- Im Integral für c̃
(k)
2 tragen die Subtraktionen nicht bei, denn

(
p2 + a2

M2 + a2

)k−1

lim
η→o

η∈V+

[
1

(p− iη)2 −M2
− 1

(p+ iη)2 −M2

]

dM2

−→
η→o

2πiδ(p2 −M2)

(3.3.48)

- Die speziell gewählte Lösung ã2 hängt von a ab; allgemeiner unterscheiden
sich zwei im obigen Sinne minimale Lösungen höchstens um ein Polynom
vom Grade k − 2 in p2.

Mit Hilfe der Distributionen a
(k)
2 (x1, x2) können wir nun die Operatoren konstru-

ieren, die alle gewünschten Eigenschaften haben:

Ar2(x1, x2) =
∑

k

a
(k)
2 (x1, x2)

: ϕr(x1)ϕ
r(x2) :

((r − k)!)2
(3.3.49)

(in der Summe trägt nur k1 = k2 = k bei).
Der entsprechende Ausdruck für T r,r2 (x1, x2) ist wohl-definiert, im Gegensatz etwa
zu dem naiv Zeit-geordneten

T

(
: ϕr : (x1)

r!

: ϕr : (x2)

r!

)

.

Wir wollen darauf verzichten, für dieses Beispiel die höheren Beiträge Tn(x1 . . . xn)
zu diskutieren, denn sie erfordern eine ziemlich gewichtige Maschinerie und es ist
nicht unser Ziel, parallel zum Impulssubtraktionsschema ein weiteres ausführlich
darzustellen. Vielmehr sollte die gegenwärtige Diskussion nur zu einer ungefähren
Skizze führen, wie zwei Renormierungsschemata zu vergleichen sind.

3.3.3 Äquivalenz

Hierzu ist es sehr instruktiv, die Freiheit, die das Epstein-Glaser Verfahren läßt,
noch einmal in einer anderen Form darzustellen. Bisher drückte sie sich darin aus,
daß ein Polynom vom Grade k − 2 in p2 frei zur Verfügung stand. Eine andere
Betrachtungsweise ist die folgende.

Die Zerschneidevorschrift für C2 kann nicht eindeutig sein. Denn

A′2 =A2 + Λ2 (3.3.50)

R′2 =R2 + Λ2 (3.3.51)
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sind ebenfalls zugelassene Zerlegungen von C2, wenn nur Λ2 seinen Träger in
V̄ + ∩ V̄ − = {x1 = x2} hat. Die Relation dritter Ordnung in J in (2.1.21) liefert
eine Einschränkung für Λ2. Es gilt nämlich

T3(x1, x2, x3) =

{

T2(x1, x2)T1(x3) x1, x2 & x3

T1(x3)T2(x1x2) x3 & x1, x2

(3.3.52)

d.h.
[T2(x1, x2), T1(x3)] = 0 x1, x2 ∼ x3 (3.3.53)

Soll (3.3.52) auch für T ′2 erfüllt sein, dann muß

[Λ2(x1, x2), T1(x3)] = 0 x1, x2 ∼ x3 (3.3.54)

sein. Nun ist es der Inhalt eines Theorems von Epstein/Schroer, daß hieraus

Λ2(x1, x2) =
∑

α

Dαδ(x1 − x2)Pα(x2) (3.3.55)

folgt, wobei Dα endliche Ableitungen symbolisiert und Pα(x1) eine endliche Sum-
me von Wick-Polynomen ist. Dessen Operatornatur können wir dadurch ein-
schränken, daß wir fordern, diese Operatoren sollten nicht vom Typ, den T2(x1, x2)
hat, abweichen. Denn für eine Untermenge von Testfunktionen, kann man T2(x1, x2)
ja durchaus auf x1 = x2 fortsetzen, ohne es abzuändern. Diese Einschränkung
entspricht auf Operatorebene gerade der oben formulierten minimalen Subtrak-
tion bei den Dispersionsintegralen. Umgekehrt ist die Freiheit der Wahl von Λ2

der Punkt, an dem man am einfachsten mit dem Impulssubtraktionsschema ver-
gleichen kann. Impulssubtraktionen bedeuteten genau dasselbe: Verfügen über
polylokale Terme in der S-Matrix, Abänderung (bzw. Definition) des T -Produkts
in wohlbestimmter Weise. Und das charakterisiert zwei Renormierungsschemata
als äquivalent: wenn nämlich die Greenschen Funktionen durch endliche Umre-
normierung ineinander überführt werden können und sie in wenigstens einem der
beiden Schemata die Axiome erfüllen, dann nennen wir die zwei Schemata äquiva-
lent. Die obigen Betrachtungen sind eine Skizze davon, wie ein Äquivalenzbeweis
zu führen ist.

3.4 Bibliographische Angaben

Die fundamentalen Originalarbeiten zum Impulssubtraktionsschema in 3.2 sind:
Zimmermann 68,69,73 im massiven Fall. Im masselosen Fall stammt das relevante
“Power counting theorem” von Lowenstein/Zimmermann 75, das Subtraktionsver-
fahren von Lowenstein 76. Verallgemeinerungen der Zimmermann-Identität sind
zu finden in Clark/Lowenstein 76. Unsere Darstellung stützt sich auf die Vorle-
sungen von Lowenstein (Maryland) und Lowenstein (Erice).
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Die Beispiele, die das Epstein/Glaser-Verfahren (in 3.3) erläutern sollen, sind
einer nicht publizierten Vorlesung von P. Breitenlohner entnommen. Die axioma-
tische Charakterisierung von Renormierungsverfahren findet man bei Hepp (Les
Houches). Sie bildet die Basis für strenge Äquivalenzbeweise.



Kapitel 4

Das Wirkungsprinzip und seine
Anwendungen

Das Wirkungsprinzip beschreibt den Effekt, den Änderungen von Parametern
und Feldern nach sich ziehen. Es ist das wichtigste Hilfsmittel, um die Abhängig-
keit der Theorie von Parametern zu verfolgen, und um Symmetrieforderungen
umzusetzen. Die spezifischen Eigenheiten der Quantenfeldtheorie geben ihm sei-
nen nicht-trivialen Gehalt.

4.1 Die Differentiation nach Parametern

4.1.1 Ein-Schleifen-Näherung. Konvergente Diagramme

Das einfachste Beispiel einer Feldtheorie ist die quantisierte Erweiterung der klas-
sischen Wirkung

Γcl =

∫

(−1

2
ϕ(� +m2)ϕ− λ

4!
ϕ4). (4.1.1)

Parameter dieses Modells sind in der klassischen Näherung m und λ, die wir
auch in der quantisierten Theorie mit der physikalischen Masse und der Stärke
der Wechselwirkung in Verbindung bringen möchten.

Vertexfunktionen Γ2N (q1, . . . , q2N ) (mit N ≥ 3) sind gemäß (2.2.31) bzw. (2.2.33)
zusammen mit (2.2.13) in der Ein-Schleifen-Näherung konvergent und daher ganz
naiv definiert:

Γ2N(q1, . . . , q2N) = aNλ
N

∫
i

(k − p1)2 −m2
· i

(k − p1 − p2)2 −m2
· · · i

k2 −m2

︸ ︷︷ ︸

N Propagatoren
(4.1.2)

103
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Feynmandiagramm:

aN : Wick-Faktor

p1 = q1 + q2 , p2 = q3 + q4, . . .

pN = q2N−1 + q2N

Entsprechend naiv lassen sich Ableitungen nach den Parametern m2 bzw. λ be-
rechnen. Z.B. für N = 3

∂m2Γ6(q1, . . . , q6) =

a3λ
3

∫
dk

(2π)4

(
i

k2 −m2
· +1

k2 −m2
· i

(k − p1)2 −m2
· i

(k − p1 − p2)2 −m2

+
i

k2 −m2
· i

(k − p1)2 −m2
· +1

(k − p1)2 −m2
· i

(k − p1 − p2)2 −m2

+
i

k2 −m2

i

(k − p1)2 −m2
· i

(k − p1 − p1)2 −m2
· 1

(k − p1 − p2)2 −m2

)

=

(

−1

2
[ϕ̃2(0)] · Γ

)

6

(q1, . . . , q6) (4.1.3)

Mit dieser Gleichung wird also behauptet, daß Differentiation nach dem Parame-
ter m2 gleichbedeutend ist mit der Einsetzung des integrierten Vertex

∫
dx(−1

2
ϕ2)

in Γ. (Äußerer Impuls = 0 am Vertex ϕ2 entspricht der Integration im Orts-
raum.) Da die behandelten Diagramme endlich sind, ist nur die Kombinatorik
und Richtigkeit von Faktoren i und dergleichen zu prüfen. Diagrammatisch liest
sich (4.1.3)

∂m2 = + +

und die Kontrolle der Faktoren ist trivial, wenn man den relativen Faktor i zwi-
schen Γ und Z berücksichtigt (s. (2.3.32), (2.3.33)). Die Verallgemeinerung auf
Γ2N N > 3 ist klar.

Die Differentiation nach der Kopplungskonstanten λ liefert

∂λΓ6(q1, . . . , q6) = 3a3λ
2

∫
dk

(2π)4
I6(k, p1, p2, p3) (4.1.4)
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mit der diagrammatischen Darstellung

∂λ = + + .

Das Ergebnis (4.1.3) und die Formel (2.2.31), die ja für endliche Diagramme naiv
gelten sollte, legen nahe, die rechte Seite von (4.1.4) ebenfalls als Einsetzung zu
interpretieren.

∂λΓ6(q1, . . . , q6) = (∆4 · Γ)6(q1, . . . , q6) (4.1.5)

Im Ortsraum – so lautet die Behauptung – hat ∆4 die Form

∆4 = − 1

4!

∫

ϕ4. (4.1.6)

Daß ∆4 eine integrierte Einsetzung sein muß, ist klar, denn die Differentiation
nach λ hat nicht in die Impulsstruktur des Diagramms eingegriffen. Da auch keine
Subtraktionen vorzunehmen sind, muß man lediglich die Kombinatorik und die
Faktoren i überprüfen.
Kombinatorik:

ohne Einsetzung:

〈ϕ(x1) · · ·ϕ(x6)e
i

R

Lint〉1PI →
(

− λ
4!

)3 i3

3!
· Wick

mit Einsetzung:

〈

ϕ(x1) · · ·ϕ(x6)(−
1

4!
)

∫

ϕ4ei
R

Lint

〉1PI

→
(

− 1

4!

)(

− λ
4!

)2 i2

2!
· Wick · i (4.1.7)

(Wick =3 · (4!)4; i: relatives i zwischen Z und Γ (vergl. (2.3.32).)
Damit ist (4.1.5) mit (4.1.6) gezeigt. Für N > 3 ist das Ergebnis dann auch klar.

Die Rechnung lehrt unter anderem, daß es für die Herleitung bequem ist, die
allgemeinen Greenschen Funktionen heranzuziehen. Denn für sie haben wir ei-
ne explizite Formel: (2.2.33) mit Wickschem Theorem (2.2.13) und Waldformel
(3.2.98) oder aber (2.2.31)

Z(j) =ei
R

Lint(
δ
iδj

) Zo(j) (4.1.8)

Zo(j) =e
1
2

R

ij∆cij (4.1.9)

Denken wir uns Lint nun erweitert auf zusätzliche Wechselwirkungen und j auf
ein ganzes Multiplett von Quellen (d.h. für ein Multiplett von Feldern), so ist
die Folgerung aus der obigen Untersuchung, daß für konvergente Diagramme die
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Ableitungen nach den Kopplungen immer gerade den zugehörigen (integrierten)
Wechselwirkungsvertex, die Ableitungen nach Massen immer den zugehörigen
bilinearen Massenterm als Einsetzung erzeugt:

∂λZ(j) = i

∫

L(λ)
int (

δ

iδj)
ei

R

Lint(
δ
iδj

)Zo(j) (4.1.10)

∂mZ(j) = ei
R

Lint(
δ
iδj

)∂mZo(j)

= ei
R

Lint(
δ
iδj

) 1

2

∫

ij∂m∆cijZo(j) (4.1.11)

Diese Ergebnisse können sehr elegant zusammengefaßt werden, wenn wir eine
neue Größe einführen:

∂λZ = i[∂λΓeff ] · Z (4.1.12)

∂mZ = i[∂mΓeff ] · Z (4.1.13)

Γeff war in der bisherigen Rechnung nichts anderes als Γcl. In höheren Ordnungen

werden wir sogenannte Gegenterme zulassen:

Γeff =

∫
(

−1

2
(1 + z)ϕ�ϕ− 1

2
(m2 + a)ϕ2 − λ̂

4!
ϕ4

)

(4.1.14)

mit z = z(λ), a = a(λ), λ̂ = λ+O(λ2) Potenzreihen in λ. Die Formeln (4.1.12,4.1.13)
bleiben auch dann noch gültig.

Identifizieren wir einen integrierten Wechselwirkungsvertex z.B. − λ
4!

∫
ϕ4 = λ∆4

mit
∫
Lint(

δ
iδj

) in (4.1.8), so sehen wir, daß ∆4 “auf den freien Greenschen Funk-

tionen operiert”: gerade so wie die Ableitungen
∫

( δ
iδj

)4.

4.1.2 Ein-Schleifen-Näherung. Divergente Diagramme.

In der ϕ4-Theorie (4.1.1) gibt es in der Ein-Schleifen-Näherung nur zwei diver-
gente Diagramme

N = 1 , N = 2

Im Impulssubtraktionsschema, das wir im Augenblick anwenden, verschwindet
das erste Diagramm identisch, denn die innere Linie hängt nicht vom äußeren
Impuls ab:

Rγ = Iγ(k)− Iγ(k)
∣
∣
∣
p=0

= 0 (4.1.15)
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Das zweite Diagramm divergiert logarithmisch und führt zur 4-Punkt-Funktion

Γ
(1)
4 (q1, . . . , q4) = a2λ

2

∫
dk

(2π)4

(
i2

((p− k)2 −m2)(k2 −m2)
− i2

(k2 −m2)2

)

(4.1.16)
Die Ableitung nach λ ändert nichts am Integranden, so daß wir genau wie im
konvergenten Fall

∂λΓ
(1)
4 = (∆4 · Γ)

(1)
4 (4.1.17)

schreiben können. Die Kombinatorik und die Faktoren i ergeben sich wie oben.
Neu ist jetzt die Subtraktion. Wir können sie damit erfassen, daß wir ∆4 als
Normalprodukt mit δ = 4 interpretieren und für ∆4 · Γ den Subtraktionsgrad
gemäß

δ(γ) = 4−N + (δ(∆4)− 4) = 4−N (4.1.18)

d.h.

δ(γ) = 0 (4.1.19)

für N = 4 vorschreiben. Dann und nur dann gelangen wir von (4.1.16) nach
Differentiation zu (4.1.17). Diese Vorschrift paßt dazu, daß wir die integrierten
Vertizes

∫
Lint in der Definition von Normalprodukten (s. Abschnitt 3.2.4) mit

d = δ = 4 behandelt haben.

Die Ableitung nach m2 auf Γ
(1)
4 führt zu

∂m2Γ
(1)
4 (q1, . . . , q4) = a2λ

2

∫
dk

(2π)4

(
i

(p− k)2 −m2
· +1

(p− k)2 −m2
· i

k2 −m2

+
i

(p− k)2 −m2
· i

k2 −m2
· +1

k2 −m2

− 2i2

(k2 −m2)3

)

(4.1.20)
Auch hier ist im Vergleich mit dem konvergenten Fall (4.1.3) sofort klar, daß
Kombinatorik und Faktoren i die Umformulierung

∂m2Γ
(1)
4 = (∆2 · Γ)

(1)
4

mit ∆2 = N4[−
1

2

∫

ϕ2]
(4.1.21)

erlauben. Und genau wie für ∆4 zwingt die Anwesenheit des Subtraktionsterms
dazu, der bilinearen Einsetzung ∆2 den Subtraktionsgrad δ = 4 zuzuordnen. Nur
dann führt (4.1.21) zu (4.1.20). Die Notwendigkeit, Γ

(1)
4 zu subtrahieren, hat also

die Konsequenz, daß ∂m2 die übersubtrahierte Einsetzung erzeugt. Natürlich wäre
([
∫

(−1
2
ϕ2)]2Γ)

(4)
4 – die minimal subtrahierte Einsetzung – bereits konvergent, aber



108KAPITEL 4. DAS WIRKUNGSPRINZIP UND SEINE ANWENDUNGEN

sie unterscheidet sich eben von ∂m2Γ um den (differenzierten) Subtraktionsterm.
Wir werden im Abschnitt 4.5.3 eine physikalische Interpretation für ihn finden.

Die Ergebnisse (4.1.17) und (4.1.21) (mit δ = 4) lassen sich wie im konvergenten
Beispiel in der Form

∂AΓ = [∂AΓeff ]4 · Γ A ≡ m2, λ (4.1.22)

zusammenfassen. Es ist nach der obigen Herleitung klar, daß der Subtraktions-
grad δ = 4 für Γeff keine freie Wahl darstellt, sondern eine Konsequenz der

Definition von Γ ist. Die Subtraktionsterme in der Berechnung von Γ hatten die-
sen Wert erzwungen.

4.1.3 Höhere Ordnungen

Die Tatsache, daß ein Wechselwirkungsvertex aus Γint mit einem integrierten
Normalprodukt des Subtraktionsgrades δ = 4 identifiziert werden kann, hat eine
interessante Konsequenz. Wie schon am Ende von 4.1.1 angedeutet, können wir
der Formel (4.1.8) einen präzisen Gehalt geben:

Z = eiΓintZo (4.1.23)

Hierbei ist Γint

Γint =z∆1 + a∆2 + λ̂∆4

∆1 =[

∫
1

2
∂ϕ∂ϕ]4

∆2 =[−1

2

∫

ϕ2]4

∆4 =[− 1

4!

∫

ϕ4]4

(4.1.24)

Zo ist das erzeugende Funktional der freien Greenschen Funktionen (1.4.6)

Zo = 〈Tei
R

jϕ〉 (4.1.25)

Die Herleitung von (2.2.31) und die Gültigkeit für endliche Diagramme erlaubt
die Übernahme von (4.1.23) für divergente Diagramme mit der obigen Interpreta-
tion von Γint. Die Gell-Mann-Low-Formel (2.2.33) verbunden mit der Waldformel
(3.2.98) ist dann eine Konsequenz von (4.1.23). Natürlich gilt auch die Umkeh-
rung. Nach diesen Vorbemerkungen ist klar, daß (4.1.22) für alle Ordnungen gilt,
wenn

Γeff = ∆1 +m2∆2 + Γint (4.1.26)
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gewählt wird. Die Potenzreihen z = z(λ), a = a(λ), λ̂ = λ + O(λ2) in λ werden
fixiert durch Normierungsbedingungen. Wir wählen

Γϕϕ(p
2 = m2) =0

∂p2Γϕϕ(p
2 = κ2) =1

Γϕϕϕϕ(p = psym) =− λ
(4.1.27)

Hierbei ist der symmetrische Punkt psym durch die folgenden Bedingungen fest-
gelegt:

p2
i = κ2, (pi + pj)

2 =
4

3
κ2 für i 6= j (4.1.28)

Wir wollen dieses Ergebnis noch einmal anders beleuchten und damit verallgemei-
nern. Die klassische Wirkung (4.1.1) führt in natürlicher Weise zur Definition von
Γint und seinen Einsetzungen (4.1.24) und damit nur zu endlich vielen Klassen
von divergierenden Diagrammen. Denn der naive Divergenzgrad d(γ) (3.2.13) ist
in diesem Beispiel nur für Diagramme mit zwei bzw. vier äußeren Beinen nicht-
negativ. Allgemeiner nennen wir nun Modelle, die mit solchen Wechselwirkungs-
einsetzungen definiert sind, daß sie nur zu endlich vielen Klassen divergierender
Diagramme führen, renormierbar gemäß “power counting”; Modelle, die Wech-
selwirkungseinsetzungen mit δ > 4 aufweisen, nennen wir nicht-renormierbar
(gemäß “power counting”). Ein Modell ist eine Theorie – und damit im strengen
Sinne renormierbar –, wenn es nicht nur “power-counting”-renormierbar ist, son-
dern alle Axiome erfüllt.

4.2 Differentiation nach Feldern. Bewegungsglei-

chungen

4.2.1 Lineare Feldgleichung

Wir betrachten in der ϕ4-Theorie, die durch (4.1.23) definiert ist, eine Greensche
Funktion

G(x, x1, . . . , xn) = R〈T (ϕ(x)ϕ(x1) . . . ϕ(xn)e
i

R

Lint)〉 (4.2.1)

(R symbolisiert die Subtraktionen gemäß der Waldformel (3.2.98); alle Größen
auf der rechten Seite von (4.2.1) sind solche der freien Theorie). Diagrammatisch
lassen sich die Beiträge zu G folgendermaßen wiedergeben:

=
∑

k

+ +
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(eine äußere Linie kann einfach durchlaufen, an einem ϕ4-Vertex oder einem bi-
linearen Vertex ankommen, s. (4.1.23). Das Zeichenˇ über einem Argument be-
deutet Weglassen des Arguments.)
Um zur Bewegungsgleichung für ϕ(x) zu gelangen, wenden wir �x + m2 auf
G(x, x1, . . . , xn) an und finden – in der Reihenfolge der Diagramme geordnet –
die folgenden Beiträge (Wellenfunktionsrenormierung unterdrückt):

〈T ((�x +m2)ϕ(x)ϕ(x1) . . . ϕ(xn)e
i

R

Lint)〉

=
∑

k

(�x +m2)
1

(2π)4

∫

dpe−ip(x−xk)
i

p2 −mG(x1, . . . x̌k . . . , xn)

+ (�x +m2)
1

(2π)4

∫

dpdze−ip(x−z)
i

p2 −m2
(− iλ

4!
) · 4 ·

︷ ︸︸ ︷

ϕ

︷ ︸︸ ︷

3
︷ ︸︸ ︷

(z)ϕϕ . . .

+ (�x +m2)
1

(2π)4

∫

dpdze−ip(x−z)
i

p2 −m2
(− ia

2
) · 2 ·

︷ ︸︸ ︷

ϕ(z)ϕϕ . . .

=
∑

k

(−i)δ(x− xk)G(x1, . . . x̌k . . . , xn)

− i

(2π)4

∫

dpdze−ip(x−z)(− iλ
3!

)

︷ ︸︸ ︷

ϕ

︷ ︸︸ ︷

3
︷ ︸︸ ︷

(z)ϕϕ . . .

− i

(2π)4

∫

dpdze−ip(x−z)(−ia)
︷ ︸︸ ︷

ϕ(z)ϕ . . .

=
∑

k

(−i)δ(x− xk)G(x1, . . . x̌k . . . , xn)

− i(− iλ
3!

)
〈

T
(

ϕ3(x)ϕ(x1) . . . ϕ(xn)e
i

R

Lint

)〉

− i(−ia)
〈

T
(

ϕ(x)ϕ(x1) . . . ϕ(xn)e
i

R

Lint

)〉

(4.2.2)
Hieraus folgt

0 =
∑

k

(−i)δ(x− xk)G(x1, . . . x̌k, . . . , xn)

+

〈

T

(
δΓeff

δϕ(x)
ϕ(x1) . . . ϕ(xn)e

i
R

Lint

)〉 (4.2.3)

Diese Rechnung ist solange formal, wie wir nicht angeben, wie die notwendigen
Subtraktionen auszuführen sind. Das soll jetzt geschehen. Am ϕ4-Vertex , der
mit δ = 4 zum Subtraktionsgrad beigetragen hatte, war eine Linie immer eine
äußere (die in x endende), also war der effektive Subtraktionsgrad δeff = 4−1 =

3. Nachdem diese äußere Linie durch den Differentialoperator �x+m2 amputiert
ist, hat sich für diesen Vertex nichts geändert – er trägt weiterhin mit δ = δeff = 3



4.2. DIFFERENTIATION NACH FELDERN. BEWEGUNGSGLEICHUNGEN111

bei. D.h. die Zuordnung N3[ϕ
3] ist die richtige. Für den bilinearen Vertex stellt

sich die Frage nach dem Subtraktionsgrad nicht, denn er kann nicht Teil eines
1PI-Diagramms (d.h. eines Renormierungsteils) sein – unabhängig davon, ob die
äußere Linie amputiert ist oder nicht. Wir können also (4.2.3) genauer als

0 =
∑

k

(−i)δ(x− xk)G(x1, . . . x̌k . . . , xn)

+

〈

T

(
“
N3

[
δΓeff

δϕ(x)

]
”
ϕ(x1) . . . ϕ(xn)e

i
R

Lint

)〉 (4.2.4)

schreiben. Dabei sollen die Anführungszeichen “. . .” andeuten, daß dieN3-Vorschrift

nur für den Vertex − λ̂
3!
ϕ3, nicht aber für die linearen Anteile gilt.

Um (4.2.4) in funktionale Form zu bringen, drücken wir Greensche Funktionen
als Ableitungen nach der Quelle j aus.

−i
∑

k

δ(x− xk)G(x1, . . . x̌k . . . , xn) =− i
∑

k

δ(x− xk)
δ

iδj(x1)
. . .

δ̌

iδj(xk)
. . .×

× δ

iδj(xn)
Z
∣
∣
∣
j=0

(4.2.5)
und benutzen

δ(x− xk) =
δ

δj(xk)
j(x),

so daß sich

−i
∑

k

δ(x− xk)G(x1 . . . x̌k . . . xn) =
δ

iδj(x1)
. . .

δ

iδj(xn)
(j(x)Z)∣∣

∣
j=0

(4.2.6)

ergibt. Hiermit erhält (4.2.4) die Form

−j(x)Z =
“
[
δΓeff

δϕ(x)

]

3

”
· Z. (4.2.7)

Der Übergang zum Funktional der zusammenhängenden Greenschen Funktionen
liefert

−j(x) =
“
[
δΓeff

δϕ(x)

]

3

”
· Zc, (4.2.8)

die Legendre-Transformation (s. (2.3.14))

δΓ

δϕ(x)
=

“
[
δΓeff

δϕ(x)

]

3

”
· Γ. (4.2.9)
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(4.2.7)-(4.2.9) entsprechen also auf dem Niveau der jeweiligen Greenschen Funk-
tionen der klassischen Feldgleichung. Anwendung des Reduktionsformalismus (Ab-
schnitt 2.4) auf (4.2.7) führt zum Äquivalent der klassischen Feldgleichung als
Operatorgleichung.

4.2.2 Bilineare Feldgleichung

Hier handelt es sich um die Analyse des Ausdrucks
R〈T (ϕ(x)(�x +m2)ϕ(x)ϕ(x1) . . . ϕ(xn)e

i
R

Lint)〉.
(Wieder sind alle Größen solche der freien Theorie und die Berechnung soll mit
Hilfe der Waldformel (3.2.98) gemäß (4.1.23) erfolgen.) Diagrammatisch ergibt
sich analog zu (4.2.1)

=
∑

k

+ + +

und wir müssen wieder den Effekt von � +m2 im einzelnen verfolgen. Die Linie
L “verschwindet” jeweils und analytisch entstehen die Ausdrücke

〈T (ϕ(x)(� +m2)ϕ(x)ϕ(x1) . . . ϕ(xn)e
i

R

Lint)〉

=
∑

k

=
∑

k

(−i)δ(x− xk)G(x1, . . . x . . . , xn)

(4.2.10)
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+ + (−i)〈T
(

(
−iλ
4!

)ϕ4(x) · 4ϕ(x1) . . . ϕ(xn)e
i

R

Lint

)

〉

+ + (−i)〈T
(

(− ia
2

)ϕ2(x) · 2 + c∂ϕ∂ϕ(x) · 2
)

×

× ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)e
i

R

Lint

)

〉

+ + 0

Der Subtraktionsgrad, der am Vertex x (zweites Diagramm) δ = 4 war, bleibt
δ = 4 auch nach Verschwinden der Linie L, denn der Vertex bleibt Renormie-
rungsteil. Entsprechendes gilt für die bilinearen Vertizes. Damit läßt sich korrekter
die Gleichung

〈T (ϕ(x)(� +m2)ϕ(x)ϕ(x1) . . . ϕ(xn)e
i

R

Lint〉
= −i

∑

k

δ(x− xk)G(x1, . . . x . . . , xn)

− i
〈

T
(

N4

[

− λ̃
3!
ϕ4 + b∂ϕ∂ϕ − aϕ2

]

ϕ(x1) . . . ϕ(xn)e
i

R

Lint

)
〉

(4.2.11)

angeben. Diese läßt sich sofort umschreiben in

0 = −i
∑

k

δ(x− xk)G(x1 . . . x . . . xn) +

〈

T
([

ϕ
δΓeff

δϕ

]

4
ϕ(x1) . . . ϕ(xn)e

i
R

Lint

)
〉

(4.2.12)
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Für die Funktionale ergibt sich also

ij
δ

δj
Z =

[

ϕ
δΓeff

δϕ

]

4
· Z (4.2.13)

−j δ
δj
Zc =

[

ϕ
δΓeff

δϕ

]

4
· Zc (4.2.14)

ϕ
δ

δϕ
Γ =

[

ϕ
δΓeff

δϕ

]

4
· Γ (4.2.15)

Dieses Ergebnis läßt sich ganz offensichtlich verallgemeinern auf alle linearen

Feldtransformationen ϕk
δ

δϕk′
k 6= k′. Relevant war ja in der Herleitung nur, daß

die Diagrammstruktur nicht tiefgreifend geändert wird. D.h. in diesem Fall, daß
die Schleifenzahl gleich geblieben ist. Die obige Herleitung gilt sogar noch für
Transformationen vom Typ ψ δ

δϕ
(ψ: Spinor, ϕ: Skalar), wie sie in der Supersym-

metrie auftreten. Hier wird zwar der Subtraktionsgrad geändert (4 → 9
2
), aber

es müssen keine Wälder umgeordnet werden. Letzteres ist jedoch der Fall, wenn
nicht-lineare Feldtransformationen auftreten. Man kann dann auch noch explizite
Rechenregeln aufstellen (“anisotrope Normalprodukte”), aber in der Praxis hat
sich ein allgemeineres und einfacheres Verfahren bewährt.

4.2.3 Nicht-lineare Feldtransformationen

Gleichung (4.2.15) zeigt deutlich, daß “bilineare Bewegungsgleichungen” die In-
formation enthalten, die man ausnutzen muß, um (klassische) lineare Feldtrans-
formationen auf dem Niveau der quantisierten Theorie zu formulieren. Das ent-
sprechende Problem für eine nicht-lineare Transformation

δϕ = Q(ϕ) (4.2.16)

ist offensichtlich schwieriger zu lösen, denn der Ersatz von ϕ durch Q erlaubt
(bzw. erzwingt) neue Schleifen, also eine nicht-triviale Änderung der Waldstruk-
tur eines Diagramms. Eine Standardmethode, um solche zusammengesetzten Ope-
ratoren in die Theorie einzuführen und ihr Auftreten zu steuern, besteht im fol-
genden. Man geht von dem bisher gegebenen Γeff (ϕ) zu

Γq
eff

= Γeff (ϕ) +N4[

∫

qQ] (4.2.17)

über und benutzt Γq
eff

zur Konstruktion von Diagrammen. Ganz ähnlich wie die

Ableitung nach einer Kopplungskonstanten liefert jetzt die Ableitung nach dem
äußeren Feld q (einer Art lokalen Kopplung) die Einsetzung Q:

δZq

δq(x)
= i[Q(x)]δ · Zq (4.2.18)
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und zwar mit dem Subtraktionsgrad δ = 4 − dim q = dim Q (so wird die
Dimension von q gerade gewählt). Entsprechend für die anderen Funktionale

δZq
c

δq(x)
= [Q(x)]δ · Zq (4.2.19)

δΓq

δq(x)
= [Q(x)]δ · Γq (4.2.20)

Sollen diese Einsetzungen (etwa in höheren Ordnungen) korrigiert werden, so
addiert man entsprechende Korrekturen zu Γq

eff
. Die Analoga zu (4.2.13)-(4.2.15)

lassen sich nun in der Form

ij(x)
δZq

δq(x)
∣
∣
∣
q=o

= N3+δ[Q̂(x)] · Z (4.2.21)

−j(x) δZ
q
c

δq(x)
∣
∣
∣
q=o

= N3+δ[Q̂(x)] · Zc (4.2.22)

δΓ

δϕ(x)

δΓq

δq(x)
∣
∣
∣
q=o

= N3+δ[Q̂(x)] · Γ (4.2.23)

mit Q̂(x) =
δΓq

eff

δq(x)

δΓeff

δϕ(x)
∣
∣
∣
q=o

+O(~) (4.2.24)

herleiten. Die Korrekturen höherer Ordnung zu Q̂ rühren gerade von der Nicht-
Linearität von Q her. Wichtiger als die genaue Form von Q̂ ist die Tatsache, daß
die rechten Seiten von (4.2.21)-(4.2.23) Einsetzungen von wohl-definierten Sub-
traktionsgraden sind. Diese Eigenschaft allein reicht für allgemeine Beweise aus.
Ebenso bedeutsam ist in der Praxis, daß (4.2.23) bilinear in Γ ist. (Das ergibt sich
per Legendre-Transformation aus (4.2.22), wobei man sich nur daran zu erinnern
hat, daß letztere nur für propagierende Felder auszuführen ist.) Renormierungs-
eigenschaften, die sich ja immer am einfachsten über Γ ausdrücken lassen, sind
also im Fall nicht-linearer Feldtransformationen sicher keine völlig triviale An-
gelegenheit. Das wichtigste Beispiel, die BRS-Transformationen, werden wir in
Abschnitt 7 abhandeln.

4.3 Symmetrien. Ward-Identitäten

Symmetrien spielen in der Physik der Elementarteilchen eine ganz wesentliche
Rolle. Die Lorentz- (genauer: Poincaré-) Invarianz hat gar den Status eines Axioms
erhalten: wir betrachten überhaupt nur solche Modelle als Kandidaten für Theo-
rien, die sie erfüllen. Andere Transformationen, die die Raum-Zeit miteinbeziehen



116KAPITEL 4. DAS WIRKUNGSPRINZIP UND SEINE ANWENDUNGEN

(“geometrische”, “äußere”) Symmetrien werden wir im Abschnitt 4.5.2 bespre-
chen. Hier geht es zunächst um “innere” Symmetrien, das sind solche, die nur
Felder an ein und demselben Raum-Zeit-Punkt miteinander verknüpfen.

4.3.1 O(3)-Symmetrie

Wir wählen drei skalare Felder ϕi i = 1, 2, 3, ordnen sie in einem Multiplett

ϕ =





ϕ1

ϕ2

ϕ3



 (4.3.1)

an, das sich gemäß

δiϕj = εijkϕk (4.3.2)

in sich transformiert. Hierbei ist

εijk =







+1 ijk geradePermutation

−1 ijk ungeradePermutation

0 sonst

(4.3.3)

Die allgemeinste Wirkung (mit Dimension ≤ 4), die invariant unter (4.3.2) ist,
hat die Form

Γcl =

∫ (

−1

2
ϕ(� +m2)ϕ− λ

4!
(ϕ2)2

)

. (4.3.4)

Da wir Γcl als die niedrigste Ordnung der störungstheoretischen Entwicklung des
Funktionals Γ der Vertexfunktionen auffassen wollen (vergl. Abschnitt 2.3) und an
den Symmetrieeigenschaften von Γ interessiert sind, drücken wir die Symmetrie
auf Γcl aus. Das geschieht mit Hilfe von funktionalen Differentialoperatoren und
führt zur sogenannten Ward-Identität (für die betrachtete Symmetrie)

WkΓcl ≡ −i
∫

dx ϕl εlkm
δΓcl
δϕm

= 0 (4.3.5)

Man kann sich leicht davon überzeugen, daß diese Differentialoperatoren dieselbe
Algebra erfüllen, wie die Transformationen δiϕj:

[Wk,Wl] = i εklm Wm. (4.3.6)

Ebenso ist klar, daß es eine sinnvolle Frage ist, wie Wk auf dem gesamten Ver-
texfunktional Γ operiert. Die Antwort hierauf gibt das Wirkungsprinzip (4.2.15).

WkΓ = [WkΓeff ]4 · Γ (4.3.7)
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Wählen wir für Γeff die Invariante

Γeff =

[
∫
(

−1

2
ϕ(1 + z)�ϕ− (m2 + a))ϕ2 − λ̂

4!
(ϕ2)2

)]

4

, (4.3.8)

dann folgt sofort

WkΓ = 0 (4.3.9)

und wir wissen, daß die Vertexfunktionen, die wir mit Hilfe von (4.3.8) gemäß
Gell-Mann-Low-(2.2.33) und Waldformel (3.2.98) berechnen, invariant sind unter
den O(3)-Transformationen (4.3.5) d.h. (4.3.2). Hierbei ist genauer

Γint = Γeff − Γo =

[
∫
(

−1

2
ϕ(z� + a)ϕ− λ̂

4!
(ϕ2)2

)]

4

(4.3.10)

Die Impulssubtraktionen, die die Waldformel vorschreibt, stören also die Symme-
trie nicht . Γeff ist im naiven Sinne invariant, und liefert ein invariantes Vertex-

funktional – man sagt “das Renormierungsschema ist invariant in bezug auf die
O(3)-Symmetrie”. Die Potenzreihen z = z(λ), a = a(λ), λ̂ = λ + O(λ2) werden
fixiert durch Normierungsbedingungen, z.B.

Γϕ1ϕ1(p
2 = m2) = 0

∂p2Γϕ1ϕ1(p
2 = κ2) = 1

Γϕ1ϕ1ϕ1ϕ1

∣
∣
p=psym

= −λ
(4.3.11)

Der symmetrische Punkt psym ist durch die Bedingungen

p2
i = κ2, pipj =

4

3
κ2 für i 6= j (4.3.12)

festgelegt.

Nun sind nicht alle Symmetrien naiv verträglich mit Impulssubtraktionen, insbe-
sondere werden nicht-lineare Transformationen schwerlich im obigen Sinne naiv
realisierbar sein. Daher wollen wir bereits am gegenwärtigen einfachsten Beispiel
eine allgemeinere Technik vorführen, die in allen bekannten Fällen zum Erfolg
führt.

Wir entnehmen dem Wirkungsprinzip (4.2.15) nur die Information, die auch
der nicht-lineare Fall enthält, (4.2.23), nämlich, daß die Anwendung des Ward-
Identitäts-Operators Wk auf Γ eine Einsetzung mit bekanntem Subtraktionsgrad
liefert (hier 4):

WkΓ = N4[∆k] · Γ (4.3.13)
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Da Γcl invariant ist, ist die rechte Seite von (4.3.13) sicher von der Ordnung ~.
Für 1PI Diagramme mit einer Einsetzung gilt aber

∆k · Γ = ∆k +O(~∆k)

=̂ triviales Diagramm +O(~∆k)
(4.3.14)

(man vergleiche mit (3.2.105)). D.h. für die Ward-Identität (4.3.13)

WkΓ = ∆k +O(~∆k) (4.3.15)

Wenden wir hierauf nun Wl an und subtrahieren das Ergebnis von dem mit l ↔ k
vertauschten, so gelangen wir zu

[Wk,Wl]Γ = Wk∆l −Wl∆k +O(~∆) (4.3.16)

Für die linke Seite können wir aber die Algebra (4.3.6) benutzen, d.h.

iεklm∆m +O(~∆m) = Wk∆l −Wl∆h +O(~∆) (4.3.17)

In der Ordnung ~ erhalten wir also eine Konsistenzbedingung, die die klassischen
integrierten Feldpolynome ∆k der Dimension vier erfüllen müssen:

Wk∆l −Wl∆k = i εklm∆m (4.3.18)

Bevor wir diese Relation weiter untersuchen, stellen wir fest, daß aus dem quan-
tenfeldtheoretischen Problem, zu untersuchen, ob (4.3.13) die Lösung (4.3.9) hat,
ein rein klassisches gefolgt ist, nämlich die Bedingung (4.3.18). Welche ∆k erfüllen
diese Relationen? Wir multiplizieren mit εjkl und summieren über k, l:

∆j = −i εjklWk∆l (4.3.19)

Hier setzen wir für ∆l noch einmal (4.3.19) selbst ein:

∆j =− i εjklWk(−iεlmnWm∆n)

=− (δjmδkn − δjnδkm)WkWm∆n

=−WnWj∆n + W ·W∆j

(4.3.20)

W ·W ist aber der Casimir-Operator der Gruppe O(3)!

(1−W ·W)∆j =−WnWj∆n

=−WjWn∆n − iεnjlWl∆n = Wj(−Wn∆n) + ∆j

(4.3.21)

Hiermit folgt

W ·W∆j = Wj(Wn∆n) (4.3.22)
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Da der Casimir-Operator ein Inverses hat und mit Wj vertauscht, ergibt sich

∆j = Wj

( 1

W ·WWn∆n

)

= Wj∆̂ (4.3.23)

D.h. ∆j ist die Variation einer lokalen Einsetzung

∆j = Wj∆̂ (4.3.24)

(“lokal” heißt hier: ∆̂ =
∫
dxP (ϕ(x)), P : Polynom in den Feldern und Ableitun-

gen der Felder – an einem Punkt x).
Hiermit können wir die Ward-Identität (4.3.15) in der Ordnung ~ erfüllen, indem
wir Γeff und damit Γ um eine lokale Einsetzung der Dimension vier abändern:

Γ′eff = Γeff − ∆̂ (4.3.25)

⇒ Γ′ = Γ− ∆̂ +O(~∆̂) (4.3.26)

WkΓ
′ = WkΓ−Wk∆̂ +O(~∆̂) (4.3.27)

denn ∆̂ ist ja bereits von Ordnung ~; also folgt

WkΓ
′ = ∆k −Wk∆̂ +O(~∆̂)

WkΓ
′ = O(~2)

(4.3.28)

In der Ordnung ~ gilt die Ward-Identität! Nun berechnen wir Γ′ in der Ordnung
~

2 mit Γ′
eff

, finden eine Verletzung, die lokal ist, können wieder die Algebra an-

wenden usw. D.h. rekursiv läßt sich durch Addition von geeigneten Korrekturen
∆̂ zu Γeff die Ward-Identität (4.3.9) für alle Ordnungen erfüllen.

Die soeben beschriebene Methode fußt also auf Subtraktionsgraden und Lokalität
und benutzt dann nur noch algebraische Hilfsmittel, aber nicht etwa besondere
analytische Eigenschaften des Subtraktionsschemas. Da das Wirkungsprinzip als
fundamental anzusehen ist, ist also auch diese algebraische Methode von grund-
legender Bedeutung. (Sie ist von Becchi, Rouet und Stora im Zusammenhang mit
Eichtheorien entwickelt worden; vgl. Kap. 7.)

4.3.2 Ein axiales U(1)-Modell: Das σ-Modell

Wir geben uns ein skalares Feld A, ein pseudoskalares Feld B und einen Dirac-
Spinor ψ vor. Als Symmetrietransformationen fordern wir

δA = B δψ =
1

2
iγ5ψ

δB = −A δψ̄ =
1

2
iψ̄γ5

(4.3.29)
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und die Parität P :

P : A(x)→ A(xP ) ψ(x)→ γoψ(xP )

B(x)→ −B(xP ) ψ̄(x)→ ψ̄(xP )γo
(4.3.30)

Die allgemeinste invariante klassische Wirkung der Dimension ≤ 4 lautet

Γcl =

∫

−1

2
ϕ(� +m2)ϕ− λ

4!
(ϕ2)2

+ ψ̄i∂/ψ + gψ̄(A + iγ5B)ψ

(4.3.31)

Wir benutzen ein γ5 mit den Eigenschaften

γ†5 = γ5 γ2
5 = 1 (4.3.32)

und ϕ2 ≡ A2 +B2. Γcl gehorcht der Ward-Identität

WΓcl ≡ −i
∫ (

B
δ

δA
− A δ

δB
+
i

2
ψ̄γ5

→

δ

δψ̄
+

←

δ

δψ

i

2
γ5ψ
)

Γcl = 0. (4.3.33)

Es ist eine Konsequenz der Symmetrie (4.3.29), daß das Feld ψ masselos ist; ein
Massenterm wäre nicht invariant:

LM = Mψ̄ψ (4.3.34)

δLM = iMψ̄γ5ψ (4.3.35)

Um diese Theorie zu quantisieren, d.h. ein Vertexfunktional Γ in allen Ordnun-
gen zu konstruieren, gibt das im Kap. 3 beschriebene Impulssubtraktionsverfah-
ren nur die Möglichkeit, für das masselose Feld ψ doch eine Masse, die Hilfsmasse
M →M(s−1), einzuführen, andernfalls würden die Ultraviolettsubtraktionen zu
Infrarotdivergenzen führen. (Vergl. Abschnitt 3.2.5.) Damit gerät das Renormie-
rungsverfahren aber in Konflikt mit der Symmetrie (4.3.29), die die Masselosigkeit
von ψ nach sich zieht. Da an der Stelle s = 1 die Masse von ψ verschwindet, sollte
sich die masselose Theorie und damit die Symmetrie für s = 1 dennoch realisieren
lassen. Wie das vor sich geht, wollen wir jetzt darstellen.

Als Γeff wählen wir zunächst einmal

Γeff = Γinveff + ΓM (4.3.36)

Γinveff =

[∫ (

−1

2
ϕ((1 + zB)� +m2 + a)ϕ− λ̂

4!
(ϕ2)2

+ ψ̄i(1 + zF )∂/ψ + ĝψ̄(A+ iγ5B)ψ
)]4

4

ΓM =

∫

[M(s− 1)ψ̄ψ]44
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Das Wirkungsprinzip (4.2.15) führt mit (4.3.35) zu

WΓ =

∫

[iM(s− 1)ψ̄γ5ψ]44 · Γ. (4.3.37)

Da (s − 1) von den Subtraktionen betroffen ist (vergl. (3.2.124)), können wir
nicht einfach im Normalprodukt [. . . (s−1) . . .] an die Stelle s = 1 gehen, sondern
müssen mit Hilfe einer algebraischen Identität den Faktor (s− 1) “extrahieren”.
Sie lautet hier

M(s− 1)

[∫

ψ̄γ5ψ

]3

3

· Γ =(1 + q)

[

M(s− 1)

∫

ψ̄γ5ψ

]4

4

· Γ

+
∑

i

u′i

∫

[Qi]
4
4Γ̇

(4.3.38)

wobei die Monome Qi eine Basis von Termen aufspannen, die mit ρ = δ = 4
verträglich sind und negative Eigenparität haben, während q und u′i Koeffizienten
der Ordnung mindestens ~ sind. Denn Paritätsinvarianz dürfen wir voraussetzen.
Wie in Abschnitt 3.2.5 dargelegt, ordnen wir den massiven Feldern A,B die
UV-Dimension 1, aber die IR-Dimension 2 zu; dem masselosen Feld ψ hingegen
r(ψ) = d(ψ) = 3

2
. “Verträglich mit ρi = δi = 4” sind alle Monome Qi mit

r(Qi) ≥ 4, d(Qi) ≤ 4. Damit umfaßt die Liste der
∫
Qi:

∫

ψ̄Bψ, iψ̄γ5Aψ, ψ̄∂/γ5ψ, ∂A∂B,A
3B,AB3, AB (4.3.39)

(Explizite Faktoren (s − 1) haben wir nicht zugelassen, denn sie könnten (u.U.
mit einer anderen Identität) beseitigt werden und wir sind zum Schluß nur an
der Identität für s = 1 interessiert.)

Wir ordnen sie so um, daß Variationen ersichtlich sind:

ψ̄(B + iγ5A)ψ = δ(
1

2
ψ̄Aψ)

∂A∂B = δ(
1

2
∂A∂A) AB3 = δ(−1

4
B4)

A3B = δ(
1

4
A4) AB = δ(

1

2
A2)

(4.3.40)

Die verbleibenden Terme sind keine Variationen, aber invariant unter (4.3.29):

iψ̄∂/γ5ψ, ψ̄(B − iγ5A)ψ (4.3.41)

Wir setzen jetzt (4.3.38) in (4.3.37) ein, gehen an die Stelle s = 1 und absorbieren
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die Faktoren z und (1 + q)−1 in u′i. Die Ward-Identität lautet dann

WΓ∣∣
∣
s=1

=− i
∫ [

uoiψ̄∂/γ5ψ + u′oψ̄(B − iγ5A)ψ

+ u1∂A∂B + u2AB + u3A
3B + u4AB

3

+ u5ψ̄(B − iγ5A)ψ

]4

4

· Γ∣∣
∣
s=1

(4.3.42)

Wir wollen zeigen, daß uo = u′o = 0 ist. Hierzu könnten wir (4.3.38) heranziehen
oder eben direkt (4.3.42). Letzteres ist einfacher. Um uo zu bestimmen, differen-
zieren wir (4.3.42) nach ψβ und ψ̄α an der Stelle verschwindender Felder:

→

δ

δψ̄α
WΓ

←

δ

δψβ
∣
∣
∣
ϕ=0
ψ=0

≡ (−i)i
(

(γ5)αδ

→

δ

δψ̄δ(x)
Γ

←

δ

δψβ(y)
+

→

δ

δψ̄α(x)
Γ

←

δ

δψβ(y)
(γ5)δp

)

= uo i(γ
µγ5)αβ∂µδ(x− y) +O(u~)

(4.3.43)
Fouriertransformation und Differentiation nach pλ führt zu

∂pλ
(

γ5αδΓψδψ̄β(p) + Γψαψ̄δ(p)γ5δβ
)

= uo(γλγ5)αβ +O(u~) (4.3.44)

Multiplikation mit γλ von links, γ5 von rechts zu

γλ∂pλ(γ5Γψψ̄γ5 + Γψψ̄) = 4uo +O(u~) (4.3.45)

Wegen Lorentzinvarianz und Paritätserhaltung gilt

Γψψ̄ = γµpµΓ
(2)

ψψ̄
(p2) + 1Γ̂

(2)

ψψ̄
(p2). (4.3.46)

Die Subtraktion für Γψψ̄ werden gemäß δ = ρ = 1 ausgeführt, also gilt

Γ̂
(2)

ψψ̄
∣
∣
∣
p=0
s=1

= O(~), (4.3.47)

d.h. ψ ist masselos. Als Folge der Lorentzinvarianz gilt dann auch

∂pΓ̂
(2)

ψψ̄
(p2)∣∣

∣
p=0
s=1

= 0. (4.3.48)

Wegen
γ5γ

µpµγ5Γ
(2)

ψψ̄
(p2) = −γµpµΓ(2)

ψψ̄
(p2) (4.3.49)

folgt eingesetzt in (4.3.45)
0 = 4uo +O(u~) (4.3.50)
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Um u′o zu bestimmen, “testen” wir (4.3.42) mit Ableitungen nach Bψ̄ψ bzw.
Aψ̄ψ. Das liefert

δ3

δBδψ̄δψ
WΓ ≡− i(i)

∫ (

γ5

→

δ
2

δBδψ̄
Γ

←

δ

δψ
+

δ2

δBδψ̄
Γ

←

δ

δψ
γ5 − i

→

δ
2

δAδψ̄
Γ

←

δ

δψ

)

(4.3.51)

=(u′o + u5)

∫

dzδ(x1 − z)δ(x2 − z)δ(x3 − z) +O(u~)

δ3

δAδψ̄δψ
WΓ ≡− i(i)

∫ (

γ5

→

δ
2

δAδψ̄
Γ

←

δ

δψ
+

→

δ
2

δAδψ̄
Γ

←

δ

δψ
γ5 + i

→

δ
2

δBδψ̄
Γ

←

δ

δψ

)

=(u′oiγ5 + u5(−iγ5))

∫

dzδ(x1 − z)δ(x2 − z)δ(x3 − z) +O(u~)

(4.3.52)

Fouriertransformation führt am Punkt p = 0, s = 1 zu

1

2
(γ5ΓBψψ̄ + ΓBψψ̄γ5 − 2iΓAψψ̄)

∣
∣
∣
p=0
s=1

= u′o + u5 +O(u~) (4.3.53)

−1

2
(γ5ΓAψψ̄ + ΓAψψ̄γ5 + 2iΓBψψ̄)

∣
∣
∣
p=0
s=1

= (u′o − u5)iγ5 +O(u~) (4.3.54)

Linearkombination von (4.3.53) und (4.3.54) und

Tr(γ5ΓBψψ̄) = Tr(ΓBψψ̄γ5)

Tr(γ5ΓAψψ̄) = Tr(ΓAψψ̄γ5)
(4.3.55)

zu

0 =2u′o +O(u~) (4.3.56)

u5 =2(ΓBψψ̄γ5 + ΓAψψ̄)
∣
∣
∣
p=0
s=1

+O(u~) (4.3.57)

Ganz analog zum Vorgehen im letzten Abschnitt ändern wir jetzt Ordnung für
Ordnung Γeff ab. Wir addieren zu Γeff (4.3.36) einen nicht-invarianten Anteil

Γvar
eff

Γeff =Γinveff + Γvareff + ΓM (4.3.58)

Γvareff =
[∫

(
1

2
a1∂A∂A +

1

2
a2A

2 +
1

4
a3A

4 − 1

4
a4B

4

+ a5ψ̄Aψ)
]4

4
, (4.3.59)
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dessen Koeffizienten ai = O(~) wir Odnung für Ordnung so anpassen, daß sie die
Brechungsbeiträge uiQi in (4.3.42) kompensieren. In der Ordnung ~

1 z.B. folgt
dann aus (4.3.50) bzw. (4.3.56)

0 =4uo +O(~uo, ~u
′
o)

0 =2u′o +O(~uo, ~u
′
o)

(4.3.60)

d.h.
u(1)
o = u′(1)o = 0. (4.3.61)

In der nächsten Ordnung ist die Brechung wieder lokal, wir absorbieren wieder
über Γvar

eff
, was absorbierbar ist, verbleiben mit u

(2)
o = u

′(2)
o = 0 und können so

rekursiv in allen Ordnungen die Ward-Identität

WΓ|s=1 = 0 (4.3.62)

erfüllen.
Die Koeffizienten zB, zF , a, λ̂, ĝ aus Γinv

eff
werden durch Normierungsbedingungen

festgelegt. Eine mögliche Wahl ist die folgende:

ΓAA(p2 = m2)|s=1 = 0→ fixiert a

∂p2ΓAA(p2 = −κ2)|s=1 = 1→ ′′ zB

ΓAAAA(p = psym)|s=1 = −λ→ ′′ λ̂

∂/pΓψψ̄(p/ = κ)|s=1 = 1→ ′′ zF

ΓψAψ̄(p = psym)|s=1 = g → ′′ ĝ

(4.3.63)

Die Masselosigkeit von ψ ist gewährleistet durch das Subtraktionsschema:

Γψψ̄(p = 0, s = 1) = 0 (4.3.64)

denn die 2-Pkt.-Funktion hat ρ = δ = 1 (vergl. (3.2.124)).

Wir können diese Ergebnisse folgendermaßen zusammenfassen: geben wir die
Multipletts der Symmetrie vor, (4.3.29), postulieren dann die Ward-Identität
(4.3.33) und die Normierungsbedingungen (4.3.63), dann ist Γeff und damit Γ

eindeutig fixiert.

4.3.3 Die Ward-Identität in der QED

In den beiden vorangegangenen Abschnitten haben wir vorgeführt, daß eine
Theorie durch Vorgabe der Symmetrie (in Form von Multipletts und der Ward-
Identität) und der Normierungsbedingungen eindeutig definiert ist. In diesem
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Sinn wollen wir jetzt auch die Quanten-Elektro-Dynamik konstruieren. Als Fel-
der enthält die Theorie ein Vektorfeld Aµ und ein (Dirac-) Spinorfeld ψ. Als
Symmetrie postulieren wir die lokale Eichinvarianz

δAµ = ∂µω(x) δψ = ieωψ

δψ̄ = −ieωψ̄ (4.3.65)

und die Parität P .

P : ψ(x) → γ0 ψ(xP )

Ao(x) → Ao(x
P ) xP = (xo,−x)

Ai(x) → − Ai(x
P )

(4.3.66)

Die invariante klassische Wirkung (der Dimension ≤ 4) lautet

Γcl =

∫ (

−1

4
FµνF

µν + ψ̄(iγµDµ −M)ψ
)

(4.3.67)

mit
Fµν ≡ ∂µAµ − ∂νAµ
Dµ ≡ ∂µ − ieAµ.

Diese Wirkung ist auch invariant unter Ladungskonjugation

C : Aµ(x)→ −Aµ(x)

ψ(x)→ Cψ̄T (x)
(4.3.68)

(C = iγoγ2 in der Standarddarstellung der Dirac-Matrizen

γo =

(
1 0
0 −1

)

, γi =

(
0 σi

−σi 0

)

(4.3.69)

σi sind die Pauli-Matrizen, i = 1, 2, 3.)

Die Invarianz der klassischen Wirkung (4.3.67) unter (4.3.65) läßt sich durch die
Ward-Identität

w(x)Γ ≡ δ

δω(x)

∫ (

∂µω
δ

δAµ
− ieωψ̄

→

δ

δψ̄
+

←

δ

δψ
ψieω

)

Γcl = 0 (4.3.70)

ausdrücken.

w(x) ≡ −∂µ
δ

δAµ
− ieψ̄

→

δ

δψ̄
+

←

δ

δψ
ψie (4.3.71)

heißt lokaler Ward-Identitätsoperator; (4.3.70) lokale Ward-Identität – im Ge-
gensatz zum Fall ω = const, in dem nur die Variation der Spinoren beiträgt und
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der die globale oder starre Symmetrie ausdrückt (vergl. (4.3.5)).

Schon für die freie Theorie ist klar, daß man die Eichinvarianz brechen muß, weil
sich sonst der bilineare Anteil in A nicht invertieren läßt. (S. Abschn. 1.3.)

Wir addieren zu (4.3.67) einen eichfixierenden Term und der Vollständigkeit hal-
ber auch einen Massenterm:

Γg.f. =

∫ (

− 1

2α
(∂µAµ)

2 +
1

2
m2AµAµ

)

(4.3.72)

Für
Γ = Γcl + Γg.f. (4.3.73)

lautet die lokale Ward-Identität dann

w(x)Γ = − 1

α
(� + αm2)∂A. (4.3.74)

Ehe wir daran gehen, die Ward-Identität in höheren Ordnungen der Störungstheo-
rie zu beweisen, wollen wir uns mit einigen ihrer Konsequenzen vertraut machen.
Dazu betrachten wir Ableitungen nach den Feldern A, und ψ(ψ̄), deren Anzahlen
wir nA und nψ(nψ̄) nennen

nA = 1, nψ = nψ̄ = 0

− ∂µx
δ2Γ

δAµ1(x1)δAµ(x)
∣
∣
∣

A=0
ψ=ψ̄=0

= − 1

α
(� + αm2)∂µx δ(x− x1) (4.3.75)

Nach Fouriertransformation ergibt sich

pµΓ̃µ1µ(−p, p) = − 1

α
(p2 − αm2)pµ1 (4.3.76)

nA = 2, nψ = nψ̄ = 0

− ∂µxΓµ2µ1µ(x2, x1, x) = 0 (4.3.77)

oder:
pµΓ̃µ2µ1µ(p2, p1, p) = 0 p+ p1 + p2 = 0 (4.3.78)

Analog für beliebiges nA ≥ 2, nψ = nψ̄ = 0

pµΓ̃µnAµnA−1...µ1µ = 0 p+

nA∑

i=1

p1 = 0 (4.3.79)

nA = 0, nψ = nψ̄ = 1

− ieδ(x− y)Γψψ̄(x, z) + ieΓψψ̄(y, x)δ(x− z) = ∂µxΓµψψ̄(x, y, z)
(4.3.80)
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Nach Fouriertransformation (−x + y ' q1, z − x ' q2)

e Γ̃ψψ̄(−q2, q2)− e Γ̃ψψ̄(q1,−q1) = pµΓµψψ̄(p, q1, q2)

p+ q1 + q2 = 0
(4.3.81)

Die Identitäten (4.3.76, 4.3.78, 4.3.79, 4.3.81) sind die ursprünglichen Ward-
Identitäten, von denen alle anderen ihren Namen geerbt haben. In der QED
drücken sie aus, wie der longitudinale Anteil des Photons mit anderen Vertex-
funktionen zusammenhängt. Dies ist eben vorgegeben durch die Verletzung der
naiven Eichinvarianz. In den Verallgemeinerungen z.B. ((4.3.9), (4.3.62)) sagen
sie aus, wie die jeweiligen Symmetrien verschiedene Vertexfunktionen miteinan-
der in Verbindung setzen.

Um nun höhere Ordnungen zu berechnen und die zugehörige Form der Ward-
Identität herzuleiten, müssen wir uns das Subtraktionsschema vorgeben. Gemäß
der in diesen Vorlesungen verfolgten Linie, möglichst wenig modellspezifische Ei-
genheiten zu benutzen, ist es klar, daß wir für die invarianten Terme der klassi-
schen Wirkung (4.3.73) Gegenterme erlauben und als Γvar

eff
wieder eine Basis aller

Terme der Dimension [. . .]4 wählen, die P - und C-invariant sind. Kombinieren
wir die Formen (4.2.9) und (4.2.15) des Wirkungsprinzips, so erhalten wir für die
lokale Ward-Identität

w(x)Γ = − 1

α
(� + αm2)∂A +

∑

i

[aiPi]
4
4 · Γ (4.3.82)

Der im Feld A lineare Term kann nicht renormiert werden, weil er nie Renormie-
rungsteil sein kann (1PI und divergent).

= trivialer Beitrag (wegen der Subtraktion).

Die Monome Pi sind gerade unter Parität, ungerade unter Ladungskonjugation
und haben UV-Grade δi ≤ 4. Die Frage, ob wir Γvar

eff
so wählen können, daß

die aiPi kompensiert werden, wollen wir wieder algebraisch entscheiden, analog
zu dem im Abschnitt (4.3.1) vorgeführten Vorgehen. Es läßt sich nämlich leicht
verifizieren, daß

[w(x), w(y)] = 0, (4.3.83)

d.h. daß die Brechungen aiPi ebenfalls einer Konsistenzbedingung genügen müssen:

ai(w(x)Pi(y)− w(y)Pi(x)) = 0. (4.3.84)

Die Liste der Pi lautet:

{Pi} = {AµAν∂
µAν, A2∂A, ∂µ(ψ̄γ

µψ),�∂A, ∂A} (4.3.85)
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Die konkrete Rechnung führt zum Ergebnis, daß nur eine Kombination der ersten
beiden Terme konsistent ist:

{Pi} = {2AµAν∂
µAν + A2∂A, ∂µ(ψ̄γ

µψ),�∂A, ∂A} (4.3.86)

Nun kann man sich davon überzeugen, daß diese Pi Variationen sind:

P konsist
i = w(x)

∫

dy∆i(y)

{∆i} = {−1

4

∫

(AA)2,−
∫

ψ̄Aµγµψ,
1

2

∫

(∂A)2,−1

2

∫

A2}
(4.3.87)

Die Konsequenz dieser Rechnung ist also, daß alle “Anomaliekandidaten” Pi ab-
sorbiert werden können: die Ward-Identität

w(x)Γ = − 1

α
(� + αm2)∂A (4.3.88)

gilt in allen Ordnungen.

Die QED ist eine so wichtige Theorie, daß wir wenigstens noch eine Bemerkung
machen wollen, wie sie etwas “üblicher” behandelt werden kann, insbesondere im
Fall des masselosen Photons. Führt man eine Hilfsmasse 1

2
m2(s − 1)2A2 für das

Photon ein und analysiert die Konvergenzkriterien UV-versus IR-Subtraktionen,
so gelangt man nämlich zu einem sehr befriedigenden Resultat. Wählt man den
IR-Subtraktionsgrad ρ(γ) eines 1PI Diagramms genau gleich seiner erlaubten
oberen Grenze (vergl.(3.2.126))

ρ(γ) = δ(γ) + 1, (4.3.89)

so sind die Diagramme (für Nicht-Ausnahme-Impulse) konvergent, wenn man für
Γeff die folgende Wahl trifft

Γeff =Γinv

eff + Γg.f. +
[∫ 1

2
αA2

]

4

Γinv

eff =
[∫ (

−1

4
(1 + zA)FµνF

µν + ψ̄(1 + zF )i∂/ψ − M̂ψ̄ψ

+ iêψ̄Aµγµψ
)]

4

(4.3.90)

D.h. Γeff ist im wesentlichen die klassische Wirkung + Gegenterme derselben

Gestalt (zA = O(e), zF = O(e), M̂ = M + O(e), ê = e + O(h2)). (4.3.89)
hier wiederum heißt nichts anderes als nur UV-Subtraktionen auszuführen! Der
Subtraktionsoperator lautet nämlich (3.2.124)

1− T = (1− tρ−1
p,s−1)(1− tδp,s)

= 1− tδp,s − tρ−1
p,s−1 + tρ−1

p,s−1t
δ
p,s

= 1− tδp,s − tρ−1
p,s−1 + tδp,s−1t

δ
ps

= 1− tδp

(4.3.91)
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an der Stelle s = 1. Die UV-Subtraktionen allein und die einfachste Erweiterung
der klassischen Wirkung um Gegenterme führen also zu UV- und IR-konvergenten
Diagrammen (außerhalb der Massenschale).

4.4 QED: Konsequenzen aus der Ward-Identität

4.4.1 Strom- und Ladungsoperator

Die Ward-Identität (4.3.74), umgeordnet in die Form

ieψ̄

→

δ

δψ̄
Γ− Γ

←

δ

δψ
ieψ = −∂µ

( δΓ

δAµ
− 1

α
(� + αm2)Aµ

)

, (4.4.1)

definiert eine Einsetzung: den Strom jµ

ieψ̄

→

δ

δψ̄
Γ− Γ

←

δ

δψ
ieψ = ∂µ[jµ]3 · Γ (4.4.2)

Gehen wir per Legendre-Transformation

δΓ

δAµ
=− Jµ

→

δ Γ

δψ̄
= −η Γ

←

δ

δψ
= −η̄

Aµ =
δZc
δJµ

ψ =

→

δ Zc
δη̄

ψ̄ = Zc

←

δ

δη

(4.4.3)

zu Zc und dann zu Z über (vergl. (2.3.1)), so erhalten wir die Erhaltungsgleichung
des Stromes ausgedrückt auf dem Niveau der Greenschen Funktionen

eη̄

→

δ

δη̄
Z − Z

←

δ

δη
eη = ∂µ[jµ]3 · Z (4.4.4)

Die linke Seite dieser Gleichung besteht aus Kontakttermen, d.h. ihr Beitrag
verschwindet, wenn man bezüglich der Spinorfelder reduziert (vergl. Abschnitt
2.4). Damit sind wir zur Operatorgleichung der Stromerhaltung gelangt:

∂µjOpµ
∗
= 0 (4.4.5)

(
∗
= heißt: auf der Massenschale). Die Ward-Identität führt also zur Stromerhal-

tung. Hiermit können wir eine erhaltene Ladung definieren:

Q =

∫

d3xjoOp(t, x) (4.4.6)
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d

dt
Q = 0 (4.4.7)

Denn ∫

d3x∂oj
o
Op =

∫

d3x∇j
Op

= 0. (4.4.8)

Q erzeugt die Eichtransformationen mit konstantem ω(x) → ω = const., trägt
also den Namen “Ladung” zu Recht. Auch diese Eigenschaft läßt sich mit Hilfe
der Ward-Identität zeigen. Wir differenzieren (4.4.4) m-mal nach Aµ und n-mal
nach η, aber (n+ 1)-mal nach η̄.

∂xµ〈Tjµ(x)ψ(y)X〉 =eδ(x− y)〈Tψ(y)X〉
+ Kontaktterme (X)

(4.4.9)

X ≡ Aµ1(x1) . . . Aµm(xm)ψ(y1) . . . ψ(yn)ψ̄(z1) . . . ψ̄(zn) (4.4.10)

K.t.(X) =

n∑

k=1

(δ(x− yk)〈Xǩ〉+ δ(x− zk)〈Xǩ〉) (4.4.11)

(wobeiˇandeutet, daß das jeweilige Argument wegzulassen ist). Nun reduzieren

wir (4.4.9) bezüglich X, d.h. multiplizieren mit
∏n

l=1(i
→

∂/
y

l −M)
∏n

j=1(−i
←

∂/
z

j

−M) und gehen für diese Felder auf die Massenschale. Das annuliert den Beitrag
K.t. (X) und führt zu

∂xµT (jµOp(x)ψOp(y)) = eδ(x− y)ψOp(y) (4.4.12)

Wir integrieren (4.4.12) über den dreidimensionalen Raum und formen zunächst
die linke Seite um

∫

d3x∂xµT (jµOp(x)ψOp(y)) = ∂xoT (Q(xo)ψOp(y)) (4.4.13)

Integrieren wir nun über das Zeitintervall [xo−ε, xo+ε] und wählen dann xo = yo,
so erhalten wir

T (Q(xo + ε)ψOp(yo))− T (Q(xo − ε)ψOp(yo)) = eψOp(y) (4.4.14)

Q ψOp(y)− ψOp(y)Q = eψOp(y) (4.4.15)

Oder:
i[Q,ψOp(y)] = ieψOp(y) ≡ δψOp(y) (4.4.16)

(Die Wahl xo = yo ist gerechtfertigt, denn Q hängt ja nicht ab von der Zeit.) Dies
ist nichts anderes als das Transformationsgesetz für ψ in Operatorform. Analog
findet man

i[Q, ψ̄Op(y)] =− ieψ̄Op(y) (4.4.17)

i[Q,AOpµ (y)] =0 (4.4.18)
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d.h. Aµ ist nicht geladen.
Wenden wir den Ward-Identitätsoperator W auf das “klassische” Feld ψ an, das
Argument des Funktionals Γ ist, so ergibt sich

Wψ(y) = ieψ(y) = δψ(y), (4.4.19)

d.h. die funktionale Formulierung übernimmt genau die Rolle, die die Operator-
formulierung vorgibt. Der Genauigkeit halber merken wir an, daß eine vollständi-
ge Diskussion von (4.4.16) die Untersuchung der Definitionsbereiche der Operato-
ren erforderlich machen würde. Es würde sich herausstellen, daß dies ein durchaus
schwieriges Kapitel ist. Daher zieht man sich gerne auf die funktionale Formu-
lierung und Greensche Funktionen zurück, die sehr viel einfacher handzuhaben
sind, und doch die gesamte Information enthalten.

Als nächstes wollen wir die Gleichung

w(x)
([∫

jµ(y)
]

3
· Γ
)

= 0 (4.4.20)

beweisen und eine Folgerung daraus ziehen. In der klassischen Näherung ist
(4.4.20) sicher richtig, denn jµ = ψ̄γµψ ist eichinvariant. Für höhere Ordnungen
denken wir uns jµ an ein eichinvariantes äußeres Feld qµ gekoppelt und versu-
chen, alle möglichen Terme zu finden, die linear in qµ sind, eichinvariant und
Dimension 4 haben: Es gibt keine außer qµjµ. D.h. das entsprechende Γ

(q)

eff
kann

nur
∫
qµjµ multipliziert mit einem numerischen Faktor enthalten.

wΓ(q) =
1

α
(� + αm2)∂A (4.4.21)

folgt hiermit und aus (4.4.21), differenziert nach qµ an der Stelle qµ = 0

w
([

jµ

]

3
· Γ
)

= 0 (4.4.22)

Die Legendre-Transformation und Übergang zum Funktional Z liefern schließlich
aus (4.4.21)

i∂λJλ(x)[jµ(y)]3 · Z + ie[jµ(y)]3 · Z
←

δ

δη
η − ie[jµ(y)]3 · η̄

→

δ

δη̄
Z

= − 1

α
(� + αm2)[jµ(y)]3∂

λ δZ

δAλ(x)

(4.4.23)

Für Greensche Funktionen X lautet (4.4.23)

K.t. = − 1

α
(� + αm2)〈∂λAλ(x)jµ(y)X)〉 (4.4.24)
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Nach Reduktion heißt das

0
∗
= − 1

α
(� + αm2)T

(

∂λA
Op
λ (x)jOpµ (y)

)

(4.4.25)

Hieraus kann man durch Untersuchung der Trägereigenschaften im Vorwärts- und
Rückwärtslichtkegel auf

[∂AOp(x), jOpµ (y)] = 0 (4.4.26)

schließen. D.h. j
Op
µ hat keine Matrixelemente zwischen physikalischen und nicht-

physikalischen Zuständen.

4.4.2 Unitarität der S-Matrix

Wir haben in der freien Theorie für masselose Photonen die Konstruktion des Hil-
bertraums aus dem Fockraum skizziert (vergl. Abschnitt 1.3). Für massive (freie)
Photonen ist die Situation noch etwas einfacher als für masselose, weil nämlich
nur Zustände positiver oder negativer Norm auftreten, aber keine Zustände der
Norm Null in Konflikt mit der Positivität des Skalarprodukts sind. Diese Zustände
negativer Norm werden erzeugt vom Feld ∂µAµ. (Man vergleiche auch Abschnitt
9.2.) Wir werden nun zeigen, daß auch in der wechselwirkenden Theorie ∂µAµ ein
freies Feld ist und somit die Konstruktion der freien Theorie anwendbar bleibt.

Die Ward-Identität für die Vertexfunktionen

−∂µ
δΓ

δAµ
− ieψ̄

→

δ

δψ̄
Γ + Γ

←

δ

δψ
ψie = − 1

α
(� + αm2)∂A (4.4.27)

lautet für zusammenhängende Greensche Funktionen

∂µJ
µ − ieη̄ δ

δη̄
Zc + Zc

←

δ

δη
ieη = − 1

α
(� + αm2)∂µ

δZc
δJµ

(4.4.28)

und nach Übergang zu den allgemeinen Greenschen Funktionen (Z = eiZc)

∂µJµ · Z − ieη̄
→

δ

δη̄
Z + Z

←

δ

δη
ηie =

1

α
(� + αm2)∂µ

δZ

δJµ
.

Hieraus folgt für die Zweipunktfunktion

i∂νδ(x− y) =
1

α
(�x + αm2)〈T 〈∂µAµ(x)Aν(y)〉〉,

während alle anderen Matrixelemente verschwinden

Jµ(� + αm2)〈∂AX〉 = 0 (X 6= Aν).
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Hier besagt das Gleichheitszeichen, daß wir die äußeren Beine amputiert haben
und mit den Impulsen auf die Massenschale gegangen sind. Es gilt also die Ope-
ratorgleichung

(� + αm2)∂AOp = 0

d.h. ∂AOp ist ein freies Feld.

Damit gestattet ∂AOp aber auch in allen höheren Ordnungen der Störungstheorie
die Zerlegung in Erzeuger und Vernichter

∂AOp = ∂AOp
(+)

+ ∂AOp
(−)

(bzw. positive und negative Frequenzanteile) und man kann aus dem Fockraum
wieder wie in der freien Theorie den Hilbertraum konstruieren. Da Γint Hermi-
tesch, die S-Matrix im Fockraum also pseudo-unitär ist und da ∂AOp das einzige
Geistfeld ist, ist damit die S-Matrix auf dem Hilbertraum unitär.

Nach all diesen Folgerungen aus der Ward-Identität ist vielleicht klar, warum wir
die QED durch sie und nicht etwa durch ihre (klassische oder effektive) Wirkung
definieren wollen: die Ward-Identität gilt unabhängig vom Renormierungssche-
ma, Γeff hingegen hängt vom Schema ab und liefert nur mit diesem Schema

zusammen ein eindeutiges Funktional Γ. Entsprechendes gilt für die anderen,
oben betrachteten Beispiele: lediglich ein Γeff vorzugeben ist nicht ausreichend –

die Ward-Identitäten hingegen charakterisieren die in Frage stehenden Theorien
wirklich und machen sie zusammen mit Normierungsbedingungen eindeutig.

4.5 Parametrische Differentialgleichungen

4.5.1 Die Callan-Symanzik-Gleichung

Das massive ϕ4-Modell, wie wir es in (4.1.26) durch Vorgabe von Γeff und Sub-

traktionsvorschrift gemäß der Waldformel (3.2.98) definiert haben, hängt von
zwei dimensionsbehafteten Parametern ab: der Masse m und dem Normierungs-
punkt κ, an dem wir die Kopplung fixiert haben (4.1.27). Zur Vereinfachung
der Diskussion setzen wir für den Augenblick κ = 0 und verallgemeinern un-
sere Ergebnisse dann am Ende. Die Ableitung m2∂m2 , deren Effekt wir bereits
im Abschnitt 4.1 studiert haben, sollte Auskunft über das Skalenverhalten der
Greenschen Funktionen geben. Insbesondere erwartet man naiverweise, daß eine
Differentiation nach m2 den Abfall für große Impulse eine p2-Potenz vergrößern
sollte. Betrachten wir das Beispiel (4.1.3) und seine Verallgemeinerung aufN > 3,
so ist diese Erwartung auch bestätigt, nicht aber im Fall N = 2 (4.1.20), einem
divergenten Diagramm. Der Subtraktionsterm führt dazu, daß für große p das
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Integral konstant bleibt (entsprechend δ = 0), während die p-abhängigen Terme
in der Tat mit |p|−2(δ = −2) verschwinden. Um das nicht-naive Verhalten bes-
ser zu verstehen und dann auch quantitativ zu beschreiben, nutzen wir die in
4.1.2. gemachte Beobachtung aus, daß (4.1.20) genau die “weiche” Einsetzung1

∆m =
[

1
2

∫
ϕ2
]

2
enthält

m2∂m2Γ
(1)
4 (q1, . . . q4) =m2(∆2 · Γ)

(1)
4 (4.5.1)

=m2(∆m · Γ)
(1)
4 − a2λ

2

∫
dk

(2π)4

2i2m2

(k2 −m2)3
(4.5.2)

Der Übergang von (4.5.1) zu (4.5.2) ist aber nichts anderes als die Zimmermann-
Identität (3.2.107)! D.h. der Korrekturterm entspricht der Einsetzung ∆4 in nied-
rigster Näherung, kann also gemäß (4.1.22) als Ableitung nach der Kopplung λ
aufgefaßt werden. Wir identifizieren ihn:

(−βλ∂λΓ)
(1)
4 = −a2λ

2

∫
dk

(2π)4

2i2m2

(k2 −m2)3
(4.5.3)

Da das Integral unabhängig vom äußeren Impuls ist, kann es nur der klassischen
Näherung entsprechen, muß also βλ demnach von der Ordnung ~(=̂λ2) sein.

−β(1)
λ ∂λΓ

(o)
4 =− β(1)

λ (− 1

4!
) · 4! = β

(1)
λ (4.5.4)

β
(1)
λ =− a2λ

2

∫
dk

(2π)4

2i2m2

(k2 −m2)3
=

3

2
λ2 1

16π2
(4.5.5)

Damit lautet (4.5.2)

(m2∂m2 + βλ∂λ)Γ
(1)
4 = (∆m · Γ)

(1)
4 . (4.5.6)

Die Tatsache, daß es gerade die Zimmermann-Identität ist, die von der Einset-
zung ∆2 zu ∆m führt, ∆m aber gerade der naiven Erwartung von Skalenverhalten
entspricht, legt nahe, auch für höhere Ordnungen die Korrekturen aus dieser Iden-
tität zu entnehmen. (4.5.6) bzw. (4.1.22) suggerieren die Verwendung des Diffe-
rentialoperators ∂λ und veranlassen die Frage, ob nicht auch die letzte verbliebene
harte Einsetzung, ∆1, durch einen Differentialoperator dargestellt werden könnte.
Wie ein Blick auf (4.2.15) zeigt, ist das in der Tat der Fall. Hiermit haben wir alle
Konstruktionselemente gesammelt, um die Gleichung (4.5.1) in ihre endgültige

1“weich” heißt asymptotisches Verhalten bei Subtraktionsgrad δ = −2; “hart” ist die Ein-
setzung ∆2, die zum Subtraktionsgrad δ = 0 führt.
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Form zu bringen. Wir kombinieren

m2∂m2Γ = [m2∂m2Γeff ]4 · Γ = [ (m2 + a)∆2 ]4 · Γ

∂λΓ = [∂λΓeff ]4 · Γ = [
∂z

∂λ
∆1 +

∂a

∂λ
∆2 +

∂λ̂

∂λ
∆4]4 · Γ

∫

ϕ
δ

δϕ
Γ = [

∫

ϕ
δΓeff

δϕ
]4 · Γ = [ 2(1 + z)∆1 + 2(m2 + a)∆2 +4λ̂∆4]4 · Γ

(m2 + a)∆mΓ = = [ u∆1 + (m2 + a)∆2 +v∆4]4 · Γ
(4.5.7)

zu
(m2∂m2 + βλ∂λ − γN)Γ = αm(m2 + a)∆m · Γ (4.5.8)

(N ≡
∫
ϕ δ
δϕ

ist ein Anzahloperator; m2∂m2a = a, m2∂m2 λ̂ = 0 auf Grund der

naiven Dimensionsanalyse.)

Hierbei ist vorausgesetzt, daß wir die folgenden Gleichungen in jeder Ordnung
lösen können:

∆1

(

βλ
∂z

∂λ
− 2γ(1 + z)− αmu

)

= 0

∆2

(

(m2 + a) + βλ
∂a

∂λ
− 2γ(m2 + a)− αm(m2 + a)

)

= 0

∆4

(

βλ
∂λ̂

∂λ
− 4γλ̂− αmv

)

= 0

(4.5.9)

Wir betrachten diese Bedingungen Ordnung für Ordnung.

(~)o : −2γ(o) = 0, 1− α(o)
m = 0 β

(o)
λ = 0 (4.5.10)

Das entspricht genau unserer früheren Analyse.

(~)1 : −2γ(1) − u(1) = 0

−2γ(1)m2 − α(1)
m m2 = 0

β(1)λ− 4γ(1)λ− v(1) = 0

(4.5.11)

D.h.
2γ(1) = −u(1)

α(1)
m = u(1)

β
(1)
λ = v(1) − 2u(1)λ

(4.5.12)

Auch in höheren Ordnungen wiederholt sich diese Situation: in der Gleichung ∆1

ist der Koeffizient für γ(n), in der Gleichung ∆̂2 der Koeffizient von α
(n)
m , in der

Gleichung ∆4 der Koeffizient von β
(n)
λ derselbe wie in der Ein-Schleifen-Näherung.
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D.h. γ, αm, β sind in allen Ordnungen eindeutig bestimmt, das Gleichungssystem
(4.5.9) ist erfüllt.

Nun ist es auch einfach, κ 6= 0 zuzulassen. Aus m2∂m2 wird

D ≡ m2∂m2 + κ2∂κ2 (4.5.13)

der “Skalenoperator” (vergl. Abschnitt 4.5.2). An der Herleitung von (4.5.8) (mit
D an der Stelle von m2∂m2) ändert sich nichts, denn

Dz = Dλ̂ = 0, Da = a. (4.5.14)

Die Eleganz dieser Lösung in allen Ordnungen der Störungstheorie rührt natürlich
daher, daß wir die Gleichungen (4.5.7) als bewiesen angesehen haben. Es ist sehr
instruktiv, den Effekt von m2∂m2 an einem Zwei-Schleifen-Beispiel unmittelbar zu
studieren. Der Beweis von (4.5.8) heißt dann nichts anderes, als Zimmermann-
Identität und Wirkungsprinzip ganz konkret herzuleiten. Wir nehmen die Dis-
kussion des Beispiels Γ

(2)
ϕϕ aus Abschnitt 3.2.2 (beginnend mit Gleichung (3.2.53))

wieder auf und wollen m2∂mΓ(2) untersuchen. Der einzige Beitrag zu Γ
(2)
ϕϕ, der ein

echtes Zwei-Schleifen Diagramm darstellt, ist:

γ = Abb.4.1

m2∂m2Γ(2)
ϕϕ =

∫

dk1dk2m
2∂m2Rγ (4.5.15)

m2∂m2Rγ = (1− t2γ){m2∂m2Iγ(∅) +

3∑

i=1

(m2∂m2Iγ/γiSγ(−toγi)Iγi

+ Iγ/γiSγ(−toγim2∂m2Iγi))} (4.5.16)

Gemäß Gleichung (4.5.8) müssen wir (4.5.15) mit

(β∂λΓϕϕ)
(2), 2(γΓϕϕ)

(2), (αm∆mΓ)(2)
ϕϕ

vergleichen. Wir berechnen daher zuerst diese Größen.

(β∂λΓϕϕ)
(2) =β(1)∂λΓϕϕ + β(2)∂λΓ

(o)
ϕϕ

2(γΓϕϕ)
(2) =2γ(1)Γ(1)

ϕϕ + 2γ(2)Γ(o)
ϕϕ

(αm∆mΓ)(2)
ϕϕ =α(o)

m (∆mΓ)(2)
ϕϕ + α(1)

m (∆mΓ)(1)
ϕϕ + α(2)

m (∆mΓ)(o)
ϕϕ

(4.5.17)
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Diese Gleichungen geben die Entwicklung in der Anzahl der Schleifen wieder. Die
beitragenden Vertexfunktionen lauten

Γ(o)
ϕϕ =p2 −m2 (∆mΓ)(o)

ϕϕ = −m2 α(o)
m = 1 (4.5.18)

Γ(1)
ϕϕ = → 0 wegen der Subtraktionen (δ = 2)

(∆mΓ)(1)
ϕϕ = → 0 “ “ (δ = 0) (4.5.19)

Hiermit folgt
(β∂λΓϕϕ)

(2) = 0

2(γΓϕϕ)
(2) = 2γ(2)(p2 −m2)

(αm∆mΓ)(2)
ϕϕ = −m2α(2)

m + (∆m · Γ)(2)
ϕϕ

(4.5.20)

Genauer zu untersuchen bleibt also

(∆mΓ)(2)
ϕϕ =

∫

dk1dk2

3∑

i=1

R∆i
γ (4.5.21)

mit R∆3
γ zu I∆3

γ = zugeordnet.

Für die beiden anderen Diagramme: und ist die Diskussion völlig
analog. Für die Integranden gilt

m2∂m2Iγ =
∑

i

I∆i

γ̂ (4.5.22)

Divergent ist das Diagramm γ mit Einsetzung ∆m (δ(γ) = 0) und ebenso das Un-
terdiagramm γ3 (mit δ(γ3) = 0). (Vergl. Abb.4.2) Relevant für die Subtraktionen
sind daher die Wälder ∅, {γ}, {γ, γ3}und für R∆3

γ folgt

R∆3
γ = (1− topγ )I∆3

γ (∅) + (1− topγ )Sγ(−topγ3 )I∆3
γ ({γ, γ3})

= (1− topγ )
{

I∆3
γ (∅) + I∆3

γ/γ3
Sγ(−topγ3 Iγ3

} (4.5.23)

Die diagrammatische Zuordnung im zweiten Beitrag von (4.5.23) ist die folgende:

gestrichelte Linie : I∆3

γ/γ3

durchgezogene Linien : Iγ3
Abb.4.2

Somit ergibt sich

3∑

i=1

R∆i
γ = (1− topγ )

{∑

i

I∆i
γ (∅) +

∑

i

I∆i

γ/γi
Sγ(−topγi Iγi

}

(4.5.24)
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und damit für die Differenz “harte–weiche” Einsetzung

m2∂m2Γ(2)
ϕϕ − (∆mΓ)(2)

ϕϕ

=

∫

dk1dk2

{

(1− t2pγ )
(

m2∂m2Iγ(∅) +
∑

i

(m2∂m2Iγ/γiSγ(−topγi )Iγi

+ Iγ/γiSγ(−toγi)m2∂m2Iγi)
)

− (1− topγ)
(∑

i

I∆i
γ (∅) +

∑

i

I∆i

γ/γi
Sγ(−topγi )Iγi

)}

=

∫

dk1dk2

{

(−t2pγ + topγ )
(
m2∂m2Iγ(∅) +

∑

i

m2∂m2Iγ/γiSγ(−topγi )Iγi
)

+ (1− t2pγ )
∑

i

Iγ/γiSγ(−topγi )m2∂m2Iγi

}

(4.5.25)

Die Beiträge
∫

(−t2pγ + topγ)(· · · ) sind lokal und führen zu 2γ(2)(p2−m2)−m2α
(2)
m .

Der Rest in (4.5.25) sieht aus wie ein allgemeines d.h. nicht-lokales Diagramm
mit Einsetzung. Da dafür in der Gleichung neben ∆m · Γ nichts vorgesehen ist,
sollte er identisch in p verschwinden. Das wollen wir jetzt in der Tat zeigen.
Um die Struktur dieser Beiträge zu verstehen, erinnern wir noch einmal an die
Ein-Schleifen-Diskussion (4.1.20). Zuerst bemerken wir, daß gerade

m2∂m2Iγi = m2∂m2 (4.5.26)

d.h. für das subtrahierte Diagramm

Rγi = (1− topγi )Iγi (4.5.27)

m2∂m2

∫

dkRγi =

∫

dk(1− topγi )m2∂m2Iγi

=

∫

dkm2∂m2Iγi +

∫

dk(−topγi )m2∂m2Iγi

(4.5.28)

Der erste Term ist nichts anderes als (αm∆mΓ)
(1)
ϕϕϕϕ, der zweite −(β∂λΓ)

(1)
ϕϕϕϕ

(denn γ(1) = 0). Hiermit ist (−topγi )m2∂m2Iγi in (4.5.25) identifiziert. Nun be-
nutzen wir (3.2.88), um die explizite Gestalt für den Restterm anzugeben. (Man
hat in (3.2.88) nur zu bedenken, daß zusätzlich am Ort von (−topγi ) auch m2∂m2

auftaucht.)

∫

dk1dk2(1− t2pγ )
∑

i

Iγ/γiSγ(−topγi )m2∂m2Iγi

=

∫

dk1dk2(1− t2pγ )
{ 1

(k1 + p)2 −m2
Sγ(−topγ3 )m2∂m2

1

((1
2
k1 − k2)2 −m2)2

}
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(Es “überlebt” nur der Beitrag von γ3.)

=

∫

dk1(1− t2pγ )
1

(k1 + p)2 −m2

∫

dk2

(

−m2∂m2)
1

(k2
2 −m2)2

)

(4.5.29)

Das Integral über k2 existiert und entspricht β(1).

= β(1)

∫

dk1(1− t2pγ)
1

(k1 + p)2 −m2
(4.5.30)

Dieses Integral existiert ebenfalls und ist absolut konvergent. Um zu zeigen, daß es
verschwindet, benutzen wir die Taylorentwicklung einer Funktion mit speziellem
Restglied:

f(k + p) =f(k) + p∂kf(k) +
1

2
pp∂k∂kf(k) +

∫ 1

o

dλρ(λ)ppp∂k∂k∂kf(k + λp)

=f(k) + p[∂pf(k + p)]p=0 +
1

2
pp[∂p∂pf(k + p)]p=0

+

∫ 1

o

dλρ(λ)ppp∂k∂k∂kf(k + λp)

(4.5.31)

(1− t2p)f(k + p) =

∫ 1

o

dλρ(λ)ppp∂k∂k∂kf(k + λp)

∫

dk(1− t2p)f(k + p) =

∫

dk

∫ 1

o

dλρ(λ)ppp∂k∂k∂kf(k + λp) (4.5.32)

Die Variablentransformation k′ = k + λp ist wegen der absoluten Konvergenz
erlaubt, ebenso die Vertauschung der Integrationen und führt zu

∫

dk(1− t2p)f(k + p) =

∫ 1

o

dλρ(λ)

∫

dk′ppp∂k′∂k′∂k′f(k′)

= 0

(4.5.33)

Damit haben wir gezeigt, daß der obige Beitrag in der Tat verschwindet.

Diese letzte Etappe der Rechnung wollen wir auch noch einmal diagrammatisch
illustrieren.

gestrichelte Linie :Iγ/γ3 =
1

(k1 + p)2 −m2

durchgezogene Linien :Iγ3
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m2∂m2Iγ3 kann integriert werden; m2∂m2(−topγ3 )Iγ3 ist bezüglich pγ3 = kγ1 eine
Konstante und kann integriert werden. Es entsteht

mit der Zuordnung β(1)Iγ/γ3

Dank der Subtraktion (1 − t2pγ ) kann diese Funktion integriert werden – das
Integral verschwindet; Diagramm und analytischer Ausdruck sind also einem
“Tadpole”-Diagramm noch weitgehend analog.

Hiermit beschließen wir die explizite Demonstration der Callan-Symanzik-Gleichung.

4.5.2 Dilatationen

Transformiert man den Minkowski-Raum gemäß

x′ = eλx λεR (4.5.34)

und fordert, daß Felder, die auf dem Minkowski-Raum definiert sind, Darstel-
lungseigenschaften unter (4.5.34) haben sollen, so gelangt man für infinitesimale
Transformationen zu dem Gesetz

δDϕ(x) =
(

d+ xµ
∂

∂xµ

)

ϕ(x) (4.5.35)

d ist hierbei eine reelle Zahl, die kanonische (oder naive) Dimension des Feldes ϕ.
Für skalare und vektorielle Felder haben wir immer d = 1 gewählt, für Spinorfel-
der d = 3/2.

Das Vertexfunktional

Γ =
∑

n

1

n!

∫

dx1 . . . dxnϕ(x1) . . . ϕ(xn)Γn(x1, . . . xn) (4.5.36)

(für einen Feldtyp ϕ formuliert) transformiert sich dann gemäß

WDΓ ≡ −i
∫

dx(d+ xµ∂µ)ϕ
δ

δϕ
Γ. (4.5.37)

Führen wir diese Transformation explizit aus, so gelangen wir zu

WDΓ = −i
∑

n

∫

dx1 . . . dxn
1

n!

[(

nd+
n∑

k=1

xµk
∂

∂xµk

)

ϕ(x1) . . . ϕ(xn)
]

Γn(x1 . . . xn)

und durch partielle Integration zu
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WDΓ = −i
∑

n

∫

dx1 . . . dxn
1

n!
ϕ(x1) . . . ϕ(xn)

(

nd− n · 4−
n∑

k=1

xµk
∂

∂xµk

)

Γn(x1 . . . xn)

(4.5.38)

für die Transformation der Vertexfunktion Γn.

Um (4.5.38) weiter umformen zu können, benötigen wir die x-Dimension von Γn.
Hierzu berechnen wir zur klassischen Wirkung

Γcl =

∫

−1

2
ϕ(� +m2)ϕ− λ

4!
ϕ4 (4.5.39)

die klassischen Vertexfunktionen. Sie lauten

Γ2 = −�x1δ(x1 − x2)−m2δ(x1 − x2)

Γ4 = −λδ(x1 − x2)δ(x2 − x3)δ(x3 − x4)
(4.5.40)

Mit
x-dim (x) = 1 x-dim (dx) = 1

x-dim (δ(x)) = −1 x-dim (
∂

∂x
) = −1

(4.5.41)

folgt
x-dim (Γ2) = −2− 4 = −6

x-dim (Γ4) = −3 · 4 = −12
(4.5.42)

also x-dim (Γn) = n(−3) (4.5.43)

Für ein Feld der Dimension d, demnach

x-dim (Γn) = n(d− 4) (4.5.44)

Die Vertexfunktion Γn(x1, . . . , xn) ist eine homogene Funktion in den Variablen
x und dem Massenparameter m. Damit gilt2

(−m∂m +
∑

k

xµk
∂

∂xµk
)Γn = (x-dim(Γn)) Γn = n(d− 4)Γn (4.5.45)

Setzen wir in (4.5.38) ein, so haben wir

WDΓ = im∂mΓ (4.5.46)

hergeleitet. Diese Relation erlaubt, die Callan-Symanzik-Gleichung

(m∂m + βλ∂λ − γN)Γ = αm(m2 + a)∆m · Γ, (4.5.47)

2Sind mehrere dimensionsbehaftete Parameter mi vorhanden, so tritt D ≡∑i mi∂mi
an die

Stelle von m∂m. (Vergl. (4.5.13).)
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zu den Dilatationen in Beziehung zu setzen:

WDΓ = 2(−iβλ∂λΓ + iγNΓ + iαm(m2 + a)∆m · Γ) (4.5.48)

−i
∫

(1 + γ + x∂x)ϕ
δΓ

δϕ
= −iβλ∂λΓ + iαm(m2 + a)∆m · Γ (4.5.49)

Der Beitrag γ in (4.5.47) ändert die Dimension ab, wir nennen ihn daher “an-
omale” Dimension. Die “weiche” Einsetzung bricht die Dilatationssymmetrie, wie
man es in der klassischen Näherung vorfindet und naiv erwartet. Die Einsetzung
∂λΓ(∼ ∆4 ·Γ) bricht die Dilatationssymmetrie auf dem quantisierten Niveau und
hat Subtraktionsgrad δ = 4, eine “harte” Brechung. Nach Übergang zu Zc und
dann zu Z bleiben die Beiträge der linken Seite von (4.5.49) Kontaktterme, ver-
schwinden also auf der Massenschale, die rechte Seite verschwindet nicht: in der
quantisierten Theorie sind die Dilatationen hart gebrochen (solange β 6= 0 ist).
Dies ist die im Abschnitt 4.1 angekündigte physikalische Interpretation der Sub-
traktionsterme. Diese Anomalien sind typische quantenfeldtheoretische Effekte.

Wir wollen diesen Abschnitt mit einer weiteren Bemerkung abschließen. Die nai-
ve Dimensionsanalyse (4.5.45) umfaßt Skalierung aller dimensionsbehafteten Va-
riablen in Γ; die Dilatationen (4.5.46) skalieren nur x, die Callan-Symanzik-Gl.
(4.5.47) nur die Massenparameter. Daß diese beiden Arten der Skalierung so un-
terschiedlich ausfallen, liegt an den logarithmischen Abhängigkeiten ln(x2m2), die
in Γn auftreten können.

4.5.3 Die Renormierungsgruppengleichung

In massiven Theorien können alle Parameter der Theorie auf der Massenschale
definiert werden: physikalische Normierungsbedingungen. Beispiel:

Γϕϕ(p
2 = m2) = 0 (4.5.50)

Der Pol des Propagators liegt bei der physikalischen Masse: m2 ≡ m2
phys.

∂p2Γϕϕ(p
2 = m2) = 1 (4.5.51)

Γϕϕϕϕ(psym) = −λ (4.5.52)

psym definiert durch p2
i = m2

phys, (pi + pj)
2 = 4

3
m2

phys für i 6= j.

Dieser Wert der Kopplungskonstanten hat physikalischen Sinn, denn es ist der
Wert einer Streuamplitude an einem physikalischen Punkt.

In einer Theorie mit masselosen Teilchen ist das i.a. nicht möglich, denn die masse-
losen Propagatoren können Infrarotdivergenzen verursachen. In diesem Fall muß
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man einen Referenzpunkt einführen, an dem dann die Parameter fixiert werden.
Auch in massiven Theorien kann es nützlich sein, einen solchen Referenzpunkt
einzuführen, z.B. wenn man den Limes mphys → 0 studieren möchte.

Γϕϕ(p
2 = κ2) = m2 (4.5.53)

fixiert den Gegenterm von
∫
ϕ2 in Γeff .

∂

∂p2
Γϕϕ(p

2 = κ2) = 1 (4.5.54)

Γϕϕϕϕ(psym) = −λ (4.5.55)

(pi + pj)
2 =

4

3
κ2 i 6= j

Ebenso kann es notwendig sein, die Normierungsbedingungen im Euklidischen zu
fordern: κ2 < 0.

Die Renormierungsgruppengleichung gibt an, wie die Greenschen Funktionen von
κ2 abhängen.

κ2∂κ2Γ =? (4.5.56)

Physikalische Größen sollten von κ2 unabhängig sein, denn die Willkür in der
Definition der Parameter der Theorie sollte auf meßbare Größen keinen Einfluß
haben.

Die Antwort auf die Frage, die (4.5.56) stellt, wird vom Wirkungsprinzip (vergl.
(4.1.22)) gegeben

κ2∂κ2Γ = [κ2∂κ2Γeff ]4 · Γ = [ κ2∂κ2z∆1 +κ2∂κ2a∆2] +κ2∂κ2 λ̂∆4]4 · Γ
∂λΓ = [ ∂λΓeff ]4 · Γ = [ ∂λz∆1 + ∂λa∆2 + ∂λλ̂∆4]4 · Γ
NΓ = [ N Γeff ]4 · Γ = [ 2(1 + z)∆1 +2(m2 + a)∆2 +4λ̂∆4]4 · Γ

(m2 + a)∆mΓ = = [ u∆1 +(m2 + a)∆2 +v∆4]4 · Γ
(4.5.57)

Genau wie bei der Herleitung der Callan-Symanzik-Gleichung kombinieren wir
(4.5.57) zu

(κ2∂κ2 + β̄∂λ − γ̄N)Γ = ᾱm(m2 + a)∆m · Γ (4.5.58)

Wir wollen jetzt aber nicht nur die Bedingungen

κ2∂κ2z + β̄∂λz − 2γ̄(1 + z)− ᾱmu = 0

κ2∂κ2a+ β̄∂λa− 2γ̄(m2 + a)− ᾱm(m2 + a) = 0

κ2∂κ2 λ̂+ β̄∂λλ̂− 4γ̄λ̂ − ᾱmv = 0

(4.5.59)
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erfüllen. Das ist sicher möglich, denn in der klassischen Näherung gilt

β̄(o) = γ̄(o) = ᾱ(o)
m = 0 (4.5.60)

und damit ist das System (4.5.59) lösbar. Sondern wir wollen darüberhinaus
untersuchen, ob

ᾱm = 0 (4.5.61)

in allen Ordnungen möglich ist. Dazu betrachten wir (4.5.55) für die 2-Punkt-
Funktion

κ2∂κ2Γ2 + β̄∂λΓ2 − 2γ̄Γ2 = ᾱm(m2 + a)(∆m · Γ)2 (4.5.62)

und wählen p2 = m2. Da die Ableitungen nach κ2 und λ mit dieser Wahl nicht
in Konflikt geraten können, müssen wir nur

Γϕϕ(p
2 = m2) = 0 (4.5.63)

fordern, um ᾱm = 0 in allen Ordnungen zu erhalten. D.h. mit physikalischer
Normierung der Masse folgt eine homogene Gleichung

(κ2∂κ2 + β̄∂λ − γ̄N)Γ = 0 (4.5.64)

Wir wollen noch anmerken, daß die Inhomogenität der Callan-Symanzik-Gleichung
auch beseitigt werden kann, indem man die Ableitung nach der Masse m2∂m2 mit
einer geeigneten Funktion multipliziert und addiert. Diese Form ist nützlich im
Limes verschwindender Masse und für Normierungsbedingungen, die so gewählt
sind, daß die Koeffizientenfunktionen α, β, γ massenunabhängig sind. Ein kon-
kretes Beispiel hierfür liefert das Impulssubtraktionsschema mit Hilfsmasse, das
wir im nächsten Abschnitt diskutieren.

4.5.4 Die Lowenstein-Zimmermann-Gleichung

Im Abschnitt 3.2.5 haben wir skizziert, wie UV-Divergenzen im Falle masseloser
Felder beseitigt werden können. Das wichtigste Hilfsmittel war eine Hilfsmasse
M(s− 1), bei der die Variable s eine ganz ähnliche Rolle spielte wie ein Impuls.
Ein Beleg dafür, daß Greensche Funktionen, die nach diesem Schema definiert
worden sind, physikalisch sinnvoll sind, ist die Tatsache, daß sie bei s = 1 vom
Hilfsparameter M nicht abhängen. Denn M ist, ganz ähnlich wie der Normie-
rungspunkt κ2, ein unphysikalischer Parameter und daher sollten physikalische
Größen M -unabhängig sein. Wir wollen für die masselose ϕ4-Theorie zeigen, daß
die Vertexfunktionen an der Stelle s = 1 von M nicht abhängen.

Das Modell ist durch

Γeff =
[∫

(1 + z)∆1 + ∆2 + λ̂∆4

]4

4
(4.5.65)
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mit:

∆1 = [−1

2

∫

∂ϕ∂ϕ]44

∆2 = [−1

2
M2(s− 1)2

∫

ϕ2]44

∆4 = [− 1

4!

∫

ϕ4]44

(4.5.66)

die Waldformel (3.2.98) und die Normierungsbedingungen

∂p2Γϕϕ(p
2 = −κ2)|s=1

= 1 (4.5.67)

Γϕϕϕϕ(p = psym)|s=1
= −λ (4.5.68)

definiert. Eine weitere Normierungsbedingung

Γϕϕ(p = 0, s = 1) = 0

ist eine Konsequenz der Subtraktionen und garantiert, daß ϕ masselos ist.
Die M -Abhängigkeit läßt sich über das Wirkungsprinzip erfassen:

M∂MΓ = [M∂MΓeff ]44 · Γ = [M
∂z

∂M
∆1 +2∆2 +M

∂λ̂

∂M
∆3]

4
4 · Γ

∂λΓ = [ ∂λΓeff ]4 · Γ = [
∂z

∂λ
∆1 +

∂λ̂

∂λ
∆4]

4
4 · Γ

NΓ = [ N Γeff ]4 · Γ = [2(1 + z)∆1 +2∆2 +4λ̂∆4]4 · Γ
M(s− 1)∆′mΓ = = [u′∆1 +(1 + q)∆2 +v∆4]4 · Γ

(4.5.69)
mit

∆′m = [
1

2

∫

M(s− 1)ϕ2]33

Da die Einsetzung [ 1
2
ϕ2]22 nicht integriert werden kann, bewerkstelligen wir hier

den Übergang von der harten Einsetzung ∆2 zu einer weichen, indem wir ∆′m
wie angegeben definieren. ∆′m ist eine [. . .]33-Einsetzung, die einmal eingesetzt
existiert. M(s − 1)∆′m · Γ verschwindet für s = 1, so daß der masselose Limes
realisiert wird. Wir kombinieren zu

(M∂M + βM∂λ − γMN)Γ = 2α′MM(s− 1)∆′m · Γ (4.5.70)

Das ist gewiß möglich, denn die Gleichungen

∂z

∂M
+ βM

∂z

∂λ
− 2γM(1 + z)− 2α′Mu

′ =0

2− 2γM − 2α′m(1 + q) =0

∂λ̂

∂M
+ βM

∂λ̂

∂λ
− 4γM − 2α′Mv

′ =0

(4.5.71)
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haben in der klassischen Näherung die Lösung

γM (o) = 0 α
(o)
M = 1 βM (o) = 0 (4.5.72)

Wir können die Koeffizienten βM , γM , α′M jedoch auch direkt durch Test auf den
Normierungsbedingungen bestimmen. Differenzieren wir (4.5.70) nach p2 und be-
nutzen (4.5.67), so erhalten wir

−2γM = 0 (4.5.73)

Wählen wir für die 4-Punkt-Funktion in (4.5.70) den symmetrischen Impulspunkt
und setzen (4.5.68) ein, so ergibt sich

−βM − 4γM = 0. (4.5.74)

D.h. βM = γM = 0. (4.5.75)

Das ist aber bereits das Ergebnis, das wir finden wollen: an der Stelle s = 1 gilt

M∂MΓ|s=1 = 0. (4.5.76)

Hiermit läßt sich nun auch zeigen, daß die Koeffizientenfunktionen β, γ, α in der
Callan-Symanzik-Gleichung

(κ∂κ +M∂M + β∂λ − γN)Γ = αMM(s− 1)∆′M · Γ (4.5.77)

massenunabhängig sind, wenn als Normierungsbedingungen (4.5.67) und (4.5.68)
gewählt werden. Man wendet M∂M auf (4.5.77) an und geht an die Stelle s = 1.
Es ergibt sich

(M∂Mβ∂λ −M∂MγN)Γ∣∣
∣
s=1

= 0 (4.5.78)

und hieraus mit der Hilfe von (4.5.67), (4.5.68)

M∂Mβ = M∂Mγ = 0 (4.5.79)

D.h. aber aus Dimensionsgründen

β = β(λ,
M

κ
) = β(λ) (4.5.80)

γ = γ(λ,
M

κ
) = γ(λ) (4.5.81)

Die Massenunabhängigkeit von αM folgt aus dem Analogon zu (4.5.9) für αM .

4.6 Bibliographische Angaben

Die relevanten Originalarbeiten für das Wirkungsprinzip, wie es hier vorgestellt
wird, sind Lam 72 und Lowenstein 71. Wir folgen zunächst weitgehend der Vorle-
sung Lowenstein (Maryland), übernehmen dann aber für die Herleitung der Ward-
Identitäten die “algebraische Methode”, die von Piguet 74 und BRS entwickelt
worden ist. Für nicht-lineare Transformationen ist sie zusammengefaßt in Brei-
tenlohner/Maison/Sibold. Die Behandlung der QED findet man im wesentlichen
in Piguet I.
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Dieses Kapitel wird erst in einer späteren Version enthalten sein.
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Kapitel 6

Nicht-abelsche Eichtheorien

6.1 Transformationsgesetze, Invarianten

Um die nicht-Abelsche Verallgemeinerung der Transformation und der Kopplung
von Vektorfeldern zu finden, wollen wir – etwas heuristisch – folgendermaßen
vorgehen. Wir betrachten N (Dirac-) Spinoren, die sich unter starren Transfor-
mationen infinitesimal gemäß

δωψa = iωkT kabψb
k = 1, . . . , K

a, b = 1, . . . , N
(6.1.1)

transformieren. Hierbei sind die ωk die infinitesimalen Parameter. Die Hermite-
schen Matrizen T k sollen die Vertauschungsrelationen

[T k, T l] = i f kljT j (6.1.2)

erfüllen und damit eine unitäre Darstellung einer kompakten, einfachen Lie-
Gruppe G erzeugen. Die Gruppe G (genauer: ihre Algebra) ist charakterisiert
durch die Strukturkonstanten f klj, die insbesondere selbst gemäß

(Dk)ab := i fa
k
b (6.1.3)

eine Darstellung bilden: die adjungierte.

Wenn reelle Zahlen fklj gegeben sind, die vollständig anti-symmetrisch in klj sind und die
Jacobi-Identität

fl
j
mfm

k
n + fj

k
mfm

l
n + fk

l
mfm

j
n = 0 (6.1.4)

erfüllen, dann können sie als Strukturkonstanten einer Lie-Algebra verstanden werden. (Die

Identität (6.1.4) entsteht aus der Jacobi-Identität für Matrizen einer Darstellung.)
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Die zu ψa adjungierten Spinoren ψ̄a = ψ†aγ
o transformieren sich als Folge von

(6.1.1) gemäß
δωψ̄a = −i ωkT k∗ab ψ̄b = −i ωkψ̄bT kba. (6.1.5)

Damit sind also die bilinearen Kombinationen

LFo = iψ̄a∂/ψa −Mψ̄aψa (6.1.6)

invariant unter den starren Transformationen.

Zur Ankopplung von Vektorfeldern Ak
µ und ihrem Transformationsgesetz gelangen

wir nun, indem wir fordern, daß LF0 so erweitert wird, daß es auch noch invariant
bleibt, wenn die Parameter ωk ortsabhängig werden

ωk = ωk(x). (6.1.7)

Damit gleichbedeutend ist die Forderung, daß sich die kovariante Ableitung

Dµψa := (∂µ − i tkabAkµ)ψb (6.1.8)

genauso transformiert wie das Feld ψa

δω(x)(Dµψa) = i ωk(x)T kab(Dµψ)b. (6.1.9)

(Die Größen tk und die Transformation von Ak
µ sind zu finden.) Die linke Seite

dieser Gleichung lautet ausgeschrieben

i∂µω
kT kψ + iωkT k∂µψ − itkδAkµψ + (−i)tkAkµiωlT lψ, (6.1.10)

während die rechte Seite durch

iωkT k∂µψ + iωkT k(−i)tlAlµψ (6.1.11)

gegeben ist. Setzen wir tk = T k und lassen δAk
µ mit

δAkµ = ∂µω
k + . . . (6.1.12)

beginnen, so muß nur noch der zweite Summand in (6.1.11) durch einen in Ak
µ

homogenen Beitrag zu δAk
µ kompensiert werden. Mit Hilfe von (6.1.2) sieht man,

daß die vollständige Transformation von Ak
µ

δAkµ = ∂µω
k − f kljωlAjµ (6.1.13)

lautet. Bevor wir diese Ergebnisse zusammenfassen, wollen wir noch eine beque-
mere Schreibweise einführen. Die Matrizen τ k mögen die fundamentale Darstel-
lung von G erzeugen

[τk, τ l] = i f kljτ j (6.1.14)
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und normiert sein gemäß
Tr(τ kτ l) = δkl, (6.1.15)

dann definieren wir
Aµ := Akµτ

k , ω := ωkτk (6.1.16)

(Umkehrung: Ak
µ = Tr(τ kAµ), ω

k = Tr(τ kω)). Hiermit läßt sich die Transforma-
tion der Vektorfelder als

δAµ = ∂µω + i[ω,Aµ] (6.1.17)

schreiben. Als invariante Lagrangefunktion hat sich ergeben

LF = iψ̄aDµγ
µψ −Mψ̄aψa (6.1.18)

Dµ ≡ ∂µ − iT kAkµ (6.1.19)

Dieses Konstruktionsprinzip für kovariante Ableitungen läßt sich natürlich auch
für skalare Felder anwenden. Wir ordnen die reell geschriebenen skalaren Felder
in einem Vektor Φ an, setzen voraus, daß sie sich unter starren Transformationen
ebenfalls gemäß einer Darstellung T̂ transformieren

δωΦ = ωkT̂ kΦ (6.1.20)

und finden als kovariante Ableitung

DµΦ = (∂µ − T̂ kAkµ)Φ. (6.1.21)

(Für reelle Felder sind die T̂ k reell und anti-symmetrisch zu wählen.) Eine kon-
ventionell normierte invariante Lagrangefunktion lautet dann

LB =
1

2
DµΦD

µΦ− 1

2
m2ΦΦ (6.1.22)

Es ist nun offensichtlich, daß folgende Verallgemeinerung gilt: alle Feldpolynome,
die aus Materiefeldern und deren kovarianten Ableitungen aufgebaut sind, sind
automatisch invariant unter lokalen Eichtransformationen, wenn sie unter starren
Eichtransformationen invariant sind.

Zur Vervollständigung des Systems der Invarianten wollen wir schließlich noch
eine angeben, die eine freie Lagrangefunktion für die Vektorfelder Ak

µ enthält.
Der Feldstärkentensor der Abelschen Näherung

F k
µν = ∂µA

k
ν − ∂νAkµ (6.1.23)

muß erweitert werden um Beiträge derselben Dimension, die sich ebenfalls unter
der adjungierten Darstellung transformieren. Eine kleine Rechnung ergibt, daß
sich

Fµν := F k
µντ

k = ∂µAν − ∂νAµ − i[Aµ, Aν] (6.1.24)
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unter lokalen Eichtransformationen kovariant transformiert

δω(x)Fµν = i[ω(x), Fµν]. (6.1.25)

Damit folgt für FµνF
µν :

δω(x)(FµνF
µν) = i[ω(x), FµνF

µν] (6.1.26)

und

LYM = −1

4
Tr(FµνF

µν) (6.1.27)

ist eine Invariante.

Die allgemeinste invariante Lagrangefunktion läßt sich also als Summe

Linv =
1

g2
LYM + LF + LB + L(ψ,Φ) (6.1.28)

angeben. Hierbei enthält L(ψ,Φ) alle Invarianten (starr invariant = lokal invari-
ant) die sich aus den Feldern ψa und Φ ohne Ableitungen konstruieren lassen.

6.2 Ward-Identitäten

Es erweist sich als zweckmäßig, die Symmetrie eines Modells über seine Wirkung
zu formulieren: Zum einen ist die Invarianz einer Wirkung etwas allgemeiner als
die einer Lagrangefunktion, zum anderen läßt sich die klassische Wirkung als
erster Term in einer systematischen Entwicklung der quantisierten Theorie inter-
pretieren.

Wir definieren also

Γinv =

∫

dxLinv (6.2.1)

(dx ≡ d4x,Linv aus (6.1.28))
und wollen die Invarianz von Γinv unter den lokalen Eichtransformationen formu-
lieren. Hierzu führen wir den funktionalen Differentialoperator wk ein:

wkΓ ≡− ∂µ
δΓ

δAkµ(x)
− f klmAlµ(x)

δΓ

δAmµ (x)
+

Γ
←

δ

δψa(x)
iT kabψb(x)− iψ̄b(x)T kba

~δΓ

δψ̄a(x)

+ ϕs(x)T̂
k
rs

δΓ

δϕr(x)
(6.2.2)

(Die Pfeile auf den Spinorableitungen geben an, daß die Ableitung nach links
bzw. nach rechts wirkt: so werden die Vorzeichen bei der Antikommunikation von
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spinoriellen Größen berücksichtigt.) Die Invarianz von Γinv ist dann ausgedrückt
durch

wkΓinv = 0. (6.2.3)

Diese Gleichung folgt ohne zusätzliche Rechnung aus der oben bewiesenen Inva-
rianz, wenn man benutzt, daß für alle Felder die “naive” Transformation aus der
funktionalen gewonnen werden kann, z.B.:

ϕsT̂rs
δ

δϕr(x)

∫

dzϕt(z) = ϕsT̂ts = δϕt. (6.2.4)

Gleichung (6.2.3) heißt lokale Ward-Identität. Zur globalen oder zur Ward-Identität
der starren Symmetrietransformationen gelangen wir durch Integration von (6.2.3)
über die Raum-Zeit (und Multiplikation mit i):

W k ≡i
∫

dx
(

−f klmAlµ(x)
δ

δAmµ (x)
+

←

δ

δψa(x)
iT kabψb(x)− iψb(x)T kba

~δ

δψ̄a

+ ϕs(x)T̂
k
rs

δ

δϕr
(x)
)

(6.2.5)

Die Invarianz von Γinv unter starren Symmetrietransformationen (ω(x) = const.)
wird durch

W kΓinv = 0 (6.2.6)

ausgedrückt. Zur Quantisierung von Eichtheorien ist es notwendig, die Eichung zu
fixieren: nur dann läßt sich der im Vektorfeld bilineare Teil von ΓYM invertieren.
Wir addieren also zu Γinv einen Term Γg.f.

Γ = Γinv + Γg.f., (6.2.7)

Γg.f. = −
1

2α
Tr

∫

(∂µA
µ)2, (6.2.8)

der zwar starr invariant ist, aber die lokale Eichinvarianz verletzt:

τkwk(x)Γ = − 1

α
(�∂A− i[Aµ, ∂µ∂λA

λ]) (6.2.9)

In der Abelschen Theorie verschwindet der zweite Term auf der rechten Seite; wir
haben früher gezeigt (Abschnitt 4.4), daß ∂A ein freies Feld ist und damit die
Unitarität der QED bewiesen werden kann. Hier, im nicht-Abelschen Fall, trägt
der zweite Term bei: ∂A ist i.a. ein wechselwirkendes Feld, die Unitarität kann
nicht in einfacher Weise aus der Ward-Identität gefolgert werden. Dies schränkt
ihre Brauchbarkeit ganz erheblich ein.
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6.3 Beispiele

Relevant für die derzeit phänomenologisch erfolgreiche Beschreibung der Teilchen-
physik ist das sogenannte Standard-Modell, dessen Eichgruppen und Feldinhalt
wir als Beispiel anführen wollen.

Eichgruppe SU(3)

Die fundamentale Darstellung der SU(3) wird erzeugt von 8 Hermiteschen Ma-
trizen, für die eine übliche Basiswahl die folgende ist:

T i =
1

2
λi i = 1, . . . , 8 [T i, T j] = if ijkT k (6.3.1)

λ1 =





0 1 0
1 0 0
0 0 0



 λ2 =





0 −i 0
i 0 0
0 0 0



 λ3 =





1 0 0
0 −1 0
0 0 0





λ4 =





0 0 1
0 0 0
1 0 0



 λ5 =





0 0 −i
0 0 0
i 0 0



 (6.3.2)

λ6 =





0 0 0
0 0 1
0 1 0



 λ7 =





0 0 0
0 0 −i
0 i 0



 λ8 =
1√
3





1 0 0
0 1 0
0 0 −2





Eigenschaften:

Tr(λi) = 0 Tr(λiλj) = 2δij {λi, λj} =
4

3
δij1 + 2dijkλk (6.3.3)

Die von Null verschiedenen Strukturkonstanten fabc von SU(3) lauten

f123 = 1, f147 = −f156 = f246 = f257 = f345 = −f367 =
1

2
,

f458 = f678 =
1

2

√
3

(6.3.4)

f ijk ist vollständig antisymmetrisch. Die von Null verschiedenen dijk lauten

d118 = d228 = d338 = −2d448 = −2d558 = −2d668

= −2d778 = −d888 =
1√
3

d146 = d157 = −d247 = d256 = d344 = d355

= −d366 = −d377 =
1

2

(6.3.5)
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dijk ist vollständig symmetrisch. Als Materie wählen wir 3F Dirac-Spinoren, die
wir für jedes a in einem Vektor anordnen:

q(a) =






q
(a)
1

q
(a)
2

q
(a)
3




 ≡





r(a)

g(a)

b(a)




Farb-Triplett
a = 1, . . . , F (6.3.6)

Sie transformieren sich gemäß

δωq
(a) = ig3

λk

2
ωkq(a) (6.3.7)

Die Zahl F gibt die Anzahl von “Düften” (engl.: flavours, frz.: parfums) an, in
denen die Quarks q( ) vorkommen:

q(a) : a=up, down, charm, strange, top, bottom,. . . ?

Die Vektorfelder, die zur lokalen Eichgruppe SU(3) gehören, bezeichnet man als
Gluonen (auf deutsch vielleicht: “Leimchen”). Eine invariante Lagrange-Funktion
ist durch

L = −1
4
F k
µνF

kµν + i
F∑

a=1

q̄(a)Dµγ
µq(a) − Lm (6.3.8)

F k
µν ≡ ∂µA

k
ν − ∂νAkµ − ig3[Aµ, Aν]

k (6.3.9)

Dµ ≡ ∂µ − ig3
λk

2
Akµ (6.3.10)

Lm = mabq̄
(b)
k q

(a)
k (6.3.11)

gegeben. (Gegenüber (6.1.28) haben wir eine Änderung der Normierung vorge-
nommen: Aµ → g3Aµ.)

Der Massenterm Lm ist farbinvariant. Er wird erst durch die weiteren Symme-
trien des Standard-Modells verboten werden. Diese Eichtheorie heißt Quanten-
chromodynamik (QCD). Sie beschreibt die starke Wechselwirkung der Quarks
und Gluonen. Experimentell sind bisher nur Farb-Singuletts beobachtet worden,
woraus für die Theorie die Aufgabe erwächst, den sogen. permanenten Quark-
Einschluß (engl. confinement) aus der QCD herzuleiten. Diese Aufgabe ist bisher
nicht befriedigend gelöst.

Eichgruppe SU(2)× U(1)

Wir wollen zunächst den leptonischen Sektor dieser Eichtheorie (elektro-schwache
Theorie) betrachten. Ausgangspunkt für die Formulierung war der phänomeno-
logische Erfolg der effektiven Lagrange-Funktion

Leff = −GF√
2
J†λJ

λ + h.c., (6.3.12)
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wobei
J

(lep)
λ = ν̄eγλ(1− γ5)e+ ν̄µγλ(1− γ5)µ (6.3.13)

und hiermit z.B. der µ-Zerfall µ → e + ν̄e + νµ in guter Näherung beschrieben
wird. D.h. beobachtbar ist der geladene schwache Strom

J (−)
w = ēLγ

λνL (6.3.14)

sowie sein konjugierter Partner

J (+)λ
w = ν̄Lγ

λeL (6.3.15)

(hier geschrieben für ein Lepton und sein zugehöriges Neutrino). Ebenso beob-
achtbar ist der elektromagnetische ungeladene Strom

Jλem = ψ̄eγ
λψe = ēRγ

λeR + ēLγ
λeL. (6.3.16)

Hier haben wir den Dirac-Spinor ψe zerlegt in rechts- und linkshändige Anteile

eR
L

=
1

2
(1± γ5)ψe (6.3.17)

ēL ≡ e†Lγ
o = ψ†e

1

2
(1− γ5)γ

o = ψ̄e
1

2
(1 + γ5) (6.3.18)

γ2
5 = 1, γ†5 = γ5, γ5 = iγoγ1γ2γ3 (6.3.19)

Projektoreigenschaft: γ± ≡
1

2
(1± γ5) : γ2

± = γ±, γ+ + γ− = 1 (6.3.20)

Diese Zerlegung wird nahegelegt von der Vektor-Axialvektor-Form des Stromes
(6.3.13), mit dem zusammen der elektromagnetische Strom eine größere Struktur
aufspannen soll. Wir fassen ein Neutrino und sein linkshändiges Lepton zu einem
Dublett zusammen:

L =

(
νL
eL

)

(6.3.21)

und schreiben dann mit Hilfe von

τ3 =

(
1 0
0 −1

)

τ− =
1

2
(τ1 − iτ2) =

(
0 0
1 0

)

τ+ =
1

2
(τ1 + iτ2) =

(
0 1
0 0

) (6.3.22)

Jλem = ēRγ
λeR + L̄γλ

1

2
(1− τ3)L (6.3.23)

J (−1)λ
w = L̄γλτ−L (6.3.24)

J (+)λ
w = L̄γλτ+L (6.3.25)
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Damit sind diese Ströme aber gerade Linearkombinationen von SU(2) × U(1)
Strömen

Jλ =
1

2
L̄γλτL (6.3.26)

Jλ =
1

2
L̄γλL+ ēRγ

λeR (6.3.27)

Sie gehören zu den folgenden Symmetrietransformationen auf den Feldern

δωL =
i

2
τ · ωg2L + iθg1yLL (6.3.28)

δ eR = iθg1yReR (6.3.29)

yL = −1

2
, yR = −1 (6.3.30)

D.h. L ist ein SU(2)-Dublett (schwacher Isospin), mit den folgenden Quanten-
zahlen

T3(νL) = +
1

2
Q(νL) = 0 (6.3.31)

T3(eL) = −1

2
Q(eL) = −1 (6.3.32)

(T3: dritte Komponente des schwachen Isospins, Q : elektrische Ladung← U(1)).
Auf beiden Komponenten gilt

(Q− T3)(νe) = −1

2
= (Q− T3)(eL) (6.3.33)

Die Quantenzahl Y
Y := Q− T3 (6.3.34)

ist die schwache Hyperladung.
Auf dem rechtshändigen Anteil des Leptons gilt

T3(eR) = 0, Q(eR) = −1, (6.3.35)

Also auch hier gilt (6.3.34).

Die Verallgemeinerung dieser Zuordnung von Multiplettstruktur und Quanten-
zahlen führt zum Standard-Modell: die linkshändigen Anteile der Leptonen bilden
mit den jeweiligen Neutrinos SU(2)-Dubletts, die rechtshändigen Teile der Lep-
tonen Singuletts, während rechtshändige Neutrinos nicht auftreten. Damit ist
die Parität per constructionem gebrochen und die SU(2)-Symmetrie hat chiralen
Charakter: Der Massenterm

ēe = ēLeR + ēReL (6.3.36)
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ist nicht invariant: θ = 0, ω 6= 0

δω(ēe) =
i

2
g2

[

(−ω3ēL + (ω1 − iω2)ν̄L)eR + ēR((ω1 + iω2)νL − ω3eL)
]

6= 0
(6.3.37)

Die Massen der Leptonen und Neutrinos sind Null, solange die SU(2) × U(1)-
Symmetrie nicht gebrochen ist.

Tabelle (T.6.3)

Die Quantenzahlen der Fermionen in der elektroschwachen Theorie

SU(2)× U(1)

t3 y q = t3 + y
(νe, νµ, ντ )L +1

2
−1

2
0

(e, µ, τ)L −1
2

−1
2

−1
(u, c, t)L +1

2
+1

6
+2

3

(d, s, b)L −1
2

+1
6

−1
3

(e, µ, τ)R 0 −1 −1
(u, c, t)R 0 +2

3
+2

3

(d, s, b)R 0 −1
3

−1
3

Nach diesen Darlegungen ist es nicht schwierig, auch die nicht-leptonischen Sek-
toren entsprechend zu ergänzen. Für die elektro-schwache Wechselwirkung der
Quarks bildet man ebenfalls Dubletts von linkshändigen Anteilen und Singu-
letts von rechtshändigen:

(
u
d

)

L
, uR, dR unter SU(2), erlaubt aber jetzt für beide

linkshändigen Partner im Dublett das Auftreten der rechtshändigen. Die Quarks
sind also im Symmetrielimes ebenfalls masselos: Lm (6.3.22) ist durch die SU(2)-
Invarianz verboten. Insgesamt ergibt sich die Familienstruktur

e− Fam.
(
νe
e

)

L

(
u
d

)

L
eR, uR, dR

µ− Fam.
(
νµ
µ

)

L

(
c
s

)

L
µR, cR, sR

τ − Fam.
(
ντ
τ

)

L

(
t
b

)

L
τR, tR, bR

(Die Quarks bilden Farbtripletts, s.o. (6.3.6).) Das Top-Quark ist bisher (Okt.
1990) noch nicht gefunden worden. Die Quantenzahlen sind in der Tabelle (T.6.3)
zusammengefaßt.
Das Transformationsgesetz lautet:

δψ =
i

2
g2ω · τψ + ig1θy(ψ)ψ für ein Dublett ψ, (6.3.38)

δψ =ig1θy(ψ)ψ für ein Singulett ψ. (6.3.39)
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Die Eichfelder, die zur SU(2)-Gruppe gehören, bezeichnen wir mit Ak
µ k =

1, 2, 3; die der U(1) mit Bµ. Sie haben dann als invariante Lagrangefunktion die
übliche (6.1.27) und für Dubletts bzw. Singuletts sind die folgenden kovarianten
Ableitungen zu verwenden:

Dµψ =(∂µ −
i

2
g2τ · Aµ − ig1y(ψ)Bµ)ψ ψ Dublett , (6.3.40)

Dµψ =(∂µ − ig1y(ψ)Bµ)ψ ψ Singulett . (6.3.41)

Die symmetrische Theorie hat Schwierigkeiten mit der unmittelbaren phänomeno-
logischen Anwendung: die (direkt beobachtbaren) Leptonen sind massiv, die (in-
direkt beobachteten) Quarks ebenfalls. Die effektive Vier-Fermion-Wechselwirkung
(6.3.12) läßt sich nur mit massiven Vektorteilchen reproduzieren:

aus für Impulsüberträge, die klein gegen die Vektormas-

se sind. Alle diese Massen können erzeugt werden durch spontane Symmetrieb-
rechung. Bevor wir uns jedoch diesem Problemkreis zuwenden, wollen wir eine
Umformulierung der symmetrischen Theorie studieren, die dann auch erlauben
wird, das Unitaritätsproblem in massiven Vektortheorien zu lösen.

6.4 Bibliographische Angaben

Das Standard-Modell wird verständlicherweise in zahlreichen Büchern abgehan-
delt. Wir stützen uns auf eine Vorlesung von Clark (Lafayette).
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Kapitel 7

BRS-Transformationen und
Slavnov-Identität

7.1 BRS-Transformationen

Das Kernproblem, das man zu lösen hat, um nicht-Abelsche Eichmodelle von Mo-
dellen zu Theorien zu befördern, ist der Beweis der Unitarität. Der erste Schritt
in diese Richtung war die Einführung der Faddeev-Popov-(ΦΠ)-Geister, dann ihr
systematischer Gebrauch in der Slavnov-Identität. Diese wiederum erwies sich
als Identität, die eine Symmetrie ausdrückt: die Invarianz unter Becchi-Rouet-
Stora-Transformationen. Bei deren genauerer Analyse stellte sich heraus, daß sie
neben diesem feldtheoretischen Aspekt auch in einem rein algebraischen Aspekt
außerordentlich fruchtbar sind: sie charakterisieren nämlich in eleganter Weise
die algebraische Struktur von Transformationen unter Lie-Gruppen. Wir begin-
nen deswegen unsere Darstellung mit dieser Seite des Problems.

7.1.1 Algebraischer Aspekt

Wir betrachten einen Satz (komplexer) skalarer Felder ϕa und definieren auf ihnen
eine Transformation

sϕa = i ck+T
k
abϕb (7.1.1)

mit Parametern ck+ und Zahlen T kab. Die Wiederholung dieser Transformation
ergibt

s2ϕa = isck+T
k
abϕb + εick+T

k
abic

l
+T

l
bcϕc (7.1.2)

Dabei haben wir uns vorbehalten, daß sich die “Parameter” ck+ ebenfalls trans-
formieren und mit ε = ±1 die Wahl offengelassen, ob s mit ck+ kommutiert oder
antikommutiert. Der zweite Summand in (7.1.2) suggeriert die Regel

(R1) ck+c
l
+ = −cl+ck+, (7.1.3)

163
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denn dann entsteht der Kommutator [T k, T l]:

s2ϕa = isck+T
k
abϕb −

1

2
εck+c

l
+[T k, T l]abϕb, (7.1.4)

der ja algebraisch ausgezeichnet ist; wenn nämlich die T k Erzeugende der Dar-
stellung einer Gruppe auf ϕa sind, dann gilt

[T k, T l] = i f klmTm (7.1.5)

und damit

s2ϕa = i(scm+ − ε
1

2
fmklck+c

l
+)Tmabϕb (7.1.6)

Wenn wir also cm+ gemäß

scm+ = ε
1

2
fmklck+c

l
+ (7.1.7)

transformieren, erhalten wir
s2ϕa = 0, (7.1.8)

s ist nilpotent auf ϕa.
Ein etwas allgemeinerer Ansatz für das Transformationsgesetz von cm+ ist demnach

scm+ = xm[kl]ck+c
l
+, (7.1.9)

wobei die eckigen Klammern [kl] andeuten, daß x – in Übereinstimmung mit Regel
(R1) – in kl antisymmetrisch ist. Wir führen nun auch auf cm+die Transformation
s ein zweites Mal aus.

s2cm+ = xm[kl]xk[no]cn+c
o
+c

l
+ + εxm[kl]ck+x

l[pq]cp+c
q
+

= (xm[kl]xk[no] + εxm[nk]xk[ol])cn+c
o
+c

l
+

(7.1.10)

Wegen Regel (R1) antisymmetrisieren wir vollständig:

s2cm+ =
1

3

[(

xm[kl]xk[no] + xm[kn]xk[ol] + xm[ko]xk[ln]
)

+ ε
(

xm[nk]xk[ol] + xm[ok]xk[ln] + xm[lk]xk[no]
)]

cn+c
o
+c

l
+

=
1

3
(1− ε)

(

xm[kl]xk[no] + xm[kn]xk[ol] + xm[ko]xk[ln]
)

cn+c
o
+c

l
+

(7.1.11)

Für ε = +1 gilt s2cm+ = 0 trivialerweise.
Für ε = −1 folgt aus s2cm+ = 0

xm[kl]xk[no] + xm[kn]xk[ol] + xm[ko]xk[ln] = 0. (7.1.12)

Dies ist aber gerade die Jacobi-Identität, deren Lösungen

xm[kl] = −1

2
fmkl, (7.1.13)
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die Lie-Algebren charakterisieren. Jede Wahl von fmkl sagt dann, daß man mit
der von diesen f ′s bestimmten Algebra arbeiten möchte. Wir fassen zusammen:

Resultat 1 : Der Ansatz scm+ = xm[kl]ck+c
l
+ (7.1.14)

führt mit Regel(1) ck+c
l
+ = −cl+ck+ (7.1.15)

und Regel(2) s(c+g) = sc+g − c+sg (ε = −1) (7.1.16)

und der Forderung s2cm+ = 0 (Nilpotenz von s) (7.1.17)

zu
scm+ = −1

2
fmklck+c

l
+, (7.1.18)

wobei die fmkl die Strukturkonstanten einer Lie-Algebra G sind.

Resultat 2 : Der Ansatz sϕa = ick+T
k
abϕb (7.1.19)

führt mit Regel (1), Regel (2) und der Forderung
s2ϕa = 0 (7.1.20)

zu
[T k, T l] = if klmTm, (7.1.21)

d.h. die Matrizen T k erzeugen eine Darstellung der Lie-Algebra G.

Wir wollen nun noch untersuchen, wie diese Transformation s (BRS-Transformation)
auf den Vektorfeldern Ak

µ aussehen könnte. Hierzu ersehen wir aus (7.1.19), daß
die “Parameter” ck+ wie Parameter von Eichtransformationen eingeführt sind,
d.h.

sAkµ = akl∂µc
l
+ − bklmcl+Amµ (7.1.22)

wäre ein analoger Ansatz.
Unter der Annahme, daß s mit ∂µ vertauscht (Regel 3), führt die Wiederholung
der Transformation nach kurzer Rechnung zu

s2Akµ =(aklf lno + bkomamn)co+∂µc
n
+

+
1

2
(bklmf lno − bknrbrom + bkorbrnm)cn+c

o
+A

m
µ .

(7.1.23)

Die Forderung s2Akµ = 0
(7.1.24)

kann erfüllt werden mit

bkomamn = aklf lon (7.1.25)

Oder:

bk(o)m = aklf lon(a−1)nm. (7.1.26)
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D.h. die Matrix ib ist äquivalent zur adjungierten Darstellung, wobei die Äqui-
valenztransformation durch die Matrix a vermittelt wird. Damit ist auch der
Koeffizient des zweiten Summanden in (7.1.23) Null.

Resultat 3: Die Forderung s2Aµ = 0
(7.1.27)

(Nilpotenz von s) führt nach Äquivalenztransformation zu

sAµ = ∂µc+ + i[c+, Aµ] (7.1.28)

(hier haben wir c+ ≡ τ kck+ geschrieben).
Wir können diese Resultate folgendermaßen zusammenfassen:

Die Transformationsansätze (7.1.1, 7.1.9) und (7.1.22) sind die allgemeinsten,
die verträglich sind mit Erhaltung der Dimension (c+ wird mit Dimension Null
gezählt), mit Zuordnung einer Ladung (φπ-Ladung) +1 für c+ und Erhöhung
der φπ-Ladung um +1 durch s. Die Regeln (1), (2), (3) können dahingehend
zusammengefaßt werden, daß s eine grassmannwertige Transformation ist: s an-
tikommutiert mit sich selbst und mit c+ (c+ ist grassmannwertig, “fermionisch”),
kommutiert aber mit allen bosonischen Größen. Mit diesen Ansätzen und Regeln
als Voraussetzung folgt aus der Nilpotenz von s auf φ, c+, Aµ
s ist eine Eichtransformation auf φ und Aµ (mit Darstellungen T bzw. if)
die Eichgruppe G ist durch die Wahl der Strukturkonstanten f im Transforma-
tionsgesetz von c+ festgelegt.

Etwas schlagwortartig formuliert: die Nilpotenz von s auf φ, c+ und A impliziert
alle algebraischen Aussagen der Eichtransformationen auf den elementaren Fel-
dern.

7.1.2 Feldtheoretischer Aspekt

Die vorhergehende Zusammenfassung hat bereits die nächsten Schritte angedeu-
tet: wir wollen c+ jetzt als Feld auffassen, Invarianten konstruieren und dann auch
im Bereich der Feldtheorie die Nilpotenz der s entsprechenden Operation auf der
Wirkung Γ untersuchen.

Da s auf Materiefeldern ϕa, ψ und auf Aµ wie eine Eichtransformation aussieht,
sind alle Eichinvarianten auch BRS-Invarianten. Gesucht sind jetzt Invarian-
ten, die c+ enthalten. Um sie zu finden, prüfen wir nach, wie s auf dem nicht-
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eichinvarianten Teil von Γ operiert. Wir betrachten zuerst die (α,B)-Eichung.

Γg.f. = Tr

∫

dx
(α

2
B2 +B∂A

)

(7.1.29)

sΓg.f. = Tr

∫

dx(α(sB)B + sB∂A +B∂sA) (7.1.30)

Aus (7.1.28) ersehen wir, daß

∂µsAµ = �c+ + i∂µ[c+, Aµ]. (7.1.31)

Wenn wir jetzt ein neues Feld c− einführen, so daß

sc− = B, (7.1.32)

s2c− = sB = 0, (7.1.33)

dann kann der Summand
∫
sc−�c+ in (7.1.30) als Teil der Variation von

Γφπ = −Tr
∫

dxc−�c+ + c−i∂
µ[c+, Aµ] (7.1.34)

verstanden werden. Hier ist der erste Summand ein “vernünftiger” kinetischer
Term für ein skalares Feld und insgesamt kann so Γg.f. zu einer Invarianten

ergänzt werden:

s(Γg.f. + Γφπ) = sTr

∫

dx
(α

2
B2 +B∂A − c−∂µDµc+

)

= 0 (7.1.35)

Hier haben wir die kovariante Ableitung für c+

Dµc+ ≡ ∂µc+ + i[c+, Aµ] (7.1.36)

definiert. Starre Invarianz ist gewahrt, wenn wir annehmen, daß sich c± gemäß
der adjungierten Darstellung transformieren

δωc± = i[ω, c±] c± ≡ τ kck± . (7.1.37)

Die gesamte Wirkung

Γ′ = Γinv + Γg.f. + Γφπ (7.1.38)

Γ′ = Γinv + Tr

∫

dx
(α

2
B2 +B∂A− c−∂Dc+

)

(7.1.39)

ist demnach invariant unter den BRS-Transformationen

sc+ = ic+c+, sc− = B,

sAµ = Dµc+, sB = 0, (α,B)− Eichung

sϕa = ick+T
k
abϕb.

(7.1.40)



168KAPITEL 7. BRS-TRANSFORMATIONEN UND SLAVNOV-IDENTITÄT

Auch für die α-Eichung

Γg.f. = Tr

∫

dx(− 1

2α
)(∂A)2 (7.1.41)

läßt sich eine invariante Erweiterung finden:

sΓg.f. = Tr

∫

dx(− 1

α
)∂A∂sA = Tr

∫

dx(− 1

α
)∂A∂µDµc+ (7.1.42)

legt nahe ∂A als Variation eines neuen Feldes c− aufzufassen

sc− = ∂A (7.1.43)

und damit als φπ-Wirkung

Γφπ = −Tr
∫

dx(− 1

α
)c−∂Dc+ (7.1.44)

einzuführen. In der Tat ist dann

Γ′ = Γinv + Γg.f. + Γφπ (7.1.45)

Γ′ = Γinv + Tr

∫

dx
(

− 1

2α
(∂A)2 +

1

α
c−∂Dc+

)

(7.1.46)

invariant unter

sc+ = ic+c+, sc− = ∂A,

sAµ = Dµc+, α-Eichung

sϕa = ick+T
k
abϕb,

(7.1.47)

aber in dieser Eichung ist die BRS-Transformation nicht nilpotent auf c−:

s2c− = ∂sA = ∂Dc+ 6= 0. (7.1.48)

7.2 Die Slavnov-Identität: Klassische Näherung

7.2.1 Herleitung und Eigenschaften

Um auf die Vorgehensweise in höheren Ordnungen vorzubereiten, wollen wir die
BRS-Invarianz für das Funktional der klassischen Wirkung formulieren (vergl.
Abschnitt 6.2):

sΓ′ ≡
∫

dx

(

Tr
(

sA
δΓ′

δA
+ sc+

δΓ′

δc+
+ sc−

δΓ′

δc−

)

+ sΦ
δΓ′

δΦ

)

= 0 (7.2.1)
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(Da B invariant ist, gilt diese Form für beide oben angegebene Eichungen.) Da
c+ ein propagierendes Feld ist, sind die Transformationen (7.1.40) bzw. (7.1.47)
nicht-linear in zu quantisierenden Feldern, entsprechen also zusammengesetzten
Operatoren, die nicht ohne weiteres definiert sein werden. Ein übliches Verfah-
ren, solche Produkte zu konstruieren, besteht darin, sie an äußere Felder zu kop-
peln und diese dann im Quantisierungsprozeß als nicht-propagierende Felder zu
berücksichtigen. Wir führen also

Γe.f. =

∫

dx
(

Tr(ρµsAµ + σsc+) + Yasϕa

)

(7.2.2)

so ein, daß für

Γ = Γ′ + Γe.f. (7.2.3)

δΓ

δρµ
= sAµ (7.2.4)

δΓ

δσ
= sc+ (7.2.5)

δΓ

δYa
= sϕa (7.2.6)

gilt. Unter der Annahme, daß die äußeren Felder unter s invariant sind, ist wei-
terhin

sΓ = 0 (7.2.7)

gültig. In der klassischen Näherung folgt nun durch Einsetzen von (7.2.4-7.2.6)
in (7.2.1)

S(Γ) ≡
∫

dx

(

Tr

(
δΓ

δρµ
δΓ

δAµ
+
δΓ

δσ

δΓ

δc+
+B

δΓ

δc−

)

+
δΓ

δYa

δΓ

δϕa

)

= 0 (7.2.8)

in der (α,B)-Eichung und

S(Γ) ≡
∫

dx

(

Tr

(
δΓ

δρµ
δΓ

δAµ
+
δΓ

δσ

δΓ

δc+
+ ∂A

δΓ

δc−

)

+
δΓ

δYa

δΓ

δϕa

)

= 0 (7.2.9)

in der α-Eichung, d.h. in Γ bilineare Funktionalgleichungen: die Slavnov-Identität.
(Eine Herleitung, die in allen Ordnungen der Störungstheorie gilt, wird weiter
unten im Abschnitt 7.3 angegeben werden.) Daß Γ linear und bilinear auftritt,
erlaubt zunächst keine einfache Interpretation des Slavnov-Operators S(Γ) als
Symmetrietransformation. Um zu einer solchen zu gelangen, ist es zweckmäßig,
(7.2.8) auf eine rein Γ-bilineare Form zu bringen. Wir führen über

Γ = Γg.f. + Γ̄ = Tr

∫

(dx
α

2
B2 +B∂A) + Γ̄ (7.2.10)
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ein neues Funktional Γ̄ ein, das nicht mehr von B abhängt. Damit wird aus (7.2.8)

S(Γ) =

∫

dx

(

Tr

(

B
(

∂
δΓ̄

δρ
+
δΓ̄

δc−

)

+
δΓ̄

δρ

δΓ̄

δA
+
δΓ̄

δσ

δΓ̄

δc+

)

+
δΓ̄

δYa

δΓ̄

δϕa

)

= 0 (7.2.11)

Als notwendige Bedingung für die Gültigkeit der Slavnov-Identität folgt also

∂
δΓ̄

δρ
+

δΓ̄

δc−
= 0, (7.2.12)

d.h. Γ̄ hängt von c− und ρ nur über die Kombination

ηµ = ρµ + ∂µc− (7.2.13)

ab. Ist diese Bedingung erfüllt (und sie ist es natürlich für Γ aus (7.2.3))), dann
hat die Slavnov-Identität die Gestalt

S(Γ) ≡
∫

dx

(

Tr

(
δΓ̄

δη

δΓ̄

δA
+
δΓ̄

δσ

δΓ̄

δc+

)

+
δΓ̄

δYa

δΓ̄

δϕa

)

= 0. (7.2.14)

Schreiben wir nun noch

S(Γ) =
1

2
BΓ̄Γ̄ = 0 (7.2.15)

mit

BΓ̄ ≡
∫
(

Tr
(δΓ̄

δη

δ

δA
+
δΓ̄

δA

δ

δη
+
δΓ̄

δσ

δ

δc+
+
δΓ̄

δc+

δ

δσ

)

+
δΓ̄

δYa

δ

δϕa
+
δΓ̄

δϕa

δ

δYa

)

, (7.2.16)

dann können wir die Slavnov-Identität als Ausdruck für eine Symmetrietransfor-
mation interpretieren:

δΓ̄

δη
= BΓ̄A = sA (7.2.17)

δΓ̄

δσ
= BΓ̄c+ = sc+ (7.2.18)

δΓ̄

δYa
= BΓ̄ϕa = sϕa (7.2.19)

BΓ̄ ist eine Transformation der jeweils angegebenen Felder (so wie in
∫
δωϕ

δ
δϕ

δωϕ

die Transformation des Feldes ϕ angab) und es ist eine Symmetrietransformation,
weil BΓ̄Γ̄ = 0 gilt. Die jeweils zweiten Gleichungen in (7.2.17) bis (7.2.19) gelten
deswegen, weil gerade so die äußeren Felder eingeführt waren. BΓ̄ ist also auf den
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(quantisierten) Feldern A, c+, ϕa genau die ursprüngliche BRS-Transformation.
Neu ist nunmehr die folgende Interpretation

δΓ̄

δA
= BΓ̄η =: bη (7.2.20)

δΓ̄

δc+
= BΓ̄σ =: bσ (7.2.21)

δΓ̄

δϕa
= BΓ̄Ya =: bYa (7.2.22)

Wie für A, c+, ϕa sagt BΓ̄ aus: erstens, daß η, σ, Ya und zweitens, wie η, σ, Ya zu
transformieren sind! (Für das hier benutzte klassische Funktional Γ̄ haben wir die
Bezeichnung BΓ̄ ≡ b eingeführt.) D.h. die äußeren Felder haben sich im Gegensatz
zur naiven Version (7.2.7) zu transformieren. Wir geben das Transformationsge-
setz explizit an:

Γ̄ = Γinv + Γφπ + Γe.f. (7.2.23)

(mit ηµ (7.2.13) als Variable).

bη =
δΓ̄

δA
=
δΓinv
δA

+
δ

δA
Tr

∫

η
(

∂c+ + i[c+, A]
)

bη =
δΓ̄inv
δA

+ i{η, c+} (7.2.24)

bηk =
δΓ̄inv
δAk

+ iT r
(

τk{η, c+}
)

bσ =
δΓ̄

δc+
=
δΓφπ
δc+

+
δ

δc+
Tr

∫ (

iσc+c+ + η(∂c+ + i[c+, A]
)

+
δ

δc+

∫

Y ic+Tϕ

bσ = ∂µηµ − i[Aµ, ηµ]− i[σ, c+] (7.2.25)

bσk = ∂µηkµ − iT r
(

τk[A, η]
)

− iT r
(

τk[σ, c+]
)

− iYaT kabϕb

bY =
δΓ̄

δϕ
=
δΓinv
δϕ

+
δ

δϕ

∫

Y ic+Tϕ

bYa =
δΓinv
δϕa

+ i Ybc
k
+T

k
ba (7.2.26)

In den vorstehenden Gleichungen haben wir bei der Berechnung der Ableitungen nach matri-
zenwertigen Variablen folgende Regel benutzt:

δ

δc+
Tr

∫

iσc+c+ = Tr(iσ
↓
c+ c+) + Tr(iσc+

↓
c+)

= Tr(i
↓
c+ c+σ)− Tr(i ↓

c+ σc+) = i(c+σ − σc+) = −i[σ, c+]

(7.2.27)

d.h. die zu differenzierende Variable muß durch zyklisches Vertauschen unter Berücksichtigung

der Grassmannwerte an die erste Stelle unter der Spur gebracht werden, dann “wirkt” die Dif-

ferentiation.
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Wir wollen nun noch zwei wichtige Eigenschaften von BΓ̄ beweisen:

BγBγγ ≡ 0 ∀γ (7.2.28)

BγBγ = 0 ∀γ mit Bγγ = 0 (7.2.29)

Hierzu kürzen wir Bγ ab

Bγ ≡
∑

α

∫
δγ

δvα
δ

δuα
+

δγ

δuα

δ

δvα
, (7.2.30)

mit v als antikommuntierender, u als kommutierender Variablen und δ
δv

als an-
tikommutierendem, δ

δu
als kommutierendem Operator. Dann folgt nach kurzer

Rechnung

BγBγ =

∫
(

δγ

δvα
δ2γ

δuαδvβ
+

δγ

δuα

δ2γ

δvαδvβ

)

δ

δuβ
(

δγ

δvα
δ2γ

δuαδuβ
+

δγ

δuα

δ2γ

δvαδuβ

)

δ

δvβ

(7.2.31)

Wirkt nun BγBγ auf γ, so kompensieren sich der erste und der vierte Summand,
während der zweite und dritte jeweils aufgrund von Symmetrie bzw. Antisymme-
trie allein verschwinden. Gilt Bγγ = 0, so ziehen wir in der ersten Zeile die Ablei-
tung δ

δvβ
, in der zweiten die Ableitung δ

δuβ
nach links, woraufhin in der Klammer

gerade −Bγγ bzw.Bγγ entsteht, die ja nach Voraussetzung verschwinden. Da-
mit ist (7.2.28) und (7.2.29) gezeigt. Wir sehen, daß der Differentialoperator Bγ

auf Funktionalen ganz ähnliche Eigenschaften hat wie s auf elementaren Feldern.
Damit könnte BΓ̄Γ̄ = 0 ganz ähnlich wie s auf elementaren Feldern die entspre-
chenden algebraischen Eigenschaften erzeugen. Dies wird in der Tat der Fall sein.

7.2.2 Allgemeine Lösung

Wir haben bisher ziemlich heuristisch verschiedene Symmetrietransformationen
diskutiert, die sich im weiteren Verlauf des Verfahrens als “nützlich” herausstellen
sollten. Mit dem vorhergehenden Abschnitt sind wir am ersten Punkt angelangt,
an dem sich diese “Nützlichkeit” erweisen kann. Wir wollen zeigen, daß die klas-
sische Wirkung (7.2.3), die unter starren Symmetrietransformationen und unter
BRS-Transformationen invariant war, in einem wohlbestimmten Sinne eindeutig
ist. Wir postulieren jetzt nämlich

starre Invarianz : WωΓ = 0 (7.2.32)

Eichbedingung : δΓ
δB

= αB + ∂A (7.2.33)

Slavnov-Identität : S(Γ) = 0. (7.2.34)
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Hier ist Wω ≡ ωkW k, s.(6.2.5), und die neu hinzugekommenen Felder B, c±, ρµ, σ
transformieren sich wie Ak

µ, während für Ya : δωYa = −iωlYbT lba gilt.Die explizite
Form der Slavnov-Identität ist in (7.2.8) angegeben. Für Γ lassen wir dabei die
allgemeinste Wirkung in den Feldern A,ϕ, c+, ρ, σ, Y der Dimension vier zu. Dann
behaupten wir, daß nur noch Normierungsbedingungen zu stellen sind, um die
Standardform (7.2.3) zu erreichen. Felder und ihre zugeordneten Quantenzahlen
sammeln wir in der Tabelle 7.2.2.

Feld Aµ ϕ ψ B c+ c− ρµ ηµ σ Yϕ Yψ
dim 1 1 3

2
2 0 2 3 3 4 3 5

2

QΦΠ 0 0 0 0 +1 −1 −1 −1 −2 −1 −1

Die starre Invarianz (7.2.32) sagt aus, daß für das allgemeine Γ, das wir suchen,
nur starre Invarianten zugelassen sind – die wir bereits alle kennen. Die Eichbe-
dingung (7.2.33) kann leicht integriert werden : es folgt, daß

Γ = Tr

∫

dx(
α

2
B2 +B∂A) + Γ̄(A, c±, ϕ, ρ, σ, Y ) (7.2.35)

(Tr : wegen starrer Invarianz).

Nun übernehmen wir das Ergebnis (7.2.12), (7.2.13) der Rechnung im vorher-
gehenden Abschnitt. Es besagt, daß auch das hier zu verwendende allgemeine
Funktional Γ̄ nur von der Kombination

η = ∂c− + ρ (7.2.36)

abhängt. Damit können wir also für Γ̄ den folgenden allgemeinsten Ansatz machen

Γ̄ = Γ̄(A,ϕ, c+, η, σ, Y )

Γ̄ = Λ(A,ϕ) +

∫

dx
(

ηµi(aij∂µc
j
+ − bijkcj+Akµ)

+ σi(−1

2
)ci[jk]cj+c

k
+ + Yat

k
abc

k
+ϕb

)

− iȲat∗kabck+ϕk

(7.2.37)

Die Dimensionen und φπ-Ladungen der äußeren Felder erlauben keine anderen
Kopplungen, der Term Λ ist unabhängig von äußeren Feldern. Mit der Form
(7.2.3) für Γ reduziert sich die Slavnov-Identität auf

BΓ̄Γ̄ = 0, (7.2.38)

wobei Γ̄ die allgemeine Form (7.2.3) hat.

Wir könnten nun (7.2.38) explizit lösen, indem wir die einzelnen Beiträge nach
äußeren Feldern z.B. nach absteigender Dimension sortieren. Um aber Rechenar-
beit zu sparen und die logische Struktur klarer zu machen, werden wir das Lösen
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von (7.2.38) auf das Problem des Abschnitts 7.1.1 zurückführen. Wir bezeich-
nen zu diesem Zweck die äußeren Felder η, σ, Y mit qi, die elementaren Felder
A, c+, ϕa mit ui und schreiben (7.2.37) in der Form

Γ̄ = Λ(A,ϕ) +

∫

qiPi(u). (7.2.39)

Die Slavnov-Identität (7.2.38) führt nun zu
∫

Pi

( δΛ

δui
+ (−1)|Fil|ql

δPl
δui

)

= 0, (7.2.40)

d.h. zu (−1)|Fil|
∫

Pi
δPl
δui

= 0 (7.2.41)

und zu

∫

Pi
δΛ

δui
= 0 (7.2.42)

(denn (7.2.40) gilt ja identisch in den äußeren Feldern). Die Gleichung (7.2.42)
charakterisiert das Feldpolynom Pi als Transformation von ui, wobei Λ darüber-
hinaus invariant unter dieser Transformation sein soll; Gleichung (7.2.41) sagt
aus, daß diese Transformationen nilpotent sein sollen. (Das Vorzeichen (−1)|Fil|

ist relevant für die Antikommutation von Feldern und Transformationen gemäß
unseren Regeln R1-R3 aus Abschnitt 7.1.1.). Im Abschnitt 7.1.1. haben wir aber
gerade dieses Problem gelöst. Passend zu den dortigen Vorgaben von Dimensio-
nen und φπ-Ladungen haben wir dann äußere Felder eingeführt und entsprechend
Γ̄ in (7.2.35) angesetzt. Wir können also auf die dort erzielten Ergebnisse zurück-
greifen und erhalten (vergl. (7.1.12), (7.1.21), (7.1.26)) als Bedingungen für die
Lösung:

cm[kl]ck[no] + cm[kn]ck[ol] + cm[ko]ck[ln] = 0 (7.2.43)

die Jacobi-Identität für die Strukturkonstanten einer Lie-Gruppe;

[tk, tl] = icm[kl]tm (7.2.44)

t erzeugt eine Darstellung der von den Stukturkonstanten cm[kl] definierten Lie-
Gruppe;

bk(o)m = aklclon(a−1)nm (7.2.45)

die Matrizen ibk sind äquivalent zur adjungierten Darstellung.

7.2.3 Normalform, Normierungsbedingungen

Wir wollen nun die allgemeine Lösung, die durch die Bedingungen (7.2.43-7.2.45)
beschrieben ist, auf die Form bringen, in der wir die klassische Wirkung angegeben
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haben (7.1.38) – dies ist die “Normalform”. Hierzu stellen wir zunächst fest, daß
mit ci[jk] auch

f ijk = (z−1)ilcl[mn]zmjznk (7.2.46)

eine Lösung der Jacobi-Identität (7.2.43) ist, d.h. mit einer solchen Äquivalenz-
transformation dürfen wir die cl[mn] abändern zu gewünschten f ijk. Als nächstes
setzen wir

fmkl = cmkl + emkl (7.2.47)

und fassen e als kleine Störung von c auf. Dann kann man sich durch Einsetzen
in (7.2.43) davon überzeugen, daß sich (7.2.46) ergibt mit

zmm
′

= δmm
′

+ χmm
′

, χmm
′ ≡ clmkekm

′l, (7.2.48)

d.h. eine spezielle Wahl von f ist stabil gegen kleine Störungen.

Bezeichnen die f ijk die Strukturkonstanten der betrachteten Algebra in Normal-
form, so können wir durch Transformation

σi → σ′
i
= σjzji, ci+ → c′

i
+ = zijcj+ (7.2.49)

auf den Feldern σ und c+ zu ihr gelangen. Wir denken uns die Transformation
(7.2.49) auch auf den η-abhängigen Termen in Γ̄ (7.2.37) ausgeführt, bezeichnen
die neuen Koeffizienten a′, b′ aber wieder mit a, b. Die Feldtransformationen

ηiµ → η′
i
µ = ηiµa

ij Aiµ → A′
i
µ = (a−1)ijAiµ (7.2.50)

bringen die η-Terme auf die Standardform

ηi(∂µc
j
+ − f ijkcj+Akµ).

Entsprechend ist im Darstellungsraum der Materiefelder noch eine Äquivalenz-
transformation

Y → Y ′ = Y S, ϕ→ ϕ′ = Sϕ (7.2.51)

möglich, um die Darstellung t zu einer Darstellung T in Beziehung zu setzen.
Hiermit sind alle Transformationen ausgeschöpft und wir sind von der allgemein-
sten Lösung der Slavnov-Identität zur Standardform gelangt.

Nun gibt es noch Transformationen, die die Slavnov-Identität invariant lassen
und nicht in die Multiplettstruktur der beteiligten Felder eingreifen. Sie legen die
absolute Normierung der Beiträge fest und wir werden später zeigen, daß die letz-
teren gerade alle linear unabhängigen Invarianten unter BRS-Transformationen
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darstellen, wie sie von b ≡ BΓcl vorgegeben sind.

Aiµ → A′
i
µ = zAA

i
µ, ηiµ → η′

i
µ =

1

zA
ηiµ (7.2.52)

ci+ → c′
i
+ = z+c

i
+, σ → σ′ =

1

z+
σ (7.2.53)

ϕ→ ϕ′ = zϕϕ, Y → Y ′ =
1

zϕ
Y (7.2.54)

Des weiteren sind in Λ noch freie Parameter enthalten : der Koeffizient des Yang-
Mills Terms ΓYM (Eichkopplungskonstante), etwaige weitere Kopplungskonstan-
ten der eichinvarianten Materieselbstwechselwirkung sowie mögliche eichinvarian-
te Massenterme. Wir fixieren alle diese Parameter durch geeignete Normierungs-
bedingungen :

ΓAjνÃiµ(0, p) =
(

(gµν −
pµpν
p2

)ΓT (p2) +
pµpν
p2

ΓL(p2)
)

δij (7.2.55)

∂p2Γ
T (p2)∣∣ p=0

α=α(o)

= − 1

g2
(7.2.56)

∂pµΓc̃j+ηiµ
(p, 0)∣∣p=0

= −iδji (7.2.57)

Γc̃k+c̃
j
+σ

i(p1, p2, 0)∣∣p=0
= −f ijk (7.2.58)

Materieselbstwechselwirkungen und Massen sind modellabhängig, d.h. die ent-
sprechenden Normierungsbedingungen sind in den konkreten Modellen angege-
ben (s. Abschnitt 8.2).

Damit ist die Diskussion der klassischen Näherung abgeschlossen. Starre Inva-
rianz, Eichbedingung und Slavnov-Identität führen zur allgemeinen Lösung mit
Koeffizienten ci[jk], aij, bijk, tkab, die die Bedingungen (7.2.43-7.2.45) erfüllen. Die
Feldtransformationen (7.2.49-7.2.51) bringen die entsprechenden BRS-Transfor-
mationen zur Standardform, die Normierungsbedingungen schließlich legen die
individuelle Theorie fest, die wir hier als klassische BRS-invariante Theorie noch
einmal vollständig angeben wollen.

Γ = Γinv + Γg.f. + Γφπ + Γe.f. (7.2.59)

Γinv = ΓYM + Γmat (7.2.60)

ΓYM = − 1

4g2
Tr

∫

dxF µνFµν (7.2.61)

Γg.f. = Tr

∫

dx(
α

2
B2 +B∂A) (7.2.62)

Γφπ = Tr

∫

dx
(
−c−∂(∂c+ + i[c+, Aµ])

)
(7.2.63)

Γe.f. =

∫

dx
(
Tr(ηµsAµ + σsc+) + Y sϕ

)
(7.2.64)
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Hier umfaßt Γmat die modellabhängige invariante Wirkung für Materiefelder, de-
ren Wechselwirkungs- und Massenterme. Für die Formulierung in der α-Eichung
benutze man (7.1.45) und (7.1.46).

7.3 Die Slavnov-Identität : Höhere Ordnungen

7.3.1 Konsistenzbedingungen

Wir haben in früheren Abschnitten gezeigt, daß die Greenschen Funktionen for-
mal durch die folgende Formel für erzeugende Funktionale gegeben sind

Z = ei
R

dxLint(
δ
iδj

)Zo (7.3.1)

Zo = e−
1
2

R

j(x)∆c(x−y)j(y) e−
R

η̄(x)∆c(x−y)η(y) (7.3.2)

Hier sind sehr summarisch mit j alle Quellen elementarer Felder bezeichnet, mit
j∆cj eine Summe über alle Propagatoren reeller Felder, mit η̄∆s

cη die Summe über
die Propagatoren (komplexer) spinorieller Felder (s. Abschnitt 1.4 für detaillier-
tere Ausführungen). Gehen wir von einer klassisch invarianten Theorie aus, so ist
—auf formalen Niveau— Z ebenfalls invariant. Da jedoch bei der Entwicklung
der Greenschen Funktionen in Feynman-Diagrammen Divergenzen auftreten, die
beseitigt werden müssen und Z zu einem nichttrivialen Funktional machen, re-
spektiert ein nach irgend einem Verfahren endlich gemachtes Funktional im allge-
meinen in höheren Ordnungen nicht mehr die Invarianzen der klassischen Theorie.
Da – wie wir gesehen haben (vergl. Abschnitt 3, insbesondere 3.2) – die Diver-
genzen in der führenden Ordnung in ~ eines gegebenen Diagrammes endlichen
Polynomen in den äußeren Impulsen entsprechen, sind die zugehörigen Feldpoly-
nome lokal (in derselben ~-Ordnung). Bezeichnet W einen Ward-Identitätsope-
rator und ist bis einschließlich Ordnung ~

n die Symmetrie gültig, so kann eine
unsymmetrische Beseitigung von Divergenzen in Diagrammen der Ordnung ~

n+1

höchstens zu lokaler Abweichung in der Ordnung ~
n+1 führen :

WZ = ~
n+1∆ +O(~n+2) . (7.3.3)

Übergang zu Zc und Legendre-Transformation zu Γ ergibt für einen linearen
Operator W

WΓ = ~
n+1∆ + O(~n+2), (7.3.4)

wobei ∆ jetzt ein lokales Polynom in den Feldern der Theorie ist und zwar mit
den Quantenzahlen, die WΓ hat. Erfüllen die W -Operatoren Wk eine Algebra

[Wk,Wl] = ifkljWj, (7.3.5)
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so ergibt sich eine Konsistenzrelation für ∆i :

WiΓ = ~
n+1∆i +O(~n+2) (7.3.6)

[Wk,Wl]Γ = ~
n+1(Wk∆l −Wl∆k) +O(~n+2) (7.3.7)

Wk∆l −Wl∆k = ifklj∆j (7.3.8)

Als Kandidaten ∆i, die zu (7.3.6) beitragen, kommen also nur Lösungen von
(7.3.8) in Frage. Es ist bemerkenswert, daß (7.3.8) eine klassische Relation ist.
Diese Überlegungen lassen sich für die starre Invarianz anwenden und führen
dazu, daß ∆i eine Variation ist. Nach Absorption eines geeigneten Gegenterms
und Iteration des Verfahrens gilt

WωΓ = 0 , (7.3.9)

das wir von nun an (für eine ausführliche Diskussion s. Abschnitt 4.) voraussetzen
dürfen.

Um eine analoge Konsistenzbedingung für die BRS-Invarianz zu finden, müssen
wir uns noch davon überzeugen, daß die Γ-nicht-lineare Form (7.2.8) der Slavnov-
Identität

S(Γ) ≡
∫

dx

(

Tr

(
δΓ

δρ

δΓ

δA
+
δΓ

δσ

δΓ

δc+
+B

δΓ

δc−

)

+
δΓ

δY

δΓ

δϕ

)

= 0, (7.3.10)

wie wir sie für die klassische Theorie hergeleitet haben, in der Tat auch in höheren
Ordnungen einen Sinn hat. Hierzu führen wir über die Legendre-Transformation

Zc = Γ +

∫

jµAAµ + jϕϕ+ jBB + j+c+ + j−c− (7.3.11)

δΓ

δui
= −ji für ui = Aµ, ϕ, B (7.3.12)

δΓ

δui
= +ji für ui = c± (7.3.13)

das Funktional Zc der zusammenhängenden Greenschen Funktionen ein. Die Um-
kehrtransformation lautet

δZc
δji

= ui, ui = Aµ, ϕ, B, c± (7.3.14)

Da für äußere Felder

δZc
δqi

=
δΓ

δqi
, qi = ρ, σ, Y (7.3.15)
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gilt, folgt für die Slavnov-Identität

SZc ≡
∫
(

Tr

(

jA
δZc
δρ
− j+

δZc
δσ
− j−

δZc
δjB

)

+ jϕ
δZc
δY

)

= 0 (7.3.16)

d.h eine in Zc lineare Gleichung. Für Z lautet die Slavnov-Identität genauso.

SZ ≡
∫
(

Tr

(

jA
δZ

δρ
− j+

δZ

δσ
− j−

δZ

δjB

)

+ jϕ
δZ

δY

)

= 0. (7.3.17)

Postulieren wir nun in der quantisierten Theorie (7.3.16) oder (7.3.17), so folgt
für die Legendre-Transformation Γ wegen (7.3.15) gerade (7.3.10) — letztere ist
also eine sinnvolle Gleichung.

Das Wirkungsprinzip, das wir oben für die starren Transformationen angewandt
haben, sagt uns analog für die Slavnov-Identität

SZ = ~
n+1∆(j) +O(~n+2), (7.3.18)

wenn wir die BRS-Invarianz bis zur Ordnung ~
n gezeigt haben. Für Γ gilt dem-

nach
S(Γ) = ~

n+1∆ +O(~n+2), (7.3.19)

wobei ∆ ein Polynom in den Feldern ist und zwar mit φπ-Ladung +1 und Di-
mension vier. Um die Konsequenzen von (7.3.19) weiterzuverfolgen, beweisen wir
die Gültigkeit der Eichbedingung

δΓ

δB
= αB + ∂A (7.3.20)

in höheren Ordnungen. Dazu fragen wir, welche 1PI-Diagramme es gibt, die äuße-
re B-Linien haben und divergent sind. Nur solche könnten eine nicht-naive In-
tegration von (7.3.17) erforderlich machen. Die Antwort lautet : keine. Da B
nur einen gemischten Propagator 〈BAµ〉 (vergl. Abschnitt 9.2.2) hat, gibt es
überhaupt keine 1PI-Diagramme mit äußeren B-Linien. Damit können also keine
Quantenkorrekturen entstehen und (7.3.20) kann wie in der klassischen Theorie
integriert werden:

Γ = Tr

∫

dx(
α

2
B2 +B∂A) + Γ̄ (7.3.21)

Einsetzen in (7.3.19) führt zu

∫

TrB

(

∂
δΓ̄

δρ
+

δΓ̄

δc−

)

+
1

2
BΓ̄Γ̄ = ~

n+1∆ +O(~n+2) . (7.3.22)
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Wenn es uns gelingt, die Gültigkeit der Geist-Bewegungsgleichung

GΓ ≡ ∂
δΓ̄

δρ
+

δΓ̄

δc−
= 0 (7.3.23)

zu zeigen, so sind wir bei der Form (7.2.15) der Slavnov-Identität angelangt

S(Γ) =
1

2
BΓ̄Γ̄ = ~

n+1∆ +O(~n+2) . (7.3.24)

Nun benutzen wir die Relation (7.2.28) und erhalten

0 = ~
n+1BΓ̄∆ + O(~n+2) . (7.3.25)

In niedrigster Ordnung von ~ gilt

Γ̄(o) = Γ̄cl (7.3.26)

BΓ̄cl = b (7.3.27)

und damit folgt

b∆ = 0 (7.3.28)

als Konsistenzbedingung für ∆.

Wenden wir Wω auf (7.3.22) an und benutzen die starre Invarianz von Γ̄, so ergibt
sich

1

2
Wω(BΓ̄Γ̄) = ~

n+1Wω∆ +O(~n+2) (7.3.29)

1

2

(

BWωΓ̄Γ̄ +BΓ̄(WωΓ̄)

)

= ~
n+1Wω∆ +O(~n+2) (7.3.30)

d.h. Wω∆ = 0 . (7.3.31)

Für die Gültikeit von (7.3.23) berufen wir uns nun auf ein Renormierungsschema,
in dem

GΓ = [GΓeff ]Γ gilt, (7.3.32)

wobei Γeff = Γcl + Γc.t. (7.3.33)

ist. (Ein solches Schema ist z.B das Impulssubtraktionsschema, das wir im Ab-
schnitt 3.2 besprochen haben.)
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Dann ist (7.3.23) leicht zu erreichen : wir setzen Γc.t. eben auch als Funktion von
η allein an. D.h. wir haben jetzt als Bedingungen für ∆ folgende Gleichungen

b∆ = 0

Wω∆ = 0

G∆ = 0

δ

δB
∆ = 0

dim(∆) = 4

Qφπ(∆) = +1

(7.3.34)

7.3.2 Lösung der Konsistenzbedingungen

Das allgemeinste lokale Feldpolynom ∆ der Dimension vier, φπ-Ladung+1, das
nur von σ, Y, η, A, c+, ϕ abhängt, starr invariant und invariant unter b ist, soll
nunmehr berechnet werden. Wir ordnen die Beiträge zu ihm nach der Dimension
der äußeren Felder und benutzen Schritt für Schritt die Konsistenzbedingung
(7.3.34). Der erste Term, der zu ∆ beiträgt, lautet

∆ = y1Tr

∫

σc+c+c+ + . . . , (7.3.35)

wobei die Punkte für σ-unabhängige Beiträge stehen. Die Konsistenzbedingung
liefert

0 = b∆ = y1Tr

∫

(bσc+c+c+ + iσc+c+c+c+) + . . . (7.3.36)

Die klassische Näherung

bσ =
δΓ̄(o)

δc+
= i[σ, c+] + . . . (7.3.37)

heißt für (7.3.36)

b∆ = y1Tr

∫

ic+σc
3
+ + . . . (7.3.38)

Dieser Beitrag verschwindet nur für y1 = 0. Der allgemeinste Term, der Ya enthält
und starr invariant ist, lautet

∆ = y1

∫

YaT
k
abϕbc

l
+c

m
+f

klm + . . . (7.3.39)

(Hier stehen die Punkte für σ- und Y -unabhängige Beiträge.) Eine leichte Rech-
nung zeigt, daß er eine b-Variation ist:

∆ = −2

3
y2b

∫

YaT
k
abϕbc

k
+ + . . . (7.3.40)
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Wir betrachten von nun an alle ∆’s als äquivalent, die sich voneinander nur um
b-Variationen unterscheiden und schreiben damit sogleich für die η-abhängigen
Beiträge

∆ ≈ Tr

∫

ηµRµ(A, c+) + . . . (7.3.41)

(Die Punkte stehen für σ-, Y -, η-unabhängige Beiträge ; ≈ äquivalent) Rµ hat
die Form

Rµ =z1∂µc+c+ + z2c+∂µc+ + z3Aµc+c+

+ z4c+Aµc+ + z5c+c+Aµ
(7.3.42)

Die Konsistenzbedingung lautet

0 = b∆ = Tr

∫

(bηµRµ − ηµbRµ) + . . . (7.3.43)

0 = Tr

∫

(
δΓ̄(o)

δAµ
Rµ − ηµbRµ) + . . . (7.3.44)

0 = Tr

∫

(i{ηµ, c+}Rµ − ηµbRµ) + . . . (7.3.45)

Einsetzten von Rµ und bRµ liefert

z3 = −iz1 z4 = 0 z5 = iz2 (7.3.46)

Damit ist auch dieser Term eine Variation

∆ ≈bT r
∫

ηµ(−z1Aµc+ + z2c+Aµ) + . . . (7.3.47)

d.h.

∆ ≈∆(A, ψ, ϕ, c+) (7.3.48)

Für die Abhängigkeit von Materiefeldern wollen wir nur die Fermionen als Beispiel
behandeln (lassen aber dafür auch Beiträge der Dimension drei zu).

∆ =

∫

ψ̄γµ
(

(x + x′γ5)T
i∂µc

i
+ + (y + y′γ5)T

iT jci+A
j
µ

+ (z + z′γ5)T
jT ici+A

j
µ + (u+ u′γ5)T

ici+∂µ

+ (t + t′γ5)T
ici+

)

ψ + . . .

(7.3.49)

Auf elementaren Feldern gilt b = s (s.(7.2.17 - 7.2.19)) und aus

s∆ = 0 (7.3.50)

folgt nach kurzer Rechnung

y = y′ = z = z′ = t = t′ = u = u′ = 0 (7.3.51)
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und damit

∆ ≈ s

∫

ψ̄γµ(x + x′γ5)T
iAiµψ. (7.3.52)

Es bleibt also nur noch der Fall zu untersuchen, daß ∆ von A und c+ allein
abhängt

∆ ≈ ∆(A, c+) =

∫

ci+P
i(A) (7.3.53)

mit dimP i(A) ≤ 4

Die Konsistenzbedingung ergibt

0 = s∆ =

∫

dx(−1

2
f ijk(cj+c

k
+P

i)(x)− ci+(x)

∫

dycj+(y)wj(y)P i(x) (7.3.54)

mit

wi(y) = −∂µ
δ

δAiµ
− fijkAjµ

δ

δAkµ
(7.3.55)

Zweimalige Differentiation nach c+ liefert als lokale Bedingung an P i(x)

wi(x)P j(y)− wj(y)P i(x) = f ijkδ(x− y)P k(y) (7.3.56)

(Konsistenzbedingung von Wess-Zumino.)

Die Lösung dieser Konsistenzbedingung ist nicht einfach, wir wollen daher nur
ihr Ergebnis (für die Eichgruppe SU(N)) anführen:

P i(x) = wi(x)∆̂(A) + ∂µgiµ(x) (7.3.57)

giµ = rεµνρσ(d
ijk∂νAρjA

σ
k (7.3.58)

− 1

12

(

dijnf
nkl + diknf

nlj + dilnf
njk)AνjA

ρ
kA

σ
l

)

Der erste Beitrag in P i führt zu einer s-Variation in ∆, kann also absorbiert
werden; der zweite hingegen ist eine echte Anomalie und kann eine Verletzung
der BRS-Invarianz nach sich ziehen.

S(Γ) ≈ rA+O(~r) (7.3.59)

A = εµνρσTr

∫

dxc+∂
µ(∂νAρAσ − i

2
AνAρAσ) (7.3.60)

Wir werden den Koeffizienten r im nächsten Abschnitt berechnen und zeigen,
daß er in der Ein-Schleifen-Näherung den Wert

r = k~dijkTrT i{T j, T k} (7.3.61)

k := numerische Konstante; dijktotal symmetrischer Tensor
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hat.
Verschwindet also für gegebene Darstellung T k der Fermionen der Ausdruck
Tr T i{T j, T k} nicht, dann ist in dieser Theorie die BRS-Invarianz nicht reali-
sierbar und – wie wir sehen werden – die Unitarität verletzt.
Ehe wir uns genauer mit der Anomalie befassen, wollen wir den Fall r = 0
betrachten und zeigen, daß alle b-Variationen absorbiert werden können. Wir
nehmen also an

S(Γ) = b∆̂ +O(∆δ~) (7.3.62)

mit

∆̂ =
∑

α

rα∆̂α (7.3.63)

rα = O(~) dim ∆̂α = 4 Qφπ(∆̂α) = 0 (7.3.64)

und – gemäß (7.3.34)

δ

δB
∆̂α = 0 G∆̂α = 0 (7.3.65)

Addieren wir −∆̂ zu Γeff , definieren also

Γ′ = Γ−
∑

α

rα∆̂α (7.3.66)

so erfüllt Γ′ die Eichbedingung und die Geistergleichung; damit folgt

S(Γ′) =
1

2
BΓ̄′Γ̄′ (7.3.67)

Benutzen wir nun (7.2.16), so gilt

1

2
BΓ̄′Γ̄′ =

1

2
BΓ̄Γ̄− BΓ̄∆̂ +O(~∆̂)

= S(Γ)− b∆̂ +O(~∆̂)

= ∆− b∆̂ +O(~∆̂)

(7.3.68)

d.h.

S(Γ′) = O(~2) (7.3.69)

Iteration des Verfahrens liefert dann

S(Γ) = 0 (7.3.70)

in allen Ordnungen. Hierzu ist notwendig, daß die Anomalie in keiner Ordnung
beiträgt. Dies wiederum gewährleistet ein Nicht-Renormierungstheorem:

r 6= 0 ⇒ r(1)
~ 6= 0 (7.3.71)

d.h wenn die Ein-Schleifen-Näherung r(1) = 0 ergibt, trägt die Anomalie in keiner
Ordnung bei. Der Beweis des Nicht-Renormierungstheorems ist ebenfalls nicht
einfach und soll hier unterbleiben.
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7.3.3 Die Anomalie in der Slavnov-Identität

Die algebraischen Überlegungen des vorhergehenden Abschnittes haben zu dem
Ergebnis geführt, daß die Slavnov-Identität in der Ein-Schleifen-Näherung die
folgende Form hat

S(Γ) = rA+ b∆̂ +O(~2)

A = Tr

∫

dxεµνρσc+∂
µAν∂ρAσ +Ord(4)

(7.3.72)

(Ord(4) heißt “Term mit 4 Feldern”), für ∆̂ s.(7.3.64) .

Wir wollen nun den Koeffizienten r der Anomalie berechnen und wir sind insbe-
sondere daran interessiert, einfache Kriterien dafür zu finden, daß er verschwindet.
Wir zeigen zuerst, daß dies der Fall ist, falls Γ invariant unter Parität oder La-
dungskonjugation ist.

(a) Parität

P : Aµ(x)→
{

Ao(x
P )

− Ai(xP )
ηµ(x)→

{

ηo(x
P )

− ηi(xP )
c+(x)→ c+(xP ) (7.3.73)

Wie der typische Beitrag ε0123c+∂
oA1∂2A3 zeigt, gilt

P : A → −A (7.3.74)

Invarianz unter Parität heißt

P : ΓP = Γ (7.3.75)

damit P (S(Γ)) = S(Γ) (7.3.76)

also r = 0 (7.3.77)

(b) Ladungskonjugation

C : Aµ →− ATµ ηµ → −ηTµ c+ → −cT+
Y →Y T (für adj. Darst.) σ → −σT

(7.3.78)

Hieraus folgt

C : A → −A
Invarianz von Γ unter C heißt
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ΓC = Γ (7.3.79)

damit (S(Γ))C = S(Γ) (7.3.80)

also folgt r = 0 (7.3.81)

Zusammengefaßt : alle P - oder C-invarianten Theorien sind anomaliefrei. Dieses
Ergebnis bedeutet insbesondere, daß die reine Yang-Mills-Theorie anomaliefrei
ist.
Als nächstes suchen wir einen Testoperator X, der so beschaffen ist, daß

F.T.(X A3) = 1 (7.3.82)

Xb∆̂ = 0 (7.3.83)

(F.T.≡ Fourier-transformiert).
Um X zu finden, differenzieren wir A3 einmal nach c+ und zweimal nach A:

δ3
λκA3 ≡

δ3

δAλl (x3)δAκk(x2)δci+(x1)
A3

= 2εµλρκ∂
µ
x1
δ(x1 − x2)∂

ρ
x1

(x1 − x3)dikl

F.T.→ = (−i)2εµλρκp
µqρdikl

(7.3.84)

Damit ist klar, daß folgender Projektor X (7.3.81) erfüllt:

XA3 =
−dikl
2d2

εµλρκ

−24

∂

∂pµ
∂

∂qρ
δ3
λκA3 = 1 (7.3.85)

Um auch (7.3.83) zu erfüllen, untersuchen wir Beiträge zu ∆̂ mit zwei bzw. drei
Feldoperatoren A und stellen fest, daß es keine gibt, die ε.... enthalten. Damit
folgt (7.3.83), falls nach Anwendung von X die Felder Null gesetzt werden.
Mit dem Testoperator X haben wir auf der rechten Seite der Slavnov-Identität
den Koeffizienten r herausprojeziert. Die Anwendung von X auf die linke Seite
liefert dann r ausgedrückt durch die Kombination von Vertexfunktionen. Diese
Rechnung wollen wir jetzt ausführen.
X hängt nicht ab von δ

δB
, d.h.

X S(Γ) = X
1

2
BΓ̄Γ̄ (7.3.86)

Führen wir zunächst die Ableitung nach c+ aus, so ist wegen Erhaltung der φπ-
Ladung in Vertexfunktionen klar, daß in (7.3.86) höchstens Beiträge auftreten
können, bei denen diese Ableitung auf den ersten Faktor wirkt:

δ2

δAδA

( δ2Γ̄

δc+δη

δΓ̄

δA
+

δ2Γ̄

δc+δσ

δΓ̄

δc+
+

δ2Γ̄

δc+δY

δΓ̄

δϕ

)

(7.3.87)
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Wegen Erhaltung der φπ-Ladung verschwindet auch der zweite Summand. Der
dritte Summand führt in der Ein-Schleifen-Näherung zu

δ2

δAδA

( δ2Γ̄(o)

δc+δY

δΓ̄(1)

δϕ
+
δ2Γ̄(1)

δc+δY

δΓ̄(o)

δϕ

)

(7.3.88)

Steht hier das Feld ϕ für ein Spinorfeld, so verschwindet jeweils der Faktor δΓ̄
δϕ

,
denn äußere Spinorlinien bleiben im Diagramm ja erhalten.

Steht es hingegen für ein skalares Feld, so müssen wir eine Fallunterscheidung
treffen:

1. Es liegt keine spontane Symmetriebrechung vor.
Dann sind die Faktoren δ2Γ̄(o)

δc+δY
bzw. δΓ̄

(o)

δϕ
von der Ordnung ϕ und verschwin-

den mit ϕ (unabhängig von der Anzahl der A-Ableitungen).

2. Es liegt spontane Symmetriebrechung vor.1Hier setzen wir Ergebnisse der
Abschnitte 8 bzw. 9 als bekannt voraus.

Der Faktor δΓ̄(o)

δϕ
liefert einen konstanten Beitrag und es ist ein Ausdruck der Form

∂

∂p

∂

∂q

∫

iT r
δ3Γ̄(1)

δÃδÃδϕ(o)
(7.3.89)

zu untersuchen. Wegen der zwei Impulsableitungen ist das effektive Verhalten für
große Impulse bestimmt durch

δeff = δ(γ)− 2 = 1− 2 = −1 (7.3.90)

Für p, q → ∞ verschwindet dieser Beitrag. Im zweiten Summanden treten als
mögliche Faktoren auf:

δΓ̄(o)

δϕ
= 0,

δ2Γ̄(o)

δÃδϕ
∼ vp,

δ3Γ̄(o)

δÃδÃδϕ
∼ v (7.3.91)

Kombiniert mit den entsprechenden Faktoren

δ3Γ̄(1)

δAδc+δY

δ3Γ̄(1)

δc+δY
(7.3.92)

ergibt sich ebenfalls wegen der Ableitungen nach p und q ein effektives Verhalten
O(|p|−1, |q|−1) für große p, q d.h. die Beiträge verschwinden für p, q → ∞. Wir

1*
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haben nun noch den ersten Summanden in (7.3.87) zu diskutieren. Er führt zu
folgenden Beiträgen.

(1)
δ3Γ̄(o)

δAlmδc
i
+δη

m

δ2Γ̄(1)

δAkδAm
(2)

δ3Γ̄(1)

δAlδci+δη
m

δ2Γ̄(o)

δAkκδA
m
ε

(3)
δ2Γ̄(1)

δci+δη
εm

δ3Γ̄(o)

δAlλδA
k
κδA

m
ε

fmil [im] δkm(�ηκµ − ∂κ∂µ) fklm
(7.3.93)

Kontraktion mit dikl, dem vollständig symmetrischen Tensor in X, bringt diese
Terme zum Verschwinden.
Es bleibt schließlich und endlich

δ2Γ̄(o)

δci+δη
m
ε

δ3Γ̄(1)

δAlλδA
k
κδA

εm
∼ pε1δim (7.3.94)

zu analysieren. Nun erinnern wir uns daran, daß die reine Yang-Mills-Theorie
anomaliefrei ist (denn sie ist P-invariant). In den 3-Punkt-Funktionen kompen-
sieren sich also die Diagramme, die aus der reinen YM-Theorie herrühren: die
Schleifen müssen von Materielinien gebildet sein. Die skalaren Schleifen (s. nach-
folgende Abb.) bilden Γεκλ, das wegen der Bosestatistik symmetrisch in κλ ist.
Die Kontraktion mit ε..κλ aus X liefert Null. Spinorschleifen (s. nachfolgende
Abb.)

mit reinen Vektorindizes enthalten kein ε...., d.h. Kontraktion mit ε.... liefert eben-
falls Null. Die Spinorschleife mit einem Axialvektor- und zwei Vektorindizes hin-
gegen, hat Trγεk1γ

5γλk2γ
κk3 als Faktor, führt zu einem ε.... , die Kontraktion

mit ε.... aus X verschwindet nicht. Im Raum der inneren Symmetrie entsteht der
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Faktor Tr {T iT l}T k.

Wir wollen schließlich noch die Subtraktionsaspekte für die relevanten Diagramme
diskutieren.
Der Subtraktionsgrad für γ ist δ(γ) = 1; der Integrand wird also gemäß

Rγ(p, q, k) = (1− t1p)Iγ(p, q, k)
= Iγ(p, q, k)− Iγ(0, 0, k)− p(∂pI)∣∣

∣p=q=0
− q(∂qI)∣∣

∣p=q=0

(7.3.95)

subtrahiert. Mit dem Faktor (p+ q)α von Γ̄
(o)
c+Y

entsteht

(p+ q)αR
α(p, q, k) (7.3.96)

Mit dem ε-Faktor und den Ableitungen nach p und q ist also zu berechnen

εµλρκ
∂

∂pµ
∂

∂qρ
((p+ q)αR

α)

= ε....
∂

∂pµ
(Rρ + (p + q)α

∂

∂qρ
Rα)

= ε....(
∂

∂pµ
Rρ +

∂

∂qρ
Rµ + (p+ q)α∂pµ∂qρR

α)

(7.3.97)

Einsetzen von (7.3.95) führt zu

= ε....
(

∂pµIρ(p, q, k)− (∂pµIρ)
∣
∣
∣p=q=0

+∂qρIµ(p, q, k)− (∂qρIµ)∣∣
∣p=q=0

+(p+ q)α∂pµ∂qρI
α(p, q, k)

)

(7.3.98)

Im Limes p, q →∞ verschwinden alle von p, q abhängigen Terme und es verblei-
ben die Terme

ε....
(

(∂pµIρ)∣∣
∣p=q=0

+ (∂qρIµ)∣∣
∣p=q=0

)

(7.3.99)

Wie die genauere Berechnung zeigt, verschwindet in ∂I dank ε.... die logarithmi-
sche Divergenz, so daß das Integral über (7.3.99) wirklich existiert – wie es auch
muß: schließlich war das Integral über Rγ absolut konvergent und wir haben nur
erlaubte Manipulationen vorgenommen. Ganz ähnlich wie in der CS-Gleichung
(vergl. Abschnitt 4.5.1) ist der Subtraktionsterm ∂I in (7.3.95) notwendig für
Konvergenz, kann also nicht weggelassen werden, führt aber dann zum Auftreten
unerwarteter, konvergenter Terme an anderer Stelle. Bei der CS-Gleichung war
es die Differentiation nach m, die Konvergenz erzeugt hat, hier ist es die Multi-
plikation mit ε.....
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7.4 Bibliographische Angaben

Die Doppelrolle, die die BRS-Transformationen spielen, nämlich algebraisch als
Hilfsmittel zur Charakterisierung einer Lie-Algebra und feldtheoretisch zur Fest-
legung des Vertexfunktionals, ist in der ursprünglichen Arbeit von BRS klar an-
gesprochen. Sie ist ganz maßgeblich genutzt aber erst in der Supersymmetrie, bei
der man ohne sie vermutlich nicht auskommen kann (s. Piguet/Sibold, Kap.5).
Lehrbuchcharakter hat sie bekommen durch die Vorlesung Piguet II. Ebenso ist
hier die schwierige Originalarbeit insgesamt didaktisch und logisch vorbildlich
aufbereitet. Unsere Vorlesung folgt Piguet II.



Kapitel 8

Spontane Symmetriebrechung II

8.1 Klassische Näherung

8.1.1 Starre Symmetrie

Anhand eines konkreten Beispiels wollen wir die spontane Symmetrieberechnung
im nicht-abelschen Fall untersuchen und das Ergebnis dann verallgemeinern. Wir
betrachten als Symmetriegruppe SU(2) und als Darstellungen ein Dublett von
Spinoren und ein Triplett von Skalaren. In Formeln:

SU(2)-Dublett : [
τ i

2
,
τ j

2
] = iεijk

τk

2
i = 1, 2, 3

εijk =

{

+1 für gerade Permutationen

−1 für ungerade Permutationen
(8.1.1)

Spinor-Dublett :
δωψa = iωkT kabψb

δωψ̄a = −iωkψ̄bT kba
a = 1, 2 T k ≡ τk

2
(8.1.2)

Skalar-Triplett : δωπi = −ωkεikjπj (8.1.3)

ωk : konstant

Die allgemeinste klassische Wirkung, die invariant unter starrer SU(2), Lorentz-
transformationen und Parität ist und Dimension ≤ 4 hat, lautet:

Γcl =

∫

dx
(1

2
∂π∂π − 1

2
m2π2 − λ(π2)2

+ ψ̄a(i∂/− µ)ψa + hψ̄T πψ)
) (8.1.4)

Um die Stabilität der klassischen Theorie zu untersuchen, erinnern wir uns daran,
daß

Γcl =

∫

d4xL =

∫

dt

∫

d3xL =

∫

dtL (8.1.5)

ist und L = T − V (8.1.6)

191
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eine Zerlegung in kinetische und potentielle Energie darstellt. Die entsprechen-
den Beiträge in L sind die entsprechenden Energiedichten und die Minima der
potentiellen Energiedichte sind zu finden über

π = π(x) = konst.

ψ = 0
(8.1.7)

(Konstante Spinoren sind nicht verträglich mit Lorentzinvarianz.)
Da das absolute Minimum bei π = 0 liegt, haben wir also

V =
1

2
m2π2 + λ(π2)2 (8.1.8)

für konstantes π zu diskutieren.

Fall 1: m2 > 0, λ > 0

Querschnitt bei π1 = π2 = 0

π3

ϑ

-

6

Das absolute Minimum liegt bei π = 0; die Freiheitsgrade π1, π2, π3 haben klas-
sisch dieselbe “Federkonstante”, nach der Quantisierung entspricht das gleicher
Masse für alle drei und dem Grundzustand mit π = 0.

Fall 2: m2 > 0, λ < 0 π3

ϑ

-

6

Lokales Minimum bei π = 0. Klassisch sind kleine Schwingungen um π = 0 er-
laubt, quantenmechanisch erwartet man auf Grund des Tunneleffekts Instabilität.

Fall 3: m2 < 0, λ > 0 π3

ϑ

-

6
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Schwingungen um π = 0 sind instabil. Schwingungen um das absolute Minimum
bei V = Vmin sind stabil. Sie sind zu finden durch Entwicklung um Vmin:

V = −1

2
m2
oπ

2 + λ(π2)2 (8.1.9)

∂V
∂πi

= 0 =
∂π2

∂πi

∂V
∂π2

= 2πi(−
1

2
m2
o + 2λπ2) (8.1.10)

π2
min =

m2
o

4λ
(8.1.11)

D.h. es existiert eine ganze Kugeloberfläche von Minima. Die gesamte Fläche ist
invariant unter SU(2), die Wahl eines einzigen festen Punktes als Grundzustand
bricht jedoch die Symmertrie. Als Beispiel wählen wir

π3 = π̂3 + v v =

√

m2
o

4λ
π2 = π̂2

π1 = π̂1

(8.1.12)

Diese Variablentransformation verlegt das Minimum zu π̂ = 0 und gibt V die
Form

V = π̂2(−1

2
m2
o + 2λv2) + 4λv2π̂2

3

+ π̂3(−m2
ov + 4λv3) +O((π̂)3) + konst.

(8.1.13)

Mit dem Wert (8.1.12) für v folgt:

V = m2
oπ̂

2
3 +O((π̂)3) + konst. (8.1.14)

Das Massenspektrum ist also jetzt gegeben durch

m(π̂1) = m(π̂2) = 0

m(π̂3) =
√

2mo

(8.1.15)

Anregungen mit δπ̂3 = 0 sind ohne Energieaufwand möglich – ihnen entsprechen
die verschwindenden Massen, zu denen zwei Freiheitsgrade gehören. Anregungen
mit δπ̂3 6= 0 erfordern Energie – ihnen entspricht die nicht-verschwindende Masse,
zu denen ein Freiheitsgrad gehört.

Das Transformationsgesetz für die Varablen π̂i lautet

δωπ̂1 = −ω2(π̂3 + v) + ω3π̂2

δωπ̂2 = ω1(π̂3 + v)− ω3π̂1

δωπ̂3 = ω2π̂1 − ω1π̂2

(8.1.16)
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D.h. die Felder, die masselose Freiheitsgrade beschreiben, transformieren sich in-
homogen, es sei denn ω2 = ω1 = 0. Für solche Transformationen ist V auch
weiterhin invariant! Eine U(1) Untergruppe von SU(2) ist also ungebrochen.

Um die Diskussion dieses Modells zu vervollständigen, untersuchen wir noch die
Konsequenzen für die Fermionen. Durch die Variablentransformation (8.1.12) ent-
steht aus der Yukawa-Wechselwirkung in (8.1.14) ein zusätzlicher Beitrag zur
Masse:

hψ̄T πψ →hψ̄T π̂ψ + hvψ̄
τ3
2
ψ

= hψ̄T π̂ψ +
1

2
hv(ψ̄1ψ1 − ψ̄2ψ2)

(8.1.17)

d.h. die Massenterme für die Fermionen lauten im Fall der spontanen Symmetrie-
brechung

Lm(ψ) = −(µ− 1

2
hv)ψ̄1ψ1 − (µ+

1

2
hv)ψ̄2ψ2

≡ −µ−ψ̄1ψ1 − µ+ψ̄2ψ2

(8.1.18)

Wir stellen die beiden Realisierungen der Symmetrie:
symmetrischer Grundzustand (“Wigner-Modus”) –unsymmetrischer Grundzustand
(“Goldstone-Modus”) einander gegenüber

Wigner-Modus Goldstone-Modus

π1 : m
π2 : m
π3 : m

ψ1 : µ
ψ2 : µ

π̂1 : 0
π̂2 : 0
π̂3 :

√
2|m|

ψ1 : µ−
ψ2 : µ+

Wenn man als Ziel der Elementarteilchenphysik die Beschreibung einer scheinbar
ungeordneten Vielfalt von Eigenschaften der Teilchen mit möglichst wenigen Pa-
rametern ansieht, so ist der Übergang vom Wignerschen Typ der Symmetrierea-
lisierung zum Goldstoneschen ein Schritt in die richtige Richtung: ohne daß sich
die Zahl der physikalischen Parameter geändert hat, sind die die Entartungen im
Massenspektrum durch den Wechsel der relevanten Grundzustände nahezu besei-
tigt worden. Ein phänomologisches Problem ist dabei allerdings neu entstanden :
es gibt experimentell keine skalaren Teilchen mit verschwindender Masse. Daß es
sich bei ihrem Auftreten im obigem Modell nicht um einen “Zufall” handelt, sagt
der folgende Satz von Goldstone aus, mit dem wir unser Beispiel (ohne Beweis)
verallgemeinern.
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Satz von Goldstone
Wird eine kontinuierliche starre Symmetrie mit Gruppe G spontan gebrochen,
so daß eine Untergruppe H ⊂ G ungebrochen bleibt, dann treten n masselose
Teilchen vom Spin Null auf (Goldstoneteilchen).
Für n gilt: n =| G | − | H | | G | ≡ Anzahl der Erzeugenden von G
Die Goldstonefelder transformieren sich linear inhomogen unter den Symmetrie-
transformationen.

Es ist sehr instruktiv, diese Ergebnisse noch einmal in der Sprache des Vertex-
funktionals und einer Ward-Identität zu formulieren. Die ungebrochene Theorie
erfüllt die Ward-Identität:

W kΓ ≡ −i
∫

dxT kijϕj
δΓ

δϕi
= 0 (8.1.19)

Die gebrochene Theorie gehorcht der Gleichung, die durch die Transformation
ϕi → ϕi + vi entsteht:

W kΓ ≡ −i
∫

dxT kij(ϕj + vj)
δΓ

δϕi
= 0 (8.1.20)

Als Kandidat für ein Minimum kommen alle Lösungen vom (8.1.20) für ϕi = 0
in Frage: ∫

dxT kijvj
δΓ

δϕi
= 0 (8.1.21)

Differentiation von (8.1.20) liefert mit (8.1.21) an der Stelle ϕi = 0

∫

dxT kijvj
δ2Γ

δϕl(y)δϕi(x)
= 0 (8.1.22)

d.h. Γϕlϕi(p = 0)T kijvj = 0 (8.1.23)

Wir unterscheiden nun zwei Typen von Lösungen

(1) T kijvj = 0 (8.1.24)

Alle Richtungen k, für die diese Gleichung gilt, entsprechen ungebrochener Sym-
metrie.
(Im Beispiel : εi

k
jvj = εi

k
3v3 = 0 ⇒ k = 3)

(2) T kijvj 6= 0 (8.1.25)

D.h. diese T kijvj sind Eigenvektoren der Matrix Γ̃ϕlϕi(0) zum Eigenwert 0. Man
kann zeigen, daß sie linear unabhängig sind. Ihre Anzahl ist n =| G | − | H | .
(Im Beispiel : k = 1, 2 d.h. n = 2 .)
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8.1.2 Lokale Symmetrie

So wie wir es in Abschnitt 6 allgemein ausgeführt haben, wollen wir auch im vor-
liegenden Beispiel die starre Symmetrie eichen. Wir fordern also Invarianz unter
ω = ω(x) und führen die entsprechenden Vektorfelder mit minimaler Kopplung
ein. Relevant für die nun folgenden Überlegungen sind nur der rein vektorielle An-
teil und die Wechselwirkungsterme Skalar-Vektor, so daß wir nur diese explizit
aufführen wollen.

ΓA + ΓA,π =

∫ (

− 1

4
F k
µνF

kµν

+
1

2
(∂µπi + εi

k
jA

k
µπj)(∂

µπi + εi
k′
j′A

k′µπj′)
) (8.1.26)

Von Interesse ist auch nur der Fall (3) d.h. wir müssen die Variablentransforma-
tion (8.1.12) ausführen und die Auswirkungen für die Vektoren untersuchen. Sie
führt u.a.zu einem Mischungssystem π,A und zu einem A-bilinearen Beitrag

ΓA + ΓA,π
v 6=0−→

∫

dx
(

v(∂µπ̂1A
µ
2 − ∂µπ̂2A

µ
1 ) +

1

2
v2(Aµ1A1µ + Aµ2A2µ)

)

(8.1.27)

Um diese Terme korrekt interpretieren zu können, diagonalisieren wir erst mit
der Transformation

A1 = V1 +
1

v
∂π̂2

A2 = V2 −
1

v
∂π̂1

(8.1.28)

und erhalten

(ΓA + ΓA,π̂)bil
A→V−→

∫

dx
1

2
v2(V µ

1 V1µ + V µ
2 V2µ) (8.1.29)

Die Mischungsterme sind verschwunden und für V1, V2 haben wir Massenterme
erhalten. Zusammen mit den Mischungstermen sind jedoch auch die kinetischen
Terme 1

2
∂π̂1∂π̂1 + 1

2
∂π̂2∂π̂2 verschwunden. Das legt die Interpretation nahe, daß

π̂1 und π̂2 keine dynamischen Freiheitsgrade mehr sind, sondern sich in die jeweils
dritte massive Komponente der Vektoren V1 und V2 verwandelt haben. (Ein mas-
sives Vektorfeld hat ja drei physikalische Freiheitsgrade.) Wenn diese Interpretati-
on richtig ist, müssen sich die Felder π̂1, π̂2 aus der gesamten Theorie eleminieren
lassen und ebenso sollten sich die Felder A durch die Felder V ersetzen lassen.
Einen Hinweis darauf, wie wir einen entsprechenden Beweis führen können, gibt
(8.1.28). Fassen wir nämlich V als infinitesimal von A transformiertes Feld auf

V ≡ A′ = A+ δωA (8.1.30)

δωA 1
2

= ∂ω 1
2

+ . . . (8.1.31)
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so sind in (8.1.28) die Koeffizienten in der Tat genau die einer abelschen Eichtrans-
formation von A

ω1 = −1

v
π̂2

ω2 = +
1

v
π̂1

ω3 = 0

(8.1.32)

Komplettieren wir nun (8.1.31) zur vollständigen nicht-abelschen Eichtransfor-
mation, so liest sich (8.1.30) als Variablentransformation

A1 = V1 +
1

v
∂π2 +

1

v
π1V3

A2 = V2 −
1

v
∂π1 +

1

v
π2V3

A3 = V3 −
1

v
π2V2 −

1

v
π1V1

(8.1.33)

Sie ändert nicht die Gestalt der Yang-Mills-Terme in (8.1.26), denn sie ist ja eine
Eichtransformation, führt aber effektiv die Variablen Ai in die Variablen Vi über.
Das entsprechende gilt für alle anderen eichinvarianten Beiträge in Γcl.
Für die skalaren Felder π̂i ergibt sich als Konsequenz der Transformation (8.1.32)

π̂′1 = π̂1 − ω2(π̂3 + v) + ω3π̂2 = 0− 1

v
π̂1π̂3

π̂′2 = π̂2 − π̂2 −
1

v
π̂2π̂3 = 0− 1

v
π̂2π̂3

π̂′3 = π̂3 +
1

v
(π̂2

1 + π̂2
2)

(8.1.34)

Als Variablentransformation gelesen bedeutet das

π̂1 = 0 +
1

v
π̂′1π̂

′
3

π̂2 = 0 +
1

v
π̂′2π̂

′
3

π̂3 = π̂′3 +O(π′2)

(8.1.35)

D.h. die Felder π̂1 und π̂2 werden zu Null transformiert, π̂3 wird Invariante (nur
ω1 und ω2, die ja fixiert sind, sind für sein Transformationsgesetz relevant). Man
kann diese Überlegungen, die wir hier für infinitesimale Transformationen dar-
gelegt haben, für endliche Transformationen anstellen und kommt dann in allen
Ordnungen der Felder zu dem Ergebnis

Γcl =

∫

dx
(

− 1

4g2
F k
µνF

kµν(V ) +
1

2
v2(V 2

1 + V 2
2 )

+
1

2
∂µπ̂

′
3∂

µπ̂′3 − (4λv2)π̂′23 + 2λvπ̂′33

+ ψ̄1(iDµγ
µ − µ−)ψ1 + ψ̄2(iDµγ

µ − µ+)ψ2 + hψ̄
τ3
2
π̂′3ψ

)

(8.1.36)
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mit Dµ ≡ ∂µ − iV k
µ

1
2
τk .

Diese Form einer unter spontan gebrochenen Eichtransformationen invarianten
nicht-abelschen Eichtheorie nennt man die “unitäre” Eichung.

Auf π̂′3 ist die Eichtransformation trivial δωπ̂
′
3 = 0 der Vektor

(
0
0
v

)

ist invariant

unter H = U(1) – erzeugt von iω3T
3 : H ist Stabilitätsgruppe von

0

@

0
0
v

1

A. V1 und

V2 sind massiv, dies entspricht der ungebrochenen Untergruppe H = U(1); π̂ ′3 ist
massiv, π̂1, π̂2 sind absorbiert in V1, V2.

Wir wollen nun noch ohne Beweis dieses Ergebnis verallgemeinern.
Brout-Englert-Higgs-Mechanismus:
Wird eine einfache lokale Symmetriegruppe G spontan zu einer Untergruppe
H ⊂ G gebrochen (H ist die Stabilitätsgruppe des Minimums von V), dann
bleiben die zu H gehörigen Vektorbesonen masselos; die zu G/H gehörigen Vek-
torbosonen werden massiv unter Absorption der zugehörigen Goldstone-Boson-
Kandidaten. Die verbliebenen Skalare sind massiv.

8.2 Bibliographische Angaben

Die Originalarbeiten zur spontanen Symmetriebrechung sind schnell aufgezählt:
Goldstone 61, Brout/Englert 64, Higgs 64, Higgs 66. Für die Verbreitung ge-
sorgt hat Kibble 66. Ausführliche Darstellungen findet man in O’Raifeartaigh 69.
Natürlich bieten alle neueren Lehrbücher über Quantenfeldtheorie vergleichbare
Kapitel, soweit es um die klassische Näherung geht.



Kapitel 9

Unitarität

9.1 Problem

Im zweiten Kapitel haben wir die S-Matrix als unitären Operator eingeführt, der
die asymptotischen einlaufenden Zustände Φein auf die asymptotischen auslau-
fenden Φaus abbildet

Definition : Φaus = SΦein (9.1.1)

Unitarität : SS† = S†S = 1 (9.1.2)

Zur störungstheoretischen Berechnung benutzen wir die Dyson-Formel

S = Tei
R

dxLint = 1 +
∑

n

in

n!

∫

dz1 . . . dznT
(

Lint(z1) . . .Lint(zn)
)

(9.1.3)

Matrixelemente (hier für ein skalares Feld formuliert) sind unmittelbar mit den
Greenschen Funktionen verknüpft (LSZ-Formalismus)

〈p1 . . . pn | S | q1 . . . ql〉

= lim
(−i√

z

)n+l
n∏

i=1

(p2
i −m2)

l∏

j=1

(q2
j −m2)G̃(−p1, . . . ,−pn; q1, . . . , ql)

(lim : p2
i → m2, q2

j → m2 mit poi > 0, qoj > 0)

(9.1.4)

G̃ ist die Fouriertransformierte von

G(y1, . . . , yn; x1, . . . , xl) = 〈0 | T (ϕ(y1) . . . ϕ(xl)) | 0〉, (9.1.5)

das seinerseits mit Hilfe der Gell-Mann-Low-Formel und einem Renormierungs-
verfahren bestimmt wird:

G(y1 . . . xl) = R
〈T
(
ϕo(y1) . . . ϕ

o(xl)e
i

R

Loint
)
〉(o)

〈Tei
R

Loint〉(o)
(9.1.6)

199
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Damit ergibt sich als erstes Problem das folgende : selbst wenn in (9.1.3) eine
Hermitesche Wechselwirkung L†int = Lint zugrundegelegt wird und selbst wenn
die freie Theorie und die Baum-Graphen-Näherung unitär sind, können die Re-
normierungen R in (9.1.5) die Unitarität verletzen. So ist etwa die Pauli-Villars
Regularisierung eben deswegen nur eine Regularisierung, aber keine Renormie-
rung ; ganz ähnlich könnten die Impulssubtraktionen, die wir in Abschnitt 3.2
eingeführt haben, die Positivitätseigenschaften der Zwei-Punkt-Funktion stören.
Für das jeweils gewählte Renormierungsverfahren ist daher ein darauf zugeschnit-
tener Beweis der Unitarität zu führen. Im Falle der Methode von Epstein-Glaser
(s.Abschnitt 3.3) wird die Unitarität konstruktiv zur Definiton der Theorie heran-
gezogen, gilt also per constructionem. Für die analytische Renormierung (Speer
66) ist der Beweis unmittelbar geführt worden, für BPHZ mittelbar über Äqui-
valenz der Verfahren: BPHZ zu BPH (Zimmermann (Erice)); BPH zu analytisch
(Hepp (Les Houches)).

In Eichtheorien stellt sich ein zweites Problem : der von den Erzeugern der elemta-
ren Felder aufgespannte Fockraum ist kein Hilbertraum, sondern enthält Zustände
mit negativer oder verschwindender Norm. Hier ist also zunächst ein Hilbertraum
physikalischer Zustände zu konstruieren, der vereinbar ist mit der Lorentzinvari-
anz, und dann ist zu zeigen, daß sich die physikalischen Streuprozesse in diesem
Raum abspielen. D.h. die S-Matrix transformiert keinen Zustand mit positiver
Norm (physikalischer Zustand) in einen unphysikalischen (mit negativer oder ver-
schwindender Norm) und sie ist auf dem Hilbertraum unitär.
Da die Definition der S-Matrix in Theorien mit masselosen Teilchen schwierig
ist, wollen wir als Beispiel eine Eichtheorie diskutieren, bei der die Eichinvarianz
vollständig gebrochen ist, also alle Felder massiv sind, und mögliche Verallgemei-
nerungen am Ende diskutieren.

9.2 Modell

Als Symmetriegruppe betrachten wir die diagonale SU(2), die sich aus SU(2)×
SU(2) (Isospin × chirale Symmetrie) ergibt, als Materiefelder ein Isosingulett +
Isotriplett:

SU(2)× SU(2) :

δσ = 0

δπi =
e

2
εijkωjπk

Isospin

δ′σ = −e
2
ω′iπi

δ′πi =
e

2
ω′i(σ + v)

chirale Transf.

(9.2.1)
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SU(2) :

(ω = ω′)

δσ = −e
2
ωiπi

δπi =
e

2

(
εijkωjπk + (σ + v)ωi

) (9.2.2)

Alle πi transformieren sich inhomogen, d.h. SU(2) ist vollständig gebrochen. In-
variant ist (σ + v)2 + π2, hieraus wird das Potential V ((σ + v)2 + π2) gebildet,
aus dem wiederum der Wert für v und die Massen folgen

v aus
δV

δϕa
∣
∣
∣ ϕ=0

= 0 (9.2.3)

δ2V

δϕbδϕa
∣
∣
∣ ϕ=0

= M2
ba (9.2.4)

Drei Eigenwerte der Massenmatrix verschwinden (Goldstone-Bosonen), ein Ei-
genwert ist positiv (Higgs-Masse).

Wir koppeln nunmehr Vektorfelder invariant an:

Γinv =

∫ (

−1

4
Fµν

iF iµν +
1

2
DµσD

µσ +
1

2
Dµπ

iDµπi − V (ϕ)

)

(9.2.5)

mit den kovarianten Ableitungen

Dµσ = ∂µσ +
e

2
πiAiµ

Dµπ
i = ∂µπ

i +
e

2

(
εijkπjAkµ − (σ + v)Ai

µ

) (9.2.6)

Die bilinearen Beiträge zu Γinv lauten

Γbilinv =

∫ (

− 1

4
(∂µA

i
ν − ∂νAiµ)2 +

1

2

e2v2

4
AiµA

iµ

+
1

2
∂µπ

i∂µπi − ev

2
∂µπ

iAiµ

+
1

2
∂µσ∂

µσ − 1

2
m2
Hσ

2
)

(9.2.7)

Da sich Γbilinv nicht invertieren läßt, addieren wir Eichfixierungs- und φπ-Felder

Γg.f. + Γφπ =

∫ (
α

2
s(ci−B

i) + s
(

ci−(∂Ai + κπi
)

)

)

=

∫ (
α

2
BiBi +Bi(∂Ai + κπi)

− ci−(∂Dci+ + κ
e

2

(

εijkcj+π
k + (σ + v)ci+)

))

(9.2.8)
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Die BRS-Transformationen sind für Skalare gerade (9.2.2) mit der Ersetzung
ωi → ci+, für die anderen Felder wie im ungebrochenen Fall

sc− = B sc+ = ic+c+

sB = 0 sA = ∂c+ + i[c+, A]
(9.2.9)

Als Eichbedingung postulieren wir also

δΓ

δBi
= αBi + ∂Ai + κπi , (9.2.10)

während die Geistergleichung
δΓ

δci−
= −∂Dci+ −

1

2
κe
(
εijkcj+π

k + (σ + v)ci+
)

(9.2.11)

lautet. Mit äußeren Feldern ρ, σ, Y , die an die nichtlinearen BRS-Transformationen
sA, sc+, sϕ koppeln, nimmt sie die endgültige Gestalt

δΓ

δci−
+ ∂µ

δΓ

δρi
+ κ

δΓ

δY i
= 0 (9.2.12)

an. Gegenüber dem Fall, daß die starre Symmetrie nicht gebrochen ist, haben
wir zusätzliche Terme, die von der speziellen Form der Eichfixierung (‘t Hooft-
Eichung) herrühren. (Der Parameter κ wird weiter unten geeignet gewählt wer-
den.)

9.2.1 Propagatoren

Um den Fockraum der freien Theorie zu konstruieren, wollen wir zuerst die Pro-
pagatoren bestimmen, von den Propagatoren zu den Kommutatoren der Felder
übergehen und dann die Normen der Ein-Teilchen-Zustände berechnen.
Dieses funktionale Vorgehen ist äquivalent zur kanonischen Quantisierung, solan-
ge beide existieren und liefert manchmal noch ein Ergebnis, wenn letztere nicht
ohne weiteres möglich ist. Das Higgsfeld möge als einfaches Beispiel dienen.

Der Higgs-bilineare Anteil von Γcl lautet

ΓbilH =

∫
1

2
∂σ∂σ − 1

2
m2
Hσ

2 , (9.2.13)

die entsprechende Bewegungsgleichung
δΓ

δσ(x)
= −(� +m2

H)σ(x) . (9.2.14)

Die Legendre-Transformation wird definiert durch

δΓ

δσ
= −Jσ (9.2.15)

−Jσ = −(� +m2
H)σ (9.2.16)
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Lösen wir diese Gleichung nach σ als Funktion von Jσ auf

σ =
1

� +m2
H

Jσ , (9.2.17)

so liefert die Definition

δ

iδJσ(x)
σ[J ](y) = 〈Tσ(x)σ(y)〉 =

−i
� +m2

H

δ(x− y) (9.2.18)

die zusammenhängende Zwei-Punkt-Funktion für das σ-Feld. Da (für verschwin-
dende Vakuumerwartungswerte der Felder) die allgemeine Zwei-Punkt-Funktion
immer zusammenhängend ist, ist (9.2.18) gerade der gesuchte Propagator.

Im Impulsraum ausgeschrieben lautet (9.2.18)

〈T σ̃(k)σ(0)〉 =
i

k2 −m2
H

(9.2.19)

Die ε-Vorschrift für das Umgehen der Pole fügen wir “von Hand” ein. (Sie kann
natürlich auch formal korrekt durch einen Zusatzterm in (9.2.16) eingeführt wer-
den; diese Präzisierung ist aber unerheblich für alles folgende.)
Da die φπ-Felder c± nicht mit anderen Feldern mischen, geben wir als nächstes
ihren Propagator an.

Γbilc± =

∫

−c−(� +mκ)c+ (9.2.20)

Die zum Higgs-Feld analoge Vorgehensweise liefert (m ≡ 1
2
ev)

~δΓ

δc−
= −(� +mκ)c+ (9.2.21)

+jc− = −(� +mκ)c+ (9.2.22)

〈Tc+c−〉 =
δ

iδjc−
c+(jc−) = +

i

� +mκ
δ(x− y) (9.2.23)

〈T c̃+(k)c−(o)〉 =
−i

k2 −mκ (9.2.24)

(Das von (9.2.16) differierende Vorzeichen in (9.2.22) ist erklärt im Abschnitt
7.3.1. Dort haben wir die Legendre-Transformation explizit angegeben.)

Als bilineare Anteile in Γbil bleiben nun noch Funktionen von A,B, π:

ΓbilA,B,π =

∫ (

− 1

4
(∂µA

i
ν − ∂νAiµ)2 +

1

2
m2(Aiµ)

2

+
1

2
∂πi∂πi −m∂πiAi

+
α

2
B2
i +Bi∂Ai + κBiπi

)

(m ≡ 1

2
ev)

(9.2.25)
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Die Feldgleichungen lauten nach der Legendre-Transformation

δΓ

δAiµ
= −J iµ = (�gµν − ∂µ∂ν)Aiν +m2Aiµ −m∂µπi − ∂µBi (9.2.26)

δΓ

δBi
= −J iB = αBi + ∂Ai + κπi (9.2.27)

δΓ

δπi
= −J iπ = −�πi +m∂Ai + κBi (9.2.28)

Gesucht werden Aµ, B, π als Funktionen der Quellen Jµ, JB, Jπ . Hierzu lösen wir
(9.2.27) nach B auf und setzen in (9.2.28) ein

B = − 1

α
JB −

1

α
∂A− κ

α
π (9.2.29)

−�π +m∂A − κ

α
(JB + ∂A + κπ) = −Jπ (9.2.30)

Die Wahl

κ = mα =
ev

2
α (9.2.31)

(eingeschränkte ‘t Hooft-Eichung)
eliminiert die Abhängigkeit von ∂A und erlaubt die unmittelbare Lösung für π(j):

(� +m2
o)π = Jπ −mJB m2

o ≡ m2α (9.2.32)

π =
1

� +m2
o

(Jπ −mJB) (9.2.33)

Damit können wir die folgenden Propagatoren angeben:

〈Tππ〉 = δ

iδJπ
π

F.T.
=

i

k2 −m2
o

(9.2.34)

〈TπB〉 =
δ

iδJB
π

F.T.
=

−im
k2 −m2

o

(9.2.35)

〈TπA〉 =
δ

iδJµ
π = 0 (9.2.36)

Wir setzen nun (9.2.33) und den Wert für κ in (9.2.29) ein

B = − 1

α
JB −

m

� +m2
o

(Jπ −mJB)− 1

α
∂A (9.2.37)

und differenzieren (9.2.26) nach x, um eine weitere Gleichung für ∂A zu erhalten:

− 1

α
∂A = − 1

αm
�π − 1

m2
o

�B +
1

m2
o

∂µJµ (9.2.38)
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Eingesetzt in (9.2.37) folgt mit (9.2.33) nach kurzer Rechnung

(� +m2
o)B = −mJπ + ∂µJµ (9.2.39)

Das liefert die Propagatoren

〈TBB〉 = 0 (9.2.40)

〈TB(x)Aµ(y)〉 =
δ

iδJµ(y)
B(x)

F.T.
=

kµ
k2 −m2

o

(9.2.41)

(Hierbei ist die Fouriertransformation gemäß −ik(x − y) → ∂xµ = −ikµ definiert
worden.)
Einsetzen von (9.2.33) und (9.2.39) in (9.2.26) führt zur Gleichung

(�gµν − ∂µ∂νA)ν +m2Aµ = −Jµ +
∂µ∂ν

� +m2
o

Jν − m2∂µ
� +m2

o

JB (9.2.42)

Die longitudinale Projektion ergibt

m2∂A =
−m2

o

� +m2
o

∂νJν −
m2�

� +m2
o

JB (9.2.43)

Hiermit folgt aus (9.2.42)

(� +m2)Aµ = −Jµ +
1− α

� +m2
o

∂µ∂
νJν −

� +m2

� +m2
o

∂µJB (9.2.44)

Der letzte noch fehlende Propagator ist also

〈T Ãµ(k)Aν(0)〉 =

(

−gµν +
kµkν
k2

)
i

k2 −m2
− αkµkν

k2

i

k2 −m2
o

(9.2.45)

(Als Merkregel zur Kontrolle dieses Propagators geben wir an : (1) für α = 1
(Feynman-Eichung) kompensieren sich die longitudinalen Anteile; (2) für Indizes
µ = ν = 1, 2, 3 folgt −i(−1) 1

k2−m2 und das ist gerade der richtige Propagator für
ein skalares Feld der Masse m.)
Ein weitere Kommentar ist noch angebracht: die Pole des Higgs-Feldes und des
transversalen Vektorfeldes (m2

H , m
2) sind eichunabhängig; alle anderen Pole lie-

gen bei ein- und derselben Masse (m2
o = αm2) und sind eichabhängig. Diese

Entartung im Bereich der unphysikalischen Felder ist ein Indiz dafür, daß Kom-
pensationen zwischen Beiträgen unterschiedlicher Norm auftreten und damit Uni-
tarität ermöglichen können.
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9.2.2 Kommutatoren

Am Beispiel des Higgs-Feldes wollen wir den nächsten Schritt demonstrieren. Der
Propagator erfüllt die inhomogene Gleichung

(� +m2
H)∆c(x;m

2
H) = −iδ(4)(x) (9.2.46)

und ist durch die ε-Vorschrift eindeutig gemacht. Der Kommutator

[σ(x), σ(y)] = i∆H(x− y,m2
H) (9.2.47)

∆H(x;m2
H) =

−i
(2π)3

∫

d4ke−ikxε(ko)δ(k2 −m2
H) (9.2.48)

erfüllt die homogene Gleichung

(� +m2
H)∆H(x;m2

H) = 0 (9.2.49)

und wird eindeutig bestimmt durch die Randbedingungen

∆H
∣
∣
∣ xo=0

= 0 (9.2.50)

i
∂

∂xo
∆H
∣
∣
∣ xo=0

= −iδ(3)(x) (9.2.51)

(Vergl. Abschnitt 1.1.2 ).
Er ist aber auch eindeutig festgelegt (für gegebenen Propagator), wenn wir for-
dern

∆c(x;m
2
H) = iθ(xo)∆

(+)
H (x;m2

H)− iθ(−xo)∆(−)
H (x;m2

H) (9.2.52)

für

∆H(x;m2
H) = ∆

(+)
H (x;m2

H) + ∆
(−)
H (x;m2

H) (9.2.53)

Für die gesuchten Kommutatoren der Felder A,B, π müssen wir also nachweisen,
daß sie die homogenen Feldgleichungen erfüllen, und den Nachweis der Gültig-
keit von (9.2.51) führen, indem wir geeignete Polynome in Ableitungen abspalten.

Die Feldentwicklung (1.1.9)

σ(x) =

∫

d3k

(

e−ikx
√

(2π)32ωk
σ(−)(k) +

eikx
√

(2π)32ωk
σ(+)(k)

)

(9.2.54)

und die Vertauschungsrelationen

[σ(k), σ†(k′)] = δ3(k− k′) (9.2.55)
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für die Vernichter und Erzeuger sind mit (9.2.47) und (9.2.48) aufs engste ver-
knüpft: (9.2.47) und (9.2.48) gelten genau dann, wenn (9.2.54) und (9.2.55) gel-
ten. Damit können wir also aus den Kommutatoren unmittelbar auf die Vertau-
schungsrelationen der Vernichter und Erzeuger schließen.

Wir definieren also zunächst die Kommutatoren

[Aµ(x), Aν(y)] = i∆T
µν + i∆L

µν (9.2.56)

[Aµ(x), B(y)] = i∆µB (9.2.57)

[Aµ(x), π(y)] = i∆µπ (9.2.58)

[B(x), B(y)] = i∆BB (9.2.59)

[B(x), π(y)] = i∆Bπ (9.2.60)

[π(x), π(y)] = i∆ππ (9.2.61)

Dann wollen wir zeigen, daß wir mit den Ansätzen

∆T
µν = −(gµν +

∂µ∂ν
m2

)∆(m2) (9.2.62)

∆L
µν =

∂µ∂ν
m2

∆(m2
o) (9.2.63)

∆µB = −∂µ∆(m2
o) (9.2.64)

∆µπ = 0 (9.2.65)

∆BB = 0 (9.2.66)

∆Bπ = −m∆(m2
o) (9.2.67)

∆ππ = ∆(m2
o) (9.2.68)

die homogenen Feldgleichungen erfüllen können.
(Wir merken im Vorübergehen an, daß

∂µ∆T
µν = −

(

∂ν +
�

m2
∂ν

)

∆(m2) = 0 (9.2.69)

∂µ∆L
µν =

�

m2
∂ν∆(m2

o) = −α∂ν∆(m2
o) (9.2.70)

als Konsequenz der homogenen Gleichung für ∆; vergl. (9.2.49).)
Die homogenen Feldgleichungen lauten (s. (9.2.26-9.2.28) für j = 0):

(�gµν − ∂µ∂ν)Aν +m2Aµ −m∂µπ − ∂µB = 0 (9.2.71)

αB + ∂A + αmπ = 0 (9.2.72)

�π −m∂A − αmB = 0 (9.2.73)
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Die Kombination m(9.2.72) + (9.2.73) ergibt

(� +m2
o)π = 0 (9.2.74)

und zeigt, daß (9.2.68),(9.2.67) und (9.2.54) kompatibel sind. (9.2.72) kommutiert
mit π,B,A kontrolliert (9.2.66),(9.2.64) und (9.2.63). Der transversale Anteil von
[Aµ, Aν] wird getestet, wenn man (9.2.71) mit Aν kommutiert. Hand in Hand mit
diesen Rechnungen geht die Diagonalisierung im Raum der Felder ∂A,B und π.
Die Felder

∂Â = ∂A (9.2.75)

π̂ = π (9.2.76)

B̂ = B +mπ +
1

α
∂A (9.2.77)

sind diagonal, d.h. ihre wechselseitigen Kommutatoren verschwinden. Die diago-
nalen Kommutatoren lauten

[∂Â, ∂Â] = −iα2m2∆(m2
o) (9.2.78)

[π̂, π̂] = i∆(m2
o) (9.2.79)

[B̂, B̂] = 0 (9.2.80)

Für die φπ-Felder ergibt sich aus dem Propagator (9.2.24) der Anti-Kommutator

{c−(x), c+(y)} = −i∆(x − y;m2
o) (9.2.81)

Als Kontrolle des Kommutators für das Vektorfeld konstruieren wir noch das
transversale Vektorfeld, zu dem Aµ Anlaß gibt. Wir definieren

Vµ = Aµ −
1

m
∂µπ −

1

m2
∂µB (9.2.82)

und überzeugen uns mit Hilfe von ∂µ(9.2.70) davon, daß Vµ in der Tat transversal
ist:

∂µVµ = ∂µAµ −
1

m
�π − 1

m2
�B = 0 . (9.2.83)

Einsetzen von (9.2.82) in (9.2.71) zeigt, daß

(� +m2)Vµ = 0 (9.2.84)

d.h. die Komponenten von Vµ sind Felder der Masse m. Eine Feldentwicklung in
Erzeuger und Vernichter

Vµ(x) =
1

(2π)3/2

∫

d4k
√

2ωkθ(k
o)
(
v̂µ(k)e

−ikx + v̂†µ(k)e
ikx
)

(9.2.85)
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führt demnach zu kµv̂µ(k) = 0 (9.2.86)

und zu (k2 −m2)v̂µ(k) = 0 (9.2.87)

Entwickelt in Polarisationsvektoren ergibt sich

v̂µ(k) = δ(k2 −m2)εµ
ν(k)vν(k) . (9.2.88)

Die Polarisationsvektoren können wir im Ruhesystem k = 0, ko = m beliebig
auswählen (drei linear unabhängige raumartige Vektoren)

ε1
ν =







0
1
0
0






, ε2

ν =







0
0
1
0






, ε3

ν =







0
0
0
1






. (9.2.89)

Für allgemeine Impulse lassen sie sich definieren gemäß

εi
j = δi

j +
kik

j

m(m + ωk)
εo
j =

kj

m
(9.2.90)

(Vergl. Gasiorowicz 1967 S.55 für die explizite Rechnung.)

Dann lassen sich die Vertauschungsrelationen der Erzeuger und Vernichter be-
rechnen:

[vi(k), v†j(k
′)] = δijδ

(3)(k− k′) (9.2.91)

Ein solches transversales Vektorfeld hat nun tatsächlich den oben angegebenen
transversalen Kommutator.

9.2.3 Metrische Struktur des Fockraums, Hilbertraum

Aus der eineindeutigen Beziehung zwischen den Vertauschungsrelationen im Orts-
raum (9.2.47) und den Vertauschungsrelationen der Vernichter und Erzeuger im
Impulsraum (9.2.55) läßt sich ersehen, daß die Kommutatorfunktion (9.2.63) für
∂Â zu Vertauschungsrelationen mit negativem Vorzeichen führt. Wir entwickeln
∂Â(x) in diskreter Normierung

∂Â(x) =
∑

k

(

fk(x)ak + f ∗k (x)a
†
k

)

(9.2.92)
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und finden

[ak, a
†
k′] = −δkk′ . (9.2.93)

Damit haben aber die von a†k erzeugten Ein-Teilchen-Zustände negative Norm:

‖â†k|o〉‖2 = 〈o|âkâ†k|o〉 = 〈o|[âk, â†k]|o〉 = −〈o|o〉 = −1 (9.2.94)

Im Raum der physikalischen Zustände, der ein Hilbertraum, also ein Raum mit
positiv definiter Metrik sein soll, dürfen solche Zustände nicht auftreten, denn
sonst wäre keine Wahrscheinlichkeitsinterpretation mehr möglich. Um solche un-
erwünschten Zustände im Fockraum V aller Zustände auszuschließen, brauchen
wir eine Bedingung. Im (massiven) abelschen Fall konnten wir zeigen (s. Abschnitt
4.4.2), daß als Operatorgleichung

(� +m2
o)∂A = 0 (9.2.95)

galt (α-Eichung) oder – in der (α,B) – Eichung –

Eichbedingung : B = − 1

α
∂A

(9.2.96)

Ward-Identität : �B = m2∂A (9.2.97)

d.h. (� +m2
o)B = 0 m2

o ≡ αm2 (9.2.98)

Damit war eine Bedingung

(∂A)(+)|phys〉 = 0 (9.2.99)

bzw. B(+)|phys〉 = 0 (9.2.100)

zur Auszeichnung der physikalischen Zustände in der freien und in der wechsel-
wirkenden Theorie gleichermaßen sinnvoll. Denn (9.2.95) bzw. (9.2.98) heißt ja
gerade, daß ∂A bzw. B freie Felder sind, also eine eindeutige Zerlegung in Erzeu-
ger und Vernichter zulassen und die Kennzeichnung der physikalischen Zustände
von der S-Matrix respektiert wird:

[S,B(+)] = 0 (9.2.101)

für ein freies Feld, d.h. S|phys〉 ist ein physikalischer Zustand, wenn |phys〉 einer
war.

Im vorliegenden nicht-abelschen Fall zeigt ein Blick auf die lokale Ward-Identität,
daß ∂A und B keine freien Felder mehr sind:

wk(x)Γcl = �Bk − i∂[A,B]k + κBi
(

−e
2
εijkπj +

(e

2
σ +m

)

δik
)

(9.2.102)
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(Die Terme, die bilinear in den Feldern sind, stellen effektiv Wechselwirkungen
dar.)
D.h. (9.2.100) kann nicht gefordert werden. Vielmehr wird ein Operator Q ge-
sucht, der für die freie und die wechselwirkende Theorie existiert, mit der S-
Matrix kommutiert:

[Q, S] = 0 (9.2.103)

und so beschaffen ist, daß aus

Q|phys〉 = 0 , (9.2.104)

‖ |phys〉 ‖ ≥ 0 (9.2.105)

folgt. Denn dann wählt die Bedingung (9.2.104) aus allen Zuständen des Fockrau-
mes V solche mit semi-definiter Norm aus – sie bilden Vphys. Diejenigen Zustände
aus Vphys, die verschwindende Norm haben, bilden einen Unterraum Vo ⊂ Vphys.
Man kann Äquivalenzklassen Vphys/Vo bilden (d.h. man unterscheidet nicht zwi-
schen Vektoren, die nur verschiedene “Anteile” an Norm-Null-Komponenten ha-
ben) und als deren Abschluß den Hilbertraum definieren:

H = Vphys/Vo (9.2.106)

Natürlich muß sich die Suche nach einem geeigneten Operator Q davon leiten
lassen, welche Zustände im Fockraum V welche Norm haben. Aus den Kommuta-
toren (9.2.91) und (9.2.55) schließen wir, daß die drei Komponenten des massiven
transversalen Vektorfeldes Vµ und das Higgs-Feld zu physikalischen Teilchen im
strengen Sinn gehören: die Pole der Propagatoren sind eichunabhängig, die Nor-
men der zugehörigen Zustände streng positiv. Wir bezeichnen sie kollektiv mit
(aα) = {Vµ, H}. Unphysikalisch sind dagegen die Felder χk = { 1

m2
o
(∂A)k,− 1

m
πk}

(Normierungskoeffizienten s.u.), ebenso die Felder bk, c+k und c−k, denn die Pole
ihrer Propagatoren sind eichabhängig und die Normen (u.U. sogar in Abhängig-
keit von der Eichung) positiv, Null oder negativ. Da aα invariant unter dem
Feld-linearen Anteil der BRS-Transformation ist, die anderen Felder aber unter
BRS variieren, insbesondere sc− = B ist und b̂†k in |phys〉 ausgeschlossen werden
muß, liegt es nahe, Q mit der BRS-Symmetrie in Verbindung zu bringen. Wenn
etwa Q = s wäre, so könnte man hoffen, Q auch in der wechselwirkenden Theorie
definieren zu können, denn als Ladung (= Erzeugende einer Symmetrietransfor-
mation) hätte es alle Chancen zu existieren. Ehe wir diese Vermutung positiv
bestätigen, müssen wir noch kurz auf eine Besonderheit eingehen, die mit den
Faddeev-Propov-Feldern c± zu tun hat.
Gerade im Zusammenhang mit den gegenwärtigen Überlegungen hat es sich als
vorteilhaft herausgestellt, c+ und c− als voneinander unabhängige Felder zu be-
trachten und ihnen die folgenden Hermitetizitätseigenschaften zuzuordnen:

(

ci+(x)
)†

= ci+(x)
(

ci−(x)
)†

= −ci−(x) (9.2.107)
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Damit ergibt sich als geeignete Entwicklung in Erzeugern und Vernichtern

c+(x) =
∑

k

(

fk(x)c+k + f ∗k (x)c
†
+k

)

(9.2.108)

c−(x) =
∑

k

(

fk(x)c−k + f ∗k (x)c
†
−k

)

(9.2.109)

mit den Regeln

(c+k)
† = c†+k (c−k)

† = −c†−k
(Vernichter)† = Erzeuger (Vernichter)† = −Erzeuger

(9.2.110)

für das Hermitesch-Konjugieren. Dieses Vorgehen ist gerechtfertigt, weil c+ und
c− jeweils getrennt die Klein-Gordon-Gleichung erfüllen. Als nicht-verschwindenden
Anti-Kommutator haben wir oben (9.2.81) gefunden

{c−(x), c+(y)} = − 1

(2π)3

∫

dke−ikxε(ko)δ(k2 −m2
o) (9.2.111)

Das legt nahe, die folgenden Vertauschungsregeln für die Erzeuger und Vernichter
zu fordern:

{c±k, c†±l} = {c±k, c±l} = {c†±k, c†±l} = 0 (9.2.112)

{c+k, c†−l} = δkl (9.2.113)

Als Konsequenz von (9.2.110) ergibt sich

{c†−k, c+l} = +δkl; {c−k, c†+l} = −δkl. (9.2.114)

Alle diese Regeln sind im Einklang mit der kanonischen Quantisierung.
Als Konsequenz ergibt sich insbesondere, daß die Normen der c±-Ein-Teilchen-
Zustände verschwinden:

‖c†±k|o〉‖2 = 〈o| ± c±kc†±k|o〉
= 〈o| ± {c±k, c†±k}|o〉 = 0

(9.2.115)

(und nicht negativ sind – wie es der Fall wäre bei anderen Hermitezitätsre-
geln). Ebenso ist die Wirkung Γφπ (9.2.8) Hermitesch, der formale S-Operator
S = ei

R

Lint also pseudo-unitär.

Wir fassen die Vertauschungsregeln der Erzeuger und Vernichter aller unserer
Felder zusammen:

a†β χ†l b†l c†+l c†−l
aα δαβ Kommu-

χk ωkl δkl ta-

bk δkl 0 toren

c+k 0 +δkl Antikommuta-

c−k −δkl 0 toren

(9.2.116)
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Nach diesen Vorbereitungen wollen wir nun beweisen, daß

Q = i
∑

k

(

c†+kbk − b†kc+k
)

(9.2.117)

ein geeigneter Operator ist. Wir werden zeigen, daß Q die folgenden Eigenschaf-
ten hat:
(1) Q erzeugt in der freien Theorie die BRS-Transformationen.
(2) Q kommutiert mit den Projektoren auf Unterräume mit n unphysikalischen

Teilchen.
(3) Aus Q|f〉 = 0 folgt 〈f |f〉 ≥ 0
(d.h. Q charakterisiert die Vektoren aus Vphys).

Beweis von Eigenschaft (1):

[Q, aα] = 0 (9.2.118)

ist trivial. Dies entspricht der Tatsache, daß saα nicht-linear, d.h. in der freien
Theorie Null ist.

[Q, bl] = 0 (9.2.119)

folgt ebenfalls trivialerweise aus (9.2.116) und entspricht

sB = 0 . (9.2.120)

[Q, χl] = i
∑

k

(

0− [b†kc+k, χl]
)

= i
∑

k

(δkl)c+k = ic+l (9.2.121)

und entspricht

s(∂A) = �c+ = −m2
oc+ (9.2.122)

sπ =
e

2
vc+ = mc+ (9.2.123)

in der freien Theorie (d.h. χ = 1
m2
o
∂A bzw. χ = − 1

m
π ist die richtige Normierung).

{Q, c−k} = −ibk (9.2.124)

{Q, c†−k} = −ib†k (9.2.125)

und entspricht

sc− = B. (9.2.126)

{Q, c+l} = {Q, c†+l} = 0 (9.2.127)

und entspricht

sc+ = 0 (9.2.128)



214 KAPITEL 9. UNITARITÄT

in der freien Näherung.
Damit ist für alle Zustände nachgewiesen, daß Q in der freien Theorie die BRS-
Transformationen erzeugt.

Beweis von Eigenschaft (2):
Wenn P (n) den Projektor auf den Unterraum mit n unphysikalischen Teilchen
bezeichnet, so wollen wir zeigen

[Q,P (n)] = 0 n = 0, 1, 2, . . . (9.2.129)

Hierzu werden wir die Projektoren P (n) explizit angeben. Wir beginnen mit n = 0,
suchen also einen Operator, der auf den Raum projiziert, der von den Erzeugern
a†α aufgespannt wird. Er lautet

P (o) =
∞∑

k=0

1

k!

∑

α1...αk

(
a†α1

. . . a†αk |o〉〈o|aα1 . . . aαk
)

(9.2.130)

Es ist klar, daß

P (o)|o〉 = |o〉 (9.2.131)

P (o)a†β|o〉 = a†β|o〉 (9.2.132)

usw. . . .

gilt. Ebenso:

P (o)







χ†

b†

c†+
c†−






|o〉 = 0. (9.2.133)

Ebenso klar ist, daß
[Q,P (o)] = 0 (9.2.134)

denn bk und c+k kommutieren mit allen aα.
P (1) hat die Form

P (1) =
∑

k

(

b†kP
(o)χk + χ†kP

(0)bk − c†+kP (o)c−k + c†−kP
(o)c+k)

)

−
∑

k,l

ωklb
†
kP

(o)bl
(9.2.135)

Die Kontrolle auf Ein-Teilchen-Zuständen ist einfach. Z.B.

P (1)c†−l|o〉 = c†−l|o〉 (9.2.136)
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wegen (9.2.114) und (9.2.130).
Ebenso läßt sich mit geringer Mühe zeigen, daß

[Q,P (1)] = 0 (9.2.137)

gilt. Außer den Vertauschungsrelationen (9.2.116) benutzt man (9.2.134).
Der Projektor P (n) ist nun rekursiv definiert über

P (n) =
1

n

∑

k

(

b†kP
(n−1)χk + χ†kP

(n−1)bk

− c†+kP (n−1)c−k + c†−kP
(n−1)c+k

)

− 1

n

∑

k,l

ωklb
†
kP

(n−1)bl.

(9.2.138)

Mit der Induktionsvoraussetzung [Q,P (n−1)] = 0 zeigt man genau wie für den
Fall [Q,P (1)] = 0 die gewünschte Relation

[Q,P (n)] = 0. (9.2.139)

Daß die Operatoren P (n) in der Tat einen vollständigen Satz hermitescher, ortho-
gonaler Projektoren bilden, wird ausgedrückt durch die Gleichungen

P (n)2 = P (n) = P (n)† (9.2.140)

P (n)P (m) = P (m)P (n) = δmnP
(n) m,n = 0, 1, 2, . . . (9.2.141)

∞∑

n=0

P (n) = 1 (9.2.142)

Ihr Beweis soll hier nicht explizit vorgeführt werden.

Beweis der Eigenschaft (3):
Der Beweis umfaßt drei Teilschritte. Zuerst zeigt man, daß Q nilpotent ist

Q2 = 0 (9.2.143)

Im zweiten Schritt beweist man, daß

〈f |P (n)|f〉 = 0 für n ≥ 1 (9.2.144)

Man gelangt unter Benutzung von (9.2.138) rasch zu

〈f |P (n)|f〉 = 〈f | 1
n

∑

k,l

ωklc
†
−kQP

(n−1)Qc−l|f〉 (9.2.145)
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und damit zu (9.2.144) wegen (9.2.143).
Im dritten Schritt benutzt man die Vollständigkeit der Projektoren.

〈f |f〉 = 〈f |
∞∑

n=0

P (n)|f〉 = 〈f |P (o)|f〉

= 〈P (o)f |P (o)f〉
(9.2.146)

Da P (o) auf den Unterraum der physikalischen Teilchen aα projiziert, kann die
Norm von P (o)|f〉 äußerstenfalls verschwinden, wenn nämlich keine a†α in |f〉
enthalten sind, aber nicht negativ werden:

〈P (o)f |P (o)f〉 ≥ 0 (9.2.147)

Damit ist also bewiesen:

Q|f〉 = 0 ⇒ 〈f |f〉 ≥ 0 (9.2.148)

und Q hat alle zuvor behaupteten und gewünschten Eigenschaften.

Wir fassen zusammen: Der Fockraum V enthält Zustände mit negativer und ver-
schwindender Norm. Die Bedingung Q|f〉 = 0 (9.2.104) wählt Zustände |f〉 ∈
Vphys aus mit nicht-negativer Norm, 〈f |f〉 ≥ 0 (9.2.148). Elemente der Äqui-
valenzklassen Vphys/Vo sind Zustände mit strikt positiver Norm. Ihr Abschluß

Vphys/Vo bildet den physikalischen Hilbertraum H der Theorie. Der Operator Q
erzeugt die BRS-Transformationen in der freien Theorie, d.h. Q|f〉 = 0 kann
man qualitativ verstehen als Auswahl BRS-invarianter Zustände. Da in der frei-
en Theorie S = 1 ist, kommutiert Q trivialerweise mit S.

9.3 Wechselwirkende Theorie

In der wechselwirkenden Theorie wird die Forderung, daß Q mit S kommutiert,
relevant. Denn dann ist mit |phys > auch S|phys > ein physikalischer Zustand.
Wir werden für unsere Rechnungen eine funktionale Form der S-Matrix zugrun-
delegen, wie sie z.B. in Itzykson/Zuber (1985) ((5.38), (9.91)) hergeleitet wird.

S = : e
R

dxdyΦein(x)K(x−y)z−1 δ
δJ(y) : Z(J)∣∣J=0

(9.3.1)

Hier bezeichnen die Symbole:

J : äußere Quellen, die an alle elementaren Felder der Theorie koppeln,

Z(J) : das erzeugende Funktional für die allgemeinen Greenschen Funktionen,
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z : die (Matrix der) Wellenfunktionsrenormierung,

K(x− y) : den Wellenoperator; d.h. der inverse Propagator für das freie Feld, das von
J(y) erzeugt wird und in Φein(x) propagiert,

Φein(x) : einlaufende asymptotische Felder (freie Felder, kanonische Vertauschungs-
relationen).

9.3.1 Klassische Näherung

In der klassischen Näherung ist

K(x− y) =
δ2Γcl

δφ(x)δφ(y)
(9.3.2)

und z = 1 . (9.3.3)

Wir führen nun noch über

S = : Σ : Z∣∣
∣J=0

(9.3.4)

den Operator Σ ein und diskutieren kurz seine Wirkung. Entwickelt und ange-
wandt bis zu einer Anzahl n der Ableitungen δ/δJ(y) erzeugt er die allgemeine
Greensche Funktion G(y1, . . . , yn). Die entsprechenden Faktoren

∫
dyK(x − y)

amputieren deren äußere Linien und führen dafür die Faktoren
∫
dxΦein(x) ein.

Damit wird die amputierte Greensche Funktion auf die Massenschalen gesetzt,
denn die Felder Φein erfüllen ja die freien Gleichungen.

Wir werden nun den Kommutator [: Σ :,S] der funktionalen Differentialoperato-
ren 1 berechnen und zeigen, daß ein Fockraumoperator Q existiert mit

[S, : Σ : ]Z∣∣
∣J=0

= −[Q, : Σ : ]Z∣∣
∣J=0

= −[Q, S]. (9.3.5)

Da [: Σ :,S]Z∣∣
∣J=0

= 0 , (9.3.6)

haben wir dann unser Ziel erreicht, wenn Q auch noch mit dem Operator (9.2.117)
zusammenfällt.
Der Kommutator [S, : Σ : ] ist von der Form

[X, eY ] = [X, Y ] +
1

2!
([X, Y ]Y + Y [X, Y ])

+
1

3!

(
[X, Y ]Y 2 + Y [X, Y ]Y + Y 2[X, Y ]

)
+ . . .

(9.3.7)

1S steht für die BRS-Transformation auf Z.
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Wir werden sehen, daß [X, Y ] mit Y kommutiert, und können damit die Reihe
umordnen

[X, eY ] = [X, Y ]eY (9.3.8)

Die expliziten Ergebnisse sind die folgenden

X ≡ S ≡
∫

Jµ
δ

δρµ
− j+

δ

δσ
+ Jϕ

δ

δYϕ
− j−

δ

δJB
(9.3.9)

Y ≡
∫

φΓ2
δ

δJ

≡
∫ (

σHΓHH
δ

δJH

+ AµΓµν
δ

δJν
+ AµΓµπ

δ

δJπ
+ AµΓµB

δ

δJB

+ πΓππ
δ

δJπ
+ πΓπν

δ

δJν
+ πΓπB

δ

δJB

+BΓBB
δ

δJB
+BΓBν

δ

δJν
+BΓBπ

δ

δJπ

+ c+Γc+c−
δ

δj−
+ c−Γc−c+

δ

δj+

)

(9.3.10)

[X, Y ] = −
∫

dxdy
(

σH(x)ΓHH(x− y) δ

δYH(y)

+ (AµΓµν +BΓBν + πΓπν)
δ

δρν

+ (πΓππ + AµΓµπ +BΓBπ)
δ

δYπ

− c−Γc−c+
δ

δσ
− c+Γc+c−

δ

δJB

)

(9.3.11)

(Indizes “ein” und Ortsraumargumente sind unterdrückt.)
Mit diesem Zwischenergebnis ist offensichtlich, daß Y mit [X, Y ] kommutiert.

Als Beitrag zu : [X, Y ] eY : Z∣∣
∣J=0

betrachten wir zuerst den des einlaufenden

Higgsfeldes.
∫

dxdy : σH(x)ΓHH(x− y) δ

δYH(y)
Y (1) . . . Y (n) : Z∣∣

∣J=0

=

∫

dxdy : σH(x)ΓHH(x− y) Y (1) . . . Y (n) : i[−e
2
ci+π

i](y)Z∣∣
∣J=0

(9.3.12)

Die Gleichung drückt aus, daß δ/δYH in der klassischen Näherung die Einsetzung

sσH = −e
2
ci+π

i (9.3.13)
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erzeugt. Ein relevantes Diagramm hat also in dieser Ordnung z.B. die Form

Fig. 9.3.1: Einsetzung sσH

und wir müssen untersuchen, ob ein Ein-Teilchen-Pol 1/(p2 − m2
H) entwickelt

werden kann, so daß der Faktor Γ̃HH(p) = p2−m2
H im Limes p2 → m2

H kompen-
siert wird. Nur dann wäre dieser Beitrag von Null verschieden. Benutzen wir die
Impulserhaltung (und nehmen alle Impulse als einlaufende an), so gilt

p = l1 + l2,

l1 + q1 + q2 = 0,

l2 + q3 + q4 + q5 = 0.

(9.3.14)

Mit der Abkürzung q ≡ q3 + q4 + q5 enthält die Greensche Funktion G̃(p; q1 . . . q5)
also die Faktoren

G̃(p; q1 . . . q5) ∼
1

l21 −m2
o

1

l22 −m2
o

∼ 1

(p+ q)2 −m2
o

1

q2 −m2
o

(9.3.15)

d.h. ein Pol in p2 −m2
H ist unmöglich. Dieser Beitrag verschwindet, d.h.

∫

dxdy : σH(x)ΓHH(x− y) δ

δYH(y)
Σ : Z∣∣

∣J=0
= 0 (9.3.16)

Ganz analog diskutieren wir den Beitrag
∫

dxdy : πΓππ Y (1) . . . Y (n) :
δ

δYπ
Z∣∣
∣J=0

=

∫

dxdy : πΓππ Y (1) . . . Y (n) : i[
e

2
ε...c+π +

e

2
c+σ

H +mc+] · Z∣∣
∣J=0

(9.3.17)

Die nicht-linearen Terme der Einsetzung tragen wie im vorigen Fall nicht bei –
das obige Argument war ein kinematisches und bezog sich nicht auf den Feldtyp.
Der lineare Term der Einsetzung führt zu einem Diagramm des Typs
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Fig. 9.3.2: Einsetzung linear im Feld

mit dem analytischen Ausdruck (Γππ = −(�y +m2
o)δ(x− y))

∫

dxdydzπ(x)(−1)(�y +m2
o)δ(x− y)∆c(y − z;m2

o)G(z, z1 . . . zn)

= i

∫

dxπ(x)G(x; z1 . . . zn)

(9.3.18)

d.h in den Greenschen Funktionen

G(y; z1 . . . zn) = 〈(Tc+(y)φ(z1) . . . φ(zn)〉 (9.3.19)

ist effektiv c+ durch π ersetzt worden; G(y; z1 . . . zn) hat einen Ein-Teilchen-Pol.

Entsprechendes gilt für die restlichen Beiträge in (9.3.11) : die linearen Anteile
tragen bei, die nicht-linearen nicht.

δZ

δYπ
= i[

e

2
ε...c+π +

e

2
c+σ

H +mc+] · Z → m
δZ

δj+
(9.3.20)

δZ

δρν
= i[∂νc+ + i[c+, A

ν]] · Z → ∂ν
δZ

δj+
(9.3.21)

Zusammengefaßt erhalten wir demnach

[ : Σ : ,S]Z∣∣
∣J=0

=:

∫ (

(AµΓµν∂
ν
y + AµΓµπm+ πΓππm

+ πΓπν∂
ν
y +BΓBν∂

ν
y +BΓBπm)

δ

δj+

)

− c+Γc+c−
δ

δJB

)

Σ : Z∣∣
∣J=0

(9.3.22)

Nun definieren wir einen Operator Q so, daß er gerade die BRS-Transformationen
der freien Felder erzeugt

Q : δQAµ = ∂µc+ δQσ
H = 0

δQπ = mc+ δQc+ = 0
δQc− = B δQB = 0

(9.3.23)
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QΓ ≡− i
∫ (

∂µci+
δ

δAiµ
+mci+

δ

δπi
+Bi δ

δci−

)

Γ (9.3.24)

QZc ≡− i
∫ (

∂µ
δZc
δj+

(−Jµ) +m
δZc
δj+

(−Jπ) +
δZc
δJB

j−

)

(9.3.25)

QZ ≡
∫ (

−Jµ∂µ
δ

δj+
−mJπ

δ

δj+
+ j−

δ

δJB

)

Z (9.3.26)

Der Kommutator [Q, : Σ : ]Z∣∣
∣J=0

läßt sich genau wie vorher berechnen

[Q, : Σ : ]Z∣∣
∣J=0

= − :

∫ (

(AµΓµν(−∂ν) + AµΓµπ(−m) + πΓππ(−m)

+ πΓπν(−∂ν) +BΓBν(−∂ν) +BΓBπ(−m))
δ

δj+
)

+ c+Γc+c−
δ

δJB

)

Σ : Z∣∣
∣J=0

(9.3.27)

Der Vergleich mit (9.3.22) zeigt also

[ : Σ : ,S]Z∣∣
∣J=0

= [Q, : Σ : ]Z∣∣
∣J=0

(9.3.28)

Damit folgt schließlich

0 = [Q, S] = [ : Σ : ,S]Z∣∣
∣J=0

= : Σ : SZ∣∣
∣J=0
− S( : Σ : Z)∣∣

∣J=0
(9.3.29)

(Der erste Teil des Kommutators verschwindet, weil SZ = 0 für alle Werte der
Quellen gilt und damit auch für alle Ableitungen; der zweite, weil S für J = 0
verschwindet.)
Damit ist in der klassischen Näherung die Unitarität gezeigt : Q charakterisiert
den physikalischen Unterraum Vphys und S kommutiert mit Q, d.h. bildet Ele-
mente aus Vphys in Vphys ab.

9.3.2 Höhere Ordnungen

Für die Behandlung der höheren Ordnungen stellt es sich als zweckmäßig heraus,
im Operator

S = : e
R

dxdyΦein(x)K(x−y)z−1 δ
δJ(y) : Z∣∣

∣J=0
(9.3.30)
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eine Umdefinition vorzunehmen. Wir führen

φein(x) = zφein(x) (9.3.31)

ein und erhalten damit z−1TKz−1 in S. Auf der Massenschale gilt aber

z−1TKz−1 =
δ2Γ

δφ(x)δφ(y)
(9.3.32)

und für diese Vertexfunktion können wir aus den geltenden Symmetrien Informa-
tion beziehen. Genau wie in der klassischen Näherung berechnen wir den Kom-
mutator

[ : Σ : ,S]Z∣∣
∣J=0

=:
(∫

(σHeinΓHH
δ

δY h

+ AµeinΓµν
δ

δρν
+ AµeinΓµπ

δ

δYπ

+ πeinΓπν
δ

δρν
+ πeinΓππ

δ

δYπ

+BeinΓBν
δ

δρν
+BeinΓBπ

δ

δYπ

− c−einΓc−c+
δ

δσ
− c+einΓc+c−

δ

δJB
)
)

Σ : ∣∣
∣J=0

.

(9.3.33)

Nun müssen wir untersuchen, welche der von δ/δYH, δ/δρν, δ/δYπ, δ/δσ, δ/δJB
erzeugten Einsetzungen in Z Ein-Teilchen-Pole haben können.

δ

δYH
(

∫

φΓ2
δ

δJ
) . . . (

∫

φΓ2
δ

δJ
)Z

=

(

(

∫

φΓ2
δ

δJ
) . . .

)

i[−e
2
ci+π

i +Korr.] · Z
(9.3.34)

In der Störungstheorie kann diese Einsetzung nicht zu einem Pol bei m2
H führen,

denn die φπ-Ladung könnte höchstens einen Pol bei m2
o erlauben. D.h. dieser

Beitrag verschwindet auf der Massenschale.

δ

δρν
(

∫

φΓ2
δ

δJ
) . . . (

∫

φΓ2
δ

δJ
)Z

= (

∫

φΓ2
δ

δJ
) . . .

∫

φΓ2
δ

δJ
)i[∂νc+ + i[c+, A

ν] +Korr.] · Z
(9.3.35)

Wie in der klassischen Näherung ist hier ein Pol-Beitrag bei p2 = m2
o zu erwarten.

Diagrammatisch:
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Fig. 9.3.3: Polbeiträge

Analytisch:

(∫

φΓ2
δ

δJ

)

. . .
(∫

φΓ2
δ

δJ

) δ

δρν
Z∣∣
∣p2=m2

o

= −
(∫

φΓ2
δ

δJ

)

. . .
(∫

φΓ2
δ

δJ

) δ2Γ

δρνδc+
∣
∣
∣p2=m2

o

· δZ
δj+

+ Nicht-Pol-Beiträge .

(9.3.36)
(Der Faktor δ2Γ

δρνδc+
entspricht der in Abb. 9.3.3 umstrichelten Summe von Unter-

diagrammen.)
Ganz analog führt δ/δYπ effektiv zu

δ

δYπ
Z → − δ2Γ

δYπδc+
∣
∣
∣p2=m2

o

· δZ
δj+

. (9.3.37)

Die Einsetzung δ/δσ hingegen liefert ähnlich wie δ/δYH keinen Beitrag, denn in
der störungstheoretischen Behandlung des gegenwärtigen Modells gibt es kein
Teilchen mit φπ-Ladung 2. Der Term mit δ/δJB trägt ganz naiv bei. Führen wir
noch geeignete Funktionen ein:

δ̃

δc+(p)

δ

δρν(o)
Γ2(0) = ipνf(p), f = 1 +O(~) (9.3.38)

δ̃

δc+(p)

δ

δYπ(o)
Γ2(0) = mg(p), g = 1 +O(~) (9.3.39)
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so können wir zusammenfassend schreiben

[ : Σ : ,S]Z∣∣
∣J=0

=:

∫

dp

(

Aµein(p)
(

Γ̃µν(p)ip
νf(p) + Γ̃µπ(p)mg(p)

) δ

δj+(p)

πein(p)
(

Γ̃πν(p)ip
νf(p) + Γ̃ππ(p)mg(p)

) δ

δj+(p)

Bein(p)
(

Γ̃Bν(p)ip
νf(p) + Γ̃Bπ(p)mg(p)

) δ

δj+(p)

− c+einΓ̃c+c−(p)
δ

δJB(p)

)

Σ : Z∣∣
∣J=0

(9.3.40)

Auf den Massenschalen der jeweiligen Felder definieren wir einen Operator Q
gemäß

i[Q,Aµein(p)] = ipµf(p)c+ein(p) i[Q, σHein] = 0
i[Q, πein(p)] = mg(p)c+ein(p) i[Q,Bein] = 0
i{Q, cein(p)} = Bein(p) i{Q, c+ein} = 0

(9.3.41)

Diese Transformationen wie oben in der klassischen Näherung umgesetzt auf Z
führen zu

−[Q, : Σ : ]Z∣∣
∣J=0

= [ : Σ : ,S]Z∣∣
∣J=0

= 0. (9.3.42)

Man kann nun zeigen (Kugo/Ojima I,II), daß wegen der Massenschalenbedingung
und der Wellenfunktionsrenormierung z, die in Φein enthalten ist, dieser neue
Operator Q gerade mit dem der klassischen Näherung übereinstimmt. D.h. die
Charakterisierung der physikalischen Zustände bleibt erhalten und wegen (9.3.42)
kommutiert Q mit S. Damit ist die Unitarität bewiesen.

Wir wollen nun noch den Umfang der gewonnenen Ergebnisse kommentieren.
Formal gilt der Beweis auch für die ungebrochene Theorie (d.h. mit masselosen
Vektoren). Allerdings sind dann einige Zwei-Punkt-Funktionen infrarot-divergent
und die S-Matrix existiert nicht ohne weiteres. In Theorien wie dem Standard-
Modell, wo vor und nach der Symmetriebrechung ein U(1)-Faktor mit masselo-
sem Vektor auftritt, läßt sich diese Infrarotdivergenz beherrschen, indem man
eine explizite Masse für den U(1)-Vektor einführt und diese nach der Berechnung
physikalischer Größen gegen Null gehen läßt. In Modellen mit einfacher Gruppe,
bei der ein U(1)-Faktor mit masselosem Vektor erst nach der Brechung identifi-
zierbar ist (z.B. Georgi-Glashow, SU(5)), versagt dieses Verfahren.
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9.4 Bibliographische Angaben

Das Modell, das diesem Kapitel zugrundeliegt, ist von Becchi (Erice) vorgestellt
worden. In Logik und Technik folgen wir zunächst Kugo/Ojima I,II, aber dann
Becchi (Les Houches).
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