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34. Bestimmen Sie für die folgenden Beispiele die kanonisch konjugierten Impulse, führen Sie
die Legendretransformation aus und geben Sie die Hamiltonfunktion und die Hamiltonschen
Gleichungen an:

a) Kepler-Problem:

L(~r, ~̇r) =
m

2
~̇r 2 +

k

r
,

b) ebenes mathematisches Pendel der Massem2 und Länge l, das an einer Massem1 aufgehängt
ist, die reibungsfrei auf einem horizontalen Stab gleitet und an dem einen Ende des Stabes mit
einer Feder der Federkonstante k befestigt ist:

L(x, ϕ, ẋ, ϕ̇) =
m1 +m2

2
ẋ2 +

m2

2
l2ϕ̇2 +m2lẋϕ̇ cosϕ−

k

2
x2 +m2gl cosϕ ,

wobei x die Koordinate von m1 und ϕ der Auslenkwinkel des Pendels aus der Vertikalen ist.

c) schwerer symmetrischer Kreisel:

L(ϕ, ψ, θ, ϕ̇, ψ̇, θ̇) =
I⊥

2
(θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ) +

I‖

2
(ψ̇ + ϕ̇ cos θ)2 −mgl cos θ ,

wobei ϕ, ψ, θ die Eulerschen Winkel und I‖ bzw. I⊥ die Hauptträgheitsmomente (bezüglich der
Kreiselspitze) in Richtung der Symmetrieachse bzw. senkrecht dazu sind und l der Abstand
zwischen Kreiselspitze und Schwerpunkt ist.

35. Wir betrachten das Kepler-Problem. Sei

H =
~p 2

2µ
−
α

r
, ~L = ~r × ~p , ~A =

1

µ2
~p× (~r × ~p)−

α

µ

~r

r
(Lenz-Runge-Vektor).

Zeigen Sie

{Li, H} = {Ai, H} = 0 , {Li, Lj} = −ǫijkLk , {Li, Aj} = −ǫijkAk , {Ai, Aj} =
2H

µ3
ǫijkLk .



36. a) Sei Ψ : (qi, pi) 7→ (Qi, Pi) eine Transformation des Phasenraums. Die Lagrange-
Klammern von Ψ sind definiert durch

[[qj, qk]] :=
∂Pi

∂qj
∂Qi

∂qk
−
∂Pi

∂qk
∂Qi

∂qj
,

[[pj, q
k]] :=

∂Pi

∂pj

∂Qi

∂qk
−
∂Pi

∂qk
∂Qi

∂pj
,

[[pj, pk]] :=
∂Pi

∂pj

∂Qi

∂pk
−
∂Pi

∂pk

∂Qi

∂pj
.

Zeigen Sie, daß Ψ genau dann kanonisch ist, wenn gilt

[[qj, qk]] = [[pj, pk]] = 0 , [[pj, q
k]] = δ

j

k .

b) Zeigen Sie, daß die folgenden Transformationen (q, p) 7→ (Q,P ) kanonisch sind:

1. Q = ln
(

1

q
sin p

)

, P = q cot p,

2. Q = arctan q

p
, P = 1

2

(

q2 + p2
)

.


