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Kapitel 9

Der Zustandsraum der
Quantenmechanik

9.1 Reine Zustiande

Wir erinnern daran, dafl reine Zustinde durch Einheitsstrahlen im Hilbertraum H des quantenme-
chanischen Systems beschrieben werden. Ein Einheitsstrahl ist eine Aquivalenzklasse {e“ﬂvjz)} von nor-
mierten Vektoren aus H . Observable werden durch (nicht unbedingt beschrinkte) selbstadjungierte
Operatoren im H beschrieben. Im Experiment werden (verallgemeinerte) Eigenwerte der Observablen
gemessen. Da keine MeBapparatur unendlich viele Mefwerte unterscheiden kann, kénnen “allgemeine”
Observable nur approximativ ausgemessen werden. Aus dieser praktischen Sicht sind eher endlichdimen-
sionale Hilbertrdume realistisch. Fiir die Entwicklung der Theorie ist aber der Umgang mit unendlich—
dimensionalen Hilbertrdumen und mit im allgemeinen unbeschriankten Operatoren (als mathematische
Idealisierung) oft unerléfilich.

Wir betrachten, der Einfachheit wegen, eine Observable A im endlich-dimensionalen Hilbertraum #, mit
Spektralzerlegung R A .

A=MP+...+ N\, P,

Wie bereits bemerkt, wird bei einer Messung von A einer der Eigenwerte von der Meflapparatur angezeigt.
Ist das System vor der Messung im reinen Zustand |¢ ) und ist |1 ) kein Eigenvektor von A, so ist das
MeBergebnis zuféllig. Die Wahrscheinlichkeit, dafl A, gemessen wird, betrégt

pe = (V| Pet)). (9.1)

Falls A\ vom MeBinstrument angezeigt wird, dann wissen Wir,ﬂdaﬁ sich das System in einem Eigenzustand
mit diesem Eigenwert befindet. (Dieser liegt im Unterraum PyH . ) Die GréBe py kann offensichtlich als
Ubergangswahrscheinlichkeit von 1 zu Pyt interpretiert werden. Der zugehorige normierte Eigenvektor
ist 1

U= ——=Dp1). (9.2)

V Pk

Ist also der Zustand vor der Messung bekannt (zusitzliche Information), so wissen wir, daf sich das
System nach der Messung von A im Zustand v befindet. Wir sprechen in diesem Zusammenhang von
der Priaparation des Zustandes (bzw. von der Reduktion des Zustandes) durch Messung.

Bemerkungen 9.1
i) Bei Einzelmessungen zeigen sich obige Ubergangswahrscheinlichkeiten nicht. Erst bei vielen Mes-
sungen unter gleichen Bedingungen zeigt sich eine Verteilung (z.B. ein Interferenzbild). Wir miissen
also iiber viele Systeme verfiigen, die sich alle (mit hinreichender Genauigkeit) im Zustand [¢ ) be-
finden.
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ii) Wir erinnern daran, daf§ Gleichung (9.1) aus unserem Postulat III (siehe Teil I) folgt. Der statisti-
sche Mittelwert fiir Messungen der Observablen A im Zustand v ist gegeben durch den Erwartung-
wert

(Ayy = (Y|Ay).

iii) Im allgemeinen reicht die Messung einer Observablen A nicht aus, um einen reinen Zustand zu
préaparieren, denn deren Eigenwerte konnen ausgeartet sein:

Ala, o) =ala, o).

Man mu#8 sich ein vollstidndiges System {/1, B , ...} kommutierender Observabler verschaffen, so
daf} die gemeinsamen Eigenvektoren |a, b, ... ) eindimensionale Unterriume aufspannen. Man sagt,
mit einem vollstdndigen System kommutierender Observablen wird eine vollstindige Messung
ausgefithrt. Nach der Messung (Priparation) liegt eine maximale Information iiber das System
vor, beschrieben durch den reinen Zustand |¢) = |a,b, ... ).

iv) Zur Erinnerung betrachten wir als Beispiel ein Teilchens mit Spin 1/2 . Der Hilbertraum des Systems
ist
H=L*R3) ®C2.

Vektoren aus diesem Raum sind der Gestalt

= (901) , @i € LAR?),
©2

und heiflen Spinoren. Ein vollstdndiges System kommutierender Observabler ist {p,,py, Pz, Sz},

wobei § = %5 den Spinoperator bezeichnet. Die zugehérigen Eigenzustidnde sind |pg, py, ps, Sz )
mit den Eigenwerten S, = £7/2.

Wir wenden uns nun der Frage zu, wie man den Zustand eines quantenmechanischen Systems beschreibt,
wenn keine vollstdndige (maximale) Information vorliegt.

9.2 Gemischte Zustiande

Diese entstehen — im Sinne der obigen Diskussion — durch Entfernen einer oder mehrerer Observabler
aus einem vollstédndigen System, im obigen Beispiel etwa durch Ausschlufl der Spinobservablen. Damit
ist gemeint, daff der Spin (zwar nicht vergessen, aber) nicht gemessen wird. Da nur der Spinoperator die
Komponenten des Spinors mischt, haben (nach Weglassung des Spins) alle Observablen im Hilbertraum
H = L*(R?) ® C? die folgende Form:

2 A 0

=5 4):

wobei A ein selbstadjungierter Operator im L2(R3) ist. Fiir ¢ = (g;) , mit [l1]]2 4 [|p2]|* = 1, ist der

Erwartungswert von A gegeben durch:

(A)y = (o] Ag) = (1, wé)(gi 2) (2) = (p1ldp1) + (| Ag2) .

Man fragt sich, ob der Zustand dieses Systems nach Ausschlufl der Spinobservablen vielleicht einfach
durch einen reinen Zustand 3 € L?(R?) beschrieben werden kann. Dazu miifiten, fiir alle Observablen

A, die Erwartungswerte von A, berechnet mit 1, mit (121 ) iibereinstimmen:

(Ay = (PlAg) = (A),. (9.3)
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Fiir A = 1 erhalten wir daraus
19017 = lleall? + lle2l® = 1
und fiir A = |4 ) (1| ergibt sich

1= (Plo)(¥ld) = (o1l W Dlpr) + (w2l )(Ploz) = (1) P+ [(palv) 7.

Aus der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung haben wir

[{eile) P < DealPllell® = lledll?,  i=1,2,

und damit wegen |12 + |2/ = 1:

[{eile) P = llill®, i=1,2.

Dies bedeutet ¥ = A1 und ¥ = Agps, d.h., p; und s miifiten linear abhingig sein. Dies ist ein
Widerspruch.

Wir folgern, dafi Zustinde im obigen System notwendig durch zwei Vektoren o1, @2 € L?(R?) be-
schrieben werden. Diese sind nicht unbedingt orthogonal und geniigen der Normierungsbedingung

o1l + l|p2]|> = 1. Der Erwartungswert von A fiir einen solchen Zustand ist

(A)e = (p1lAp1) + (2] Apa) . (9.4)

Wir konkretisieren die Situation: Moge eine Quelle Spin—1/2-Teilchen mit fixierten Impuls p produ-
zieren, die Informationen iiber den Spin seien aber unvollstdndig: Das Teilchen befinde sich mit der
Wahrscheinlichkeit p; = 1/2 im Zustand |41 ) = |p, +//2) und mit der Wahrscheinlichkeit ps = 1/2 im
Zustand |19 ) = |p, —h/2). Dann bilden {|¢; ), |12 )} offensichtlich ein vollstindiges Orthonormalsystem
im Unterraum der Zustdnde mit Impuls p.

Liege nun, fiir ein beliebiges Quantensystem, die folgende Information vor: Jeweils mit den Wahr-
scheinlichkeiten pi, pa, ..., pn, ..., mit 0 < p; < 1 und Y . p; = 1, befindet sich das System in rei-
nen Zustinden reprisentiert durch die (nicht parallelen, aber nicht unbedingt orthogonalen) Vektoren
U1, P2, ..., Un, ... . Dann sagen wir, diese Daten beschreiben einen gemischten Zustand des Systems.
Mathematisch werden gemischte Zustdnde mit Hilfe des Dichteoperators g, auch bezeichnet als Dich-
tematrix, beschrieben:

0:= Zpi i ) (il - (9.5)

In Anlehnung an obiges Beispiel dehnen wir das Postulat IIT aus Teil I folgendermaflen auf den Fall
von gemischten Zustdnden aus: Der statistische Mittelwert (Erwartungsewert) fiir die Messung einer
Observablen A im gemischten Zustand, beschrieben durch ¢ =Y, p; [1; ) (], ist

(A); = ZP1<¢1|A¢1‘>~ (9.6)

Zusétzlich zur quantenmechanischen Mittelung iiber die reinen Zustédnde 1; im Sinne von Postulat III
kommt also eine Mittelung iiber das Ensemble dieser Zusténde mit den Gewichten p; hinzu. Sei {x;} eine
beliebige orthonormierte Basis in 7 . Durch Einsetzen der zugehorigen Zerlegung der Eins, > y Ix; (x| =
1, erhalten wir

(A)e = pilthilAlx; ) (x1wi ) =Y pilxsla Yl Alx; ) = (xjleAlx; ) -

i,j (2% J
Fiir einen beliebigen Spurklasseoperator B gilt aber!

TrB = Z<Xi\B X3 ) -

1Die Spur ist natiirlich unabhingig von der gewihlten Basis
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Ist also @/1 ein Spurklasseoperator, was wir im weiteren immer unterstellen, dann konvergiert die obige

Summe und es gilt . A
(A), = Te(a 4). (9.7)

Fiir den Fall eines reinen Zustandes ¢ = [¢ ){(¢| hatten wir diese Formel bereits in Teil I gefunden.
Wir diskutieren die Eigenschaften der Dichtematrix:

i) ¢ ist selbstadjungiert, 9 = ¢': Offensichtlich ist 9, definiert durch (9.5), symmetrisch. Aus der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung erhalten wir, unter Verwendung von > p; = 1:

ol = pip; (lwi ) (@il )(wsle) <> pips lel® = llel®

12¥] 0 J

also ||9]|? < 1. Damit ist ¢ ein beschriinkter, auf ganz H definierter, symmetrischer Operator, und
folglich selbstadjungiert.

ii) 9 ist positiv, ¢ > 0: Es gilt
{lole) sz li Y Pilo) sz pli)* >0,

fiir alle ¢ € H.
iii) ¢ ist ein Spurklasseoperator, mit Tr ¢ = 1: Fiir ein vollstindiges Orthonormalsystem {x;} gilt
Tro=) (xlolx;) sz bilxs ) (x5l ) sznwzu
J (%]

Wir erheben diese Eigenschaften zu Axiomen. FEine Dichtematrix ist ein beschriankter Operator im
Hilbertraum H mit den Eigenschaften;

Von nun an identifizieren wir jeden Zustand eines quantenmechanischen Systems mit seiner Dichtematrix?.
Jeder selbstadjungierte, positive Spurklasseoperator ist kompakt? und jeder kompakte Operator hat ein
rein diskretes Spektrum. Seine Eigenvektoren bilden ein vollstindiges Orthormalsystem in H. Fiir ¢, mit
Eigenwerten ¢; und Spektralprojektoren P;, haben wir damit die folgende Spektralzerlegung

o= @b, (9.8)
mit ¢; > 0und Tro =), ¢; = 1. Fiir ein gewéhltes System von Eigenvektoren |¢; ) ergibt sich

@ZZ%‘ 95 ) (51 (9.9)

Ist ein Eigenwert ausgeartet, so tritt er in dieser Summe dem Ausartungsgrad entsprechend oft auf.
Diese Darstellung des gemischten Zustandes ist in gewissem Sinne (Spektralzerlegung) ausgezeichnet,
aber natiirlich nicht eindeutig. Man hat eine Freiheit in der Wahl des Orthonormalsystems in jedem
ausgearteten Unterraum PZ-’H.

2Noch abstrakter gesprochen, ist ein Zustand w ein normiertes, positives lineares Funktional auf der Observablenalgebra
des Systems, w(A) = Tr(o A) Wir werden diesen Gesichtspunkt aber nicht weiter verfolgen, denn w kann immer mit 9

identifiziert werden
3siehe [Reed/Simon], Teil T, V1.5
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Bemerkungen 9.2

i)

ii)

iii)

iv)

Fiir jeden Dichteoperator gibt es eine gewisse Zahl von méglichen Darstellungen der Form (9.5).
Physikalisch interessant sind natiirlich nur solche, die durch Préparation im Experiment realisierbar
sind. Fiir die Berechnung der Erwartungswerte sind aber alle Darstellungen adquivalent. Wir dis-
kutieren zwei solche Zerlegungen am Beispiel H = C? : Sei ein gemischter Zustand folgendermafien

prépariert:
" 1 /1 it 24 W 1 mit 7
= — m = — = = —_—,
1 J2\1 , 1L P 31° 2 0/’ 1t P2 31

Es gilt p1 + p2 = 1 und ¢ und 9 sind offensichtlich nicht orthogonal. Wir erhalten mit (9.5):

A_2411(11)+7 1(10>_1211+710_1 19 12
¢=312\1)\" 31\0/"7 7 31\1 1/ 31\0 0/ 31\12 12/)°

Andererseits liefert die Spektralzerlegung (9.9) fiir dieses Beispiel:

28 (% 3 /(%
=5 (e v )e-n.

Aus der Spektralzerlegung (9.9) einer Dichtematrix ¢ erhalten wir wegen 0 < ¢; <1 :

(Wlo*ly) = qu<1/}|¢j><¢j|w> < Z%‘WI%)(%IW = (¥laly),

also

0 <o. (9.10)
Wie bereits bemerkt, sind reine Zusténde Spezialfille von gemischten Zusténden. Die Dichtematrix
des reinen Zustandes 1) ist

o= 1¥)¥l,

(in Teil T mit ]5W y(| bezeichnet und statistischer Operator genannt.) In diesem Falle ist ¢ also ein
Projektor auf den eindimensionalen Unterraum von H, aufgespannt durch . Fiir einen reinen
Zustand gilt offenbar

o =[N Wl) (Wl = v )

Umgekehrt, erfiillt der Zustand ¢ = 9, dann ist er rein, denn aus obiger Rechnung haben wir
> a;loj )95 = > 45165 ) (4], also ¢; = q; . Die einzigen Losungen dieser Gleichungen lauten
¢i =1 und ¢; =0 fiir alle j # 1.

6.

Die Zusténde eines quantenmechanischen Systems bilden offensichtlich eine konvexe Menge, d.h.,
mit ¢; und go ist auch jede konvexe Kombination

@:)‘é1+(1_>‘)@2a )‘6[071]7

eine Dichtematrix. Tatséchlich ist ¢ wieder selbstadjungiert und hat Spur 1. Es bleibt die Positivitéit
Zu zeigen:

(Wloly) = Aplorl) + (1 = A)([g2|v) = 0,
fiir beliebige 1 € ‘H, denn g; und g- sind positiv.

Fiir eine Observable A mit der Spektralzerlegung A = S° j ajpj gilt nach (9.7)

(A),=Tr(pA) = Zaj Tr(oP)) = Zaj Tr(Py 6 Fy), (9.11)
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also ist Tr(Pj @Pj) die Wahrscheinlichkeit, mit der der Eigenwert a; gemessen wird. (Fiir reine
Zusténde ist dieser Ausdruck identisch mit ||P;1]|%.) Dies legt die folgende Verallgemeinerung der
Reduktion eines Zustandes durch Messung auf den allgemeinen Fall nahe:

P o P;
oo 2223 (9.12)
Tr(p ;)
Ist a; nicht ausgeartet, dann entsteht ein reiner Zustand. Dies ist die Liiders-Regel. Sie wird oft
postuliert. Wir zeigen im néchsten Abschnitt, dal man sie mit dem Konzept der Purifizierung
aus der entsprechenden (von Neumannschen) Regel fiir reine Zustidnde herleiten kann.

Werden im Experiment Eigenwerte von A aus einem Intervall A gemessen (Filter), dann ist der
reduzierte Zustand ein statistisches Gemisch von obigen Zustdnden, mit a; € A. Man erhalt:

: (9.13)

wobei F 4(+) das durch A definierte projektorwertige Mafl bezeichnet.

Wie bereits eingangs erw#ihnt, lassen sich Observable mit kontinuierlichem Anteil im Spektrum nur
approximativ ausmessen, d.h. man kann keinen verallgemeinerten Eigenzustand praparieren. Fiir
eine durch das Meflinstrument definierte Zerlegung des Spektrums in endliche Intervalle liefert dann
die zugehorige Schar von Spektralprojektoren E 4(A) die Approximation der Observablen A und
die Liiders—Regel hat die Form

(9.14)

Die zeitliche Evolution von gemischten Zusténden ergibt sich sofort aus der zeitlichen Evolution
der reinen Zustdnde. Wir haben

bi(t) = U(t)y(0),
also

o(t) = Zpilwi(t) Wuu(D)] = U0)s(0)U (1)

Differenzieren wir diese Gleichung nach der Zeit, so erhalten wir die Liouvillegleichung fiir die
Zeitentwicklung des Dichteoperators:

a [H,0(t)] - (9.15)

Beispiel: Wir beschreiben den Zustandsraum fiir ein Spin 1/2-Teilchen unter Vernachléssigung
der kontinuierlichen Freiheitsgrade, d.h. der Hilbertraum ist # = C? und Observable kénnen mit Her-

miteschen 2 x 2-Matrizen identifiziert werden. Jede dieser Matrizen kann als reelle Linearkombination

der Matrizen (1, o;), wobei o; die Pauli-Matrizen bezeichnet, dargestellt werden. Da die Pauli-Matrizen

spurlos sind, hat jede Hermitesche Matrix mit Spur 1 die folgende Form:

. 1 1/14+xz3 x1—ize
=-(1 i03) = = . .
e 2( +;$0) 2<x1+1x2 1—xz3

Notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Positivitéit von ¢ ist det ¢ > 0. Dies liefert

4det o = (1 + x3)(1 — z3) — (1 + ixe) (2 —ixe) =1—1|Z| >0,

also |Z] < 1. Wir sehen daf die Zustéinde des Systems eineindeutig durch Vektoren, die in der Einheits-
kugel B3 C R3 liegen, charakterisiert werden. Dies ist in der Tat eine konvexe Menge.
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Fiir Punkte auf dem Rande der Kugel gilt |Z| = 1, also det ¢ = 0. Damit hat die Eigenwertgleichung
AN —A+dets=0

fiir ¢ in diesem Falle die Form A2 — X\ = 0, d.h. die einzigen Losungen sind A = 0,1. Damit ist o
ein Projektor, also ein reiner Zustand. Umgekehrt, ist natiirlich jeder reine Zustand ein Projektor. Die
Menge der reinen Zustédnde wird also durch obige Parametrisierung mit dem Rand der Kugel identifiziert.
Punkte im Innern der Kugel reprisentieren echte gemischte Zustédnde. Sie lassen sich auf vielfiltige Weise
als konvexe Kombination von Randpunkten darstellen. Unter diesen ist die Spektraldarstellung

z

1+ |#]
2|

[

1 - |7]
+

v R

8

ausgezeichnet.

Beispiel: Wir analysieren ein mehrfaches Stern-Gerlach-Experiment. Es mogen drei Observable
A,B,C’ gemessen, die der Einfachheit halber diskretes, nicht entartetes Spektrum haben sollen. Seien
a;, b;, ¢; die Eigenwerte und |a; ), |b; ), |¢;) die zugehorigen Eigenvektoren. Bei der ersten Messung wird
der MeBwerte ag herausgefiltert und damit der Zustand |ag ) pripariert. Wir betrachten die folgenden
drei Mef3prozeduren:

1. Wir messen zuerst B mit Filter fiir den fixierten Wert b; und danach C. Nach der ersten Messung
befindet sich das System mit der Wahrscheinlichkeit |(b;|ag ) |* im Zustand |b; ). Die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dafl die zweite Messung den Me3wert ¢; ergibt, ist dann

P(ag — by — ¢i) = [(cilb; ) [*I(bjlac ) |*.

2. Wir messen zuerst B ohne Filter und danach C. Nach der ersten Messung ist das System im
gemischten Zustand mit der Dichtematrix

p= Zj [{blao ) 216, )(b;1 -
Daraus folgt fiir die Wahrscheinlichkeit des Mefiwertes ¢; bei der zweiten Messung

Pla, = (bj) = ;) = (cilpe; ) = Zj [(bjlao) [*|(cilb; ) |2
3. Wir messen nur C. Hier ist die Wahrscheinlichkeit fiir den Wert ¢; gegeben durch P(a, — ¢;) =
|(cilap) |>. Um dies besser mit dem zweiten Fall vergleichen zu kénnen, schreiben wir diesen
Ausdruck um zu

Plag =+ ) = [ (eilby bylao)|

9.3 Zusammensetzung quantenmechanischer Systeme

Seien zunéchst zwei Quantensysteme S;, ¢ = 1,2, gegeben, mit Hilbertrdumen H; und zugehorigen
Observablenalgebren A4; = B(H;) und As = B(H3). Wie wir aus Teil I wissen, beschreibt man das aus
S1 und S5 zusammengesetzte System durch Bildung des Tensorproduktes H = H; ® Ho . Wir erinnern
an die entsprechenden mathematischen Grundlagen:

Seien ¢ € H; und ¥ € Hy. Dann ist ihr Tensorprodukt ¢ ® 1 € L*(H1 X Ha,C) definiert als zweifach
antilineare Form auf H; x Ha:

(e @) (h1, ha) := (halp)(hali), (9.16)

fiir beliebige h1 € H1, ho € Ho . Antilinearitét, etwa in der ersten Komponente, bedeutet:

(p @ P)(ahy + BhY, ha) = (ahy + BhY|)(ha|t)) = ™ (@ ® ¥)(hY, ha) + B (0 @ 1) (h] h2) -
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Sei £ die Menge der endlichen Linearkombinationen solcher Elemente. Wir definieren das folgende Ska-
larprodukt in &:

(pdle’ @9") = (ol PIY'). (9-17)

Durch Linearitdt wird diese Definition auf beliebige Elemente aus £ fortgesetzt. Damit entsteht ein
Préhilbertraum H. Die Vervollstandigung von H im Sinne dieses Skalarproduktes heifit Tensorprodukt
der Hilbertridume H; und Hs und wird mit H; ® Hs bezeichnet.

Bemerkungen 9.3
i) Aus abstrakt algebraischer Sicht ist folgende Definition natiirlich: ¢ ® v ist eine Bilinearform auf
Hi x M3, definiert durch
(v @) (hi, ha) = hi(p) - hy(),

aber wegen der Hilbertraumstruktur existiert folgende natiirliche Identifizierung;:
hi(e) = (hale), ha(¥) = (haly) .
ii) Aus der Definition folgt:
@ (ay + By2) = ap @Y1 + fo @ e,
(o1 + Bpa) @9 = ap1 @Y + B2 @ .
Man beachte, daf im allgemeinen ¢ ® ¥ # 1) ® ¢ ist.

iii) Fiir das Tensorprodukt von Hilbertraumvektoren werden die folgenden, synonymen Schreibweisen
verwendet:

X®e=x)®[p)=Ix®¢) = X))

Vektoren der Form |1 ) = |x) ® |¢) heiflen “einfach” oder “separierbar”. Seien {|x; )} und {|pa )}
Basen in H; bzw. Ha, dann ist {|x;) ® |pa )} eine Basis in H; ® Hs. Ein beliebiger Vektor aus
H1 ® Ho kann also als komplexe Linearkombination dieser Vektoren dargestellt werden:

8) = cia i) @ lga).

Im endlich-dimensionalen Fall erhalten wir fiir dim #; = n und dim Hy = m:

dimH; QHo=m-n.

iv) Seien H; = L?(X1,du1) und Ho = L?(X5, dus) separable Hilbertriume. Dann existiert ein natiirli-
cher Isomorphismus:

L3(X1,dpy) ® L?(Xo, dpg) = L*( Xy x Xo, dps ® dus) ,

definiert durch
X ® ¢ (z,y) = x@)py).

Seien insbesondere {xx} und {¢;} Basen in L?(Xy,du;) bzw. L?(Xs,dus). Dann ist {xx - ¢} eine
Basis in L?(X; x Xo,dpu @ dug)?.

v) Vollig analog werden mehrfache Tensorprodukte gebildet:
HIQH2 @ ... Q0 Hyp .
Es gibt natiirliche Isomorphismen:

H1 @ (Hy @ Hs) = (H1 @ Ho) @ Hs
Hi @ Ho Z2Ho ®H1.

4siehe [Reed/Simon], Teil I, S. 66
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Seien nun A; € B(H;) und Ay € B(Hs) (zuniichst beschriinkte) Observable. Wir definieren ihr Tensor-
produkt durch . R R .
(A1 @ Ar)lp) @ [¢h) := Aslp) ® Aoft)) (9.18)

auf einfachen Tensoren und setzen linear fort®. Sind die Operatoren unbeschrénkt, so ist ihr Tensorpro-
dukt ebenfalls durch obige Formel definiert, es sind aber dann Bereichsfragen zu diskutieren®. Es gelten
die folgenden Rechenregeln (vgl HA Nr.1):

i) (A ® Ay)(B) ® By) = A, B, ® AyB,.

ii) (A; @ )t = Al @ A
)

111

AusAleundAQEOfolgt A ® Ay >0.

iv) Sind Al und AQ beschriankt, so gilt

141 ® Asf| = | Au]| - || Aol

v) Sind Aq und A, Spurklasseoperatoren, dann ist Ay ® Ay ebenfalls Spurklasseoperator und es gilt:

Tr(A; © Ay) = Tr Ay - Tr A, .

9.4 Statistische Interpretation zusammengesetzter Operatoren

Wie wir aus Teil I wissen, hat die Messung von Projektoren die logische Interpretation von JA-NEIN-
Fragen. Haben wir ein zusammengesetztes System und Projektoren E; und E» in den Teilsystemen, so
koénnen wir deren Tensorprodukt El ® EQ bilden. Diese Observable reprisentiert eine Korrelations-
messung. Thre Interpretation im Sinne des Meflprozesses lautet:

“Fiihre die Messungen Ey am System 1 und Ey am System 2 aus und interpretiere als JA-Ereignis die
Fille, bei denen beide Instrumente JA liefern.”

Diese Interpretation ist sinnvoll, denn E\ @ E» ist wieder ein Projektor:

(Br® Eo)2lp) @ |9) = By |o) @ By [90) = By o) @ Balh) = By ® Balg) ® [90) .

Analog bedeutet E; ®1:
“Fiihre die Messung F; am SystemAl aus und ignoriere das System 2.”
Offensichtlich definiert jedes Paar F; und Es Zerlegungen

Hi=EH®(1—-E)H, i=1,2,
und damit die folgende Zerlegung der Einheit im Tensorprodukt H; ® Ha:

1=101= E0E + Ei01-E) + A-EN®E + (1-E)o(1-E)
ja ja ja nein nein ja nein nein

mit darunterstehender statistischer Interpretation jedes Summanden.
Wir kénnen nun, véllig analog, Tensorprodukte A; ® Ao beliebiger Observabler A; € A; bilden und diese
als Korrelationsmessungen interpretieren. Durch Einsetzen der Spektralzerlegungen

4 1) 71 2 (2) (2
A =SAWPM 4, = 3 AP
J k

5Dies sind Elemente im Tensorprodukt A; ® As der Observablenalgebren A; und Az, auf dessen exakte Definition wir
hier verzichten
6siehe [Reed/Simon], Teil T, VIIT.10
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entsteht eine Linearkombination von Tensorprodukten der Spektralprojektoren, damit wird jede solche
Messung auf JA-NEIN-Messungen zuriickgefithrt. Ist ¢ die Dichtematrix des zusammengesetzten Sy-
stems, so hat der Erwartungswert Tr(g - (1211 ® 1212)) die folgende Interpretation:

“Fiihre die Messungen A; und A, an den Teilsystemen 1 und 2 aus und nimm das Produkt der MeSB-
werte des kombinierten Experiments.”

Genauer gesagt, erhalten wir aus (9.11), dass )\gl))\g) mit der Wahrscheinlichkeit

Te (0 P{" @ B)

gemessen wird.

Die Summe der Mef3werte des kombinierten Experiments wird offensichtlich durch die Observable
A ®@1+1® A, reprisentiert. Fiir den mit ¢ berechneten Erwartungswert Tr(o - (Al R1+1® A2)) hat
man eine analoge Interpretation.

Natiirlich kénnen wir das Konzept der Zusammensetzung auch auf die Préiparationen von gemischten
Zustinden anwenden. Seien 91 und g2 Dichtematrizen in den Systemen 1 und 2. Dann ist ¢; ® g- offen-
sichtlich wieder eine Dichtematrix, also eine Priparation des zusammengesetzten Systems mit folgender
Interpretation:

“Wende beide Préparationsverfahren in den Teilsystemen unabh#ingig voneinander an und interpretiere
das so erzeugte Paar von Systemen als zusammengesetztes System.”

Wir bezeichnen die Teilsysteme 1 und 2 in diesem Falle als statistisch unabhingig. Aus den Rechen-
regeln des letzten Abschnittes folgt fiir statistisch unabhéngige Teilsysteme:

Tr ((@1 ® @2)(1211 ® AQ)) = Tr(élth ® @21212) = Tr(@lAl) : Tl"(@21212) .

Wir definieren nun einen Begriff, der fiir alle weiteren Betrachtungen von fundamentaler Bedeutung ist.
Sei ¢ eine beliebige Dichtematrix des Gesamtsystems, (also nicht unbedingt der Gestalt ¢ = 91 ® g2).
Wir definieren die reduzierte Dichtematrix ") € B(#;) durch

Tr(0MWA,) := Tr(s(A; ® 1)), (9.19)
fiir alle A; € B(H1). Genauso definieren wir die Reduktion 92) von 4 auf das System 2,
Tr(9® Ay) := Tr(o(1 @ Ay)), (9.20)

fiir alle Ay € B(Hs).
Wir zeigen, daB ¢() durch partielle Spurbildung aus ¢ entsteht: Seien {x;} und {p,} Basen in H;
bzw. Hs . Fiir die linke Seite von (9.19) haben wir:

Tf(@(l)fil) = Z<Xi|@(l)A1 IXi) = Z<Xi|@(1) Xk ><Xk|1211 X ) -
i ik

Wir berechnen die rechte Seite:
Tr (8(A ®1)) =) (xi ® palo(A1 @ 1) xi @ @a )

= D (i ®palolxr ®vs)(xk ® 0sl(A1 @ 1) [xXs @ ¢a)
i,,k,3

= Y (i ®Paldlxr ® 0s) Xkl A1 IXi )0as
1,0k,

=) (X ® Pald Xk ® P ) (xkl A1 xi )

ik,
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Der Vergleich von linker und rechter Seite liefert:

(xiloMxe) =D (6 ® @aldlxr ® @a) (9:21)

[e3%

bzw. in Matrixschreibweise:

(0M)ix = Z Oia,ka -

Man hat sich davon zu iiberzeugen, da V) tatséichlich eine Dichtematrix ist:

a) Natiirlich ist mit ¢ auch (") beschriinkt. Da § symmetrisch ist, folgt aus (9.21)
(@) = @)k
also ist auch 9(!) symmetrisch, und damit selbstadjungiert.

b) Es gilt (¢|6]¢p) > 0 fiir alle v € H1 @ Ha , also insbesondere (¢ ® v, |0|dR @y ) > 0, fiir einen beliebigen
Vektor ¢ € Hy, und damit

S (0 ® galolo @ pa) > 0.

«

Zerlegen wir [¢p) = >, ¢;|x) so ergibt sich mit (9.21):

D (0@ palold@pa) =Y cier(Xi @ aldlxe ® pa) =Y cierlxilo™M ) = (¢loV|¢)

a ik, i,k

und daraus die Positivitiit von (1) .
¢) Setzen wir in der definierenden Gleichung (9.19) A; = 1, so folgt sofort Tr (1) =1.

Sei 0 = 01 ® 02, dann sind die reduzierten Dichtematrizen mit g; und g2 identisch, z.B.:
Tr(p™M Ay) = Tr((61 © 02) (A1 @ 1)) = Tr(6141) - Te(62) = Tr(a14s).

Im allgemeinen ist ¢ nicht in Produktform. Dann sind die Teilsysteme korreliert. Man sagt, ein Zu-
stand sei unverschrinkt, falls er sich als Linearkombination (mit positiven Koeffizienten) von Produkt-
zustdnden darstellen 148t, d.h.
o=y mol@d, r>0. (9.22)
J

Existiert eine solche Darstellung nicht, so heiflit der durch ¢ definierte Zustand verschrinkt.

Im allgemeinen ist es schwierig zu entscheiden, ob ein Zustand verschriankt ist, oder nicht. Die Suche
nach handhabbaren Kriterien ist Gegenstand aktueller Forschungen. Reinen Zusténden sieht man dagegen
leicht an, ob sie verschrénkt sind, sieche die Bemerkung unten.

Wir verschaffen uns nun noch ein wichtiges technisches Hilfsmittel: Sei ¢ = [¢ )(¢| die Dichtematrix eines
reinen Zustandes, |1 ) € Hi ® Ha, und seien {|x; )} und {|¢, )} wieder Basen in H; bzw. Hs. Dann gilt:

|¢) :Zci,a|Xi>®\<Pa> EZ|X¢>®|N>, i) = cialta),

Sei {;} eine Basis von Eigenvektoren der reduzierten Dichtematrix ¢ . Dann gilt 6 = 3, pi|x: ) (xil -
Andererseits berechnet man ¢(") durch partielle Spurbildung:

oW = Tra([9 ) (1) = Y _(Ai1Ai) i) (xl -
2%}
Also gilt p;d;; = (Aj|Ai), d.h. die {|\;)} sind automatisch auch orthogonal. Wir normieren sie,
1
VPi

Xi) = —=I\i),
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und finden die Gram—Schmidt—Zerlegung des reinen Zustandes [¢) ) :
) =D Vhilxi) @xi)- (9-23)
i

Durch Berechnung der partiellen Spur in H; erhalten wir die Reduktion von ¢ auf das Untersystem 2:

@”zﬁMWW®:zMMQWH

Die reduzierten Dichtematrizen 9() und 9(®) haben also die gleichen Eigenwerte. Allerdings sind im
allgemeinen die Dimensionen von #; und M verschieden, so da die Zahl der Null-Eigenwerte von §(!)
und $® im allgemeinen verschieden ist.

Bemerkungen 9.4
i) Hat ¢/ (und damit auch §(?) keine entarteten Eigenwerte auer 0, dann ist die Gram-Schmidt—
Zerlegung eindeutig, bis auf die Multiplikation von |x;) und |x}) mit entgegengesetzten Phasen.
Bei Entartung hat man die Freiheit unitérer Transformationen in jedem Eigenunterraum.

ii) a) Sei der reine Zustand [ ) ein Produktzustand, ) = |x) ® |¢ ). Dann gilt

0= 1) = [x)xl®le)el,

d.h. 9 ist nicht verschrankt. Die reduzierten Zusténde sind in diesem Falle wieder rein, z.B.

oW = Tra |9 ) (9] = [x ) {xl-

b) Sei |1 ) kein Produktzustand, d.h. mindesten zwei p; in der Gram—Schmidt-Zerlegung von |t} )
sind verschieden von Null. Dann ist ¢ offensichtlich verschrinkt und die reduzierten Dichtematrizen
sind gemischte Zusténde.

Wir sehen also: Ein reiner Zustand ist entweder ein Produktzustand oder er ist verschrinkt
und die Reduktion eines reinen quantenmechanischen Zustandes auf ein Teilsystem ist im allge-
meinen ein gemischter Zustand.

iii) Betrachtet man ein System als Teilsystem eines gréfieren Systems, dann kann aus einem gemischten
Zustand ein reiner werden. Dies fithrt auf das Konzept der Purifizierung: Jeder gemischte Zustand
0 auf H kann zu einem reinen Zustand auf einem gréferen Hilbertraum H ® H' erweitert werden.
Mehr noch, wihlt man ' so, daf seine Dimension gleich dem Rang n; von § ist, so der reine Zustand

(bis auf unitédre Transformationen) eindeutig bestimmt. Seien pq,pa, ... die n, positiven Eigenwerte
von ¢ (bei Entartung sind einige der p; gleich) und sei ¢4, ¢2, . . . ein zugehériges Orthonormalsystem
in H . Wir wihlen ein beliebiges Orthonormalsystem ¢}, @5, ... in H’ und setzen

) =D Vpilei) @ 19}). (9.24)

Wir nennen |¢p ) Purifizierung von ¢ und sehen, daf§ Purifizierungen in eineindeutiger Beziehung
zur Menge der Basen in H’ stehen. Sie gehen also durch unitéire Transformationen auseinander
hervor. (Wahlt man A’ nicht minimal, also dim % > ngy, so hat man natiirlich eine gréfiere Freiheit.)
Schliellich bemerken wir noch, dafl

Tr(0A) = (W[(A@ 1)[y), (9.25)

fiir alle A € B(H), gilt”.

"Diese Gleichung kann als abstrakte Definition der Purifizierung ¢ verwendet werden
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iv)

Wir verwenden dieses Konzept zur (frither angekiindigten) Herleitung der Liiders—Regel fiir die
Reduktion gemischter Zusténde: Sei ¢ der Zustand des Systems vor der Messung und sei A die zu
messende Observable, mit Spektralzerlegung A =", a;P;. Sei [¢) eine Purifizierung von ¢ und

Ao1=> aPe1

die Ausdehnung von A auf % ® H’ . Die Reduktion des reinen Zustandes » durch Messung ist, mit
(9.24), gegeben durch

[0) = lon) = (P @ 1)) Z\/PTPkI(bJ@W )

mit Wahrscheinlichkeit R .
(WP @ 1)) = Tr(6 Pr),

wobei (9.25) verwendet wurde. Aus der Sicht des Systems #H entsteht also der (noch nicht normierte)
gemischte Zustand

o = Trav (| )(orl) sz Pyli) ® (il Pr.,

also o
Ok =P 0P .
Nach Normierung erhalten wir genau (9.12).

Ein reiner Zustand | ) heifit maximal verschrinkt, wenn die Eigenwerte der reduzierten Dich-
tematrizen alle gleich sind. Dann folgt aus Trp = 1:

)

1
oM — 5 = 2q
0 o d
mit d = dim H; = dim #Hs und die Gram—-Schmidt-Zerlegung (9.23) hat die Form

1 2)
==Y 16"y @s).
\/g r J J

Ist |1 ) gegeben und wurde eine Basis {|¢§-1) Y} in H; gewiihlt, dann ist die zugehorige Basis {|¢§2) '}
in Ho eindeutig bestimmt. Im weiteren nennen wir maximal verschrinkte reine Zusténde auch
EPR-Vektoren.

Wir betrachten den Fall, daf das System aus zwei gleichen Kopien zusammengesetzt ist, H = HOH .
Dann kann man in # immer eine Basis, bestehend aus EPR-Vektoren, withlen: Sei lv) € H ein
Zustandsvektor und {|¢; )} eine Basis in H. Dann existieren eindeutig bestimmte Vektoren {|¢} )},

so dafl
=Y lg;)®l4;)
J
gilt. Aus (9.21) folgt:

(@il0 o) = D (61 ® ¢5ld1 @ ¢ ) bm @ Dl bk @ 65)

Jibm

- Z 8t D107 ) Omi{ Dl s )

Jibm

= (S1le; )(8510}) = (Dhld})

J
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d.h. es gilt 9; = 21 genau dann, wenn die Vektoren {\/&Mﬁ’7 )} auch eine Basis in H bilden. Damit

ist |¢)) ein EPR-Vektor genau dann, wenn ein unitérer Operator U in H existiert, so daB gilt:
1 N
= — HYRUl|p; ).
) ﬁEjjm 45)

Sei nun {|1); )} eine Familie von EPR-Vektoren und seien {U;} die zugehérigen unitiren Operatoren.
Es gilt:
1 A ta
(Yrlvn) = 5 Te(Us Uh),

d.h. um eine Basis aus EPR-Vektoren zu finden, mufl man d? unitire Matrizen mit der Eigenschaft
TU, 0) =0; k+#1

angeben. Solche Matrizen kann man immer finden, siehe Ch. H. Bennett et al., Phys. Rev. Lett. |
Vol. 70, No. 13 (1993) 1895-1899. Fiir d = 2 erfiillen die Matrizen {1, 01, 02,03} diese Forderung.
Startet man von der Standardbasis im Hilbertraum H 22 C?, so erhiilt man mit ihnen die Bellsche
Basis in H ® H (2¢-Bit-Hilbertraum):

¢ = (100} +111)
¢ = (100} - 1)
wt = —5(110) + jo1))
¥ = ———([10) — [o1)). (9.26)

V2

Dabei wurden die folgenden Bezeichnungen verwendet:

(o) =11 =100 (})=10=m.

9.5 Spinkorrelationen

Wir betrachten den Zerfall eines Spin-O-Teilchens in zwei Spin-1/2-Teilchen, z.B. 7% — e* + ™, und

bezeichnen die Teilchen jeweils mit (1) und (2). Wir diskutieren die Spinmessung dieser Teilchen mit
Hilfe einer Stern-Gerlach-Apparatur, siehe Abb. 9.1.

7777777777 (1 ) Que”e 777777 (2)

a b
DB+ B+D

Abbildung 9.1: Schematische Darstellung der Stern-Gerlach-Apparatur. Die Vektoren @ bzw. b geben
die Richtungen der Magnetfelder an. Die Detektoren B— und B+ messen den Spin in Feldrichtung “up”
bzw. entgegen der Feldrichtung “down”.

Seien H; = C2 und My = C2 die Hilbertriume der Teilsysteme (1) und (2) und seien S und §@ die
Spinoperatoren der beiden Teilchen. Der Hilbertraum des zusammengesetzten Systems ist H = H1 ® Ho
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und die beiden Spinoperatoren sind in H reprisentiert durch SO @1und1® S (21. Wir bemerken, dafl
diese Operatoren vertauschen. Ihre Eigenvektoren seien mit [(1)@+) bzw. [(2)b£) bezeichnet. Der
Gesamtspin ist gegeben durch

S=3Wg1+125® .

Einzelmessungen der Projektionen des Spins auf die die senkrecht zum Strahl (aber ansonsten beliebig)

eingestellten Richtungen a bzw. b werden durch die Observablen @S ® 1 bzw. 1 ® bS® beschrieben.
In H haben wir die folgende Tensorproduktbasis von Eigenvektoren:

(Da+) ®[(2)b+), [(Da-) @ [(2)5-), [(1a+) @ [(2)b=), [(Da—) @ |(1)b+) -

Die Observablen 2251 ® 1 und 1 ® 265® haben in dieser Basis die Eigenwerte (+1,—1,4+1,—1) bzw.
(+1,-1,-1,+1).

Bemerkungen 9.5

Wir beschreiben die Beziehung zwischen der Basis |@ &) und der Standardbasis |+ ), fiir die @ = €3 gilt:
Jeden Vektor @ erhalten wir aus €5 durch Drehung mit einem Winkel 6 um die Achse, definiert durch den
Einheitsvektor

QL

X

DL

ﬁ:

ST

X

N

| |
Wir bezeichnen © = 67 . Im niichsten Kapitel werden wir sehen, dafl
\Eij:>:e*i@'s|j:>, (—i'g’:efiés‘ggeié-g'
gilt. Man berechnet
5.8 0 =~ 5 . 0
e 195 = ¢cos 51 —i20 - S sin 3
Dies liefert

la+) = (cosglﬂéﬁsmg E3¥

Gemeinsame Messungen der Spinprojektionen werden durch die Spinkorrelationsvariable

=,

2d- S ® 25

918

@ (9.27)

beschrieben. In obiger Tensorproduktbasis hat diese Observable die Eigenwerte (+1,+1, -1, —1).

Nun werden N-mal simultan die Spins gemessen, N > 1. Die erhaltenen Meflergebnisse werden mit
Niy, Ny_, N_; und N__ bezeichnet. (N4 ist die Anzahl der Ereignisse, bei denen auf beiden Seiten
die Detektoren B, ansprechen usw.) Natiirlich gilt

N:N+++N+7+N7++N7,.

Seien 1 (@), E2(b) und E(@,b) die statistischen Mittelwerte der Messung von 23-SM®1, 1 ® 25 - §@)
und 23 - S @ 2b- §@ | Dann gilt:

1
Ey(a) = N(N++ + Ny =N -N__)
- 1
Es(b) = N(N++ ~Ny-+N_y—N__)
1
B(@,5) = 5 (Noy = Nym = Ny + N__). (9.28)
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Im Rahmen der Quantenmechanik sind diese Groflen durch die Erwartungswerte der Observablen

2¢-SW ®1,1®2b- 5@ und 23 - SO ® 26 - @ in dem durch das Experiment priparierten Zustand
gegeben. Wir nehmen an, dal der Singulettzustand

1 1
6) = 7 (M) @12)-) ~I)-) o (2)+) =

préipariert wurde. Dies entspricht der eingangs gemachten Annahme, daf§ der Spin des Gesamtsystems
verschwindet. Man erhélt die folgenden Resultate, vgl. Hausaufgabe Nr. 2:

(I114) =141)

(@26 - 5D ©1)6) =0 (9.29)
(G|1®25-5P|¢) =0 (9.30)
(6[2d- 5V @25 5@|¢) = —G- 5. (9.31)

Fiir die im weiteren besonders wichtige Gleichung (9.31) geben wir einen eleganten Beweis an. Man findet
zunéchst die folgenden Identitéten:

2 1
(@- S = flal,
T S5 2 1. -
Da der Gesamtspin gleich 0 ist, gilt:
(W o1+105@)|p)=0. (9.33)

Damit ist auch die Projektion des Spinoperators auf eine beliebige Richtung in der Wirkung auf |¢ ) gleich
0. Verwenden wir dies, zusammen mit (9.32), so ergibt sich

(¢l2 - SV @25 - 5@|p)

Wir bemerken, daf§ die Relationen (9.29), (9.30) und (9.31) plausibel sind: Betrachten wir, z.B. (9.31)
fiir den Fall @ = b. Dann gilt E(d@,b) = —1, und nach Vergleich mit (9.28) folgt:

Niy =Nyo =Ny +N__=-N=—(Noy + Ny + Ny + N__),
also N;y + N__ = 0. Da alle N positive Zahlen sind, ergibt sich
Nyi=0=N__.

Die Spinrichtungen der beiden Teilchen sind also entgegengesetzt (in Ubereinstimmung mit der Annahme,
dafl der Spin des Gesamtsystems verschwindet).
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9.6 Das Einstein—Podolsky—Rosen—*“Paradoxon” und die Bell-
schen Ungleichungen

Die im letzten Abschnitt erhaltenen Resultate konnte man nun, sinngeméf nach Einstein, Podolsky und
Rosen®, folgendermaflen interpretieren: Anstatt @S @1 direkt am Teilchen (1) zu messen, kann der Spin

von Teilchen (1) durch Messung von 1®5® am Teilchen (2) bestimmt werden. (Man hat den gemessenen
Wert mit —1 zu multiplizieren.) Bei rdumlicher Trennung der Detektoren beeinflult diese Messung das
Teilchen (1) nicht. Der gesunde Menschenverstand ldfit uns folgern: Teilchen (1) bekommt die a—
Komponente des Spins nicht erst durch Messung (Priparation), sondern seine Spinprojektion hat einen
definierten Wert (+1 oder —1) unabhiingig davon, ob gemessen wird oder nicht (im offensichtlichen
Gegensatz zur iiblichen quantenmechanischen Interpretation).

Ein konsequentes Verfolgen dieser Idee fithrt zur Annahme: A priori und unabhingig von jeglicher
Messung hat Teilchen (1) definierte Spinwerte v(@), gleich +1 oder —1, in alle d-Richtungen (zumindest
solche, die orthogonal zum Teilchenstrahl sind). Diese Werte werden im Experiment nur festgestellt
(und nicht pripariert), sie sind verborgene Parameter, die dem Teilchen (1) (und analog dem
Teilchen (2)) zukommen.

Wir analysieren die Konsequenzen aus dieser Annahme und verlassen damit fiir einen Moment den
Boden der Quantenmechanik: Seien N Teilchenpaare im Singulettzustand. Wir wéhlen 4 beliebige
Richtungen a, 5, ¢ und d in der Ebene, senkrecht zum Teilchenstrahl und bezeichnen mit v;(@) und
vl(af ) die “verborgenen”, a priori bestimmten Werte der Spinkomponenten in a— bzw. J;Richtung des
Teilchens (1) im i~ten Paar. Analog seien w;(b) und w;(é) die verborgenen Parameter von Teilchen (2).
Dann ergeben sich als Mittelwerte fiir Korrelationsmessungen:

.1 N L.
B(d,b) = Z vi(d) wi(b) . (9.34)
Offenbar gilt: B B B
0;(@) (w; (b) + wi () + vi(d) (wi(b) — w;(€)) = 2, (9.35)

— — —

denn entweder verschwindet w;(b) + w;(¢) und w;(b) — w;(¢) hat den Wert £2, oder w;(b) 4+ w;(¢) ist

—

gleich £2 und w;(b) — w;(€) verschwindet. Addieren wir die Gleichungen (9.35) fiir alle ¢ und dividieren
durch N, so ergibt sich

N N N
1 L B L B
N (Z vi(a@) wi(b) + Zvi(a) w;(€) + Zvi(d) wi(b) — Z'Ui(d) wz‘@) <2,
i=1 i=1 i=1 i=1
und mit (9.34) erhalten wir die Bellsche Ungleichung?:
|E(@,b) + E(@,¢) + E(d,b) — E(d,d)] <2. (9.36)

8siche A. Einstein et.al., Phys. Rev. Vol. 47, 1935, 777
9J.8. Bell, Physics1, (1964), 195
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Wir zeigen, dafl diese Ungleichung in der Quantenmechanik verletzt ist: Aus (9.31) folgt zunichst:

—

|E(@,5) + B@,8) + B(d.b) - B(d,&)| = |a(+ &) + dE - 9| < |allb+ 2| + |15 - &]..
Bezeichnen wir cosp = b- ¢, ¢ € 10,7, so ergibt sich

@b+ 2|+ |d||b— ¢ zg(cos§+sin§) — 2/2sin (§+§) <22,
also

|E(@,b) + E(@,¢) + E(d,b) — E(d,&) | <2V2. (9.37)

Fiir b.LZ, @|| (b+ @) und d|| (b — &) gilt sogar das Gleichheitszeichen.

In dieser Situation mufite das Experiment!'® entscheiden. Dabei wurde die Quantenmechanik
bestitigt, d.h., es wurde gezeigt, dal die Bellschen Ungleichungen in der Natur verletzt wer-
den.

Bemerkungen 9.6
i) Das groite Verdienst von Bell bestand darin, daf er die Diskussion iiber die Existenz verborgener
Parameter aus dem Bereich der Spekulationen auf das Niveau experimentell verifizierbarer Aussagen
transformiert hat.

ii) In die Herleitung der Bellschen Ungleichungen sind zwei fundamentale Annahmen eingegangen.
Erstens wurde unterstellt, da die physikalischen GréBen vs(a@) , vi(d), w;(b) und w;(¢) definierte
Werte haben (und zwar fiir alle Richtungen @, b, ¢ und dq)7 unabhéngig davon, ob sie gemessen
werden oder nicht. Dies steht im offensichtlichen Widerspruch zu den Grundannahmen der Quan-
tenmechanik. Zweitens wurde angenommen, dafl die Messung am Teilchen (1) die MeBapparatur
fiir Teilchen (2) nicht beeinflufit. Dies ist konsistent mit der Grundannahme der Lokalitét in der
Quantenmechanik: Die Reduktion eines Zustandes auf ein Teilsystem ist eine wohldefinierte Ope-
ration, die unabhéngig davon ist, welche MeBapparaturen in anderen Teilen der Welt aufgestellt
werden.

iii) Wir folgern iiber die Natur des zusammengesetzten Quantenzustandes ¢: der Zustand ¢
ist nicht teilbar, er hat keine 1— Teilcheneigenschaften — er ist verschriinkt. In der Sprache der
Messungen heifit das: Eine Messung an Teilchen (2) ist auch eine Messung an (1) + (2) und damit
auch an (1) (Bohr).

iv) Es bleibt ein “Ausweg”: Bohms nichtlokale, verborgene Parameter!?.

9.7 Quantenteleportation

Wir zeigen, am Beispiel der Quantenteleportation, wie das Konzept der Verschriankung von quanten-
mechanischen Zustdnden in der Quanteninformationstheorie verwendet wird. Zu einer Einfithrung in
diese Theorie verweisen wir auf die folgende Literatur:

i) B. Crell, A. Uhlmann: FEinfihrung in die Grundlagen und Protokolle der Quanteninformatik,
NTZ-Preprint 33/1998, http://www.uni-leipzig.de/~ntz/abs/abs3398.htm

ii) J. Preskill:  Lecture Notes for Physics 229:  Quantum Information and Computation,
http://www.theory.caltech.edu/~preskill /ph229

0siche z.B. A. Aspect et.al.: Phys. Rev. Lett. 49 (1982), 91
Hsiehe [Galindo/Pascual], Teil I, S. 381
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iii) M. A. Nielsen and I. L. Chuang: Quantum Computation and Quantum Information, Cambridge
University Press 2000

Zwei Experimentatoren, iiblicherweise Alice und Bob genannt, verfiigen iiber ein verschrinktes Paar
von Photonen, bezeichnet mit A und B . Dieses Paar wird nicht angeriihrt, um die Verschrankung nicht
zu storen. Die Zustandsriume sind wieder C2 und der verschrinkte Zustand in C2® C? sei gegeben durch
den EPR—-Vektor ]
AB = —=

V2
Alice erhilt ein weiteres Photon, bezeichnet mit X, im Zustand |¢p)x = a|0) + b|1). Alice kennt
den Zustand von X nicht, will aber, dafl Bob ein Photon mit derselben Polarisation bekommt. Sie
kann natiirlich nicht einfach die Polarisation von X messen und diese Bob mitteilen, denn wahrend des
Mefiprozesses konnte sich die Polarisation von X &ndern.

o) (100) +[11)).

Wie gehen Alice und Bob vor?

a) Alice miit A zusammen mit X, ohne die individuelle Polarisation zu messen, sie stellt z.B. fest, daf
die Polarisationen von A und X senkrecht aufeinander stehen. Damit werden A und X verschrénkt.
Man spricht von einer Bellschen Zustandsmessung. Durch die Messung wird auf einen der 4
EPR-Zustinde |oT ) x 4, [T ) x 4 projiziert. Infolge dieser Messung wird auch Photon B veréindert,
da es mit A korreliert war. Es ist nun mit dem urspriinglichen Zustand von X korreliert. X
dagegen hat durch die Bellsche Zustandsmessung seinen urspriinglichen Zustand vergessen, es ist
nun verschrinkt.

b) Alice teilt Bob auf konventionelle Weise!?, also mit einer Geschwindigkeit v < ¢, ihr MeBresul-
tat (also eines der 4 obigen Resultate) mit. Damit ist klar, dafl bei der gesamten Prozedur das
Kausalitétsprinzip nicht verletzt wird.

¢) Nach Erhalt der Botschaft fiihrt Bob an seinem Photon B eine Operation aus, die B in genau den
Zustand versetzt, in dem urspriinglich X war. Er realisiert dies mit einem geeigneten Polarisator:
falls Alice |p™ )x 4 mitteilt, wirkt Bob mit 1
falls Alice |11 ) x 4 mitteilt, wirkt Bob mit oy
falls Alice [¢™)
falls Alice |¢™)

x 4 mitteilt, wirkt Bob mit io9
x4 mitteilt, wirkt Bob mit o3 (9.38)

Diese Operationen transformieren Photon B in den Zustand |¢ ) x. Dies lesen wir aus der folgenden
Relation ab, vgl Hausaufgabe Nr. 6:

6)x ®16* Jan =316 )xa @ [6)5 + 3kt )xa @ oalé)s
bl xa® (Ciolo)s+ e hxa@asle)s, (939

d.h., die Bell-Messung an X und A liefert mit gleicher Wahrscheinlichkeit obige Resultate und
wegen o2 = 1 erhilt Bob in jedem der 4 Fille |¢)p. Da das Photon vollstéindig durch seine
Polarisation charakterisiert ist, ist B jetzt eine exakte Kopie von X. In diesem Sinne ist die

Teleportation von X gelungen.

Bemerkungen 9.7
i) Photon B erwirbt auf quantenmechanischem Wege die volle Information iiber den Zustand von X,
aber um diese lesen zu kénnen, benotigt Bob noch die klassische Nachricht.

12¢twa per Telefon
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ii) Das Photon X wurde bei diesem Vorgang nicht geklont, denn nach der Verschrankung mit A verliert
X alle Erinnerung an seinen urspriinglichen Zustand. Wir verweisen in diesem Zusammenhang auf
das Nichtklonungstheorem von Wootters und Zurek (1982), das im Seminar bewiesen wird:
Quantenzustiinde kdnnen nicht exakt kopiert (geklont) werden.

ili) Der Zustand von X ist iibertragen worden, ohne dafl Alice und Bob wéhrend der Prozedur etwas
iiber diesen Zustand erfahren haben (Das Mefergebnis von Alice war vollig zufillig). Insbesondere
wurde also die Heisenbergsche Unschérferelation bei diesem Verfahren nicht verletzt.

Wir machen einige Bemerkungen zur experimentellen Realisierung dieser Ideen und verweisen in
diesem Zusammenhang auf folgende Ubersichtsartikel:

a) A. Zeilinger et.al.: Experimental quantum teleportation, Nature 390 (1997) 575
b) A. Furusawa et.al.: Unconditional quantum teleportation, Science 282 (1998) 706
¢) M. Nielsen et.a.: Complete quantum teleportation by nuclear magnetic resonance, Nature 395 (1998).

Wir beschrinken uns auf das von Zeilinger in Innsbruck durchgefiihrte Experiment, siehe Abbildung 9.2.

Deteklor A Q -l

Strahiteiler |

Polansator

i Klassische
+  Nachricht:

.Beide Detekloren
sprachen an*

Quelle von
verschrankten
Teilchen

|potarisierender
Strahlteiler

Abbildung 9.2: Das Innsbrucker Experiment beginnt mit einem Puls ultravioletter Laserstrahlung. Beim
Durchgang durch einen Kristall entstehen daraus die verschrinkten Photonen A und B, die zu Alice
bzw. Bob wandern. Der reflektierte Puls erzeugt auf seinem Riickweg durch den Kristall zwei weitere
Photonen C' und D. Ein Polarisator versetzt Photon D in den definierten Zustand X. Photon C' wird
im Detektor nachgewiesen und bestétigt damit, dafl Photon X zu Alice gesandt wurde. Alice kombiniert
die Photonen A und X mit Hilfe eines Strahlteilers. Wenn sie in jedem ihrer Detektoren ein Photon
findet, was in 25 Prozent aller Félle eintritt, ist die Teleportation erfolgreich, und Alice setzt Bob davon

in Kenntnis. Er benutzt einen polarisierenden Strahlteiler, um zu bestétigen, dafl sein Photon nun die
Polarisation von X hat.

Die Produktion eines verschrinkten Photonenpaars (A, B) beim Durchgang durch einen optisch nichtli-
nearen Kristall (z.B. Beta-Bariumborat) nennt man parametrische Konversion. Ein einzelnes Photon
erzeugt dabei zwei Photonen mit entgegengesetzter Polarisation. Experimentell besonders schwierig
ist die Bellsche Zustandsmessung, d.h. das Herstellen der Verschriankung von A mit X. Dazu ver-
wendet man einen mit Silber beschichteten, halbdurchléssigen Spiegel. Man mufl nun dafiir sorgen, daf§
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beide Photonen den Spiegel praktisch zum gleichen Zeitpunkt erreichen, und zwar so daf§ sich die Refle-
xionsrichtung von X und die urspriinglichen Richtung von A decken. Dann kommt es zur Interferenz, die
gemessen wird. Im Moment erlauben es die experimentellen Techniken noch nicht, alle Bell-Zusténde zu
unterscheiden. Bei Zeilingers Experiment gehen die beiden Photonen mit 25%-iger Wahrscheinlichkeit in
separate Detektoren und mit 75%-iger Wahrscheinlichkeit gehen beide in einen der beiden Detektoren.
Zwischen drei der vier Bell-Zusténde wird also in diesem Experiment nicht unterschieden.
Zum Abschlufl geben wir eine allgemeinere, nicht auf den Fall # = C2? beschrinkte, theoretische
Analyse an. Unsere Darstellung orientiert sich an dem eingangs zitierten Artikel von Crell und Uhlmann.
Die theoretische Pionierarbeit geht auf Bennett, Brassard, Crepeau, Jozsa, Peres und Wootters'? zuriick.
Seien H, H und Hp Hilbertriume endlicher Dimension d, mit Basen {¢;}, {#} und {¢P}. Ziel ist es,
einen unbekannten Zustandsvektor |¢) € H (abstraktes Pendant zu Photon X) in Hp “relativ zur Basis”
zu reproduzieren:

@)= Aailodlo) = 1e%) =D (ailo)le).
Dafiir benotigen Alice und Bob einen verschrinkten Zustand |p ) € Ha®@H p . Wir wéhlen einen maximal
verschrinkten Zustandsvektor (EPR-Vektor) |¢). Nach Bemerkung 9.4 iv) gilt

_ L ST ety 0 08167
|so>—ﬂ§ij|¢z Y UP|of), (9.40)

wobei UP ein unitirer Operator in ‘Hp ist. Dann beschreibt
[p)@|p) e HRHAR Hp

den Zustand des Gesamtsystems vor der Messung von Alice. R
Wir nehmen nun an, dafl Alice die Bell-Zustandsmessung mit einer nichtentarteten Observablen A €
B(H ® H4) durchfiihrt, deren Eigenvektoren

o) Zm UMt ) 1=1,...,d° (9.41)
eine EPR-Basis in H®?H 4 bilden. (Die Frage, ob beliebige Observable dieser Art gemessen werden kénnen
stellen wir hier nicht.) Sei bei dieser Messung der Vektor |¢;, ) prépariert worden. Dann projiziert

lo = |10 ) (10| € B(H @ Ha) (9.42)

nach Annahme auf einen eindimensionalen Teilraum und die im Gesamtsystem induzierte Zustand-
spriparation ist gegeben durch:

(P ®1)|6) ®p)
1B ©@1)]¢) @ |}

@) @lp) —
Wir berechnen mit (9.41):

(P, ®1)(l0) ®|v)) Z (Io) ® 1ok ) ® UPlo )

( )y 1

k
az ¢ @ U6t |o® 61l ) lpiy ) @ UP |67 )
ki

= Low) 0 U7 S (aulo W U616 ) F )

ki

13C. Bennett et.al.: Teleporting an unknown quantum-state via dual classical and EPR—channels Phys.Rev. Lett. 70
(1993) 1895
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Aber [¢P) =3 (¢il¢)|¢P ) liefert (¢2|¢P ) = (pi|¢) und damit hat der Ausdruck in der Klammer die
folgende Gestalt:

ViB1oB) = (6P1o" W ULe or )or ) -

ki

Man zeigt leicht, dafl Vlf ein unitédrer Operator in Hpg ist. Der préaparierte Zustandsvektor des Gesamt-
systems hat also die Form

|9010 > & ‘¢lo > ’

IS

~ 1 PN
(P, @1)(|¢) @ |p)) = glew) @ UPVP|e") =
d.h.: o
i) = UPViZ|9")

beschreibt den Zustand in Bobs System. Im System von Alice bewirkt die Teleportation also

1 1.4 1.4
‘¢><¢"—>g17 al *—>&1 )

im System von Bob dagegen

1

175 168 ) (6.
Jetzt muf Bob nur noch die Transformation |¢) — |¢”) durch Anwendung der zu Ur ‘A/EOB inversen
unitdren Transformation realisieren. Dann befindet sich Bobs Photon im Zustand ld)B ), identisch mit
dem urspriinglichen Zustand von X. Dafiir mu Bob aus d? unitdren Operatoren UZA auswéhlen. Um
die richtige Wahl treffen zu kénnen, braucht Bob eine klassische Information von Alice, im vorliegenden
Falle einen Buchstaben aus einem Alphabet der Linge d2, der den gemessenen Eigenwert \; markiert.



Kapitel 10

Symmetrie und Invarianz

10.1 Symmetrietransformationen und Wigner-Theorem

Wir erinnern zunéchst an das Noether—Theorem der klassischen Mechanik. Ist die Langrangedichte des
Systems invariant unter einer Transformation ¢*(t) — ¢*(«a, t) mit dem Parameter «, dann sind die Gréen

OL 0¢*

I(g,4,t) = 93 90
a=0

Bewegungskonstanten. Auf diese Weise liefert etwa Invarianz unter Translationen die Erhaltung des Ge-
samtimpulses, Invarianz unter Rotationen die Erhaltung des Drehimpulses und Invarianz unter Zeittrans-
lationen die Energieerhaltung. Die Verwendung von Symmetrien und zugehorigen Bewegungskonstanten
ist duferst niitzlich bei der Integration der Bewegungsgleichungen.

Wir haben bereits an Beispielen gesehen, dafl dies auch fiir die Quantenmechanik gilt. Wir diskutieren
nun das Symmetriekonzept in der Quantenmechanik systematisch. Sei H der Hilbertraum des Systems.
Wir bezeichnen reine Zustéinde (Einheitsstrahlen in #H) wieder mit [p], [¢],... .

Eine Symmetrietransformation des Systems ist nach Definition eine Abbildung S zwischen reinen
Zusténden, fiir die gilt:

i) S ist bijektiv.
ii) S transformiert physikalisch realisierbare reine Zustéinde ineinander (d.h. sie respektiert eine evt.

vorliegende Superauswahlstruktur).

iii) S laBt alle Ubergangswahrscheinlichkeiten invariant: Seien [p] und [¢] reine Zustéinde und [©'] und
[¢'] deren Bilder unter S. Dann gilt

[{elp) 1P = (') 7, (10.1)

fiir beliebige Repréisentanten ¢, 1), ¢ und ¢ der obigen Zustéinde. (Offenbar sind Ubergangswahr-
scheinlichkeiten invariant unter Anderung des Repréisentanten.)

Es gilt nun das folgende fundamentale Theorem von Wigner (1931).

Satz 10.1 Jede Symmetrietransformation S kann als unitdrer oder antiunitdrer Operator U:H—>H
implementiert werden:

SW]=[U4]. (10.2)

Zum Beweis verweisen wir auf [Galindo/Pascual], Teil I, S. 263. Einen besonders gut versténdlichen und
sauberen Beweis findet man bei [Weinberg]!.

1S. Weinberg: The Quantum Theory of Fields, Cambridge University Press (1995), Vol.I, S. 91

27
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Bemerkungen 10.1

i)

ii)

Ein Operator A : H — H heifit antilinear, falls
Alap + bip) = a* Ap + b* Ar)

gilt. Das Produkt einer geraden Anzahl von antilinearen Operatoren ist linear, das Produkt einer
ungeraden Anzahl antilinear. Der adjungierte Operator eines antilinearen Operators ist gegeben
durch R X

(Alply) = (plAy)”.
Mit dieser Definition ist At auch antilinear und es gilt (AB)" = BT Af. Man beachte, daB auf der
linken Seite dieser Gleichung der adjungierte Operator eines linearen Operators steht, wiahrend auf
der rechten Seite die Adjungierten von antilinearen Operatoren stehen.

Ein Operator U : H — H heiBt antiunitér, falls er antilinear ist und UTU = UUT = 1 erfiillt.
Dann gilt: o o

(UplUy) = (olUTT )" = (¢l)* = (¢lp),
verglichen mit (Up|U1) = (@ly) im Falle eine unitéren Operators. Antiunitéire Operatoren
werden bei der Diskussion der Zeitumkehr auftreten.

Die Symmetrietransformationen eines quantenmechanischen Systems bilden eine Gruppe G. Die
Gruppenmultiplikation ist durch die Nacheinanderausfithrung der Abbildungen gegeben,

GXGB(S1,SQ)—>51052€G,

und das Einselement durch die identische Abbildung id. Punkt i) der Definition sichert die Existenz
Qes Inversen S~! zu jedem S. Seien S; und S» zwei Symmetrietransformationen und U (S2) bzw.
U(S1) die zugehorigen (anti)-unitdren Transformationen. Dann gilt

[v] — [h1] - [t)2]

v = 1 =US1)Y — Y =U(S2)U(S1)7.

Andererseits liefert der zu S) o Sy gehorige (anti)-unitiire Operator U(Ss 0 S;) einen Vektor aus der

gleichen Klasse,
S1-S2

R R
w — ¢2:U(52~51)w.

Da 15 und > Repriisentanten des gleichen Strahls sind, unterscheiden sie sich um eine Phase
w(Sy - S2). Diese Phase héngt nicht von ¢ ab, siehe [Weinberg]. Wir erhalten also

U(SQ) U(Sl) = eiw(sl"%) U(SQ . Sl) . (103)

Man sagt, es liege eine projektive Darstellung der Symmetriegruppe vor. Man kann zeigen?, da8
jede Symmetriegruppe so erweitert werden kann (ohne die Physik zu dndern), dal w = 0 erreicht
wird. Ein Standardbeispiel dieser Art kennen wir aus Teil I: Durch Ubergang zur universellen
Uberlagerungsgruppe SU(2) wird aus einer projektiven Darstellung (zweideutige Darstellung mit
w = £1) der SO(3) eine echte Darstellung.

Wir dehnen die Symmetrietransformationen auf Observable aus, indem wir fordern, dafl ihre Erwar-
tungswerte fiir beliebige Zusténde unter Symmetrietransformationen invariant bleiben sollen:

(Y|Ay) = (W|A'Y') = (Up|AUv) = (Y|UTA' U),

fiir alle 4. (Diese Rechnung gilt auch fiir antiunitire U, denn (4|A4)) ist reell.) Wir erhalten:

A =UAU". (10.4)

2siche [Weinberg]
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Bemerkungen 10.2
i) Insbesondere transformiert sich die Dichtematrix eines gemischten Zustandes nach (10.4):

0 =UsU".
ii) A’ hat dasselbe Spektrum wie A . Etwa im Falle eines rein diskreten Spektrums haben wir:
Apy=Xxp — (UAUNHUy=AUyp)=\NUY).

Im allgemeinen Falle wirkt man mit U von links und U von rechts auf die Spektralzerlegung von

A.

iii) Falls U linear ist, ist jede algebraische Relation zwischen Observablen des Systems unter Symme-
trietransformationen invariant. Ist U antilinear, dann wird die Relation in ihre komplex konjugierte
iiberfithrt. Wir betrachten als Beispiel die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen

Es gilt
2}, 9] = Uz;UTU p,U" — Up;UU2UT = U(ih6;;1)UT = £ih ;1.

Ob eine Transformation unitéir oder antiunitir ist, kann man also an den transformierten Vertau-
schungsrelationen ablesen.

iv) Eine Symmetrietransformation U kénnen wir sowohl aktiv oder passiv interpretieren: Entweder
fassen wir U als Transformation auf, die Préparier- und Registrierapparatur (auf dieselbe Weise)
wirklich bewegt oder wir interpretieren U als Transformation zwischen zwei Bezugssystemen. Dann
wird dieselbe Praparier— oder Registrierapparatur von zwei verschiedenen Beobachtern gesehen. In
beiden Fillen bleiben die Erwartungswerte von Observablen invariant.

Natiirlich kann auch nur den Préparierapparat oder nur der Registrierapparat einer Symmetrie-
transformation unterworfen werden. Dann &ndert sich aber das Gesamtsystem und folglich &ndern
sich auch die Erwartungswerte.

10.2 Translationen

Wir betrachten zuniichst die Translationsgruppe R?. Die Gruppenmultiplikation ist gegeben durch
die Addition von Vektoren, das Einselement ist der 0-Vektor und das zu @ Inverse ist —d . Insbesondere
ist die Gruppe Abelsch. Wir definieren die folgende unitdre Darstellung der Translationsgruppe in
L?(R3):

(0(5) u)) (T) = (7 — d). (10.5)
Es gilt

U@+b)=0@U(®),

U-Ya) =U(-a). (10.6)

g
—~
o
~
Il
-
)

=
—
Sy
~
|

Bemerkungen 10.3

Wir setzen diese Darstellung auf folgende Weise zu einer Darstellung auf dem Raum D’ D H der verallge-
meinerten Eigenvektoren des Ortsoperators® fort: Da die Darstellung U den Unterraum D C H invariant
14Bt, induziert sie durch Einschrinkung eine Darstellung von R3 auf D. Die sogenannte konjugierte
Darstellung auf dem Dualraum D’, die wir ebenfalls mit U bezeichnen, ist dann definiert durch

(U@7lp) = (U (-a)¢), deR’.

3siehe Gelfandsche Tripel, Teil I, Abschnitt 3.43
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Mit ) )
(Z|U(=a)p) = (U(=a)p)(Z) = p(T + @) = (T + dl|y)

folgt R
U@ |#z) =|7+a), aecR3. (10.7)

Die Taylorentwicklung von ¢ um den Punkt & liefert fiir kleine a:
(U@w) @ = v -a) = (@) - @ V)@ +...,
und damit, wegen ]%’: %V,
U(@) = exp (—;d-ﬁ) . (10.8)

Wie in der klassischen Mechanik, erzeugt der Impulsoperator infinitesimale Translationen, die Kompo-
nenten p; bilden eine Basis in der (kommutativen) Lie-Algebra der Translationsgruppe R? .
Wir leiten das Transformationsgesetz fiir den Ortsoperator ab:

0@z 0t@v) @ = (§0(-a)v) @ -a) = (@ -a) (U(-a)v) (@ - ) = (@ - @) (@),

also gilt:

U(d)p U'(a) =p. (10.10)

also gilt
U@ L U1(@) = (L _ i x ﬁ) . (10.11)

Daraus folgt z.B., dafl der intrinsische (relative) Bahndrehimpuls Erel = (:%'1 — 9%’2) X ;z%’ im Zweikorper-
problem translationsinvariant ist. Analog postulieren wir, dafl der Spin invariant unter Translationen
sein soll:

U(@) S; Ut (@) = 5, (10.12)
Die Verallgemeinerung auf den Fall von N Teilchen ist offensichtlich. Es gilt:

~ N s ~
B3 5™ (@) = exp (_;a.p> .

a=1

10.3 Drehungen

Wir betrachten die Drehgruppe SO(3) und ihre Standardwirkung # ++ RZ im R3. Fiir Elemente R €
SO(3) gilt RRY =1 und det R = 1. Wir definieren die folgende unitéire Darstellung der Drehgruppe
in L2(R3):

(D(R)¥)(Z) == ¢(R™'T). (10.13)
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Dehnen wir diese Darstellung analog zum vorigen Abschnitt wieder zu einer Darstellung auf dem Raum
der verallgemeinerten Eigenvektoren aus, so erhalten wir

D(R)|Z) = |RZ). (10.14)

Fiir Drehungen R = Rj(«) beziiglich der Achse 77 um den kleinen Winkel dav gilt

Y(R™'Z) = (T —Saii x T+...)
= (&) — ba (71 x &) V(Z) + . ..
— (@) — ihaaﬁ (f < ?v) W(F) +
= (@) — rdait L) +
d.h.: . R
D(Ri()) = exp <—;o¢fi . E) . (10.15)

Rotationen werden, wie wir bereits wissen, durch die Komponenten {I}} des Drehimpulses (im vorlie-
genden Falle des Bahndrehimpuls) erzeugt. Die {L;} bilden eine Basis in der Lie-Algebra der SO(3) mit
den Vertauschungsrelationen

[f/i, IA/J] = ih&‘ijk f/k .

Durch analoge Rechnungen wie im vorigen Abschnitt, vgl. Hausaufgabe Nr. 7., zeigt man die folgenden
Transformationsgesetze:

A;=D(R)A; D(R) = (R™);; 4, (10.16)
fir A, = ;ii,ﬁi,f/i. Fiir den Spinoperator wird das Transformationsgesetz (10.16) postuliert. Der
Spinoperator wirkt im Spinorraum L?(R3) ® C?**! und die Darstellung der Drehgruppe ist, wie bereits
bemerkt, fiir halbzahligen Spin projektiv und kann durch Ubergang zur Uberlagerungsgruppe SU(2) zu
einer unitiren Darstellung gemacht werden.

Wir erinnern an einige grundlegende Sachverhalte aus Teil I:

Bemerkungen 10.4
i) Die irreduziblen Darstellungen der Lie-Algebra so(3) = su(2) werden durch j = 0, 3,1, ... klassifi-
ziert. Zu jeder Darstellung D7 gehort ein Darstellungsraum V; der Dimension (2j + 1) und darin

eine Basis [jm ), m = —j,...,+j, die folgenden Gleichungen geniigt:

Js |jm>=hm|jm>
Jx|gm) = /i( m(mE1)hljm=£1)

T2 |jm) =j(j+1)ﬁ2 ljm) . (10.17)
ii) Die Matrixelemente der Darstellung D7 in der Basis [jm ) werden mit D’ . bezeichnet. Es gilt:
D’ (R) |jm) Zl]m {Gm'| D’ (R) |jm)

:ZUm T om(R). (10.18)
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Verwendet man eine explizite Parametrisierung endlicher Drehungen mit Hilfe der Eulerwinkel, so
gilt:4
D)@, B,y) = e w0 et @l (8)  mit
&) (B) = (jm'le” #0%2|jm) .

iii) Wir erinnern an die Zerlegung von Tensorprodukten von Darstellungen in ihre irreduzible Kompo-
nenten®. Es gilt:

Ji+j2
D @ DI = @ DI
J=li—j2 |
Die Basis [j1j2,7m) = |jm) in den irreduziblen Komponenten dieser Zerlegung kann natiirlich

beziiglich der Tensorproduktbasis [j1m) ® |jom) = [jim, jam ) zerlegt werden:

gm) = > |jima, jama )( jima, jama|jm )

mi,ma2
Die Koeffizienten ( jymq, jama|jm ) heilen Clebsch—Gordan—Koeffizienten.

Die Clebsch—Gordan—Koeflizienten spielen eine wichtige Rolle in Anwendungen. Wir geben eine Liste
ihrer wichtigsten Eigenschaften an®:

a) Fiir m # my + mo und (oder) j # |j1 — jol,.-., (1 + j2) gilt:
(j1ma, jama|jm) = 0.

Diese Aussage folgt aus der Tatsache, dafl sowohl [jm ), als auch [jim1, jams ) Eigenfunktionen von
J3 sind, und zwar mit den Eigenwerten fim bzw. h(mi + ma).

b) Da die Vektoren |jimy,jams) bzw. |jm) jeweils Orthonormalbasen bilden, erfiillen die Clebsch-
Gordan-Koeffizienten folgende Orthogonalitétsrelationen:

Z (Jima, jamaljm ) ( jima, jama|j'm') = 855 Omm:
mi,ma
Z<j1m17 ]2m2|.]m><.]1m/1a ]2ml2|jm>* = 5m1m’16m2m§ .

Jym

c) Es gelten die folgenden Rekursionsformeln:

(jima, jama|Jy [jm) =/5(j + 1) — m(m £ 1) (j1m1, jo,malj m £ 1)
=11+ 1) —mi(ma F 1) (j1 ma F 1, jamaljm)
+Vj2(j2 + 1) — ma(ma F 1) (j1my, j2 ma F 1|jm).

Unter Verwendung von a) und b) kann man durch wiederholte Anwendung der Rekursionsformeln c)
alle Clebsch-Gordan-Koeffizienten mit einem festem j auf einen einzigen, z. B. {j1j1,72 (j — j1)|ij),
zuriickfithren und diesen bis auf eine Phase aus der Normierungsbedingung bestimmen. Wahlt man die
Phase so, dafl

(41,1592, (G = Ju)lg,g) >0

4Sjehe Messiah 2 S. 31
5Siehe Abschnitt 5.4
6Diese werden im Seminar bewiesen
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gilt, dann erhélt man

(jima, jamaljm )

= 6m1+m2;m {

(27 +1) (1 +Jo =) (G + 71— 52)' (J + 2 — J1)! }1/2
(1 +je+j+1)

{1 +ma)! G — ma)! Gz +ma)! (G2 — m2)! ( +m)! (G — m)1}/?

(=D°
;8!(31 +d2 = J =) (G1 —mi —8)! (G2 +m2+ ) —j2 +m1+ ) —j1 —ma+s)!

(die Summe im letzten Term lauft iiber alle s, fiir die die Ausdriicke in den Klammern > 0 sind).
Insbesondere sind dann alle Clebsch-Gordan-Koeffizienten reell.

10.4 Tensoroperatoren und Wigner—Eckart—Theorem

Sei H der Hilbertraum eines quantenmechanischen Systems und sei R — D(R) eine unitéire Darstellung

der Drehgruppe in A . Ein Satz von Operatoren A= (/L, /12, Ag) heilit Vektoroperator beziiglich der
Drehgruppe, falls gilt: A o A

DR)A; D(R)" = (R™Y)i;A;, i,j=1,2,3. (10.19)
Wir berechnen unter Verwendung von (10.15) das Transformationsverhalten eines Vektoroperators bei
einer infinitesimalen Drehung um die Achse 7 mit dem Winkel da:

(1 - ;/505?’1[2;) /L (1+ ;L(SOZﬁI::) :Ai —5aeijknjflk,

d.h. die infinitesimale Version von (10.19) ist

[Li, Aj] = iheiji Ay . (10.20)

Uns bereits bekannte Beispiele fiir Vektoroperatoren sind also I_:, # und 1%' .
Man kann obigen Begriff auf Tensoroperatoren beliebiger Valenz verallgemeinern. Ein Satz Aj,

J1,---5Jr = 1,2,3, von Operatoren heifit kovarianter Tensoroperator r-ter Stufe, falls gilt:

D(R) Ay, D(R)' = (R )50 (R™Y)i5, Ajy.j, -

r

(10.21)

Von besonderer Bedeutung sind im weiteren die irreduziblen Tensoroperatoren:
Ein Satz 1!, m = —I,...,+l, von (2] + 1) Operatoren in H heiBt irreduzibler Tensoroperator /-ter
Stufe beziiglich der Drehgruppe, falls das folgende Transformationsgesetz gilt:

D(R)T}, D(R™") =Y T}, Dl (R). (10.22)

Dabei sind die D!, (R) die oben eingefiihrten Matrixelemente der irreduziblen Darstellung, definiert

durch [. Wir sehen, dafl die Komponenten Tfn des irreduziblen Tensoroperators dem gleichen Transfor-
mationsgesetz unter der irreduziblen Darstellung D! geniigen, wie die Eigenvektoren |Im ) .

Bemerkungen 10.5
i) Die infinitesimale Version von (10.22) ist:

i Y i P\ all \ 1 S P
(1—h(5an-L> T (1+h5an-L) —;Tm\<lm|(1—h6an-L> |im)

=T - %Mﬁ. (Z 7L (im| E|zm>> :
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also R R
(L, T ZTI\ (Im"| L|lm.),
bzw., mit (10.17):
[Ls,T.] =mhT,
L, TL] = I(+1) —m(m+1)hT, ;. (10.23)

ii) Wir zeigen, wie man aus Tensoroperatoren irreduzible Tensoroperatoren konstruiert:
a) Ein Skalar 7' ist ein unter Drehungen invarianter Operator (z.B. der Hamiltonoperator eines
rotationssymmetrischen Problems). Fiir ihn gilt

[L,T]=0,

d.h. T =T ist ein irreduzibler Tensoroperator nullter Stufe.
b) Sei A = (Ay, Ay, A3) ein Vektoroperator. Wir setzen:

Tg:=As, T := q:\[(A1 +id,). (10.24)

Man zeigt, vgl. Hausaufgabe Nr. 8, daf (T%) ein irreduzibler Tensoroperator 1. Stufe ist.
¢) Sei C;i ein kovarianter Tensoroperator 2. Stufe, d.h. es gilt:

D(R)Cyy D(R™) = (Rt (R™) jm Clm -

lm
Wir setzen
. 1. 1 >
Sik = 5 (Czk: + Ckz) g g
Ag= 5 (Cu - G)
R 1 e
Dy, = g@'kZij,

und bilden daraus die folgenden Tensoroperatoren:

. 3v5 4 R [15 /o .. . 15 /A . A
TO = 7533, Til =F ? (513 + 1523) s TiQ = g (Sll — 522 + 21512) s
A 1 ~
TO = A12 , Tj:l = :F72 (A23 =+ 1A31> ’
A 3 ~
0= Cj
j=1

Im Seminar wird gezeigt, da 72 ein irreduzibler Tensoroperator 2. Stufe ist. 7. ist wegen Punkt
b) offensichtlich ein irreduzibler Tensoroperator 1. Stufe, denn der antisymmetrische Tensoroperator

Ay, kann mit dem Vektoroperator Bj = %Zkl ijlAkl identifiziert werden. SchliefSlich bemerken
wir noch, daB T ein Skalar ist.

In Anwendungen hat man oft Matrixelemente von Tensoroperatoren auszuwerten. Diese Aufgabe wird
durch das folgende fundamentale Theorem wesentlich vereinfacht.
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Theorem 10.1 (Wigner-Eckart-Theoren}) Sei " der Hilbertraum eines quantenmechanischen Sy-
stems und sei eine unitire Darstellung a — D(a) von SU(2) in H definiert. Seien J; die infinitesimalen

Erzeugenden dieser Darstellung und sei la; j,m ) eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von J2 und
J3 inH.” Fiir die Matrizelemente eines irreduziblen Tensoroperators k-ter Stufe T(f beziiglich dieser Basis
gilt dann

1 e .
(@5 j'm| Ty | jym ) = NI o Y T (|es 3 ) (K, g3 ,ml g m") (10.25)

Die Grife (a'; )| T% ||a; j ) heift reduziertes Matrizelement und ist von m, m' und q unabhingig.

Zum Beweis benotigen wir das folgende

Lemma 10.1 Flir die Matrizelemente irreduzibler Darstellungen der Drehgruppe gilt:

Dh (R) D]z

mim; mhmso

(R)

J1tj2 J J .
= Z Z Z jl?m17327m2|35 ><jl7mlla]27m/2|jaml>D77—n/m(R)7 (1026)
J=ljr—jg2| m=-j m'=—
und

ST S S S (10.27)

2]1+1 J1J2 Ymimz Ymims

<DJ1 |Dj2

mjmy mhmo

wobet
<Dirlz mllDﬁ’ng o’ 9.2 /dR Dm my ) Dirr‘; Lo (R)
das Skalarprodukt in L*(SO(3)) beziiglich des Haarschen Mafles AR bezeichnetd.

Beweis des Lemmas:
Wir zeigen (10.26):
J J
Dni,lml(R) D2, m2(R)

= (j1,m}; jo, mh| D' (R) ® D7 (R)|j1, mu; j2, m2 )
> (rmhsda,mb|im! Y jmljr, mas ja,ma ) (§'m/| D™ (R) @ D (R)|jm)

3,3’ m,m’
J1+7J2
. . . . . . . 11 .
= > (Grmiige,mbli'm’ ) (G, ma; ja, maljm) (G'm/| > D7(R)|jm)
J»j"sm,m/ J"'=|j1—721

= Z (g1, mi; oy miyl§"m' Y ( j1,mus jo, malj"m) DI (R) .

7" m,m/
Zum Beweis der Orthogonalitiitsrelation (10.27) verweisen wir auf die mathematische Standardliteratur?

Bemerkungen 10.6

Die Orthogonalitétsrelationen (10.27) gelten fiir beliebige irreduzible unitéire Darstellungen kompakter
Gruppen, wobei 2j; + 1 natiirlich durch die Dimension der betrachteten Darstellung zu ersetzen ist. Zu
(10.26) analoge Formeln kann man prinzipiell auch fiir beliebige kompakte Gruppen finden. Man mufl
dazu fiir die betrachtete Gruppe das Tensorprodukt beliebiger irreduzibler Darstellungen in irreduzible
Komponenten zerlegen.

7« steht fiir alle anderen Quantenzahlen.
8in Eulerwinkeln: dR = sin #dfdydé
9siehe z.B. A.O.Barut, R.Raczka, Theory of Group Representations and Applications, PWN Warsaw 1980, S.170
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Beweis des Theorems:
Der Einfachheit wegen lassen wir bei der folgenden Rechnung o bzw. o’ in den Eigenvektoren weg. Fiir
ein fixiertes Tripel (3, j1, jo) berechnen wir unter Verwendung von (10.26):

{im|D(R)" D(R) T3, D(R)! D(R)|j2ms)
= Y (m[D®)!|jm’) (jm'|D(R) T3, D(R)'|jam} ) (jamp| D(R)|jams )

Y. Dl (R DL (R)DE (R) (jm/ [T} |jamb)

’ / U
m/,mj,mj

(jm|T2 |jams )

. . s -/

J1+72 J J ) ,
_ J * NJj
= > X 2 ) DhaBDL, (R
m/,mi,my  j'=|j1—j2| P1=—3"  p2=—j’

X (j1,m1; jo, mali'pr ) (g1, mis g2, my|5'p2) <jm/|T,j,L1/1\j2m/2> .

Wir integrieren iiber die Gruppe und verwenden (10.27). Dies ergibt:

(Gm|T) [jame ) = 211 Z <j1,m1;327m2|.7m><.71,m'1;327m/2\3m/><Jm/\Tfn1:1 |jams )
J m/,m},m
. . . 1 . I AN AT oY SR /
= (J1,mu; j2, ma|jm ) - 571 > (G1,mi; ja, mb|jm’ ) (jm T3 |72ms )

’ / ’
m’,mfi,mj

1 . . . TS
G IES (1, mu; go, malgm) (G T [|52)

mit dem reduzierten Matrixelement

A 1 o
. J . o . /. YA / . Vi J1 . !
GNP ) = ey 2 (dmhsdasmblim’) G T o) ).
m

sy, My
Damit ist der Satz bewiesen.

Bemerkungen 10.7 R
Aus Eigenschaft a) der Clebsch-Gordan—Koeflizienten folgt: Ist (a'j'm| Té‘“ lajm) # 0, dann mufl

g=m'—m, |j=j|<k<j+] (10.28)
gelten. Dies fithrt zu Auswahlregeln, etwa bei der Untersuchung von Emission und Absorption von
Strahlung. Im weiteren werden wir solche Auswahlregeln finden.

10.5 Paritit (Raumspiegelung)
In der klassischen Mechanik ist die Spiegelung um den Ursprung gegeben durch:
I+ (£,P) = (=2, —P) -

Offenbar gilt Ig = id. Wir suchen das quantenmechanische Analogon dieser Operation, d.h. wir su-

chen einen unitéren oder antiunitéiren Operator P im Hilbertraum H des Systems mit den folgenden
Eigenschaften:

und R o
Pi;PT = —2;; Pp,PT = —p;. (10.29)
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Daraus ergibt sich fiir den Bahndrehimpuls die Transformation

PLiP' =€ P2/ PYPpF P = I, . (10.30)

In Analogie dazu postulieren wir die Invarianz des Spins:

PSPt =35,. (10.31)
Wenden wir diese Transformation auf die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen an, so erhalten wir

[Pi; Pt, Pp; PY| = indy; ,
d.h. P ist ein unitérer Operator. Damit kénnen wir P durch Multiplikation mit einer geeigneten Phase so
umdefinieren, dal e!* = 1 wird. Dann gilt P? = 1 und damit ist P auBerdem selbstadjungiert, P = P1,
also eine Observable. Wir nennen P den Paritétsoperator.
Sei |Z, p) ein verallgemeinerter Eigenvektor des Ortsoperators, wobei p weitere Quantenzahlen beschreibt.
Dann ist offenbar o R
also muf .

P&, ) = nal — &, ) (10.32)

gelten. Die Phase 14 heifit intrinsische Paritét. Sie liefert eine wichtige Charakteristik von Teilchen
der Sorte A. Wir werden dies spéter noch kommentieren. Analog gilt fiir Wellenfunktionen

(P) (&) = (&, u|PY) = nal —&, ) = narh(—7) .

Jeder selbstadjungierte Operator mit der Eigenschaft P2 =1 hat als Eigenwerte 1. Offensichtlich sind
(14 P) und §(1— P) die Projektoren auf die Eigenunterrdume zu den Eigenwerten +1 bzw. —1. Damit
kénnen wir jeden Zustand |¢)) in einen geraden und einen ungeraden Anteil zerlegen:

Wy=3 (P+1) [0)+3 (1-P) ) =lps) +1vo).

Es gilt Ply, ) = [¢4 ) und Plyp_) = —|¢p_) d.h. die zugehdrigen Wellenfunktionen ¢, und ¢_ sind
symmetrisch bzw. antisymmetrisch.

Wir machen noch einige Bemerkungen zur Terminologie: Eine Observable heifit gerade bzw. ungerade,
falls fiir alle Zusténde |¢) und |p) gilt

(Wil Alps) =0 bzw. (Py|Alpr)=0.

Ein Tensoroperator 7™ der Stufe n beziiglich der Drehgruppe heifit

i) Tensoroperator im engeren Sinne, falls gilt

~>

PT P =(—=1)"T™ und

ii) Pseudotensoroperator, falls gilt

PTPM = —(—1)"1™.

10.6 Bewegungsumkehr (Zeitumkehr)

In der klassischen Mechanik ist die Operation der Bewegungsumkehr gegeben durch

I : (Z,p) — (Z,—P) .
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Es gilt I? = id . Ist die Hamiltonfunktion H invariant unter ¢ — —t, ¥ — & und p — —p, so sind die
mit [; transformierten Bahnkurven dynamisch erlaubt. Dann findet die Bewegung entlang der gleichen
Trajektorien mit entgegengesetzten Geschwindigkeiten statt.

Analog suchen wir in der Quantenmechanik einen (anti)—unitéren Operator © mit den folgenden Eigen-
schaften:

0% =el*1

und o o
6,0 =2;, Op,6’=—p. (10.33)

Der Drehimpuls transformiert sich dann wie folgt:
6L6" = -1,. (10.34)
Das gleiche Transformationsverhalten postulieren wir fiir den Spin,
65;6f=-5. (10.35)
Anwendung auf die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen liefert
07,601,050 = —ihd;,

d.h. O ist ein antiunitirer Operator. Wir kénnen also die Phase e'® nicht dadurch wegbringen, daf§ wir
© mit einem Faktor multiplizieren. Andererseits sind fiir el nur zwei Werte erlaubt: aus 00?2 = 020
folgt nimlich ©(e'*1) = €10 und wegen der Antiunitaritit von © ergibt sich
e 9 = 0.
Also ist (e!*)? =1, d.h.: R
0% =4+1.

Das Vorzeichen héngt von der Teilchensorte ab. Wir betrachten zunéchst ein spinloses Teilchen. Aus
(10.33) folgt analog zum letzten Abschnitt!?

o) = &),
also ©f|Z) = |#), und damit
(Ov)(#) = (710 y) = (O #ly)" = ¢~ (7).

In der Wirkung auf die Wellenfunktion eines Teilchens mit Spin 0 ist © mit dem antiunitéiren Operator
K der komplexen Konjugation identisch. Damit gilt

0%=1.
Sei nun der Spin s # 0. Dann wéhlen wir den Ansatz

6=VK,
wobei V ein noch zu bestimmender unitérer Operator ist. Sei ¢ eine (2s + 1)-komponentige Wellenfunk-
tion, also ein (2s 4 1)-Spinor. Dann folgt mit (10.35)

(s ¢) (7) = — (éT S, éw) (%) = — (fdfﬂ S, VK ¢) (@) = —(KEVI& V| ) = — (VTS*iV)* W(F) .

Wir erhalten die folgende Gleichung fiir V:

VISV =-5". (10.36)

10pis auf eine freie Phase, die wir hier gleich 1 setzen
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Fir s = % ergibt dies Vie,V = —o; und man findet V = eos,. Legen wir v = —7/2 fest, so erhalten
wir V = —iog und damit R
(©¢) (%) = —i62 ¥ (7). (10.37)
Wegen ‘ o
V= —igg=e 392 = ¢ w52
haben wir R o
O=e n"R[ . (10.38)
Man zeigt, dal diese Gleichung fiir jeden Spin gilt. Dann folgt
02 = (-1)%. (10.39)

Die Verallgemeinerung aller dieser Formeln auf den Fall von IV Teilchen ist offensichtlich.

10.7 Invarianzen und Erhaltungssitze

Sei H der Hamiltonoperator eines quantenmechanischen Systems. Eine Symmetrietransformation S des
Systems heifit Invarianztransformation, falls H invariant unter S ist:

US)HU(S) =H.
Dies ist dquivalent zu o
[H,U(S)] =0. (10.40)

Ist diese Bedingung fiir alle Elemente einer Symmetriegruppe G erfiillt, so heifit G Invarianzgruppe
des Systems.

Bemerkungen 10.8 .
i) Sei das System konservativ und sei A eine nicht explizit zeitabhéngige Observable mit der Eigen-

schaft [H,A] = 0. Dann ist A eine Erhaltungsgréfie. Wegen (10.40) sind alle nicht explizit

zeitabhéngigen Observablen, konstruiert aus den Operatoren U(S) einer Invarianzgruppe, Erhal-
tungsgrofen. Wie in der klassischen Mechanik gehort also zu jeder Invarianzgruppe ein Satz von
Erhaltungsgrofien.

ii) Energieerwartungswerte bleiben bei einer Invarianztransformation des Zustandes invariant:
(VI ) = (U(S)¥|H U(S)¥).
iii) Sei Vi der Eigenraum von H zum Eigenwert E. Dann gilt U(S) Vg = Vi, denn aus H |¢) = E 1))
folgt
HU(S)|y)=U(S)H ) =EUS)|v).
D.h., Vg ist ein Darstellungsraum der Invarianzgruppe.

iv) Ist H konservativ, dann ist der Zeitentwicklungsoperator des Systems Ut) = e~ # At Sei U (S) eine
Invarianztransformation, U(S) H U(S)" = H . Dann gilt

~ U(t) falls U (S) unitéir
Ut)l =U(—t) falls U(S) antiunitéir

Man {iiberzeugt sich leicht davon, dafl diesselbe Aussage fiir den Zeitentwicklungsoperator auch im
nichtkonservativen Falle gilt. Ist U(S) unitér, so lat diese Transformation die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten invariant:

(TSl UM [U(S) %) P =l UE) [9) >
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Beispiele:

2)

Invarianz unter Translationen: Es gelte [H,U(a)] = 0, fiir alle @ € R3. Mit
U(d@) = exp {;ic_io ]3} ,
wobei P den Gesamtimpuls des Systems bezeichnet, erhalten wir durch Differenzieren nach a:

[H,P] =0.

Wie in der klassischen Mechanik ist also Translationsinvarianz dquivalent zur Impulserhaltung.
Fiir einen typischen Hamiltonoperator

. h2 .
H=— Z o N + V() (10.41)

liefert die Forderung nach Translationsinvarianz V(Z; — @) = V(&;), d.h. V darf nur von den
Relativkoordinaten ; — ¥; abhéngen.

Es ist eine Grundiiberzeugung der Physik, dafl die dynamischen Gesetze abgeschlossener Syste-
me unabhéngig von ihrer rdumlichen Lage sind. Man spricht in diesem Zusammenhang von der
Homogenitit des Raumes. Bemerkungen und Literaturhinweise zu experimentellen Tests der
Homogenitéit des Raumes findet man bei [Galindo/Pascual] Teil I, Abschnitt 7.10.

Invarianz unter Rotationen: Es gelte [H, D(R)] = 0, fiir alle R € SO(3). Wegen

D(R) —exp{%on? j} ,

wobei J den Gesamtdrehimpuls bezeichnet, erhalten wir

A =

[H7J] =0,

d.h. Rotationsinvarianz ist dquivalent zur Erhaltung des Gesamtdrehimpulses. Fiir einen
typischen Hamiltonoperator (10.41) bedeutet die Forderung nach Rotationsinvarianz, dal V' nur von
den Betréigen der Koordinaten (bzw. der Relativkoordinaten) abhingen darf. Fiir ein System mit

Spin sind nur skalare Kopplungen erlaubt, ein typisches Beispiel ist die Spinbahnkopplung S.L.

Aber auch Terme der Form § - 7 oder S - ]%' konnte man aus der Sicht der Rotationsinvarianz zum
Hamiltonoperator hinzufiigen. Die Invarianz der dynamischen Gesetze abgeschlossener Systeme
unter Drehungen nennt man Isotropie des Raumes.

Die Drehimpulserhaltung verbietet a priori gewisse Prozesse in der Elementarteilchenphysik. Wir
diskutieren ein Beispiel, ndmlich den Zerfall

Kt =71t 4.

K™ und 7" sind Mesonen mit Spin 0. Im Ruhesystem von K+ verschwindet also der Gesamtdre-

himpuls J@ vor der Reaktion. Nach der Reaktion haben 7+ und ~ entgegengesetzte Bewegungs-
richtungen +P. Die Projektionen der Bahndrehimpulse dieser Teilchen auf die Bewegungsrichtung
verschwinden natiirlich. Auflerdem hat 7+ den Spin 0 und folglich verschwindet die Projektion des
Gesamtdrehimpulses von 7+ auf die Bewegungsrichtung. Dagegen hat das Photon ~ eine nichtver-
schwindende Projektion des Spins auf P (Helizitit):

P-S, =+h.
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Damit ist die Projektion des Gesamtdrehimpulse JE) auf die Bewegungsrichtung nach dem Zerfall
verschieden von Null, d.h. der Gesamtdrehimpuls ist nicht erhalten. Im Experiment wurde der
folgende Wert fiir die betrachtete Zerfallsrate gefunden:

(Kt — 7ty) 6
— <14 x107".
I'(K+ — alles) < 1410

Eine typische Grofenordnung im Falle von erlaubten Prozessen ist dagegen ~ 1072

Invarianz unter Paritét: Es gelte
[H,P]=0. (10.42)

Sei |¢h) = [¢4 )+ [ ) die durch P definierte Zerlegung von |4 ) in gerade bzw. ungerade Zustiinde.
Wegen (10.42) bleiben gerade und ungerade Zustéinde withrend ihrer Zeitentwicklung gerade bzw.
ungerade. Fiir spinabhéngige Wechselwirkungen liefert die Forderung nach Paritétsinvarianz des
Hamiltonoperators, Ve}*glichen mit der Rotabtionsi{lvarianz7 zuséi‘gzliche Einschrankungen. So sind

Terme der Form f(r) S - L erlaubt, wihrend f(r) S.Zund f(r)S - zu verwerfen sind. Ist (10.42)
erfiillt, dann konnen die Eigenfunktionen von H so gewéhlt werden, da8 sie gleichzeitig Eigenfunk-
tionen von P sind. Fiir die Wellenfunktion ¢ (Z) = f(r) Yim (6, ¢) eines Teilchens im Zentralpotential

ist dies automatisch erfiillt, denn es gilt'!

(Pv) @) = F0) Yim(m = 0,7+ ) = F) (1) Yim (0, ),

d.h., ¥(%) ist Eigenzustand zum Eigenwert (—1)’.

In der Elementarteilchenphysik ist das Paritétskonzept von fundamentaler Bedeutung. Wie bereits
bemerkt, besitzt jedes Teilchen seine intrinsische Paritdt 14 . Es zeigt sich, dafl die elektromagne-
tische und die starke Wechselwirkung paritédtserhaltend sind. Man kann etwa jedes Hadron
mit einer intrinsischen Paritét n, = 41 so versehen, dafl die Streuamplitude unter Paritétstransfor-
mation invariant bleibt. (Experimentell relevant sind natiirlich nur die Verhéltnisse von intrinsischen
Paritdten. Ob man also dem Proton +1 oder —1 zuordnet, ist Konventionssache.) Das sogenannte
Quarkmodell (zu dem wir im néchsten Abschnitt kommen) liefert eine systematische Methode zur
Zuordnung dieser Paritdten: Quarks haben Paritit +1 und Antiquarks —1. Daraus liest man die
Paritéten fiir die Hadronen ab.

Die schwache Wechselwirkung ist parititsverletzend, z.B. sind die folgenden Zerfille moglich:

K+ a 7T++7TO
SNt 4T 4t

Im ersten Prozess ist die Paritdt erhalten, im zweiten nicht.
Invarianz unter Bewegungsumkehr: Sei das betrachtete System konservativ und gelte

[H,6]=0. (10.43)

Dann gilt fiir den Zeitentwicklungsoperator © U(t) ©F = U(—t) und damit folgt

Olp()) =001 [¥(0)) =0 U(1) 66 |¥(0)) = U(-1) O |¢(0)),

also

(1) (016(1))) = 6 1(0)),

11

wie wir aus Teil I wissen
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die mit © transformierten Zusténde werden also in umgekehrter Zeitfolge durchlaufen. Dies kann
man auch durch Anwenden von © auf die Schrodingergleichung veranschaulichen. Wir erhalten:

6 (in16(1) ) = ~in,6lu(n)) = OIu() = HBIV() ),

also
od o PPN
in S Olw(~)) = HOR(~1))

Ist [4)(t)) eine Losung der Schrodingergleichung, dann ist auch ©|i)(—t)) eine Losung.

Ist das System nichtkonservativ, so muf die Definition (10.40) fiir den Fall der Invarianz unter
Bewegungsumkehr folgendermafien modifiziert werden:

USYH)U(S) = H(—t). (10.44)

Dann gelten wieder die oben getroffenen Aussagen.

Wir geben noch eine andere, dquivalente Formulierung der Invarianzforderung (10.43) an: Die
Wahrscheinlichkeit, dafl sich das System zum Zeitpunkt ¢ im Zustand |p) befindet, wenn es zum
Zeitpunkt to im Zustand |¢) pripariert wurde, ist gleich der Wahrscheinlichkeit, dafl sich das
System zum Zeitpunkt ¢ im Zustand © | ) befindet, wenn es zum Zeitpunkt ¢y im Zustand 6 lo)
war:

el Ut to)[) 1> = (9] Ut to) [O¢) *.
Dies ist das Prinzip der Mikroreversibilitét.

Wie in den vorigen Beispielen erhalten wir aus der Forderung nach Invarianz unter Bewegungs-
umkehr wieder Einschrankungen fiir zuléssige Hamiltonoperatoren: So ist etwa ein Kopplungsterm
der Form (§ M x §(2)) - L fiir ein System von zwei SpinféfTeilchen zu verwerfen. Er ist dagegen
invariant unter Translationen, Drehungen und Paritét.

Schlielich ergeben sich aus der Invarianz von H unter Bewegungsumkehr Konsequenzen fiir das
Spektrum und die Eigenfunktionen. Fiir ein System spinloser Teilchen konnen die Eigenfunktionen
von H in der Ortsdarstellung reell gewéhlt werden: Sei ) ein Eigenvektor zum Eigenwert £. Dann
ist

61 :=P1 + O =y + ]

reell und Eigenvektor zum gleichen Eigenwert:
Ho=Ey1 +HOY = E1 + O Hin = E(1 +O41) = Edy .

Falls E entartet ist, muf} ein zu ¢; orthogonaler Eigenvektor ¢, existieren. Dann bilden wir wieder
P2 = 1o + Oy usw. Dasselbe Argument liefert fiir ein System mit einer geraden Anzahl von
1

Spin-5-Teilchen, daf die Eigenfunktionen von H alle so gewihlt werden kénnen, daB Oy = ¢ gilt.

Liegt dagegen ein System mit einer ungeraden Anzahl von Spin—%—Teilchen vor, dann kann man
im Eigenunterraum von E eine Basis aus Paaren von zueinander konjugiert komplexen Vektoren
wéhlen. Damit ist der Entartungsgrad der Eigenwerte des Hamiltonoperators in diesem Falle stets
gerade, also mindestens 2. Dies ist die Kramersche Regel, vgl. Hausaufgabe Nr. 11.

AbschlieBend bemerken wir noch, daB eine direkte experimentelle Uberpriifung der Bewegungsum-
kehrinvarianz — etwa in der Elementarteilchenphysik — sehr schwierig ist. Es gilt aber die C'PT-
Invarianz'?. Zeigt man also C'P—Verletzung, so kann man T—Verletzung folgern.

12C bedeutet Ladungskonjugation, siehe letztes Kapitel dieser Vorlesung
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10.8 Innere Symmetrien. Der Isospin

Innere Symmetrien sind solche, die sich nicht aus Raum-Zeit-Verhéltnissen ableiten lassen. Sie spielen
eine fundamentale Rolle in der modernen Elementarteilchenphysik und in der Quantenfeldtheorie.

Den Grundstein fiir diese Entwicklung hat Heisenberg 1932 mit seinem Konzept des Isospins gelegt:
Vernachlédssigt man die elektroschwache Wechselwirkung, so kann man Proton und Neutron aufgrund
ihres minimalen Massenunterschiedes als (aus der Sicht der starken Wechselwirkung) ununterscheidba-
re Teilchen (genannt Nukleonen) auffassen. Konsequenterweise sollte eine Invarianzgruppe existieren,
die den Hamiltonoperator der starken Wechselwirkung invariant 148t und deren Transformationen die
Nukleonen ineinander iiberfithren. Heisenberg schlug dafiir die Gruppe SU(2) vor. Sie wird in diesem
Zusammenhang als Isospingruppe bezeichnet. Die Quantenzahl, die die irreduziblen Darstellungen der
Isospingruppe numeriert, wird Isospin und die Erzeugenden {IAZ} in der jeweiligen Darstellung werden
Isospinkomponenten genannt. Die Isospinkomponenten erfiillen, wie wir aus der Theorie des Drehim-
pulses wissen, die folgenden Vertauschungsrelationen:

[fijj] = iGijkfk~ (10.45)

Die aus Eigenvektoren von I3 gebildeten natiirlichen Orthonormalbasen {I,M): M =—I,...,1I} der
irreduziblen Darstellungen heiflen Isomultipletts.

Wir bezeichnen den Zustand des Protons mit |p) und den des Neutrons mit |n ). Nach obiger Annahme
bilden beide das Isodublett (|p),|n)). Identifizieren wir [p) = |3, 3 ) und |n) = |3, —3 ), dann gilt

hlp)=1lp):  n)=—2ln). (10.46)

Bilden wir die Leiteroperatoren fi = fl + ifg , so gilt

Lp) =0, Lin)=Ip). I_lp)=1In), I_|n)=0. (10.47)

In Matrixdarstellung haben wir

flzlo 1 ’ IAQZEO —1) f3:1 1 0 7 f+: 01 , f_: 00
2\1 0 2\1 0 2\0 -1 00 10

und [p) = ((1)) bzw. |n) = ((1)) Wir geben zwei weitere Isomultipletts an: Zur Darstellung mit Isospin 1
gehort das Triplett der Pionen

(nt, 7% 77) = (]1,1), |1,0), |1,-1))
und zur Darstellung mit Isospin % gehort das Quadruplett der A-Resonanzen

(ATH, AT AD A7) = (|§ Sy 13 4y 13, =1y 2 f§>).

202/ 1252/ 12> 72/ 12272
Unter Verwendung der Regeln der Addition von Drehimpulsen kann man 2-Nukleon—Zustédnde bilden,
z.B. entsteht das Deuteron als antisymmetrischer Isospin—0-Zustand %(pn — np). Analog bildet man
das Isospin—1-Triplett (pp, %(pn + np),nn).
Um tiefer in die Welt der Elementarteilchen einzudringen, mussten weitere innere Symmetrien aufgedeckt
werden. Eine wichtige Rolle auf diesem Wege spielte die Strangeness S. Sie wurde 1953 von Gell-Mann
eingefithrt. Die untenstehende Tabelle enthélt eine Liste der Strangeness wichtiger Hadronen:

Hadron S
p,n,nt, 70, n~ 0
A, 3, 30 »- -1
=20, B -2
Ko, K+ +1
K° K- -1
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Bei starken Wechselwirkungen wird die Strangeness erhalten. So ist z.B. der Prozess

T +p—= KO+ A
erlaubt, da S;- =0, S, =0, Sgo = +1 und Sy = —1 ist (Die Strangeness ist additiv). Dagegen verletzt
der Prozess

T +p—=>K +p
die Erhaltung des Strangeness, er wird nicht beobachtet. Bei Prozessen der schwachen Wechselwirkung
kann die Erhaltung der Strangeness jedoch verletzt werden, z.B. ist der Prozess

A—=p+a,

erlaubt, er hat aber eine sehr geringe Ubergangsrate.

Parallel dazu fiihrten Stiickelberg und Pais 1953 die Baryonenzahl B ein. Fiir Baryonen und Anti-
Baryonen (stark wechselwirkende Teilchen mit halbzahligem Spin) wurde B = +1 bzw. B = —1 gesetzt
und fiir die Mesonen (stark wechselwirkende Teilchen mit ganzzahligen Spin) postulierte man B = 0.
Aus S und B bildete man die Hyperladung

Y=S5+B (10.48)

und 1955 schlugen Gell-Mann und Nishijima die folgende Vorschrift zur Berechnung der elektrischen
Ladung eines Zustandes vor:

~ ~ 1
Q=1IL+5Y. (10.49)

Fiir p und n erhélt man Y = 1 und damit liefert diese Formel
A 1 1
Qlp) = 3lp) +3lp) =1Ip)
A 1 1
Qln) ==3In) + 3ln) = 0.

Fassen wir Y als Erzeugende einer inneren Symmetriegruppe U(1) auf, so haben wir ingesamt eine
SU(2) x U(1)-Symmetrie. Im néichsten Schritt stellte man sich die folgende Frage: Ist es moglich, Isospin
und Hyperladung in ein vereinheitlichtes Symmetriekonzept einzubauen? Aus mathematischer Sicht ist
die einfachste Losung die Einfithrung der Gruppe SU(3), denn diese enthélt SU(2) x U(1). Tatsdchlich
schlugen Gell-Mann und Ne’eman 1961 die innere Symmetriegruppe SU(3) vor. Heute heifit diese Gruppe
Flavour-Gruppe. Die Lie-Algebra su(3) der SU(3) enthélt die zweidimensionale kommutative Unter-
algebra der Diagonalmatrizen mit Spur 0 (Cartanunteralgebra). Die dritte Komponente des Isospins I
und die Hyperladung Y werden mit den Erzeugenden dieser Unteralgebra identifiziert. Es gilt also

[I5,Y] =0, (10.50)

und damit konnen in jeder Darstellung Basisvektoren so gewidhlt werden, dafl sie gleichzeitig Eigen-
zustdnde von I3 und Y sind. Die am besten bekannten Baryonen und Mesonen wurden nun als Oktetts
(8-dimensionale Darstellung der SU(3)) klassifiziert:

YA Yk
n
+1 L +1
7 0 >t
0~ ® 0~
A
-1 4 — 0 -1 4
T T T > T T T >
-1 0 11 Is -1 0 1 I

Baryonenoktuplett Mesonenoktuplett
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In Wirklichkeit sind die Massen der in einem Multiplett vereinten Teilchen natiirlich nicht gleich, es
gibt Unterschiede von bis zu 20%. Trotzdem feierte man mit dieser Methode sehr schnell spektakulire
Erfolge. Man sagte die Existenz des Q™ —Teilchens (als Element des leichtesten Baryonendekupletts)
voraus. Bereits 1964 wurde dieses Teilchen im Experiment gefunden.

Bemerkenswert war, dafl man keine Tripletts (fundamentale Darstellungen der SU(3)) fand. Andererseits
lassen sich alle hoherdimensionalen Darstellungen der SU(3) aus fundamentalen Darstellungen (aus der
definierenden und der zu ihr kontragredienten Darstellung) durch Tensorproduktbildung konstruieren.
Dies legte den nichsten Schritt nahe: 1964 entwickelten Gell-Mann und Zweig das Quarkmodell. Ein
Quark g ist ein Element eines SU(3)-Tripletts (u, d, s) von Spin-3-Teilchen mit den folgenden intrinsischen
Quantenzahlen:

I I3 Y S B Q
1 1 1 1 2
u 2 2 3 3 3
1 1 1 1 1
d | 3 -3 3 0 3 73
s 0 o -2 -1 -3 -1

Mesonen werden aus je einem Quark und einem Antiquark gebildet und Baryonen werden aus drei Quarks
zusammengesetzt. Zum Beispiel sind die Pionen gegeben durch

+

7t~ ud WON—Q(uﬂ—dJ), m ~du

)

und Protonen bzw. Neutronen durch
p ~ (uud)s , n ~ (ddu)s .

Wir betrachten das Baryon Q7. Es hat Spin s = % und Strangeness S = —3 und besteht damit aus drei
s-Quarks, die alle Spin % haben. Da 2~ das leichteste Baryon mit Strangeness S = —3 ist, repréisentiert
es den Grundzustand fiir das System der drei s-Quarks. In diesem Zustand sollte der Bahndrehimpuls
verschwinden und die rdumliche Komponente der Wellenfunktion sollte symmetrisch sein. Um den Spin
3 zu bilden, miissen alle drei Quarks die gleiche Spinrichtung haben. Dies liefert aber eine vollstiandig

2
symmetrische Wellenfunktion

QO ~ sTsTsTy(Z), 2o, 73)

im Widerspruch zum Pauliprinzip'3. Um dieses Dilemma zu umgehen, schlug wiederum Gell-Mann
im Jahre 1972 einen neuen Freiheitsgrad vor, die Farbladung. Jeder Flavour tritt in drei Farben auf:

(ur,uz,uz), (di,da,dz), (s1,52,83).
Damit kann man fiir Q2 eine vollstindig antisymmetrische Wellenfunktion aufschreiben:
07 ~ €eapy 523231, (&1, To, X3) . (10.51)

Diese Funktion ist offensichtlich invariant unter Color—SU(3)-Transformationen ¢® + U®5¢” . Es liegt also
nahe, eine weitere SU(3)-Symmetrie-Gruppe, die Color-SU(3)-Gruppe, einzufithren Man postulierte,
daf} alle Hadronen unter Color-Transformationen invariant sein miissen.

Abschlieflend bemerken wir, daf§ damit ein entscheidender Schritt in Richtung der modernen Eichfeld-
theorien getan war. Darauf kénnen wir aber hier nicht eingehen.

13siehe nichster Abschnitt
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Kapitel 11

Identische Teilchen

11.1 Symmetrisierungsprinzip und Zusammenhang zwischen
Spin und Statistik

Ununterscheidbare oder identische Teilchen sind Teilchen, die sich in allen Eigenschaften gleichen.
Im Rahmen der Quantenmechanik bedeutet dies: Sie haben gleiche Quantenzahlen und sind durch Mes-
sung nicht unterscheidbar.

Wir weisen auf einen grundlegenden Unterschied zur klassischen Mechanik hin: Sind zwei Teilchen zum
Zeitpunkt ¢ = 0 durch Messung ihrer Orte und Impulse unterschieden, so kénnen sie durch Verfolgen
ihrer (eindeutig bestimmten) Bahnkurven zu jedem spiiteren Zeitpunkt unterschieden werden. In der
Quantenmechanik haben wir keine Bahnkurven. Pripariert man etwa ein System identischer Teilchen in
Gestalt von Wellenpaketen mit streng getrennten Aufenthaltswahrscheinlichkeiten, so wird es im Laufe
der Zeitentwicklung zu einer Uberlappung der Pakete kommen, so dafl eine eindeutige Identifizierung
nicht mehr mdoglich ist.

Wir beschrénken uns zunéchst auf ein System von zwei ununterscheidbaren Teilchen, deren Hilbertraum
H sei. Dann ist H ® H der Hilbertraum des Systems. Um das Konzept der Ununterscheidbarkeit
mathematisch zu realisieren, betrachten wir die folgende Darstellung der Permutationsgruppe Ss von
zwel Elementen (1, ﬂlg) im Zustandsraum H ® H:

L)) =le)@ k), Iha(lp)@ b)) =[v)@e). (11.1)

Offenbar ist II;» ein unitérer Operator. Zusitzlich gilt

)

I,=1.
II;5 ist damit insbesondere selbstadjungiert.
Wir nennen zwei Teilchen ununterscheidbar, falls alle Observablen des Systems mit den Erzeugenden
(1, II13) der Permutationsgruppe So vertauschen. Wir fordern also, daf Sy eine Invarianzgruppe des
Systems im Sinne des Abschnittes 10.7 ist. Neben der trivialen Forderung [A, 1] = 0 haben wir:

[A,II15]) =0

fiir alle Observable A. Dann gilt
<H12\I’|A|H12‘I’> = <‘I’|A“I’>7

d.h. die Teilchen sind durch Messung in der Tat nicht unterscheidbar.

47
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Bemerkungen 11.1

Offensichtlich ist damit nicht jeder selbstadjungierte Operator im Zweiteilchen-Hilbertraum eine Obser-
vable des Systems identischer Teilchen. Z. B. ist der Gesamtimpuls eine Observable, dagegen die Orts-
und Impulsoperatoren der einzelnen Teilchen nicht:

(TR0 @Y) =T R £ Y@ TP =T @1)(¢DY).

. .2
Sei A ein Eigenwert von Ilj>. Aus II;, = 1 folgt A = £1. Wie im Falle der Paritét existieren also
Projektoren %(1 +1II15) und 3(1 —II;5) auf die Eigenunterrdume zu den Eigenwerten 1 bzw. —1, so daf
alle U € H ® H eindeutig in einen geraden und in einen ungeraden Anteil zerlegbar sind:

S T [ 1) + S (1Tl [0 = [, ) + 0 ).

W) =
Der Hilbertraum H ® H zerfillt also in die direkte Summe der obigen Eigenunterrdume. Wir untersuchen
diese Teilrdume genauer. Sei |¥) = |1 )|¢ ). Dann gilt:

ey =5 (1410 [0)le) = S ()le) + 0)19))

1

o) = 1 (1 1) [0)le) = £ (W)le) — o))

Der Eigenraum zum Eigenwert 41 besteht also aus den vollstindig symmetrischen Vektoren, |V, ) €
H ®s H, und der Eigenraum zum Eigenwert —1 besteht aus den vollstindig antisymmetrischen
Vektoren, |[¥_) € H ®, H . Deshalb nennen wir die Operatoren

4 1 - A 1 .
S = 5(1 + 1), A= 5(1 — o) (11.2)

Symmetrisierungs— bzw. Antisymmetrisierungsoperator.
Wir haben die folgende Zerlegung:

Sei Ve H®, Hund & € H®; H. Dann gilt:
0= (D[A,TT1o]|¥) = (D ATy U) — (12 DA|V) = —(D|A|T) — (B|A|V),

d.h.: Matrixelemente von Observablen zwischen Zustédnden verschiedener Symmetrie verschwinden.
Wir haben also eine Superauswahlregel:

Physikalische Zustinde eines Systems identischer Teilchen liegen entweder in H @5 H oder in H ®, H.
Welcher der beiden Rdume physikalisch realisiert ist, wird durch das Fxperiment entschieden.

Bemerkungen 11.2

i) Wir erinnern an das Konzept der Superauswahlregeln, indem wir obigen Sachverhalt weiter kom-
mentieren: Sei P der Projektor auf einen reinen Zustand [¥] des Gesamtsystems. Da []5, ﬁlg] =0
gelten mufl, folgt

50 = 111, PU = PII;, 0,

d.h. II;5% muB proportional zu ¥ sein. Also mufl ¥ entweder symmetrisch oder antisymmetrisch
sein. Mit anderen Worten: Eine Superposition einer symmetrischen und einer antisymmetrischen
Wellenfunktion kann nicht prépariert werden. Das Superpositionsprinzip gilt nur noch in den
Superauswahlsektoren H ®, H und H ®, H .

ii) Insbesondere muf} natiirlich der Hamiltonoperator des Systems mit I1;, kommutieren, [ﬂlg,ﬁ | =
0. Damit kommutiert auch der Zeitentwicklungsoperator U(t), d.h., die Zustéinde dndern ihren
Symmetriecharakter im Laufe der Zeitentwicklung nicht.
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iii) Sei H = C? und sei {|e;)}, i = 1,2 eine Basis in H. Dann ist {|e; )|e; )}i j—12 eine Basis in H @ H.
Wir zerlegen den Hilbertraum des Systems nach (11.3): Offenbar ist H ®, H ein eindimensionaler
Darstellungsraum, aufgespannt durch

1
—(le1)]e2) —le2)ler)) = leq) -
Tllenllea) ~lea)ler) = fea)
Die Darstellung ist definiert durch

lleq) = lea) ﬂ12|€a)=—\ea>.

H ®, H ist ein 3-dimensionaler Teilraum, aufgespannt durch
. 1
e =lerdler),  [el) =lez)lez),  [ef¥) = —=(ler)le2) + lez)ler)) -
V2
Er zerfillt in drei irreduzible eindimensionale Teilriume H.”, aufgespannt durch die Vektoren |egi) ),
3 .
He,H=PH",
i=1
denn S; 148t offensichtlich jeden dieser Teilrdume invariant:
el) =el?), Thofel”) =el”).

Wir beschreiben die Wirkung der Sy auf die Wellenfunktion eines Systems zweier identischer Teilchen
mit beliebigem Spin: Seien &; die Koordinaten des i—ten Teilchens, definiert durch seine Ortskoordinaten
Z; und die dritte Komponente des Spins mg, = 0, also & = (#;,0;) . Dann gilt

ﬂ12|51,52> =62,&1) - (11.4)
Setzen wir

(&1, 82) = (&1,&|¥), (11.5)
dann haben wir die folgende Wirkung von 1115 auf die Wellenfunktion:

(2 W) (€1, €) = (€1, &0 = (&1, &ITLT) = (&, 6]0) = V(& 61) . (11.6)

Wir behandeln die Verallgemeinerung auf N Teilchen!: Der Hilbertraum des Systems ist
N
Hy=QMHi, MHi=™H.
i=1
Wir definieren, in Verallgemeinerung von (11.6) die folgende Darstellung
Sy 311 € Aut(Hy)
der Permutationsgruppe Sy :

(W) (&, En) = Ty - €nay) - (11.7)

Offensichtlich ist diese Darstellung unitir. Weiter bemerken wir, dafli man jede Permutation II aus
elementaren Transpositionen

(ﬁm\ll)(flaafuafjaag]\f) ::\Il(fla"wfja"'agia"'agN)

1Der Fall N = 3 wird im Seminar ausfiihrlich behandelt
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zusammensetzen kann. Die Operatoren f[z-j haben dieselben Eigenschaften wie I, im Fall N = 2, d.h.

-2
sie sind unitér, selbstadjungiert und es gilt II;; = 1. Sie kommutieren aber nicht miteinander. Wir
illustrieren dies fiir N = 3: Dazu betrachten wir II = Ilg3 0 ITj5 und II' = II15 o Ils3 . Dann gilt einerseits:

(1) (&1, &2, &) = (a3 0 T2 W) (&1, o, &3) = (12 W) (1, &3, ) = W(E3,61,E2)

und andererseits

(I W) (&1, €2,&3) = (M2 0 Ta3 W) (&1, &2, &) = (Mo W) (&2, &1, E3) = W(Ea, E3,1) -

Daraus folgern wir
(Ty3 0 M) = Hig o H§3 =I5 0llp3 # Ilx3 0 Il;2,

also ist II nicht selbstadjungiert.
Die Darstellung der Sy auf verallgemeinerten Eigenzustédnden ist gegeben durch:

ﬂ|€1,...,€N>Z: |£H*1(1)a--~7£H*1(N)>- (118)

Dies ist natiirlich konsistent mit (11.7):

(1 NI ) = (U|TT 6, En ) = (Vl€nqy, - vy ) = (€nays -+ Enan V) -

Die Formel ist auch konsistent mit (11.4), denn jede Transposition ist zu sich selbst invers.

Wir fragen uns nun, wie die Zerlegung von Hy in irreduzible Darstellungen der Permutationsgruppe
aussieht. Dazu definieren wir, in Verallgemeinerung der Formeln (11.2), die folgenden Operatoren der
Symmetrisierung bzw. Antisymmetrisierung:

S;:% oI, A;:% > sen(I)1I, (11.9)

IIeSN IIeSy

wobei sgn(IT) das Signum der Permutation IT bezeichnet. Man zeigt, vgl. Hausaufgabe Nr. 15, da8 S
und A zueinander orthogonale Projektoren sind. Allerdings schopfen ihre Bilder, im Gegensatz zum Fall
N = 2, nicht den gesamten Raum Hy aus. Man erhélt:

Hy = Hiy & HY & HE, (11.10)

wobei HY, = SHy und He = AHy wieder die Teilriume der vollstdndig symmetrischen bzw.
vollstindig antisymmetrischen Vektoren bezeichnet. Beide Rdume zerfallen jeweils in eindimensionale
irreduzible Teilriume, denn es gilt I1;;|¥) = +|¥) fiir alle (4, ) und fiir alle Vektoren |¥) aus diesen
Teilrdumen. Zusétzlich erhélt man einen Teilraum MY, , welcher i.a. mehrere héher-dimensionale
irreduzible Darstellungen der Sy enthilt?.

Wir formulieren nun wieder das Postulat der Ununterscheidbarkeit der Teilchen: Alle Observable A
des Systems miissen mit der Darstellung der Permutationsgruppe vertauschen, d.h.

[A,11;] =0, (11.11)

fiir alle 4,7 . Auch hier gilt wieder, dafl nicht jeder selbstadjungierte Operator auf H eine Observable
des Systems identischer Teilchen ist, vgl. Bemerkung 11.1. Dieses Postulat liefert, dafl jede Observable
die irreduziblen Unterrdume der Darstellung IT invariant 158t. Da, wie bereits bemerkt, die Unterrdume
My, H% und HE, aus irreduziblen Unterrdumen bestehen, it jede Observable die Zerlegung (11.10)
invariant, d.h. wir haben wieder eine Superauswahlregel.

?Die Klassifizierung aller irreduziblen Darstellungen der Permutationsgruppe erfolgt mit der Methode der Yang-—
Tableaux. Wir verweisen dazu auf die mathematische Standardliteratur, siche etwa [Barut/Raczka]



11.1. SYMMETRISIERUNGSPRINZIP 51

Wir nehmen nun an, dafi das betrachtete N-Teilchen-System ein vollstdndiges System kommutierender
Observabler {A; ..., A,} besitzt. Seien |a) = |ay,...,a, ) die zugehorigen Eigenvektoren. Da alle A; die
Bedingung (11.11) erfiillen, gilt

[\a><a|,ﬂ} =0.
Fiir einen beliebigen Zustand |¥) mit (a|¥ ) # 0 erhalten wir daraus:

{allT}w)

ﬂ|a>:|a>-W7

(11.12)

d.h. |a) ist Eigenvektor fiir alle Operatoren I der Darstellung. Damit spannt jeder Vektor |a) einen
eindimensionalen irreduziblen Darstellungsraum der Gruppe Sy auf. Man beweist nun, dafl eindimensio-
nale irreduzible Darstellungen der Sy entweder vollstédndig symmetrisch oder vollsténdig antisymmetrisch
sind. Damit erhalten wir aus dem obigen Postulat:

Fiir ein System von N identischen Teilchen, das ein vollstindiges System kommutierender Observabler
besitzt, gilt das Symmetrisierungsprinzip: Die reinen Zustinde des Systems miissen entweder vollstandig
symmetrisch oder vollstindig antisymmetrisch unter Teilchentransposition sein.

Wenn wir also fordern, dafl ein System von identischen Teilchen ein vollstdndiges System kommutie-
render Observabler besitzen soll, dann sind die sogenannten “Parastatistiken”, d.h. Zusténde aus H%,
ausgeschlossen. In einem hypothetischen System, welches einer sogenannten Parastatistik geniigt, tritt
notwendig eine sogenannte Austauschentartung auf: Sei ¥ Element eines irreduziblen Unterraums aus
H2. Dann liegt auch jeder Vektor II¥ in diesem Unterraum. Da aber jede Observable mit I vertauscht,
liegen ¥ und IV im selben Eigenraum dieser Observablen. Damit sind diese beiden Zustédnde durch
Messung nicht unterscheidbar, d.h. in diesem Falle kann es kein vollstdndiges System kommutierender
Observabler geben.

Die obigen theoretischen Argumente werden dadurch unterstiitzt, dafl es zumindest in der Welt der
Elementarteilchen in der Tat keine experimentelle Evidenz fiir das Auftreten von Parastatistiken gibt.

Die Erfahrung lehrt mehr. Es gilt der folgende Zusammenhang zwischen Spin und Statistik?:

Die reinen Zustinde eines Systems identischer Teilchen sind vollstandig symmetrisch, wenn ihr Spin
ganzzahlig ist und vollstindig antisymmetrisch, wenn er halbzahlig ist.

Bemerkungen 11.3

i) Streng genommen folgt aus obigen Betrachtungen: Fiir die Beschreibung eines Elektrons miifiten
wir eigentlich eine Wellenfunktion verwenden, die vollstdndig antisymmetrisch beziiglich aller Elek-
tronen im Universum ist. Gliicklicherweise ist diese radikale Antisymmetrisierung fiir praktische
Zwecke unnotig: Seien etwa zwei Elektronen gegeben (z.B. in zwei Wasserstoffatomen jeweils eins
in einem Labor in Leipzig bzw. in Dresden), beschrieben durch die Wellenfunktionen |t); ) und
|5 ) . Dann gilt natiirlich (1|2 ) ~ 0, denn die réumliche Uberlappung dieser Wellenfunktionen
ist unmefibar klein.

Wir fithren an diesem 2-Teilchensystem die Messung einer (nicht ausgearteten) Observablen A aus
und interessieren uns nur fiir die Mefiresultate in Leipzig. Konnen wir dann das Wasserstoffatom
in Dresden einfach vergessen oder ist die Antisymmetrisierung notwendig?

Zunichst ignoriern wir sie, d.h. wir betrachten den Produktzustand [i); )12 ) = |01, ). Seien
a1, as ) = |a1 )|as ) die Eigenzustinde der Observablen A. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten
des Mef3wertes a; im Leipziger Labor ist

D Warsasln, o) [P = [(arlen) 2 Y [Casltha) [ = [(anlibr) D (alaz ) (asltpa) = [(artn) *,

wobei verwendet wurde, dafl {]az )} ein vollstdndiges Orthonormalsystem ist. Wie erwartet, ist die
Messung in Leipzig vollig unabhéngig vom Zustand des Elektrons in Dresden.

3Im Rahmen der axiomatischen Quantenfeldtheorie wird dies bewiesen
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Nun fiithren wir die analoge Rechnung fiir die antisymmetrischen Zusténde

1 1
ﬁ(wlwg—wzﬂwn) und |a>=ﬁ(|&1>|a2>—|a2>\a1>)

durch. Die Wahrscheinlichkeit, da8 a; in Leipzig gemessen wird, ist dann gegeben durch:

1
;|<a|‘1’> ?= ZZ ’2<al|¢1><a2|¢2> —2(aify2) (aoln) | = [(arlyn)]?.
2 az ~0 ~

= ~0

) =
‘2

Wir erhalten in guter Ndaherung das gleiche Resultat. Erst wenn sich die Elektronen mikroskopisch
nahe kommen, kénnen die Terme (az|t1 ) und (aq|i2 ) nicht mehr vernachléssigt werden.

Wir schreiben Basen in den Teilrdumen H$; und H3; auf. Sei

la;(i)) = lai (@), ..., ai' (i)

eine Basis im Hilbertraum des i—ten Teilchens, gebildet aus den Eigenzustdnden eines vollstdndigen

Systems kommutierender Observabler (Ay,--- , A,). Dann ist

latas . ..ay ) = |ar(1))]az(2)) ... lay (N))

die zugehorige Tensorproduktbasis in Hy und wir konnen jeden beliebigen Vektor ¥ € H in dieser
Basis zerlegen:

U = Z laras . ..an Y ajas...an|T).

ai1az...aN
Sei U € H, , also SU = ¥ . Dann gilt offensichtlich
U= > l|aaz...ay), (araz...an|¥) (11.13)
aijaz...anN
mit A
laraz...an ), =S |aaz...an). (11.14)

Das Skalarprodukt zwischen diesen Zusténden ist

1
Jr< ajas ... aN|b1b2 N bN >+ = ﬁ Z 5111 bri(1) 5a2 brizy """ 6GN br(n) *
MeSn
Sie bilden also eine orthogonale (aber nicht normierte) Basis in H3;, wobei die Orthogonalitét
aus der Orthogonalitidt der Einteilchenzusténde |a;(i)) folgt. Man beachte, daf die Basisvekto-
ren durch die Quantenzahlen ai,...,ay nicht eineindeutig gekennzeichnet werden, da offenbar
laras...an ), = lana)amn) - .- any ), fiir beliebige Permutationen IT € Sy gilt. Insbesondere
treten in der Zerlegung (11.13) viele Summanden mehrfach auf. Dieses Bezeichnungsproblem wird
im folgenden durch den Ubergang zur Besetzungszahldarstellung behoben.

Vollig analog zum symmetrischen Fall haben wir die Basis
laras...an)_ :=/l|a1a2...aN> (11.15)

im Teilraum H$;. Offensichtlich lassen sich diese Basiselemente in Gestalt der sogenannten Slater-
Determinante darstellen:

lai(1)) ... Jai(N))
larag...an)_ = N 5 ; (11.16)
lan(1)) ... lan(N))

Das Skalarprodukt ist gegeben durch

1
A{amay . aylbiby. by ) = > sg(I1) a, by Oas by San b -

" IeSN
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Insbesondere bilden die Komponenten des Ortsoperators und der dritten Komponente des Spins
ein System kommutierender Observabler im 1-Teilchen-Hilbertraum. Wie oben bezeichnen wir
|€;) = |Z;, 0) und definieren die (nicht normierten) verallgemeinerten Basisvektoren

‘517"'7§N>+ ::S‘é-l?"'u5N> (1117)

in H%; . Die zum Zustand |¥y ) gehorige, (normierte) und vollstdndig symmetrische Wellenfunktion
ist dann

Un(ry..8n) = (&1, EN|UN ). (11.18)

Wir wissen, daf
/dgld€N|€177£N><€177€N| =1

im Sinne der verallgemeinerten Eigenfunktionenentwicklung gilt. Wirken mit dem Symmetrisie-
rungsoperator von beiden Seiten auf diese Identitéit zeigt, dafl

/dfl...dem&,...,gm R

eine (verallgemeinerte) Zerlegung der 1 in H%, ist. Damit folgt sofort die Normierung der Wellen-
funktion. Analog bilden wir die (verallgemeinerte) Basis

€1, .., En ) = Al&r, ... &) (11.19)
in H%; und die zugehdrige, vollstéindig antisymmetrische Wellenfunktion.

Fiir ein System von N identischen Fermionen gilt:

U, &y oo &Gy oo &) = =V, &Gy o Gy EN)

Setzen wir §; = £;, so muB8 ¥ verschwinden. Wir erhalten daraus das Pauliprinzip: Die Wahr-
scheinlichkeit, dafl sich zwei Fermionen des Systems im gleichen Quantenzustand befinden, ver-
schwindet.

Unter der Annahme, daf die Basis |a; ) im 1-Teilchen-Hilbertraum abzihlbar ist, kann man zur so-
genannten Besetzungszahldarstellung iibergehen. Dazu numeriert man die Einteilchenzustédnde
in beliebiger Weise durch,

10,12), i),
In dieser Bezeichnung sind die Basiselemente im N-Teilchen-Hilbertraum Hpy gegeben durch

{|ZlvaZN>} und R
i, in ), =S lin, iy}, i <o <, (11.20)

ist eine (nicht normierte) Basis in H%; . Aus dem gleichen Grunde wie oben liefert der Operator

o0

S ineein), (i iy

i1,i5...=0
eine Zerlegung der 1 in #3; . Analog bilden wir eine Basis
lit,..ovin ) = Alin,...,in), i1 <---<in, (11.21)

in H%; . Dies ist natiirlich wieder eine Slater-Determinante.

Die Besetzungszahl N; des Einteilchenzustands |i) ist definiert als die Hiufigkeit, mit der |i) in
dem gegebenen N-Teilchenzustand |i1,...,iy) auftritt. Es gilt

Ni+Ny+...=N.
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Insbesondere verschwinden fast alle N;. Fiir Zustédnde in H$; konnen die N; die Werte 0 oder 1
annehmen, fiir Zustinde in H% sind alle Werte von 0 bis N zugelassen. Aus (11.20) und (11.21)
folgt, dal durch die Angabe der Besetzungszahlen die symmetrischen bzw. antisymmetrischen
Zusténde eindeutig charakterisiert werden. Wir schreiben

|N1,N2,...,Ni,...>:=|1>~~-|1)|2>-~-\2>--~|z’>---|i>---
——— —— ——
Ni-mal Ny-mal N;-mal

und erhalten daraus normierte Basen

/NI 4
|N1,N2,...>+: W S‘N17N2,...> (1122)

IN1,Na,...) =+VN! ANy, No,...) (11.23)

in H¢%, . Man beachte bei diesen Bezeichnungen, daf die Folge N, Na, ... unendlich lang, aber fast
iiberall gleich 0 ist. Da fiir den antisymmetrischen Fall nur N; = 0,1 in Frage kommt, gehort zu
jeder Gesamtheit |ay),|az),...,|lan) von N verschiedenen Einteilchenzustéinden, die man aus
allen verfiigbaren Einteilchenzustinden auswéhlt, genau ein antisymmetrischer Zustand.

in H3 und

11.2 Ideale Gase

Ein System von N identischen Teilchen, mit N > 1, heifit ideales Gas, wenn die gegenseitige Wechsel-
wirkung zwischen den Teilchen vernachléssigt werden kann. Dann ist der Hamiltonoperator des Systems
gleich der Summe der Einteilchen—Hamiltonoperatoren,

N N %o
B o D; .
H= H(i) = 4V . 11.24
> i) -3 {2 v (120
Wir numerieren die (normierten) Eigenzustinde von H (i) so durch, daf fiir die zugehérigen Energien
Ey < B < Ej... gilt und gehen zur Besetzungszahldarstellung tiber. Dann ist [Ny, Na, . ..) Eigenzustand
von H zum Eigenwert
E=NE +NyEy +....

Aus der Diskussion des letzten Abschnittes folgt, dal die N identischen Teilchen entweder allesamt
Bosonen oder allesamt Fermionen sein miissen. Man spricht von einem Bosonen— bzw. von einem
Fermionengas. Offensichtlich gibt es grundlegende Unterschiede im Energiespektrum von Fermionen
und Bosonen. Zum Beispiel erhalten wir fiir die Grundzustandsenergie eines Bosonengases £ = NFj ,
wahrend fiir ein Fermionengas aufgrund des Pauli-Prinzips F = E; + ...+ Ey > NFE; gilt.

Wir beschreiben die statistischen Verteilungen fiir Bosonen- bzw. Fermionengase: Fiir ideale Gase im
thermodynamischen Gleichgewicht erhélt man diese aus dem thermodynamischen Potential

0=> o, (11.25)

wobei
1

1 N
QiZ—BIH%;{EXPW(M—Ei)]} P T (11.26)

das thermodynamische Potential des Einteilchenzustands |i) bezeichnet. Die Summen in (11.25) bzw.
(11.26) erstrecken sich iiber alle Orbitale bzw. iiber alle moglichen Besetzungszahlen des Einteilchenzu-
stands |¢). T bezeichnet die absolute Temperatur und p ist das chemische Potential pro Teilchen. Die
mittlere Teilchenzahl im Einteilchenzustand |i) berechnet man folgendermafien:

- 09
N;=-—=—2.
O

(11.27)
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Da fiir Fermionen N; = 0,1 gilt, erhalten wir

Q- —% In (1 + exp [B(u — E2)))

und damit 1

Cexp[-Bu—E)]+1°
Dies ist die Verteilungsfunktion fiir ein ideales Gas, welches der Fermi—Dirac—Statistik geniigt. Das
chemische Potential p = (T, N) wird aus der Relation

N = Z {exp B(E; —p) + 1}

(11.28)

bestimmt.
Fiir Bosonen haben wir fiir (N — o0):

oo

Q; = Ly > {exp [B(u— Ey)] }Ni ~

B N;=0

Damit diese Reihe konvergiert, nehmen wir an, dafl 4 — E; < 0 gilt. Etwa fiir ein ideales Gas von
freien Bosonen gilt E; ~ 0, folglich darf p nicht positiv sein. Unter dieser Annahme haben wir eine
konvergierende, unendliche geometrische Reihe und wir erhalten

% = 3 In {1 - exp[8(u — B)]} (11.29)

Damit ergibt sich die folgende mittlere Teilchenzahl
- 1

M= o BE w1 (11-30)

Dies ist die Verteilungsfunktion fiir ein ideales Gas, welches der Bose—Einstein—Statistik geniigt.

Bemerkungen 11.4

Das Modell eines Fermi—Gases ist fiir Anwendungen in der Atom—, Kern— und Festkorperphysik, sowie
auch in der Kosmologie von grofler Bedeutung. Eine der wichtigsten Anwendungen der Bose—Statistik
ist die elektromagnetische Strahlung im thermischen Gleichgewicht. Wir betrachten dazu das zu Be-
ginn von Teil I eingefithrte Modell des schwarzen Strahlers. Da die Wechselwirkung der Photonen im
Hohlkorper vernachléssigt werden kann, liegt ein ideales Bose—Gas von Spin—1-Teilchen vor. Ther-
modynamisches Gleichgewicht stellt sich ein durch Absorption und Emission von Photonen durch die
Wiinde des Hohlkorpers. Wir haben es also mit einem Gas mit einer a priori verdnderlichen Teilchenzahl
N zu tun. Der Gleichgewichtszustand eines (mechanisch) isolierten Systems bei konstanter Temperatur
ist charakterisiert durch die Forderung, daf§ die freie Energie des Systems minimal sein mufl. Wegen

dF = —SdT — PdV + pdN

oF
(aN)V,T -0

Dies bedeutet ¢ = 0 und damit ist in diesem Falle, wegen 2 = F' — N | das thermodynamische Potential
Q mit der freien Energie identisch. Damit erhalten wir aus (11.30) die folgende mittlere Teilchenzahl von
Photonen mit Energie F; = hy;:

folgt im Gleichgewichtszustand

- 1

= T (11.31)
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Bezeichne V' das Volumen des Hohlkorpers. Dann ist S“VC# die Zahl der Quantenzustinde* der Pho-
tonen mit Frequenzen im Intervall zwischen v und v + dv und wir erhalten die mittlere Photonenzahl

87V v2dv
dN(v) = & o 1

in diesem Frequenzintervall. Multiplizieren wir mit hrv und dividieren durch das Volumen, so erhalten
wir folgende Energiedichte des Strahlungsfeldes:

Srhy? 1

u,T) = —5— w1

(11.32)

Dies ist die Plancksche Strahlungsformel.

11.3 Das Zentralfeldmodell der Atome

Wir betrachten ein Atom mit Z Elektronen, beschrieben durch den folgenden, stark vereinfachten Ha-
miltonoperator:

H=S =S (a0 p v
S =3 (gt V)
Das Potential V(7)) beschreibt die Wechselwirkung des i-ten Elektrons mit dem (im Koordinatenur-
sprung festgehaltenen) Kern (anziehende Kraft) und den restlichen Z — 1 Elektronen (gemittelte Absto-
Bung). Die Spin-Wechselwirkung wird vernachléssigt. Das Potential kann man sich etwa in folgender
Gestalt vorstellen: ) .

yaiy = 210D

70|

wobei eZ (| |) eine effektive Ladung ist, die den Randbedingungen Z(0) = Z und Z(co) = 1 geniigt.
Damit werden Abschirmeffekte der Kernladung durch die anderen Elektronen in grofier Entfernung vom
Kern beschrieben. Das Eigenwertproblem von H ist offenbar leicht 15sbar, wenn man die Lésung fiir den
Einteilchenoperator H; kennt. Da es sich um ein Zentralpotential handelt, sucht man die Lésung des
Einteilchenproblems mit dem Ansatz

1
1/1(7', 03 SD) = ;R(T) Y'lm (03 QO) Xms »
wobei X, den Spinzustand des Elektrons beschreibt. Die Funktion R erfiillt die iibliche Radialgleichung

2 32 2
(h d 7thU+V@)MﬂEwW,UW)TRm'

2mdr2  2m 7

Um 1 explizit zu finden, mufl man diese Gleichung fiir ein gewéhltes Zentralfeldpotential V' 16sen. Darauf
kommen wir im néchsten Kapitel zuriick®. Hier beschranken wir uns auf eine qualitative Diskussion: Die
Einteilchenwellenfunktion wird durch vier Quantenzahlen charakterisiert,

1/1 = q/}nlmms .

Da es sich bei V' nicht um das Coulombpotential handelt, gibt es natiirlich keine zufillige Entartung,
sondern es gilt E = F,; und die Entartung ist 2(2/ + 1)°. Die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators H
sind gegeben durch die Slater-Determinanten der obigen Einteilchenwellenfunktionen.

4siehe Teil 1, Abschnitt 1.1
5siche Hartree-Fock-Methode
6Die 2 vor der Klammer kommt von mg und (21 + 1) von m
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Energetisch wird der Zustand eines Atoms im Rahmen der Zentralfeldniherung offensichtlich vollstéindig
durch die Verteilung der Z Elektronen auf die Energieniveaus E,,; beschrieben. Aus dem Pauli—Prinzip
folgt, dafl ein Niveau FE,; mit maximal 2(2] + 1) Elektronen besetzt sein kann. Die Gesamtheit aller
Einteilchenzustéinde, die zu einer festen (n,!)-Konfiguration gehoren, also 2(20 4+ 1) Zustéinde, bezeichnet
man als volle (n,l)-Schale. Der Grundzustand des Atoms entsteht durch sukzessives Auffiillen, bis alle
Z Elektronen verteilt sind.

Es ist ein experimenteller Fakt, dafl die Reihenfolge der 1-Teilchen-Energieniveaus fiir den Grundzustand
und die ersten angeregten Zustéinde praktisch fiir alle Atome dieselbe ist, ndmlich

1s, 2s, 2p, 3s, 3p, (4s,3d), 4p, (5s,4d), 5p, (6s,4f,5d), 6p, (7s,5f,6d), ... .

Die Klammern deuten ann#dhernde energetische Gleichheit an. Wir sehen, dafl sich diese Reihenfolge
gerade dann ergibt, wenn man die Niveaus nach wachsendem n+[ und bei gleichem n+( nach wachsendem
n ordnet. Diese Regel ergibt sich zwar aus dem Experiment, sie ist aber plausibel, denn die Anhebung
der Niveaus ist umso ausgeprigter, je weiter die Elektronen im Mittel vom Kern entfernt sind (stéirkere
Abschirmung). Wir veranschaulichen sie an zwei Beispielen: Wegen 4+ 0 < 3+ 2 gilt 4s < 3d und wegen
44+0=3+1, aber 4 > 3, gilt 4s > 3p.

FaBit man nun (n,l)-Schalen, die energetisch sehr nahe liegen, zu einer Elektronenschale zusammen (z.B.
2s und 2p), so erhilt man die folgende Schalenstruktur der Elektronenbhiillen:

Schale Zusténde max. Besetzungszahl
K 1s 2

L 2s, 2p 24+6=28

M 3s, 3p 24+6=28

N 4s, 3d, 4p 24+10+6 =18

0 5s, 4d, bp 2+10+6=18

P 6s, 4f, 5d, 6p 2+14+10+6 = 32
Q 7s,5f,6d, 7Tp 2+ 14+10+6 = 32

Damit erhalten wir ein gewisses qualitatives Versténdnis fiir die Anordnung der Elemente im
Periodensystem:

Schale Z Element 1s 2s 2p 3s 3p
K 1 H 1
2 He 2
3 Li 2 1
L 4 Be 2 2
5 B 2 2 1
6 C 2 2 2
7 N 2 2 3
8 (0] 2 2 4
9 F 2 2 5
10 Ne 2 2 6
11 Na 2 2 6 1
M 12 Mg 2 2 6 2
13 Al 2 2 6 2 1
14 Si 2 2 6 2 2
15 P 2 2 6 2 3
16 S 2 2 6 2 4
17 Cl 2 2 6 2 5
18 Ar 2 2 6 2 6
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11.4 Das Heliumatom

Helium verhélt sich spektroskopisch gesehen wie eine Mischung aus zwei Gasen, die Parahelium und
Orthohelium genannt werden. Dem entsprechen zwei Termsysteme, die in Abb. 11.1 dargestellt sind.
Wihrend alle Linien im Spektrum von Parahelium einfach sind, weist das Spektrum von Orthohelium
eine Feinstruktur auf. Alle dort auftretenden Linien sind eng beieinander liegende Tripletts. Lange Zeit
wurden die beiden Heliumsorten fiir verschiedene Gase gehalten. Dies hangt damit zusammen, dafl es
nur sehr schwache Ubergiinge zwischen den Zustéinden dieser beiden Sorten gibt.

Singulett Triplett
o 's ' ' 'F |’ P D °F
=1 -_— PP TS — s T p ounl
— [ L
-2 if —
Il II
3 -3 b (i
) e =
wF T ~27R,
g i
=g 2's kbl
@5 F 2%
=
L
‘..23 -
_2‘" -
2647 |- L 415 He
-5

Abbildung 11.1: Termschema des He—Atoms. _Einige erlaubte Ubergiinge sind eingezeichnet. Es gibt
zwei Termsysteme, zwischen denen strahlende Ubergéinge verboten sind, das Singulett- und das Triplett-
System. Sie werden auch als Para- bzw. Orthohelium bezeichnet.

Die qualitative Beschreibung dieses Phénomens gelang Heisenberg 1926: Vernachlissigt man die
die Spin—Wechselwirkung und separiert die Schwerpunktsbewegung ab, so erhilt man den folgenden
Hamiltonoperator:

=2 =2
P 7 1 1 2
H(l)+(2)262<_, + — >+_a 6_‘ ) (11.33)
2m  2m Tyl 1Ze )/ 1Za) =T
Der Hilbertraum dieses 2-Elektronen-Systems ist
H=(L*R)®C*® (L*(R*)®C?* = L*(R*xR*) ® (C*®C?). (11.34)

Zustidnde des Systems werden durch Spinoren
(0 (5(1),"121);5(2)»”1&2)) = o(Z1), F2)) - X(mgl),mg))

beschrieben, mit ¢ € L2(R*®@R3) und y € C2®@C?. Wir betrachten die Wirkung der Permutationsgruppe
S5 ihm Hilbertraum H, definiert durch

1o = 11§, ® 113,

wobei 1%, die Wirkung im Teilraum L?(R® ® R3) (Vertauschung der Ortskoordinaten) und IIS, die
Wirkung in C2®C? (Vertauschung der Spinkoordinaten) bezeichnen. Offensichtlich kommutiert der obige
Hamiltonoperator mit dieser Wirkung. Wir haben also ein System von zwei identischen Spin—%—Teilchen
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und konnen die allgemeine Theorie anwenden. Dazu zerlegen wir den Projektor auf die symmetrischen
Zusténde folgendermaflen :

1410, =1®1+1%, @115,

=5 (i) + 1 -T) @ 5 (4 115) + (1 - i)
g (i) — (- 1ig)) @ 5 (04 115) - (1 - 113,))
:%(1+ﬁf{’2)®(1+ﬁ§2)+%(1—ﬁff2)®(1—ﬁi2). (11.35)

Analog erhalten wir fiir den Projektor auf die antisymmetrischen Zusténde:
- 1 . . 1 N .
1-1IL, = 5(1 +107,) ® (1 —1I3,) + 5(1 —1I{,) ® (1 +1135,) . (11.36)

Dies liefert folgende Zerlegung des Hilbertraumes:

H=H;DMHa,
mit
H, = (L*(R® x R?), ® (C? @ C?),) @ (L*(R® x R?), ® (C? ® C?),) (11.37)
und
H, = (L*(R® x R%), @ (C2 @ C?),) & (L2(R® x R?), ® (C? @ C?),) = H @ 1. (11.38)

Wegen des Pauli—Prinzips sind aber nur Eigenfunktionen aus H, erlaubt. Diese sind vollstdndig anti-
symmetrisch und aus (11.36) bzw. (11.38) sehen wir, dafl sie entweder vollstiindig symmetrisch in den
Ortsvariablen und vollsténdig antisymmetrisch in den Spinvariablen oder vollstdndig antisymmetrisch in
den Orts— und symmetrisch in den Spinvariablen ist. Bei Vernachlissigung der Spin—Wechselwirkung
liegen reine Zustidnde des Systems entweder in der ersten oder in der zweiten Komponente von (11.38).
Die Zerlegung C2®C? = (C2®C?),® (C?®C?), kennen wir natiirlich, sie entspricht genau der Zerlegung,

die aus der Addition der Drehimpulse der beiden Spin i-Teilchen folgt:

2
1+d
D1/2®D1/2: @ D]:DO@Dl
=133

Die (Singulett)-Darstellung D° entspricht dem Gesamtspin S = 0 und der Darstellungsraum wird durch

den Vektor 1

Shel-3-1-Hek) (1139)
aufgespannt. Da dieser offensichtlich antisymmetrisch unter Spinvertauschung ist, ist der Darstellungs-
raum der Singulett-Darstellung gerade durch (C? ® C?), gegeben. Die Triplett-Darstellung D! entspricht
dem Gesamtspin S = 1 und die Basis im Darstellungsraum ist gegeben durch

Do) 1-hel-1. Hihel-hH+l-hHel). (11.40)
Da diese Vektoren symmetrisch unter Spinvertauschung sind, ist der Darstellungsraum der Triplett-
Darstellung durch (C? @ C?), gegeben. Dem Unterraum Has’a) entsprechen also Singuletts. Diese nennt
man Parahelium-Zusténde. Im Raum #{"*) haben wir dagegen Tripletts. Diese heiflen Orthoheli-
um-Zustinde. Da H mit Iy, kommutiert, bleiben die Zusténde im Laufe ihrer zeitlichen Entwicklung
entweder in H,(ls’a) oder in ’H((la’s).
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Bemerkungen 11.5
Bei Einbeziehung der Spin-Wechselwirkung ergeben sich allerdings schwache Ubergéinge zwischen
Singulett- und Triplettzustinden.”

Abschlieflend geben wir eine erste, grobe Abschéitzung der Lage der Energieniveaus an. Wir lassen dazu

den Term weg.® Dann haben wir

—2 —2
ﬁ0%+]3(2)262< ! +1>
2m 2m |f(1) | |f(2) | ’

e
[%(1) =T (2) |

also ein System zweier entkoppelter Elektronen, fiir die wir die Resultate fiir das Wasserstoffatom ver-
wenden kéonnen. Die Eigenwerte von Hg sind:

me*Z? [ 1 1
ETL1TL2 = \|\=+=]-
2r2 \n?  nd

Sie erzeugen das Punktspektrum
O'p([ffo) = {Enlnz tn1,Ne € Z+} .

Aber das kontinuierliche Spektrum beginnt fiir fixiertes ny bei ny — 0o, also bei

4 72
me*Z 1
Enoo = T oz (71%-1-0) .

Dessen niedrigsten Wert erhélt man fiir n; = 1. Damit haben wir das folgende kontinuierliche Spektrum:
- me*Z?
Wir bemerken, dafi nur die Eigenwerte

metZ>? 1
En=FEn =55 (Hrﬂ)

isoliert liegen, sie bilden das diskrete Spektrum op(Hy) = {E,, n € Z*}. Alle anderen Punkte des
Punktspektrum sind im kontinuierlichen Spektrum eingelagert. Den Grundzustand erhalten wir fiir n =1
(die beiden Elektronen fiillen die innerste Schale):

me*Z?
72

E =-—

Also gilt
N me*Z?2 metZ?
UD(HO) . K2 L 2h2

Die Produktzusténde |n} 11 my1) ® |nhlams ), mit
L1 1
n?  n  n}  nd’

konstruiert aus den Eigenzustdnden des Wasserstoffatoms, bilden eine Othonormalbasis im Eigenraum
von E,,, p, . Der (nicht entartete) Grundzustand ist offenbar

[100) ® [100) ® x°.

"siche [Bohm], Abschnitt XI.3
8Wir kommen im Kapitel iiber Niherungsmethoden auf diesen Term zuriick.
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Da |100) ® |100) symmetrisch ist, mufl x® antisymmetrisch sein, sieche (11.39). Es handelt sich also um
einen Paraheliumzustand.

Fiir angeregte Zusténde des diskreten Spektrums (n > 1, ein Elektron bleibt in der ersten Schale und das
andere wird angeregt) erhélt man:

1/1,(;,310 = \% (V100 (F(1)) Yrim (E(2)) + Ui (Z1)) Y100(F(2))) X

7/’nzmo = \2 (V100 (F(1)) Yrim (F(2)) = Yrim (1)) Y100(F(2))) X3 . -

Dabei ist xj ,,, eine symmetrische Spinwellenfunktion, siehe (11.40). Folglich ist w o ein Orthoheli-

umzustand. Seine Entartung betrigt 3n?. Die Entartung der Paraheliumzustinde 1/)( Imo 18t n?. Obige

nlm

Eigenfunktionen von Hy sind offensichtlich zugleich Eigenfunktionen der Operatoren des Gesamtbahn-
drehimpulses (und dessen dritter Komponente) sowie des Gesamtspins (und dessen dritter Komponente).
Diese Betrachtungen liefern offenbar qualitativ das Termschema aus Abb. 11.1.

11.5 Fockdarstellung und zweite Quantisierung

Aus den bisherigen Betrachtungen wissen wir, dafl der Zustand eines Systems von N identischen Teil-
chen vollstindig durch die Besetzungszahlen (N7, Na, ..., N;,...) der (normierten) 1-Teilchenzustinde
[1),]2),...,]i),... beschrieben werden kann. Bei vielen Quantenprozessen hat man es mit der Erzeugung
und Vernichtung von Teilchen zu tun (z.B. werden Photonen absorbiert oder emittiert). Zur Beschrei-
bung solcher Prozess bené6tigt man ein mathematisches Modell, welches eine verinderliche Teilchenzahl
zuléBt. Zu diesem Zwecke bilden wir den Fockraum:

Fi= Dy, (11.41)
N=0

wobei H den N-Teilchen-Hilbertraum bezeichnet und Ho = C ist. Ein beliebiger Vektor |®) € F ist
eine Sequenz |®) = {|¢n )} y_o mit [¢n ) € Hy und

12> == llgn|* < oo
N
Das Skalarprodukt in F ist definiert durch:

(BW) := > (onln),
N=0

wobei (¢ |ty ) das Skalarprodukt in H y bezeichnet. Der durch die Sequenz 1,0,0, ... gegebene Vektor
enthilt kein Teilchen. Er heifft Fock-Vakuum und wird mit |0) bezeichnet. In Teilchenzahldarstellung
ist das Fock-Vakuum durch

0) =10,0,...)

gegeben. Wie wir wissen, bilden die Vektoren
|¢N>:|N1,N2,... 1,... ZN N
eine Basis in Hy und damit liefert die Sequenz {|¢pn >}]°VO:O eine Basis in F . Ein Vektor |®) = {|¢n >}]°V<’:0

heif}t finit, falls er nur endlich viele von 0 verschiedene Komponenten hat. Die Menge Fy C F der
finiten Vektoren bildet einen dichten Unterraum.
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Wegen des Symmetrisierungsprinzips sind natiirlich nur die symmetrischen bzw. die antisymmetrischen
N-Teilchen-Hilbertrdume #H%; (fiir Bosonen) und H% (fiir Fermionen) zugelassen. Aus ihnen bildet man
den bosonischen bzw. den fermionischen Fockraum

Fe = é%fv, F = é?—[?\,
N=0 N=0

Dies sind Teilrdume von F .

Man kann nun, auf kanonische Weise, jeder Observablen im 1-Teilchen—Hilbertraum H eine entsprechen-
de Observable in F zuordnen. Fiihrt man, in Analogie zur Behandlung des harmonischen Oszillators,
die Operatoren der Erzeugung und Vernichtung von Teilchen ein, so kann man jede Observable des Sy-
stems als Kombination dieser Operatoren aufschreiben. Diese gesamte Prozedur wird oft als zweite
Quantisierung bezeichnet.

Zunéichst behandeln wir den Fall von Bosonen ausfiihrlich: Ist A eine Observable in H, so ist der
Operator der zweiten Quantisierung von A definiert durch:

A91®..914+10A®...14+...+1®...1® A, (N Summanden),

auf jedem Unterraum H%, . Wir definieren den Vernichtungsoperator eines Bosons im Zustand [i)
durch:

CAI,i|N1,...,Ni7...>+ = \/Ni|N1,...,Ni— 1,...>+ . (1142)
Offensichtlich gilt:
dt|0> = 07
fiir alle 2. Wir berechnen den zu a; adjungierten Operator:
al [Ny, Ny ) o=/ Ni+ 1Ny, N 1), (11.43)

Dieser heifit Erzeugungsoperator eines Bosons im Zustand |7 ).

Bemerkungen 11.6
Die a; und d;f sind auf Fy wohldefinierte, unbeschrinkte (abschlieBbare) Operatoren.

Wir setzen

N;:=ala, . (11.44)
Dies ist offenbar der Teilchenzahl— oder Besetzungszahloperator fiir den Zustand |i ), denn es gilt:
Ni|Niyoo o Ny o)y = Ny Ny, oo Niy ), (11.45)

Wir iiberzeugen uns nun davon, daf§ die Information iiber die Symmetrie der bosonischen Zusténde in
der Algebra der Erzeuger und Vernichter kodiert ist: Sei zun#chst i # j, dann gilt:

[ag,al] N1, ... Niy oo NG,y
=N, +1Y/N; [Nty ... ,Ni =1, N+ 1,00,
—V/Niy/N; + 1[Ny, ,N; = 1,...,N; +1,...), =0.
Fiir ¢ = j erhalten wir:
[ai,al] | N1y ..oy Niyoo )y = (Ni + 1) [Ny, oo, Niy o)y = N[Nt Ny )y = [Nay e Ny,

Auflerdem bemerken wir, dafl die Erzeuger und Vernichter offensichtlich untereinander kommutieren. Wir
erhalten damit die Algebra der kanonischen Vertauschungsregeln (CCR)*:

[a5,a1] =05, 4,451 =0, [a],al]=0. (11.46)

9Canonical Commutation Relations
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Dies sind die Vertauschungsregeln fiir ein System unabhéingiger harmonischer Oszillatoren. Offensichtlich
gilt fiir beliebige N—Teilchen—Zusténde die folgende Fockdarstellung der normierten Basisvektoren in
Hiy:

1

Die Vektoren auf der rechten Seite dieser Gleichung sind aufgrund der CCR automatisch vollstéindig
symmetrisch.

INy,...,N;, ... (@hHM...@h™e-..0). (11.47)

K2

Bemerkungen 11.7
Fiir verschiedene Zwecke benttigt man die Erzeuger und Vernichter in unterschiedlichen Darstellungen:

i) Sei f € H ein beliebiger 1-Teilchen—Vektor. Wir definieren:

a(f) =D _(flidai, af(f) = (ilf)a]. (11.48)

Dies sind wiederum (zunéchst auf Fy) wohldefinierte (unbeschréinkte und abschliebare) Operato-
ren, fiir die die folgende Version der CCR gilt:

[a(f),a(g)) =0=[a'(f).a'(g)] und [a(f),a’(9)] = (flg)-
Dabei ist ( f|g) das Skalarprodukt in # .

ii) Insbesondere ist die Ortsdarstellung oft niitzlich. Anstelle von f wihlen wir den verallgemeinerten
Eigenvektor |£) = |Z,0 ). Formal gilt dann vollig analog zu (11.48)

a(€) = Z<s|z'>di , af(¢) = Z<z‘|§'>a} :

aber a(¢) und af(¢’) sind kompliziertere Objekte, sogenannte operatorwertige Distributionen.
Dies wird auch durch die Gestalt der CCR reflektiert:

a(€),a(€)) = 32 D (i) le Mas al) = 3 (€lidile") = (€l¢") = d(¢ —¢').

Dabei ist (& — &) = 63(F — )y - Unter Verwendung von (11.17), (11.18) und (11.20) schreiben
wir den vollsténdig symmetrischen N-Teilchenzustand (11.47) in dieser Darstellung auf:

[TN) = /dfl...d§N|§1,...,§N VYN (&L, EN)

oo

:/dgl...dgN\I/N(fl,...,fN) S ineein ), i inl€ v ),
i1,i2,...=0
— [derdey (e i) DD Jinein ) Gl iy
i1,%2,...=0
:i/dgl...dgN@N(gl L EN) f: (irl€) ... (inléndal .. al |0)
m 7 ’ i1,12,...=0 " " ’

denn
ot
aj .-

cal 0) = VNI iy, ... in ), -

2
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Damit ergibt sich
1
Un)=—— [d&---déy O e al A 0). 11.49
W) = o [l den W6 )l ()l (€) ) (11.49)

Wirkt man mit dem Vernichtungsoperator a(§) auf diese Gleichung, so erhiilt man unter Verwendung
der CCR, vgl. HA Nr. 18:

. VN . .
a8 |y ) = m/d&...d@_l Un (&, . Eno1,8) al(En_a)---al(&)[0),  (11.50)

und damit
(d(g) w)N_l(flv e 76]\/—1) = \/N\IIN(flv e 75]\/—176) ) (1151)
Die analoge Formel fiir af(¢) lautet:
R,
@) ¥) y 1 Eree i) = TN Z Un(&r,-n&-1, 841, Eva)0(E — &) . (11.52)
j=1

iii) Schlielich kann man in der Impulsdarstellung arbeiten. Wir bezeichnen g = (7, o) und definieren
die operatorwertigen Distributionen:

alg) =D (ali)a:, a'(d):= (ild")aj,

die die folgenden CCR erfiillen:
la(g),a' (¢ =d(g—d'), lalg),a(q")] =0=T[a'(q),a'(q")].

Diese Operatoren erhilt man offensichtlich durch Fouriertransformation aus den a(¢) und af(¢).
Man zeigt, vollig analog zur Rechnung unter Punkt ii):

(a(g) V) y_y (@1, an—1) = VN Un(q1,. .- qn-1,9)
A,

(&T(q)\P)N+1(q13"'7QN+1): mZ\IIN(QD'--an—17Qj+17"'qN+1)5(q7qj)' (1153)
j=1

Wir kommen nun zur Darstellung der Observablen unter Verwendung von Erzeugern und Vernichtern.
Dazu betrachten wir zuerst den folgenden Fall: Sei A eine Summe von 1-Teilchenoperatoren

N
Aoy
a=1
die alle gleich sind, /ﬁa) = Ay . Dann gilt
A= Ayala,, (11.54)
ij=1

wobei A;; = (i|A1]j) die Matrixelemente von A; bezeichnet. Zum Beweis dieser Formel bemerken wir

zunéchst: R
A=Y Ayl Gl
,J
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und damit fiir das N-Teilchensystem

A=Y (@) Alj(@) fi(a)) (le)] = ZAij > lile) (i)

a1,

Es ist also der Operator ) |i(a)) (j(«)| auf einem beliebigen N-Teilchen-Zustand zu berechnen:

Z| )| [Nty Ny, Ny, ),

YN

"
msgl ) [Niseo oy Ny .

S|N1,...,N,...,Nj,...>

N AL VI A N;S|Ny, ..., Ni+1,...,N; —1,...)

:\/Ni—l—l\/Nj|N1,...,Ni+17...,

:CL,]L-LCAL]'|N1,...,Ni,...,Nj,...>+.

VNI VN, F1
V' N;
N; —

1,...)

+

Sei, z.B. der Hamiltonoperator eine Summe aus (gleichen) 1-Teilchenoperatoren,

N
L
a=1
und seien E; und |i) die Energieeigenfunktionen und -eigenzustinde des 1-Teilchenproblems,
H{™ |i) = E; |i).
Dann gilt
H=> Eiila,. (11.55)
Als niichstes betrachten wir einen 2-Teilchen-Operator (der die Wechselwirkung von Teilchenpaaren be-

schreibt)
A= Y AP
a<fB

wobei die Operatoren A(®%) = A, wieder alle die gleiche Form haben sollen. Dann erhélt man

Mg

A

1
5 (i Azlkl) afalay . (11.56)

1,7=1

Dies wird im Seminar bewiesen. Die typischen, in der Quantenmechanik auftretenden Hamilton-
operatoren sind gerade Summen aus 1- und 2-Teilchenoperatoren, Diese Klasse wurde durch obige
Betrachtungen in Termen von Erzeugern und Vernichtern dargestellt.

Abschlieflend behandeln wir noch den Fall der Fermionen. Dies geht vollig analog, allerdings sind die
Zusténde nun Vektoren im fermionischen Fockraum F¢. Wir setzen fiir den Vernichtungsoperator

ai [N, ... Niy..) = (=1)" N;|Ny,...,1— Ni,...)_, (11.57)
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mit
i—1
V; = Z Nk .
k=1

Diese Formel ist plausibel, denn hier gilt N; = 0 oder N; = 1 und die Zustédnde sind antisymmetrisch.
Bevor a; das i-te Teilchen vernichten kann, mufl dessen Zustand erst iiber v; andere Vektoren “springen”.
Der Erzeugungsoperator wirkt wie folgt:

al [Ny, ..., Ny ) = (=1)" (1 = N;)|Ny,..., 1= N;,...)_. (11.58)

Man zeigt nun leicht die folgenden Vertauschungsrelationen:

las,ally = 6y, las a5l =0, [al,al]y =0, (11.59)
wobei [-,-]+ den Antikommutator bezeichnet. Im Falle von Fermionen erhalten wir also kanonische

Antivertauschungsregeln (CAR). Fiir einen beliebigen Zustand gilt wieder:
Niyeo Niy ) = @)Y @D o), (11.60)

wobei natiirlich nur N; = 0 oder N; = 1 sein kann. Der Vektor |0) heifit fermionisches Fockvakuum und
hat die Eigenschaft:
a;10) =0,

fiir alle 4. Aufgrund der kanonischen Antivertauschungsrelationen ist der Zustand (11.60) automatisch
antisymmetrisch. Wir bemerken noch, dafl

gilt. Dies ist das Pauliprinzip.
Eine Darstellung der Observablen unter Verwendung der Erzeuger und Vernichter ist wie im bosonischen
Fall moglich.

11.6 Suprafluiditit

Wir betrachten das Helium-Isotop He®. Es hat Gesamtspin S = 0 und bei niedrigen Driicken bleibt
es bis zur Temperatur 7" = 0 im fliissigen Zustand. Bei der kritischen Temperatur T\ = 2.18K geht
es in den suprafluiden Zustand iiber, d.h. die Bewegung der Fliissigkeit erfolgt bei Temperaturen
unterhalb von T\ ohne Viskositédt. Dies bedeutet, daf3 die Fliissigkeit Korper umstromen kann, ohne
diese mitzuziehen. Erst bei einem Druck von ungefihr 30bar kristallisiert He® .

In einem idealen (nichtwechselwirkenden) Bose—Gas findet unterhalb einer kritischen Temperatur Bose—
Einstein—Kondensation statt, d.h. der 1-Teilchen—Grundzustand wird makroskopisch besetzt. Bogol-
jubov folgend!?, wollen wir ein mikroskopisches Modell entwickeln, dafi das Phinomen der Suprafluiditit
erklirt. Dabei fassen wir He? als (verdiinntes), schwach wechselwirkendes Bose-Gas (hier besser, Bose—
Fliissigkeit) auf und werden unterstellen, dafl bei tiefen Temperaturen — in Analogie zum idealen Gas —
Bose-Einstein—Kondensation in den Grundzustand stattfindet. Es wird sich zeigen, daf} es fiir die noch
zu definierenden, das Quantensystem beschreibenden Quasiteilchen unterhalb einer kritischen Geschwin-
digkeit der Fliissigkeit energetisch giinstig ist zu kondensieren, d.h. die fiir die Entstehung von Viskositét
notwendigen mikroskopischen Anregungen werden unterhalb dieser Geschwindigkeit unterdriickt.
Ausgangspunkt ist der folgende Modell-Hamiltonian:

N N
- 1 Z Z - o

10N.N.Bogoljubov, J.Phys. (USSR) 11, 23 (1947)
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Dabei wird angenommen, dafl U ein schwaches, abstoendes Potential ist, (und es wurde der Einfachheit
wegen h = 1 gesetzt). N bezeichnet die Zahl der Teilchen. Befinde sich die Fliissigkeit in einem (qua-
derfosrmigen) Volumen V' mit den Abmessungen I;,l, und ., so werden nach Auferlegung periodischer

Randbedingungen die Werte des Wellenzahlvektors k auf das Gitter

Ng Ny N

E 2 R X y 1oz Z7
G’ﬂ'(lx,ly7lz), nnyne

eingeschrankt. Fiir H erhilt man, unter Verwendung von (11.56), nach Ubergang zur Impulsdarstellung:

. k2 1 C
H=Y oot Ugal. al. _azaj. (11.62)
- 4

Die Impulserhaltung im Wechselwirkungsterm ist eine Folge der Translationsinvarianz im Ortsraum.
Wie oben bereits angekiindigt, nehmen wir nun an, daf§ aufgrund der schwachen Wechselwirkung bei
tiefen Temperaturen die Mehrzahl der Teilchen in den Grundzustand kondensiert. Bezeichnen wir die
Zahl der Teilchen im Kondensat mit Ny, dann gilt

N — Ny < N,
d.h. nur wenige Teilchen sind im angeregten Zustand. Bezeichnen wir ao = aj_, , so gilt:

abio | N1,. .., Noy...), = No|Ni,...,No,...)

+

und
dodl N1, ..., Noy... ), = (No+ 1) [Ni,..., No,...), ,

also in guter Niherung [dg,af] = 0. Wir kénnen do und @ daher als kommutierende Grofen, also als
Zahlen auffassen. Wir setzen:
i = ay = /No.

Damit kénnen wir den Hamiltonoperator folgendermaflien aufschreiben:

Der Term H; enthilt 4 Erzeuger bzw. Vernichter angeregter Zustéinde. In der Wirkung auf einen
N—Ng

Zustandsvektor liefert er Terme der Gréfenordnung ( )2 . Diese sind, verglichen mit den Beitrdgen
der anderen Terme, sehr klein. Die Wechselwirkung auflerhalb des Kondensats kann also vernachléssigt
werden, wir lassen H; weg. Da

gilt, kénnen wir im Hamiltonian Ny durch N ausdriicken (dabei entstehende Terme vierter Ordnung in
Erzeugern bzw. Vernichtern angeregter Zustéinde werden wieder weggelassen):

N k2. Ny N<=,i. N ot s -
H:Z—a%aEJr 0+7ZQT§QE+7ZUE (aTEaT +aEa_E> . (11.63)
Dies ist der Bogoljubov-Hamiltonian. Wir diagonalisieren diese quadratische Form in Erzeugern und

Vernichtern mit Hilfe einer Bogoljubov-Transformation:

A A At
aE_uEAE—FvEA,E’ rA_j-



68 KAPITEL 11. IDENTISCHE TEILCHEN

Dabei sind ug und vj; reelle Koeffizienten. Man zeigt, vgl. Hausaufgabe Nr. 19 i), daf die fl,; und A;%,
genau dann die kanonischen Vertauschungsrelationen

A ALl =6 [ApAp ] =[AL AL 1 =0
erfiillen, wenn
2-t=1 (11.64)

gilt. Die Forderung, daf die nichtdiagonalen Terme im Bogoljubov-Hamiltonian (nach der Bogoljubov-
Transformation) verschwinden, ist genau dann erfiillt, vgl. Hausaufgabe Nr. 19 ii), wenn gilt:

2m

k2 n
( —i—nUE) ug v + 5 Ug (u%—i—v%) =0, n=—. (11.65)

Aus Gleichung (11.64) und (11.65) kann man die Koeffizienten u; und vy explizit bestimmen, vgl. Haus-
aufgabe Nr. 20. Einsetzen dieser Resultate in den Bogoljubov-Hamiltonian liefert:

ﬁI—N2U“ L k2 U AL A 11.66
=57 "5 2 g U e ) T 2w A (11.66)
k0 )
mit
2\ nku
n —
L k- 11.
K <2m> + m (11.67)

Dies ist die Dispersionsrelation der Theorie. Die ersten beiden Terme in (11.66) werden als Grundzu-
standsenergie interpretiert. Der dritte Term beschreibt offensichtlich eine Summe von Ostzillatoren, die
im vorliegenden Kontext Quasiteilchen genannt werden. Diese sind verantwortlich fiir die Anregungen
des Quantensystems.

Wir werten obige Dispersionsrelation aus: Fiir kleine % dominiert offenbar der zweite Term unter der
Wurzel. Wir erhalten eine lineare Relation

wp=kv, v:\/n—UO.
m

Dem entsprechen langwellige Anregungen (Phononen), v ist die Schallgeschwindigkeit im Gas (238m-s~!

fiir He4). Fiir grofle k dominiert der erste Term und nach Taylorentwicklung bis zur ersten Ordnung
erhalten wir:

-,

k‘2

Dies ist die Dispersionsrelation von freien Teilchen, verschoben um ein mittleres Potential nU;; . Dazwi-
schen, bei einem kg, liegt ein Minimum, siehe Abbildung 11.2. Entwickelt man um das Minimum, so
ergibt sich
(k —ko)?

2m
Quasiteilchen mit dieser Dispersionsrelation nennt man Rotonen. Im thermodynamischen Gleichgewicht
hat die Mehrzahl der Quasiteilchen eine Energie in der Ndhe des Minimums der Funktion wy, also
entweder in der Ndhe von w = 0 oder in der Ndhe von wg, -

Wp = Wi, +

Wir zeigen nun, dafl eine Quantenfliissigkeit mit obiger Dispersionsrelation die Eigenschaft der Supraflui-
ditét haben mufl: Wir betrachten den Flufl durch eine Kapillare mit Geschwindigkeit ¢'. Bei Vorliegen von
Viskositédt wird ein Teil der kinetischen Energie in innere Energie umgewandelt. Dazu sind, wie bereits
eingangs diskutiert, elementare Anregungen erforderlich. Wir fragen uns, unter welchen Bedingungen es
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€(p)

Po p

Abbildung 11.2: Die Energie besitzt ein lokales Minimum bei py.

energetisch giinstig fiir die Quantenfliissigkeit ist, solche Anregungen (Quasiteilchen) zu bilden. Sei K
das Ruhesystem der Rohre und bewege sich die Fliissigkeit in diesem System mit —¢'. Sei Ky das Ruhesy-
stem der Fliissigkeit. In K bewegt sich die Rohre mit . Wir bezeichnen Energie und Gesamtimpuls in
diesen Bezugssystemen mit (E, P) bzw. (FEo, Py) . Diese Grofen sind durch eine Galilei-Transformation

verkniipft:

. M#E - 4
E=FEy— Py -7+ 2”, P=PB, - M7,

wobei M die Masse der Fliissigkeit bezeichnet. Bei T'= 0 sind alle Teilchen im Grundzustand (E§, 1357 =
0) . Die Anregung eines Quasiteilchens mit Impuls 7= Ak und Energie €(p) = hwy, liefert

—

E(]:Eg+6(m, Og:ﬁ
Damit erhalten wir im System K

M?
2 )

E=Ej+ep)—p-7+
also eine Anregungsenergie
AE=¢(p)—p- 7.

Nur wenn diese negativ ist, ist die Anregung von Quasiteilchen energetisch giinstig. AFE wird am kleinsten,
wenn ¢ und p parallel zueinander liegen, also wenn

N ! (11.68)

gilt. Die obige Dispersionsrelatin liefert nun in der Tat eine solche kritische Geschwindigkeit. Da B it
dem Anstieg der Geraden vom Nullpunkt zum Schnittpunkt mit dem Graphen von € identisch ist, erhélt
man das Minimum dieser Grofle an der Stelle, wo diese Gerade tangential wird. Unterhalb der kritischen

Geschwindigkeit
V. = min { () }
p

haben wir Suprafluiditit. (Fiir He* erhilt man v, = 60m - s~1.)
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Kapitel 12

Naherungsmethoden fiir gebundene
Zustinde

12.1 Zeitunabhingige Storungstheorie

12.1.1 Der Fall ohne Entartung

Wir betrachten das nicht exakt l6sbare Eigenwertproblem fiir den Hamiltonoperator
H = Hy+ \H, .

Wir nehmen an, dafl das Eigenwertproblem
H, oln) = Enln)

fiir Hy exakt 16sbar ist und wollen AH; als kleine Storung auffassen. Unsere Aufgabe wird sein, das

Eigenwertproblem fiir H; niiherungsweise zu losen®.

Sei Ey ein nicht entarteter, diskreter Eigenwert mit Eigenvektor |0) (nicht notwendigerweise der
Grundzustand). Wir machen die folgende Annahme: Es existiere, fiir ein hinreichend kleines A, ein
nichtentarteter Eigenwert E()) mit Eigenvektor |1)(\)) (beide analytisch in A) fiir den Operator H =
Ho + AH;. Damit kénnen wir die folgenden Reihenentwicklungen aufschreiben:

E(\) =) _NET; EO=E,
r=0

W) =D AT @) = o). (12.1)
r=0

Dies sind die Rayleigh—Schrodinger-Reihen. Zu l6sen ist das Problem

Hp(A) = EQ) [$(A)) - (12.2)
Wir stellen die folgende Normierungsbedingung an [1()) ):

(0(A)) = (0]0) = 1.
Damit ergibt sich (0]1)(") ) = 0, fiir alle 7 > 0. Einsetzen der Reihen (12.1) in (12.2) liefert:
(HO + Aﬁl) S N0 = (Z X’EW) (Z A [ ) >> :
r=0 r=0 s=0

IDie mathematischen Hintergriinde der Stérungstheorie werden hier nicht behandelt, wir verweisen auf T. Kato: Per-
turbation Theory for Linear Operators, Springer 1966

71
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Wir multiplizieren die Reihen aus und ordnen nach Potenzen von A:

(Ho = EO)p(?) +3 A {ffolz/)(’") ) HifpU D) =y EOprh >} =0.

r=1 k=0

Diese Gleichung ist fiir alle A erfiillt, falls gilt:

(FIO - E<0)) 1p©) =0 (12.3)
(FIO - E<°>) D)) = (E ) 1©) (12.4)
(Ho = E@) [0r7) = (B — ) |o ) + ZE“‘ W > (12.5)

(Op™)y =0, r>1. (12.6)

Daraus kénnen wir, Ordnung fiir Ordnung, die Terme der Rayleigh—Schroédinger-Reihen bestimmen. Un-
ter Verwendung von (12.6) bilden wir Skalarprodukte der ersten drei Gleichungen mit (0|. (12.3) liefert
uns die triviale Identitdt Ey = (0|Ho|0). Aus (12.4) erhalten wir die erste Korrektur des Energieniveaus,

E® = (0[H1[0), (12.7)
und (12.5) liefert
EM = (0| Hy [~ 1). (12.8)
Als néchstes bilden wir die Skalarprodukte mit (n|, n # 0. Gleichung (12.3) liefert wieder eine triviale
Identitdt und aus (12.4) erhalten wir: (E,, — Eo){n[y™M) ) = —(n|H;|0), also

(n\ffll())

(nlyV) = F—F

n#0.

Da aber die |n) eine Basis bilden und da |¢)(!) ) orthogonal zu |0) ist, erhalten wir fiir die erste Stérung

des Zustandes:
n|H |0
=> ) (™) =>"|n) - (12.9)
n#0 n#0

Setzen wir (12.9) in (12.8) fiir r = 2 ein, so ergibt sich:

5@ _ Z (0| Hy|n ) (n|H1|0) .

s (12.10)
n=£0 0 n
Mit (12.5) erhalten wir fiir > 2 die Rekursionsformel:
r—1
(Bn = Eo)(nfy™)) = ED (nfpU=1) — (n|Hy[p"=D) + 3 B (nfp=)).
k=2
Aber der letzte Term der Summe verschwindet wegen (n[i)(?) ) = 0. Damit ergibt sich :
1 '} r— . r—
= Z \”>EOT {<n|H1|1/)( Y ) — ZE(k)<”|¢( ") >} . (12.11)
n#0 n k=1

Zusammen mit (12.8) liefert dies die vollsténdige Losung des Problems.
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Bemerkungen 12.1
i) Die Anderung des Energieniveaus in 1. Ndherung ist gleich dem Erwartungswert der Stérung im

ungestorten Zustand, siehe (12.7). Wenn |0) der Grundzustand von Hy ist, dann ist EP immer
negativ.

ii) Die Frage nach der Konvergenz der auftretenden Reihen ist i.a. schwierig und wird hier nicht
diskutiert. Die Entwicklungen sind nur niitzlich, wenn schon wenige Terme eine gute Approximation
des exakten Resultats liefern?. Ein aus physikalischer Sicht plausibles Kriterium lautet:

IAn|H.[0)]| < |Ey — En |,

d.h. die Energiedifferenz zwischen den Niveaus mufl viel grofier sein als die Matrixelemente der

Storung.
iii) Die [¢)())) sind nicht automatisch normiert. Man fiihrt eine A-abhingige Normierungskonstante Z
ein, setzt [p(A)) = /Z(A) [ (A) ) und fordert
IOV = (SIIP(N)) = Z) ()N} = 1.
Der Ansatz

Z0N=> xz0, 70 =1,
r=0

liefert eine Rekursionsformel zur Bestimmung von Z(\):

r r—k
ZZZ(k)<¢(i)|¢(T*k*i) y=0; r>1.

k=0 i=0

Dies liefert uns Z1) =0, Z(2) = —(ypM]pMy .

12.1.2 Der Fall mit Entartung

Sei nun Ej ein m—fach entarteter Eigenwert von Hy und sei {10,a)}, @ =1,...,m, ein vollstindiges
Orthonormalsystem von Eigenvektoren im Eigenraum zu Ej. Dann gilt

(0,a'0,a) = darar -

Damit haben wir
EO =FEy; [p©) = Z 0,0) ¢q (12.12)

wobei die ¢, zunichst noch freie Koeffizienten sind. Das Einsetzen dieser Bedingungen in (12.4) liefert,
nach Multiplikation mit (0,a'|:

(0,0 Ho[p™M ) +> (0, [H1|0,a) co = E@(0,a' (™M) + ED Y 7(0,0']0,) .

Da (0, |Ho|p™ ) = E©(0,a'|p™ ) gilt, folgt:

3 {(o, & H1]0,a) — ED 5%\} o =0. (12.13)

2Man kann strenge Kriterien fiir die Existenz der Stérungsreihe in Termen der Resolvente des Hamiltonoperators auf-
schreiben, vgl. [Thirring], Bd III, Abschnitt 3.5. Diese Kriterien sind allerdings fiir physikalische Standardbeispiele nicht
erfiillt — und trotzdem liefert die Stérungstheorie in niedrigen Ordnungen verniinftige Resultate.
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EY

Abbildung 12.1: Aufspaltung der Spektrallinien bei einem entarteten Niveau

Von Null verschiedene Losungen fiir die Koeffizienten ¢, gibt es genau dann, wenn
det (<o, Q|0 a) — ED 5w\) -0 (12.14)

gilt. Dies ist die Sdkulargleichung zur Bestimmung der Energiekorrekturen in erster Ordnung. Fiir
a=1,...,mist (12.14) die Determinante einer m x m—Matrix. In Abhéngigkeit vom Rang dieser Matrix

konnen fiir die Eigenwerte E() weiterhin Entartungen auftreten. Im einfachsten Fall sind alle E((ll)
verschieden, dann wird die Entartung vollstindig aufgehoben. Dies fiihrt zu einer Aufspaltung der
Spektrallinien, siche Abbildung 12.1.

Wir bezeichnen die zu den Losungen Egl) der Sikulargleichung gehorigen Eigenvektoren mit

B=(,...,c8).

Diese kénnen orthonormal gewéahlt werden,
a3 _
> et e =bap. (12.15)
el

Zerlegen wir nun den Hilbertraum des Systems in die orthogonale Summe
H=Ho®H1,

wobei Hg der Teilraum zum Eigenwert Ey (mit Basis {|0,«)}) ist und H; das orthogonale Komplement
(mit Basis {|n),n # 0}) bezeichnet. Fiir jedes a ergibt sich aus (12.12):

) Z 0,
Aus (12.15) folgt aber:

(@) =25 (09100 =3 b = 3 e = s
il

d.h.: die {|"(/J((10) )} bilden eine Basis in H. Damit gilt fiir jeden Vektor, also auch fiir die 1. Stérung des
Zustandes zum Eigenwert E&l):

By =3 ) (el ) + 3 balwl”). (12.16)
n#0 B#a

Der Vektor \1/1&”) ist wegen (12.6) orthogonal zu |wé0) ). Die Koeffizienten <n|1/1((11)> sind im Rahmen
dieser Néherung berechenbar, die bg aber sind erst in htherer Ordnung bestimmbar. In der Tat folgt aus
(12.4) fiir n # 0 sofort

(nlp{)) = (n|H; [0

EO_En
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Damit ergibt sich fiir die zweite Korrektur der Energie aus (12.5) fiir r = 2:
(Ho = E)9) = (B — H)lwl) + EP[WY)
und wegen ( g))\w&l)> = 0 folgt: R
EQ) = @), (12.17)
in Analogie zur Formel (12.8). Unter Verwendung von (12.16) haben wir:
B =3 W) (nfg ) + 37 bs v ).
n#0 BH#a
Aber fiir a # S gilt:

WO S ) =" ¢ (0,9 H1[0,9") ¢}
¥

* QY 2 1 1
=Y e { > (01110,7") = 8 ES) &+ 3 6,0 B ”f}
vy 7

,y\
_ B xa 1) _ B xo 1 _ 1 _
—ch\c 767'7\EB = (Z cyc 7) E; —6a5Eﬁ =0.
v v
Damit erhalten wir die folgende Korrektur des Energieniveaus in zweiter Ordnung:

1 R .
E@ =N"_— (O HilpOy 12.18
o ;EWEHWQ |Hin)(n|Hi|vy" ) ( )

12.2 Atome

12.2.1 Alkaliatome

Die Alkaliatome (Lithium, Natrium, Kalium, ...) besitzen alle ein Valenzelektron. Wir behandeln diese
durch Betrachtung eines 1-Teilchenproblems fiir das Valenzelektron im zentralsymmetrischen Feld des
Atomrumpfes, bestehend aus dem Kern und den inneren Elektronenschalen. Die Kernbewegung und
Spineffekte werden zunéchst vernachléssigt. Dies fiihrt zum folgenden Ansatz fiir den Hamiltonoperator:
. h? e?
Hi—%A—T—F%(T),
wobei Vi ein effektives, zentralsymmetrisches Potential beschreibt, das den Abschirmeffekten der Z — 1
Elektronen der inneren Schalen Rechnung trigt. Fiir grofle r schirmen diese (Z — 1) Elektronen die
Ladung Ze des Kerns gut ab, so daf} sich e als effektive Ladung ergibt. Fiir grole » mufl V; folglich
verschwinden. Fiir Abstdnde 7, die kleiner als die Radien der inneren Elektronenschalen sind, wirkt
dagegen das Potential —Zfz, d.h. V; ist in der Umgebung des Kerns ungleich Null. Wir wollen im
weiteren V7 als kleine Storung auffassen. Dazu schreiben wir

ﬁ:ﬁ0+)\ﬁ1a
mit
. h? e? 2 ¥
Hy=—5—~A~— und My =Vi(r) = AV(r).

Der ungestorte Hamiltonian Hy ist also identisch mit dem Hamiltonian des Wasserstoffatoms. In den
Bezeichnungen von Teil I, Abschnitt 6.2, haben wir fiir Hy die ungestérten Eigenfunktionen |nim) zu
den ungestérten Eigenwerten —% . Die Entartung ist n?, bzw., unter Beriicksichtigung des Spins 2n2.
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Wir erhalten also die folgende Sikulargleichung, vgl. (12.13), fiir diesen Fall:

Z ((n I'm | Hyndm) — 0 S E(l)) am =0,

lm

bzw. die Eigenwertgleichung, siehe (12.14):

det ((n l\m\|‘7|nlm> — (5”\ 6mm‘ E(l)) = 0 .

Offensichtlich liegt die einfachste aller moglichen Situationen vor: Da Hy und V mit L3 und L2 kommu-
tieren, ist der gestorte Hamiltonian H auch diagonal in der Basis |nlm) . Es gilt:

(L' |V () )
= [ B Ru) Vo) [ 49 ¥ 0.0) i 0.

= 5”\ 6mm‘ /rzdr |Rnl(7’) |2‘~/(7’) ,

und wir lesen die folgenden Eigenwerte ab:

B = / | Rua(r) PV () 72 dr

n

Natiirlich gilt Eﬁ) <0, denn V(r) < 0.

Bemerkungen 12.2

i)

ii)

iii)

Die Entartung wird nur teilweise aufgehoben, fiir verschiedene [-Werte gibt es keine Entartung
mehr, aber die Entartung fiir gegebenes (n,l) zu verschiedenen m bleibt bestehen. So spaltet der
durch n = 2 und [ = 0, 1 charakterisierte 8—fach entartete Term in einen 2—fach entarteten 2s—Term
und einen 6—fach entarteten 2p—Term auf.

Wir diskutieren die relative Lage der verschiedenen Terme fiir fixiertes n: Es gilt Eﬁ) <0,V

wird zum Nullpunkt hin immer stirker negativ (fiir sehr kleine r gilt ~ Zfz) und | Ry, (r)|? ist in
der Nidhe des Nullpunktes um so stiarker von Null verschieden, je kleiner [ ist. Dies folgt aus den
Eigenschaften der Laguerreschen Polynome und ist aulerdem auch plausibel: Die Zentrifugalkrifte
“driicken die Wellenfunktion fiir hohere [ immer weiter nach auflen”. Damit erhalten wir:

EN > ESN ), 1<,

n,l"
d.h. der 2s-Term wird tiefer liegen als der 2p-Term. Diese Betrachtungen liefern uns, ohne explizite
Rechnung (und ohne explizite Angabe von V(r)) ein qualitativ richtiges Bild des Termschemas eines
Alkaliatoms, siche Abb. 12.2.

Will man Ef?ll) explizit berechnen, mufl man ein Modell fiir V formulieren. Typischerweise ent-

wickelt man V nach Potenzen von r—* | die einzelnen Terme kénnen als Beitriige aus der Multipol-
entwicklung der Ladungswolke der Z — 1 Elektronen der inneren Schalen interpretiert werden, vgl.
Hausaufgabe Nr. 23 und [Bohm], Kapitel VII .

12.2.2 Das Heliumatom

Dies ist ein 2-Elektronen-Problem. Analog werden LiT, Be™™, ... behandelt. Wir setzen, fiir eine
gegebene Kernladungszahl Z, den folgenden Hamiltonoperator an, vgl. Abschnitt 11.4:

ff:ffo-i-ﬁl,
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Nullte Ndherung 1. Ndherung
n =0 1 2 3
s P d f
4 e
3 e
2 -

Abbildung 12.2: Schematisches Termschema von Lithium

mit 2 2 2 2
. h h 7 Z
Ho:_iAl_iAQ_i_i

2m 2m 1 T
und )
2L
|T1 — T2 |

Mit wachsendem Z wird es immer sinnvoller, H, als Stérung aufzufassen. Das Eigenwertproblem fiir H,
wurde in Abschnitt 11.4 streng gelost. Das Punktspektrum von Hj ist gegeben durch

metZ? (1 1
En1 no = T T Qa5 5 + ) .
’ 212 \n? n3

Das kontinuierliche Spektrum beginnt aber schon bei

po Mz
2h?

d.h. das diskrete Spektrum (Eigenwerte, die nicht im Kontinuum liegen) ist gegeben durch

me*Z? 1

Nur auf diese isolierten Elemente des Punktspektrums ist die Storungstheorie ohne weiteres anwendbar,
auf in das Kontinuum eingebettete Eigenwerte dagegen nicht. Wir erinnern noch an die zugehorigen
Eigenfunktionen: Fiir den Grundzustand n =1 ist die Ortswellenfunktion symmetrisch und die Spinwel-
lenfunktion antisymmetrisch (Parahelium):

Y1 = p100(@M) p100(?) X,

wobei x® den antisymmetrischen Spin-Singulett-Zustand bezeichnet. Fiir angeregte Zustdnde n > 1 ha-
ben wir Eigenfunktionen mit symmetrischen (Parahelium) und antisymmetrischen Ortswellenfunktionen
(Orthohelium):

1 —| | | | a
¢§:lrn)10 - ﬁ (%0100(33(1)) Qpnlm(l‘@)) + ©nim (37(1)) (,0100(3)(2))))(

_ 1 o o . 5 s
wiz%ms - \ﬁ(%oo(%(l)) Prim (TP) = @i (FD) <P100(33(2)))X1,m5 . (12.19)
wobei X7 ,,,. den symmetrischen Spin-Triplett-Zustand bezeichnet. Die Zeichen (+) und (—) entsprechen
dem Gesamtspin S = 0 und S = 1. Die Energiewerte F, des ungestorten Hamiltonoperators sind, fiir
n > 1, demnach 4n?-fach entartet.
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Wir behandeln die Stérung: Dazu bemerken wir zunachst daf die durch (12 19) gegebenen Eigenfunk-
tionen von Hy zugleich Eigenfunktionen von {L2 L37 S Sg} sind. Dabei ist L = L(l) +L(2 der Gesamt-

bahndrehimpuls und S = 5(1) + S(g) der Gesamtspin. Die zugehoérigen Quantenzahlen sind I, m, s, m;.

Diese vier Operatoren vertauschen aber offensichtlich auch mit H, . Die Sakulargleichung hat also die
Form

Z ((M(fpm ‘m), |H1|wnlmm > - 6ll‘ 6mm\ 5m5m‘5 E(l)) Clmm, = 07

l,m,ms
und wegen

+ +
<wnl‘m ‘m), |H1|w7(zl’r31mé > = <,(/J7(Llrzwn5

Hl ‘wnlmm > 5”‘ 5mm‘ 6m3m§

ergibt sich
EGe = Wi LY, ) -

nlmmg nlmmeg

Einsetzen der obigen Wellenfunktionen liefert, unter Verwendung der Symmetrie zwischen Z und ¢ in den
auftretenden Ausdriicken:

1 1 1 * — * — * — * —
Ele.,):t = 562 / d’z d31/ H{(%oo(iﬂ) Orim () £ Pt (7) @100(9))

(@100( L) Pnim (§) £ @nim (L) 90100(27))}

—e /d3xd3 |<P100( )| |<Pnlm( )\2
17—
62/d3xd3y 90100( )@100(22) @:ﬁr(g) Onim (T)
r—y

nl + Anl .

Die (normierten) Spinanteile fallen sofort heraus, denn Hy ist spin-unabhéngig. Die Beitrage C),; heiflen,
aus offensichtlichen Griinden, Coulombintegrale und die A,; Austauschintegrale. Fiir n = 1 erhalten
wir:

B = (| Hily1 ) = Cro.-

Bemerkungen 12.3
i) Die Entartung der Energiewerte in O-ter Niherung wird wieder teilweise aufgehoben. Fiir n = 2
(16-fache Entartung) ergeben sich in 1. N&herung vier Terme: Fs 4 ~ 'S (einfach), By ~ 39
(3-fach entartet), Ea 1 4 ~ 1P (3-fach entartet) und Ea; _ ~ 1P (9-fach entartet).

ii) Sei Ep die Bindungsenergie des Grundzustandes (Differenz zwischen dem Grundzustand F; und
dem Beginn des kontinuierlichen Spektrums). Man zeigt, vgl. Hausaufgabe Nr. 24, daf in 1. Nihe-

rung
Ep~ —2¢ <22 - 5Z>

- 2n2 4

gilt. Fiir Helium erh&lt man Ep ~ —54.12eV in nullter und —20.3eV in erster Nédherung. Der
experimentelle Wert betrégt Ep oxp = —24.46€V .

12.2.3 Spin—Bahn—Kopplung und Feinstruktur
Das bisherige Modell fiir ein Z-Elektronen—Atom war

_Z{_A() } Zm—x]
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und die einfachste Naherung war die Zentralfeldniherung®

5 z e

Hy = —— A+ V() g .

0 ;{ om0 T (7")}
Dabei ist V(r;) das effektive Potential fiir das i—te Elektron. Es beriicksichtigt die Wechselwirkung mit
dem Kern und mit den anderen (Z — 1) Elektronen. Die konkrete Gestalt von V(r;) wird nach wie vor
offen gelassen. Wir zerlegen den Hamiltonoperator folgendermafen:
H=Hy+ H + H,,

mit

Z

2 Z 2

T
i<j Y

D.h., der Operator H 1 +ﬁ2 beschreibt die Abweichung der exakten Atomstruktur vom Zentralfeldmodell.
Wir zeigen nun, dafl die Beriicksichtigung des Elektronenspins zu weiteren Modifikationen fithrt, ndmlich
zum Effekt der Spin—Bahn—Kopplung. Wir legen den Hamiltonoperator hier auf der Basis der klassi-
schen speziellen Relativitiatstheorie nahe. Eine tiefere Begriindung erfolgt im néichsten Kapitel.

Das Transformationsgesetz fiir das elektromagnetische Feld beim Ubergang von einem Lorentzsystem K
zu einem System K, das sich beziiglich K mit der (konstanten) Geschwindigkeit @ bewegt, lautet?

. . . B, —lox E
By=B); Bl="=
Ji-B

N
B =By B=—T——,

wobei 32 = #2/c? bedeutet. Bewegt sich also ein Elektron mit # im Zentralfeld (statisches elektri-

sches Feld), beschrieben durch das Potential Vgr)
Magnetfeld:

, so “sieht” das Elektron in seinem Ruhesystem K’ ein

EBahn (: B'/L) -

erhalten wir

8

Wir verwenden die Niherung Bpann = E x £ und mit E(f) = f%VzV(r) = fé % .

11dV<_, 17) 1 1dv 1 1dv

ol

B = 2 LWV (2
Bahn er dr v c
Das Magnetfeld, welches das Elektron sieht, ist proportional zu seinem Bahndrehimpuls. Andererseits
ist mit dem Spin des Elektrons das magnetische Moment
(& —

Aspin = — 5
mc

verkniipft. Die klassische Maxwelltheorie liefert fiir die Energie eines magnetischen Momentes im Mag-
netfeld: )

E~ /jSpin - Bahn -
Ein konkreter Zahlenfaktor kann hier nicht fixiert werden. Im Rahmen der relativistischen Theorie ergibt
sich der Koeffizient —%. Wir setzen also an:

z
. L 1 1dV
B =SNUr)L; 5, Ur)=—" =" 12.20
3 ; (ri) (r) 2em?2c? r dr ( )

3vgl. mit Abschnitt 11.3
4im CGS-System
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Dies ist der Hamiltonoperator der Spin-Bahn—Kopplung. Wir wollen nun diesen Term in un-
sere Betrachtungen einbeziehen. Ausgangspunkt ist Hy = Z¢Z:1 Héz) aus der Zentralfeldndherung.
Die 1-Teilchenzustéinde zu den (2(2] + 1)-fach entarteten) Energieniveaus E), = Er(:l) werden mit

[A;) = [nlmms) bezeichnet. Die Eigenzustinde fiir Hy sind dann Slater-Determinanten®, die wir
hier einfach mit

{Ai}) = Z 1) (A (TI(1)) ) - - - [Az(I(2)) )

HES

bezeichnen. Es gilt

ﬁ0|{/\i}>=ZExi it )

d. h., der Energiewert der Konfiguration {)\;} ist gegeben durch
By =Y Ex,.

Die Entartung einer gegebenen Konfiguration {\;} ist

diny — (2(2111\; 1)) o <2(21]7\,;m+ 1)> 7 (12.21)

wobei N; die Besetzungszahl des Niveaus (n;,l;) ist.
Beweis: Jede Konfiguration {\;} ist vollstindig charakterisiert durch die Besetzungszahlen N;, wobei

gilt. Zu einem 1-Teilchenniveau (n;,l;) gehoren 2(2l; + 1) orthogonale 1-Teilchenfunktionen. Bei einer
Besetzung mit N; Elektronen kénnen aus diesen genau (2(25\1;1)) linear unabhéngige vollstandig antisym-
metrische N;—Teilchenfunktionen gebildet werden. (Die Dimension des Raumes der vollstéindig antisym-
metrischen p-Linearformen im r-dimensionalen Vektorraum ist (T) .) Da wir es mit einem Tensorprodukt
von N,;— Teilchenrdumen zu tun haben, miissen schliellich die Produkte aller dieser Dimensionen gebildet
werden.

Wir bemerken, dafl ein vollstdndig besetztes Orbital keinen Beitrag zur Entartung liefert.

Beispiel: Fiir den Grundzustand (1s)?(2s)?(2p)? des Kohlenstoffatoms erhalten wir:

g (2(2-g+1)>(2(2-g+1)>(2(2-;+1)) L (g‘) s

Es gibt nun zwei einfach behandelbare Félle:
i)
(Hz) > (Hs),
d. h., die Coulombabstoflung ist sehr grof}, verglichen mit der Spin—-Bahn—Kopplung. Dies gilt fiir leichte
und mittlere Elemente.
ii) . .
(H3) > (Hy).
Dies ist von Relevanz in der Kernphysik (Schalenmodell).

Wir befassen uns hier nur mit den ersten Fall, d. h., im weiteren ist die Spin-Bahn-Kopplung eine
kleine Storung, die in 1. Ndherung gegeniiber H, + H, vernachla551gt wird. Wir betrachten also zuné&chst

5siehe Abschnitt 11.2
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Hy+ Hy + Hy und fassen Hy + H, als kleine Stérung auf. Prinzipiell hat man dafiir die Sikulargleichung
mit der Matrix

(B, (A (B + 1) 1B, (X))
auszuwerten. Der Entartungsgrad ist, selbst fiir einfache Beispiele, sehr hoch. Im Falle des Grundzustan-
des von Kohlenstoff hat man es z. B. mit einer 15 x 15-Matrix zu tun. Es ist also sinnvoll, zunéchst eine
geeignete Basis im Unterraum zum Eigenwert F zu wihlen: Seien L der Gesamtbahndrehimpuls und S der

Gesamtspin des Elektronensystems. Offenbar gilt [E, H, +f[1] = 0. Aber wegen [E(i) +E(j), f(rij)] =0,
fiir eine beliebige Funktion f(r;;) von r;; = |F; — 7|, folgt auch

[L,Hy) =0.

Da vorerst Hj nicht bertiicksichtigt wird, gilt auflerdem

A

[H,5]=0.

Wir wéhlen gemeinsame Eigenzusténde

|E,04,L,L3,S,Sg>

des Systems kommutierender Observabler (EQ, ﬁg, §2, Sg, H ). Dabei steht « fiir restliche, eventuell auf-
tretende Quantenzahlen, die eine weiterhin prinzipiell mégliche Entartung beziiglich (F, L, Ls, S, S3) be-
schreiben. Das damit entstehende Rechenschema heiit LS— oder Russel-Saunders—Kopplung. Es
gilt:

<E,O[,L,L3,S, S3| (ﬁl + }AIZ) |E,Oé\,L\,L\3,S\,S%>

=0r 6L3Lg dgs 5535}’ <a| (E[l + I:IQ) |Oz\> R (12.22)

wobei (] (f[ 1+ fIg) |a') ein reduziertes, im allgemeinen nicht diagonales Matrixelement bezeichnet.

Wir beschriinken uns nun auf den praktisch wichtigen Fall, daB (H; + Hy ) bei obiger Prozedur diagonal
wird, d.h., der Entartungsparameter « tritt nicht auf. Es soll auch keine zuféllige Entartung, die sich
fiir spezielle effektive Potentiale V (r;) der Zentralfeldniherung ergeben kénnten, auftreten. AuBlerdem
beschrinken wir uns im weiteren auf den Fall von 2 Valenzelektronen.

Sei eine Konfiguration {\;} von Z Elektronen gegeben, charakterisiert durch einen Satz von Schalen (die,
wie oben bemerkt, keinen Beitrag zur Entartung liefern) und durch die Quantenzahlen (ny,1;) und (ns, )
der Valenzelektronen. Der zu dieser Konfiguration gehdérende Unterraum Hyy,; wird aufgespannt durch
Slater-Determinanten, die sich nur in den 1-Teilchen—Wellenfunktionen der Valenzelektronen unterschei-
den. Er ist also vollstdndig durch den Satz (mq, ms1, ma, ms2) von Quantenzahlen der Valenzelektronen
charakterisiert. Wir schreiben fiir diese Zusténde

{H{Ai}sma,ms1, ma, m2 )} (12.23)

Es ist klar, daf} in der vorliegenden Naherung Gesamtbahndrehimpuls und Gesamtspin einer vollen Schale
jeweils Null ist. Folglich reduziert sich die Addition der Drehimpulse auf die Addition dieser Groflien fiir
die zwei Valenzelektronen:

Ly {\i},mi,mer,ma, mgz ) = (my +ma)h|[{\i}, m1, ms1, ma, mgo)
Sz [{\i}, M1, mer, ma, maa ) = (Mg + maa)h [{\i}, M1, mar, ma, mgeo ) .
Die Zusténde (12.23) bilden eine Basis im Tensorprodukt

(DheC?) e (D>eC?) . (12.24)
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Der Ubergang zur Basis |[{)\;}, L, L3, S, S3 ) bedeutet eine Ausreduktion dieses Tensorprodukts nach irre-
duziblen Komponenten beziiglich (L, S):

(Do) o (Diec?) = (DheD)e(@aC?)
l1+12
- &b DL®{((C2®<CQ)+@((CZ®(C2)}. (12.25)
L=|l1—1ls |

Dabei bezeichnet + den Spin-1- und — den Spin-0-Anteil in der Zerlegung von C? ® C?. Man hat nun
zwei Félle zu betrachten:

Fall 1: Sei (n1,l1) # (n2,l2). Dann hat #Hy,,3 nach (12.21) die Dimension

g (2(2111+ 1)> (2(2121+ 1)) A2+ 1)@ + 1)

und (12.25) liefert die Zerlegung dieses Raumes in irreduzible Komponenten. Als Beispiel betrachten wir
Kohlenstoff im angeregten Zustand (1s)2(2s)%(2p)t(np)t; n > 2:

(D1®(C2)®(D1®(C2)
=(D’eD'®D*)® (Dy ®D-)
=(D’®@Di)e (D°eD_)o (D'®@Dy)® (D'®D_)o (D*®D;)® (D*® D_)
= 3% o ' e *P @ 'P @ 3D @ D.

Dabei wurde die Standardbezeichnung 2>+'L, mit L = S, P, D, F, ... aus der Spektroskopie verwendet.
Ein Vergleich der Dimensionen liefert einerseits, aus der allgemeinen Formel fiir die Entartung,

d=4(2-141)(2-14+1)=36
und, andererseits, durch Aufsummieren der Dimensionen der irreduziblen Komponenten:
3+1+94+3+15+5=236.

Der Energieterm E der Konfiguration {\;} spaltet also durch die Stérung H, + H, in 6 Terme auf. Um
deren relative Lage zu bestimmen, hat man die entsprechenden Matrixelemente zu berechnen (und mit
dem Experiment zu vergleichen). Das Resultat ist in Abb. 12.3 skizziert.

Hy ﬁl + ﬁg Entartung
15 1
ip 3
1D 5
38 3
3p 9
3D 15

Abbildung 12.3: Die Termaufspaltung von angeregtem Kohlenstoff 152252 2pt np', n > 2, durch die
Storung Hy + Ho

Fiir die Reihenfolge der Terme gilt die Hundsche Regel: Die niedrigste Energie liegt fiir hochstes S
vor. Bei gleichen S erhiilt man die niedrigste Energie fiir das héchste L.
Fall 2: Seien n; = ns und I; = ls. Dann ist die Entartung:

g = (*HHY) = e+ i +).
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Wegen des Pauli-Prinzips hat man hier die Nebenbedingungen (mq,ms1) # (ma, ms2) und es muf} gelten:
[{Ai}, m1, ms1, ma, mga ) = —|{\i}, ma, msa, my, ms1 ). (12.26)
Man kann zeigen, dafl dann
({\}, L, L3, S, S5{\;}, L, L3, S, S5) = N? (1 + (—1)"+9) |

gilt, wobei N eine Normierungskonstante ist. Daraus folgt L+ 5 = 2k . D.h.: entweder ist die Ortswellen-
funktion symmetrisch und die Spinwellenfunktion antisymmetrisch (L gerade und S gerade, also S = 0)
oder umgekehrt (L ungerade und S ungerade, also S = 1). Als Beispiel betrachten wir Kohlenstoff im
Grundzustand (15)?(2s)?(2p)?: Dann ist die Entartung d = 15 und da n; = ny und Iy = Iy gilt, muf}
L + S = 2k erfiillt sein. Deswegen iiberleben in (12.25) nur

s 9o 3P @ 'D.

Abzihlen der Dimensionen liefert 1 +9+5 = 15. Damit wird P der neue Grundzustand und wir haben
die in Abbildung 12.4 gezeigte Termaufspaltung.

1s
Ip

3p

Abbildung 12.4: Die Termaufspaltung des Kohlenstoff-Grundzustandes

Schliellich wollen wir die Spin—-Bahn—Kopplung, also

=

Z ~
Hg = ZU(TZ) L(i) . S(i)

i=1

in die Betrachtungen einbeziehen. Dann sind [{\;}, L, L3, S, S5 ) die bekannten Funktionen der nullten
Néherung und wir haben die folgende Sikulargleichung:

det (({)\Z—}, L,L3, S, Sy| Hs [{\:}, L Ls, S, S3 ) — 61,13 s, E<1>) = 0. (12.27)

Da E, S , genauso wie die einzelenen I_:(i) und g(i), allesamt Vektoroperatoren sind, lassen sich die
Matrixelemente von E(i) und g(i) unter Verwendung des Wigner—Eckart—Theorems, bis auf eine von
Ls, S3 und ¢ unabhéngige Konstante, durch die Matrixelemente von L und S ausdriicken. Damit erhélt
man

(N L LY, 8, S5 Ha [{N Y, Ly Ls, S, S ) = AUNY, Lo Ly S, S4 L - S [N}, Ly L3, S, S5) . (12.28)

wobei A nicht von L3, S3 und ¢ abhéngt. Nun bemerken wir, dafl Hg bzw. L - S weder mit L noch mit S

kommutiert. Diese Operatoren kommutieren aber mit dem Gesamtdrehimpuls J=L+§5:

[y, J]=0=[L-8,J).

Wir empfehlen dem Leser, dies zu beweisen.
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Es ist also sehr niitzlich, von der Basis {|{\;}, L, L3, S, S3)} zur Basis |{\;}, L, S, J,J3) iiberzugehen.
Dazu zerlegen wir fiir jedes Paar (L,S) den durch die Vektoren {|{\;}, L, L3, S,S5)} aufgespannten
((2L+1)-(2S+1)-dimensionalen) Darstellungsraum DY® D? in seine irreduziblen Komponenten beziiglich

J nach der bekannten Regel:
L+S

prepS= H D’
J=|L—-S |
In der neuen Basis gilt aufgrund der Invarianz von Hj unter Drehungen erzeugt durch j
(N3 LS, T Ty Hs |{\}, L, S, J, J3 ) = 8500 8500 BV ({N:},25TL, J).
Um die Aufspaltung des Eigenwertes E(O)({/\i},szrlL) der nullten N&herung zu berechnen, sind nun

die Matrixelemente von Hj in der Basis |{\;}, L, S, J, J3 ) auszuwerten. Unter Verwendung von (12.28)

erhalten wir:
<{)‘i}7L7‘S’7 J7 J3| ﬁ3 |{)‘l}7L7Sa J7 J3> =A <{)‘Z}7L7‘S’7 J7 J3| . §|{)‘l}aLa57 J7 J3>

J2_2_ §2) N LS, T, Js)

—

A
= 5 <{)‘Z}7L7S7 J7 J3|
also
N A

Fiir § = 0ist J = L und damit <ﬁ3 ) = 0. In diesem Falle haben wir keine Termaufspaltung. Ist L, S > 0,
dann ergeben sich mehrere Terme, die durch J charakterisiert sind und die alle (2J 4 1)-fach entartet
sind, denn J = |[L—S|,..., L+ S.

Beispiel: Fiir den Grundzustand (1s)?(2s)?(2p)? des Kohlenstoffatoms erhalten wir fiir 'S und 'D
offensichtlich keine Aufspaltung, fiir 3P dagegen eine Aufspaltung in drei Linien DY + D! + D2, die
einfach, 3-fach bzw. 5-fach entartet sind, sieche Abbildung 12.5.

Hy +H, + Hy +H3
s
D
3p 5Py
SPI
BPO

Abbildung 12.5: Feinstruktur des Kohlenstoff-Grundzustandes

Bemerkungen 12.4
i) Hj ist nur ein Anteil, der relativistische Effekte beschreibt, siehe niichstes Kapitel.

ii) Die Beriicksichtigung der Kopplung des magnetischen Moments des Kerns an den Elektronendreh-
impuls liefert eine weitere Aufspaltung, die Hyperfeinstruktur.

12.3 Atome im statischen dufleren Feld

12.3.1 Zeeman— und Paschen—Back—Effekt

Sei B = (0,0, B) ein homogenes, &ufieres (d.h.: nicht quantisiertes) Magnetfeld in z-Richtung. Dann
ergibt sich, mit der gleichen Begriindung wie fiir Hs, ein weiterer Term:

iy = —pp (L+ 2§) B=—ppB(Js+5%) (12.30)
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mit
eh
2me

uB = —
Wir betrachten zwei Falle:

Fall 1: Sei
<H4> < <H3> < <H1 —|—H2>.

Dann gehen wir vom LS—Kopplungsschema aus und betrachten (ﬁ4 ) als kleine Stérung der Feinstruktur.
Damit ist das folgende Matrixelement auszuwerten:

(N}, L, S, J, I Hy [{Ni}, L, S, J, J3) (12.31)

Natiirlich gilt [Hy,.Js] = 0, d.h., obiges Matrixelement ist diagonal. Sei Ey = E({\;},25t'L,.J) ein
ungestortes Feinstrukturniveau und seien, wie oben, {|{\;}, L, S, J, J5 )} die zugehorigen Eigenvektoren.
Sind die Quantenzahlen {\;}, L, S fixiert, so schreiben wir fiir diese Eigenvektoren einfach |J, J3 ). Das
Niveau E({)\;},25TL, J) ist (2J 4 1)-fach entartet. Da Hy explizit von J5 abhiingt, ist eine Aufhebung
dieser Entartung — also eine weitere Termaufspaltung — zu erwarten.

Wir berechnen die Matrixelemente von Hy. Fiir den Summanden proportional zu J3 ist dies trivial. Es
ist also das Matrixelement (.J, J3| S |.J, J3 ) zu analysieren. Dazu bilden wir den mit dem Vektoroperator

S assoziierten Tensoroperator Sq1 ,

. 1 /7~ - . .
Silzxﬁ(slilsg), Sl=8,.

Analog bilden wir fiir J den Tensoroperator J; . Aus dem Wigner—Eckart—Theorem folgt

(J, J3| SE|J, J3) = (T SYITY (1, g, J, T3\, T3 )

1
vV2J+1
wobei (J|| §||.J ) nicht von Js, J} und ¢ abhiingt. Fiir jedes fixierte J im Unterraum von Eq gilt also:

(J, 3| SHIT, J3) = e (J, Js|1,q, T, 0y ), (J,J5| I3 |, J5) = ca (], Js5|1,q,J, J3)

und damit . .
(J, 3| S|J, Js) = e (J, J3| T |, Js), (12.32)

mit einem von J3 und J} unabhingigen c¢. Weiter gilt:

Mw

(LRS- TV sy = S LB S - i1, Js)

1

o
Il

J
Z (T, J5| S |, Iy VT, Iy i |, 5
J\

I
Mw

.
Il
-

H
i Mw

J
Z (J, J§| T3 | T, IS WS T | T, J3)

=c(J Jg\ J? |, J3) = ch® J(J +1) 6, -

Daraus ist ¢ berechenbar: )

AT AT A 12.33
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Einsetzen in (12.32) liefert:

(J,J5| S J|J, J3)

\ & _ v
<']7J3‘S|Ja']3> - <Jv‘]3|‘]|‘]a']3> h2J(J—|-1)

Nun verwenden wir S - J = % <j2 — 2 + §2) und erhalten:

J(J+1) = LIL+ 1)+ S(S+1)
2J(J +1)

(DY S|, Js) = (1, 3] T |, J5)

Dies setzen wir in (12.31) ein,

RS JJ+1)—LIL+1)+S(S+1
<J,J3|H4|J,J3>:*uBBhJ3 (1+ ( ) ( ) ( )) 5J3.]§,

2J(J +1)
also .
<{/\Z}7La Sa Jv J§| H4 |{>\1}7L7S7 Ja J3> = —gpUB Bh‘]3 (SJ:;J;\; . (1234)

Der Koeffizient
JJ+1)—L(L+1)+S(S+1)

2J(J+1)
heifit Landé—Faktor. Wir erhalten in 1. Ndherung:

g=1+ (12.35)

E:Eg—g,uBBJgh, Jgifj,...,J,

d.h. die Storung durch das angelegte Magnetfeld hebt die Entartung vollstdndig auf. Dies ist der
Zeeman-Effekt. Bei der Diskussion von Emissionsspektren unterscheidet man zwischen normalem
und anomalem Zeeman-Effekt. Aufgrund von Auswahlregeln wird die Zahl der Linienaufspaltung
reduziert und fiir relativ grofle Magnetfelder fallen zusétzlich gewisse Spektrallinien praktisch zusammen,
was zu einer weiteren Reduktion der Aufspaltung fiihrt, siehe [Galindo/Pascual, Teil II, Abschnitt 12.8].

Fall 2: Sei <ﬁ4> > <1f13> Dieser Fall tritt fiir starke Magnetfelder ein. Dann ist die Spin-Bahn-
Kopplung eine kleine Stérung und man hat von Eigenfunktionen von Hy + Hy 4+ Hy auszugehen. Dann
gilt

(N}, L, S, Ls, Ss| Ls 4+ 285 [{\;}, L, S, Ls, S5 ) = L3 + 255

und wir erhalten
Er.1y5,5 = ELs — pp B(Ls + 253)h. (12.36)

Dies ist der Paschen-Back-Effekt. Da Ls = —L,...,+Lund S3 = —5,..., S, sind beim Paschen-Back-
Effekt fiir L # 0 und S # 0 einige Niveaus entartet. Dies hingt damit zusammen, daf} es nichtriviale
Losungen der Gleichung Lz + 253 = Ly + 253 gibt.

Bemerkungen 12.5
Bei unserer Diskussion wurde der sogenannte diamagnetische Term

2 . . 2
S (Z): {32 #y— (B-%w) }

Hs =

vernachliissigt. Unter Laborbedingungen (|Z| ~ 1078 ¢em und B < 10°G) ist dies gerechtfertigt. In
Neutronensternen hat man dagegen Magnetfelder der GréSenordnung B ~ 102 . Dann wird dieser Term
relevant.
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12.3.2 Stark-Effekt

Sei E ein homogenes, statisches, dufleres elektrisches Feld. Dann enthélt der Hamiltonoperator einen
Term N
Hy=—e» 39.E=-D E, (12.37)

wobei D =ey, 7@ der Dipoloperator ist. Wir diskutieren die Symmetrien dieses Terms:

1. Hs ist invariant unter Spiegelungen, die den Vektor E invariant lassen. Legt man daher die z-
Koordinate in Richtung von E dann kénnen die Energieniveaus nur von |J3 | abhiingen.

2. Hjist gerade unter Zeitumkehr 6. Da Hy, ... ,H’ 3 ebenfalls gerade unter 6 sind, ist H bei Abwesenheit
eines Magnetfeldes gerade unter © und es liegt fiir Systeme mit halbzahligem Gesamtspin Kramers-
Entartung vor.

3. Hj ist ungerade unter der Paritétstransformation P. Damit verschwinden Matrixelemente von Hs
zwischen Zusténden gleicher Paritdt. In 1. Ordnung der Stérungstheorie ergibt sich daher nur dann ei-
ne Korrektur, wenn Energieeigenzustdnde mit verschiedener Paritéit entartet sind. Dies ist nur beim
Wasserstoff-Atom der Fall, da hier die Energie nur von der Hauptquantenzahl n abhéngt. Da die Kor-
rektur in 1. Ordnung linear in |E | ist, spricht man in diesem Fall vom linearen Stark-Effekt. Bei allen
anderen Atomen ergibt sich erst in 2. Ordnung der Stérungstheorie eine Korrektur. Da diese quadratisch
in |E | ist, spricht man dann vom quadratischen Stark-Effekt. Obwohl hier die Entartung in 1. Ordnung
nicht aufgehoben wird, folgt aus der Dipol-Auswahlregel L; = Lj, daf§ die Korrektur in 2. Ordnung
trotzdem durch die Formel (12.18) gegeben ist:

S0 T3] 0,8 k) (k| 23 [as g, Js)
E(Q) — 2E2 <CY, )3 i3 i+3 ) .
¢ Z FE, — FE;

k#n
Aus dem Wigner-Eckart-Theorem ergibt sich

1 1
E® =2 E? {SAJ ~J(J+1)+ By <J§ — gJ(J+ 1))} ,

wobei A; und Bj; noch zu bestimmende Konstanten sind. Einzelheiten zum Stark-Effekt werden im
Seminar besprochen.

12.4 Variationsmethoden

12.4.1 Die Variationsmethode von Ritz

Fiir den Fall, dafl der Hamiltonoperator der Gestalt H=Hy+ H, ist, wobei das Problem fiir H, streng
16sbar ist und H; nicht wirklich als kleine Stérung aufgefaBt werden kann, sind Variationsmethoden
effektiver als die Storungstheorie.

Den Erwartungswert (| A1) einer Observablen kann man als Funktional von ¢ auffassen und man kann
nach stationédren Punkten dieses Funktionals suchen. Sei also, allgemein, Q[t)] ein Funktional auf dem
Hilbertraum H des Systems. Dann werden stationidre Punkte durch die Bedingung

§Q] =0 (12.38)

charakterisiert. Fiir praktische Zwecke geht man nun zu einem sinnvollen (in der Regel endlich—
dimensionalen) Unterraum H’ iiber und lést das Variationsproblem dort, d.h. man betrachtet Wellen-
funktionen (Versuchsfunktionen) ¢(a, b, ...), die etwa von einem endlichen Satz (a, b, ...) kontinuierlicher
Parameter abhéngen. Der Erfolg dieser Methode héngt von der geschickten Wahl der Versuchsfunktionen
ab.

Wir betrachten im weiteren das stationédre Funktional <1/J\I:I 1) eines selbstadjungierten Operators HS.

6Wir schreiben fI, weil uns der Fall des Hamiltonoperators hauptséchlich interessiert



88 KAPITEL 12. NAHERUNGSMETHODEN FUR GEBUNDENE ZUSTANDE

Satz 12.1 Der Erwartungswert

(ol Hp)

Elel= =10

L le) #0, (12.39)

des selbstadjungierten Operators H im Zustand |p) € H, aufgefapt als Funktional von @), ist genau
dann stationdr im Punkt |p) = |¢), wenn |¢) Eigenzustand von H ist. Der zugehdrige Figenwert ist

Ely].

Beweis: Offensichtlich ist
0E[] =0

dquivalent zu
(Yv) SE[W] = 6(b| H |v) — E[p] 5([v) =0,

und damit dquivalent zu

(0vl (H = B[] [) + (o] (H = E[]) [ov) =0, (12.40)

fiir alle |§¢ ) . Wir betrachten zusétzlich die Variation |§(it)) ) . Dies liefert
—i{S¥] (H = B[Y]) [¢) + (| (H — E[]) |6y) =0, (12.41)
Addition von (12.40) und der mit i multiplizierten Gleichung (12.41) liefert (97| (H—E[])|v) =0.
Damit ist dE[1)] = 0 in der Tat dquivalent zu H|¢ ) = E[]|¢ ). O

Satz 12.2 Das Funktional E[¢] nimmt im Grundzustand |1g ) sein absolutes Minimum an:

Eo = inf P[], (12.42)

Beweis: Der Einfachheit wegen unterstellen wir, dafl H ein rein diskretes Spektrum hat. Seien
Ey, Ey,...,E;, ... die Eigenwerte in wachsender Ordnung (mit Entartung ¢g; und entsprechender Mehr-
fachzihlung) und seien |¢);, ) die zugehorigen orthonormierten Eigenvektoren, a = 1,...,¢;. Dann lifit

sich jeder Zustand [¢) zerlegen,
9i
|1/}> = chia |/(/)7La>v

1 a=1
und wir erhalten:
R 9i 9gi
WIH) =3 Eilcial> > Eo > Y cia > = Eo (Y1)
i a=1 i a=1

Dies liefert

(W H |p)
Eo < ) (12.43)
(Yl)
und fiir |¢) aus dem Unterraum zum Eigenwert Ey erhilt man Gleichheit. g

Wie bereits oben angedeutet, startet man bei konkreten Aufgaben mit einer Familie ¢ (A1, A2, .), (para-
metrisiert durch stetige Parameter A;) von Versuchsfunktionen und berechnet (¢(Aq,...)| H [¢(A1,...)).
Es gilt
M, ) H (M,
Ey < <7/)( 1 )| WJ( 1, )>
(A1, )p(Aes-20))

Das Minimum von E()\q,...) liefert die beste Nidherung fiir £y im Rahmen der gewihlten Familie und
ist obere Schranke fiir den Grundzustand.

EE()\l,)
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Bemerkungen 12.6 .
i) Sei |t ) normiert und Py, der Projektor auf den Eigenraum Hy zum Grundzustand Ey . Wir zerlegen

V) = Puy [) +elo),
mit |p) L Ho und € € C. Sei |p) ebenfalls normiert. Dann gilt:
lolP =1 = | Pry l* + e
und damit:
Eo < (| H W) = (| Py HPuo 1) + [l (0l Hl )
= Eol| P, ¢II* + el (0l H @) = Eo(1 — |e*) + [e]” (0| H |¢),

also

Bo < (W 7 19) = By + el (el A lp) - Bo) -

Unterscheidet sich der Zustand |¢)) um einen Term der Ordnung e von einem Zustand in Hg, dann
unterscheidet sich der genéherte Energiewert nur um einen Term der Ordnung || von Ej.

ii) Ist das Spektrum von H diskret, so 148t sich die Rechnung im Beweis von Satz 12.2 auf hohere
Niveaus ausdehnen, vorausgesetzt, der Eigenraum Hg zu Ey ist bekannt: Wir wahlen einen Zustand
|) L Ho, dann ist in obiger Rechnung c¢p, = 0 und wir erhalten

H
5y < W)
(Yl)
Gleichheit ergibt sich, falls |¢)) ein Eigenzustand zum Eigenwert F; ist, d.h.:
o (WIH W)
inf ————+.
W)L Ho  (Pl)

Dies kann man auf hohere angeregte Zustinde zu Eigenwerten E; fortsetzen, indem man [¢) or-
thogonal zur direkten Summe Ho & Hi P ... D H;_1 der entsprechenden Eigenunterrdume wihlt.

v L Hp.

E, = (12.44)

ili) Die Variationsmethode liefert uns also obere Schranken. Man fragt sich, ob man auch untere
Schranken finden kann. Eine untere Schranke wird von der Temple-Ungleichung geliefert: Der
Einfachheit wegen nehmen wir wieder an, H habe rein diskretes Spektrum. Seien Ey = inf o(H)

und E; = inf {a(I—TI N {EO}} der Grundzustand und der erste angeregte Zustand von H . Offenbar

gilt fiir jeden normierten Zustand ¢:

(9] (H - Eo) (H - El) l9) > 0. (12.45)

Zum Beweis wiihlen wir eine Basis {|; )} von Eigenvektoren und berechnen:

(0l (# ~ o) (8~ Ex) 1) = 6] (# — Bo) o)l ( ~B1) I6)
= Z(Ei — Eo)( ¢l )(Ei — Ev) (il¢)
= Z [(plvi ) |? (EB;i — Eo)(E; — E1) > 0.

Ausmultiplizieren von (12.45) liefert (H2 )y — (Eo + E1)(H )y + EoEy > 0, also

H
(A¢ﬁ1)2+<ﬁ>§— (Yo = By ((H)s — B1) 2 0.
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Fiir jedes ¢, das die Ungleichung .
<H >¢ —FE1 <0

erfiillt, folgt

2
AH) .
U, e Fos0s
also
(s
H), ————F— < Ej. 12.46
(H)g By (H)y 0 ( )

Findet man eine untere Schranke fiir By, (¢| H |¢) < Ey, dann liefert die linke Seite von (12.46)
eine untere Schranke fiir Ey.

Beispiel: Das Heliumatom.
Wir schétzen den Grundzustand mit obiger Methode ab. In nullter Ndherung hatten wir

(2))

¥ = @100(&1Y) p100(FP) X°.

Die Spinwellenfunktion x* wird nicht variiert und deshalb weggelassen. Die Ortswellenfunktion 10
kennen wir exakt, damit ergibt sich

h(ry,mp) = (ma®)~tem ATl g = %~

Dies legt die folgende, einfachste Wahl der (normierten) Versuchsfunktion nahe:
P(r1,re;a) = (ma®)"te~(MFTD/e g e R,

Es ist der Erwartungswert E(a) = (¢(a)| H [¢)(a) ) zu berechnen: Wir haben

h2
2m a?

2
((a)| — 5

h2
Wly(a)) = (W(a)] - %A@)Iw(aﬂ =

und
_ze?
pt

62 62
($(a)| - Z— (@) = ((a)] - Z— ¥(a)) =

Es bleibt also zu berechnen:

_ 3 s 01(7) (fz) 1
WIS 60 = o [y [ty 2HEIBED) o

T12

Dieses Integral entspricht der statischen Energie zweier kugelférmiger Ladungsverteilungen mit den La-
dungsdichten e p1(Z1) und e p2(Z3). Die aus der Elektrostatik bekannte Losung lautet:

e2 5¢2
<¢(a)|a [¥(a)) = Qa
Insgesamt erhalten wir:
K2 272  5e2
5 — + —.
ma a 8a

E(a) = (¢(a)| H|¢(a)) =

F hat einen stationdren Punkt an der Stelle
R 1
me? 7 — 1% ’

ao
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und damit ergibt sich:

me* 52

2
:7me4 Z27§Z 7m764 S5 .
h? 8 h2 \ 16
Der erste Term ist identisch mit dem Resultat der Stérungstheorie in 1. Ordnung, der Korrekturterm
hat die Groenordnung ~ —2.64 eV . Fiir die Bindungsenergie erhilt man Ep ~ —23eV . Dieser Wert
ist besser als der in 1. Ordnung der Stérungstheorie erhaltene. Man kann natiirlich versuchen, dieses

Resultat weiter zu verbessern. Denkt man etwa daran, die abstoflende Coulombwechselwirkung zwischen
den beiden Elektronen zu modellieren, so ist der folgende Ansatz plausibel:

w(fl, Lfg; a, b, C) = e—a(r1+r2) (1 +0b |fl — .’l_fz | + C(Tl - 7“2)2)

Damit erhélt man Ep ~ —24,40eV , ein Wert, der dem experimentellen Wert ~ —24,46eV schon sehr
nahe kommt.

12.4.2 Das Minimax—Prinzip

Wir besprechen, ohne alle Details zu behandeln, eine Methode zur Untersuchung von Spektraleigenschaf-
ten von unten beschrinkter, selbstadjungierter Operatoren”.
Die Gleichung (12.44),

B, = ‘ﬁgrjf;{o (W),
bl=1

hatten wir aufgeschrieben unter der Annahme, daf§ der Unterraum Hy des Grundzustandes bekannt ist.
Kennt man diesen nicht explizit, dann betrachtet man, fiir jedes ¢ € H , die folgende Grofe:

Eilg] = inf (6| Hy). (12.47)
lpli=1
Dann gilt
E\lp] <E;. (12.48)

Beweis: Ist ¢ € Hg, dann gilt Ey[¢] = E; . Sei ¢ beliebig. Dann zerlegen wir jedes (normierte) ¢ Ly in

Y = ato + i,
mit 1y € Ho, |0l =1, und ¥1 LHg, ||¢1]] = 1. Aus der Normierungsbedingung fiir ¢ folgt
la* +|6]* = 1.
Nun gilt
Biel= it {lafBy+ |82 ) |

[¥1)LHo vy ll=1
a.B, a|24[8]2=1

d.h. E[g)] ist eine konvexe Linearkombination von Eg und (¢1| H |11 ), und damit

Eilpl < inf (¢n|H 1) = Ey.

1)L Ho

llwy ll=1
Damit erhalten wir R
Ey=sup inf @ HIY). (12.49)
¢

"siehe [Reed/Simon] Bd. TV, Abschnitt XIIT.1



92 KAPITEL 12. NAHERUNGSMETHODEN FUR GEBUNDENE ZUSTANDE

Dies ist das Minimax—Prinzip fiir den ersten angeregten Zustand.
Allgemeiner gilt fiir den n-ten Eigenwert, von unten entsprechend der Multiplizitdten gezéihlt,

E,= sup inf (| H ). (12.50)
P10y o €H  YEDH) IV]I=1
) L{e1, . on}

Bemerkungen 12.7 R
i) Das Minimax-Prinzip erméglicht einen Vergleich der Eigenwerte von Operatoren. Ist etwa H; eine

positive Stérung von f[o , so gilt

(W|(Ho + Hy)|¥) > (| (Ho)leb)

und das Minimax-Prinzip liefert sofort, daf} der n-te Eigenwert von Ho+ H; grofer oder gleich dem
n—ten Eigenwert von H ist.

ii) Das Minimax—Prinzip hilft bei der Bestimmung des Punktes, an dem das essentielle Spektrum von
H beginnt.

iii) Wei man, dafl das essentielle Spektrum der Form o.ss = [a,00) ist und kann man zeigen, dafl

inf Hy) <
LPIS"I.I‘[’)%L Wlﬁgﬁlll‘“’”} <¢| WJ> a

gilt, so folgt die Existenz von mindestens n isolierten Eigenwerten.

Von besonderer Bedeutung ist das direkt aus dem Minimax—Prinzip folgende Rayleigh—Ritz—
Verfahren. Mit diesem kann man die Lage der gebundenen Zustéinde eines von unten beschrinkten,
selbstadjungierten Operators mit grofler Genauigkeit bestimmen. Man wéhlt einen n-dimensionalen Teil-

raum D,, C D(H) aus und bezeichnet mit
Eo(D,) < E1(D,) <...< Ex(D,) <...

die Eigenwerte der Matrix H D, = PDn H PDH, wobei ppn den Orthoprojektor auf D,, bezeichnet. Dann
gilt:
Ey < Er(Dy). (12.51)

Mit wachsenden n werden die Fx(D,,) fallen, damit erzielt man eine beliebig genaue Approximation.

Beweis: Aus dem Minimax-Prinzip fiir den endlichdimensionalen selbstadjungierten Operator H D,
folgt

Ey(Hp,) = sup inf (| Hp, 1)
pren€Dn VT
= sup inf <'¢/}|I:IDTL |1/)> .

$EDn,[[¥l=1

Y,
PloeessPle [6)L{PD, 1. P, ek}

Da 1) € D, ist, konnen wir (| Hp, |[¢) durch (1| H [ ersetzen. AuBerdem gilt (4| Pp, |ps ) = (9] ),
so daf} wir

sup inf (W H )
@1, PR EH |$>ELD{11WH,:;}
> sup inf (W H )

L pLEH  YEDH) V=1
Lo Pl 1) {1 ron}

Ew(Hp,)

erhalten. Aus dem Minimax-Prinzip fiir H , siehe (12.50), folgt schliefflich, daf die rechte Seite gleich Ej
ist.
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12.4.3 Die Hartree—Fock—Methode

Wir diskutieren ein Variationsverfahren zur Behandlung von Z-Elektronen-Atomen, welches auf der schon
mehrfach diskutierten Vorstellung beruht, daf} jedes der Elektronen neben dem Potential des Kerns ein
effektives Potential, gebildet von den restlichen Z — 1 Elektronen, spiirt. Damit erhalten wir fiir jedes
Teilchen eine 1-Teilchen—Schrédingergleichung, aber das Potential in dieser Gleichung héingt von den
Wellenfunktionen der iibrigen Elektronen ab und mufl selbstkonsistent bestimmt werden. Deshalb heif3t
die Hartree—Fock—Methode auch Methode des selbstkonsistenten Feldes. Diese Methode findet auch
Anwendung in der Molekiil- und Festkorperphysik bzw., allgemeiner, bei der Behandlung von Systemen
identischer Teilchen im dufleren Feld.

Wir betrachten ein Atom mit Z Elektronen:

A
N K2 . Ze? 1 e? N N
H=> (—5-nl - Y ——=—=H+H
i_1< 2m ri>+2 |Z; — Z; | 1+ &2,

i#]

mit folgender Struktur

N . 1
H1:Zhi und ngizwij.
i i#]
Als Versuchsfunktionen des Variationsverfahrens nehmen wir beliebige Slaterdeterminanten orthonorma-
ler 1-Teilchenzusténde:

lp) = \ﬁA|¢ \ﬁz |<Pn(1) ) |<PH(Z)(Z)>

Dabei ist A der Operator der Antisymmetrisierung und

16) =le1(1)) - lez(2)) .
Nach Annahme gilt (;|¢;) = d;; . Wir haben
Blg) = (9l H|6) = (8] (A1 + H2) |6)
zu berechnen. . . o o
a) Fiir den 1-Teilchen-Operator H; erhalten wir mit A" = A = A% und [H, A] =
(0| H|6) = 21 (d| AT Hy A|$)
= Z(¢| H Alo),
= ZZG(H) (p1(1), s 902(2) i lonay (1) - ez (2))

—ZZ |<PH ())"'<(pi(i)|hi|@H(i)(i)>"'<§0z|¢1—[(z)>
—Z i)l hi (i)

denn nur die Terme mit identischer Permutation liefern wegen ( ¢;|¢; ) = d;; einen von Null verschiedenen
Beitrag. Da alle 1-Teilchenoperatoren identisch sind, erhalten wir mit der Bezeichnuns hi = h; folgendes
Resultat: R R
(@l Hilo) =D (ol hnlei), (12.52)
7
wobei die Summe iiber alle in den Z—-Teilchenzustand eingehende Orbitale lduft. In der Ortsdarstellung
|€) = |&, o) erhalten wir:

r

(@l 11 16) Z/dm {—A—N}%(o. (12.59)
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b) Durch véllig analoge Rechnung erhalten wir den zweiten Beitrag:

(¢l Hzl9) = ZZ D, s902(2)| @i lenay (1), -+ #nez)(2))

I ij

= *Z{ i) 5 (7)] @ij |i(i) 03 () ) = (ild) 05(3)] @ij |03 (0) @i (4) ) } -

i#]

Wiederum sind die 2-Teilchen-Hamilton-Operatoren alle identisch, wir schreiben w2 = @;; und erhalten:

(6| Hy|¢) = Z{ 0i(1) 05 (2) b2 i (1) 95(2) ) — {pi(1) 95 (2)] 2 [0 (1) @i(2) ) } - (12.54)

Z#J
In der Ortsdarstellung ergibt sich:

(6] 12 |6) = / 4616 1 (61) ¢ (62) msn 03(£2) (12.55)
7#1

5> / A6 2 (1) soj(@) il€2) 0y (61). (12.56)
i#]

Die Summe léuft iiber $Z(Z —1) Paare von 1-Teilchen-Zusténden, die man aus den ¢; bilden kann. Wir
erhalten also:

El¢] = Z<<pi|ﬁ1 i ) + Z{ (pi(1) @j(2) @n2 (1) 95(2) ) — (i(1) 95(2) @12 s (1) i (2) ) } -
Z iz (12.57)

Bemerkungen 12.8
i) Bei der Variation von E[¢] miissen die Bedingungen (;|¢;) = 0;; respektiert werden, d.h. wir
haben es mit einer Variation mit Nebenbedingungen zu tun. Diese werden wie iiblich durch die
Einfiihrung von Lagrange-Multiplikatoren berticksichtigt:

=Y N leiles) p =0, (12.58)
wobei A;; = AJ; gilt, denn E ist reell. Die Lagrange-Multiplikatoren bilden also eine Hermitesche
Matrix A.

ii) Wir betrachten einen Basiswechsel im Unterraum des 1-Teilchen-Hilbertraumes, der durch einen
gegebenen Satz von Z orthonormierten Vektoren |p; ) aufgespannt wird:

loi ) = 0} ) Zcml% (@]} ) =65 .

Dann gilt

¢') =detC'lp), C=(cij),
und aus der Normierungsbedingung ( ¢j|¢} ) = d;; folgt, da8 C' ist unitér sein mu. Dies bedeutet
insbesondere |det C'|? = 1 und damit ist F[¢] unter dieser Transformation invariant.

In der neuen Basis hat (12.58) die Gestalt

ZA (@il ¢ =0, (12.59)
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mit )\;j = (CJr )\C)ij . Wir wéhlen C so, daf§ A diagonal wird, A.; = €; d;; , wobei die €; reell sind.

Dies liefert
5{E[¢]—Z€i<%|%>} =0, (12.60)

Aus diesem Variationsprinzip erhalten wir nun sofort die Schrodingergleichungen fiir die 1-Teilchen—
Zustidnde. Dazu fassen wir [0p; ) und (dg;| als unabhéingig voneinander auf, vgl. Abschnitt 12.4.1. Dies
liefert:

~ 1 .
> (il b li) + 3 > (8 p; + @i 55|z |0i 05 )

i i#]
1 .
) Z<5%‘ @i + @i dpjl oz lej i) — Zﬁi (dpilpi) =0,
i£] [

also

7 2)| ~ 2)| ~

o)+ 3 {2l lpies) - (0Pl les o) } =eilei), (12.61)

Jyi#d

wobei der obere Index (2) in @52) bedeutet, dafl in der zweiten Komponente des Tensorprodukts multi-
pliziert wird. In der Ortsdarstellung erhalten wir:

<_2FL;A(1) Ze? )Qpl (&) +e? Z {/dfg M%{&) _ /d§2 Wwi(&)} = e pd&1)

JyJ7#e "2
(12.62)

Bemerkungen 12.9
(i) Die Gleichungen (12.61) bzw. (12.62) heien Hartree—Fock—Gleichung. Wie bereits eingangs
erwahnt, handelt es sich um eine Eigenwertgleichung fiir einen Operator, der selbst von den gesuch-
ten Eigenfunktionen abhiingt, d.h. man hat eine nichtlineare Selbstkonsistenzgleichung zu lésen.

Dies geschieht durch Iteration: Wir starten mit einem System von 1— Teilchenzustédnden {|cp§0) )
bestimmen fiir diese den Operator auf der linken Seite von (12.61) und bestimmen anschliefend
fiir diesen Operator die Eigenfunktionen {\9021) )} usw. . Auf diese Weise kann man das effektive

Potential und die Eigenfunktionen beliebig genau berechnen.

(ii) Wir interpretieren die einzelnen Terme der Hartree-Fock-Gleichung: Der 1. Term entspricht der
Summe aus der kinetischen Energie des i—ten Elektrons und dessen potentieller Energie im Kernfeld.
Der 2. Term heiit Coulombterm. Er beschreibt die mittlere Energie des i-ten Elektrons im
Feld der iibrigen Elektronen. Er ist identisch mit der Coulombenergie des i—ten Elektrons in der

Ladungsverteilung
©)=ed_ lei©F],
J,gFi
ausgebildet durch die anderen Z — 1 Elektronen. Der offensichtlich nichtlokale 3. Term heif}t
Austauschterm, seine Anwesenheit folgt aus dem Pauli—Prinzip. Die Grofle —e; ist die Ionisati-
onsenergie des i—ten Elektrons, d.h. die Energie, die aufgewandt werden muf}, um dieses Elektron
aus dem System zu entfernen.

(iii) Offensichtlich kann man in Gleichung (12.61) bzw. (12.62) den Term ¢ = j hinzufiigen. Dann

bezeichnet man
V(i —62Z/d§ |“’J52
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und

em(£17£2 2ZM

und die Hartree-Fock—Gleichung erhélt die folgende Form:

(—hw 2¢ vz >) wi&) -~ [ 46 Vialer 06 = i), (12.63)

2m 7
Dabei ist zu beachten, dafl V., nur fiir gleiche Spinquantenzahlen von Null verschieden ist.

iv) Wir bemerken noch, da§ die Summe der Ionisationsenergien der einzelnen Elektronen nicht gleich
der Gesamtenergie des Z— Elektronensystems ist. In der Tat liefert die Bildung des Skalarprodukts

mit <<p£1)\ in Gleichung (12.61) und Aufsummieren iiber alle i

(Hy) +2(Hy) Zsz. (12.64)

Dies ist nicht verwunderlich, denn beim Aufaddieren wurde die Wechselwirkungsenergie der Elek-
tronen untereinander doppelt gezahlt.

12.5 Zeitabhingige Storungstheorie

Die zeitabhiingige Stérungstheorie basiert auf dem Konzept der Ubergangswahrscheinlichkeiten, das im
Teil I, Abschnitt 7.3 behandelt wurde und an das wir hier erinnern.
Sei ein System beschrieben durch den Hamiltonoperator

H = Ho+ Hy(t),

wobei Hj (t) eine kleine, explizit zeitabhéingige Storung ist. Der Operator Hy sei konservativ und das
zugehorige Eigenwertproblem exakt 16sbar:

Die zeitliche Evolution des ungestorten Systems wird beschrieben durch den Zeitentwicklungsoperator
Uo(t,to) = eilﬁ(tito)gg .

Fiir Eigenzusténde erhélt man
n(t) = e 7B (710D g (1)

Wegen der Orthogonalitét der Eigenzusténde ist die Ubergangswahrscheinlichkeit, das ungestérte
System, beschrieben durch Hy, zum Zeitpunkt ¢ im Zustand 1), zu finden, wenn es zum Zeitpunkt ty im
Zustand 1,,, m # n, war, gleich Null:

(Wm0 (£)) 2 = [ (t)] e 7 Fm 700 [ (1) ) |2 = 0

Schalten wir dagegen die Stérung ein, so wird im allgemeinen

(W ()] U (L, t0) [tm(t0) ) |2 # 0

gelten, wobei U (t,to) den Zeitentwicklungsoperator fiir H bezeichnet. Es gilt

Ult, to) = Texp< %/todtH( ))
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wobei T (-) das zeitgeordnete Produkt bezeichnet:

T(A(0) - A(t)) = Ak) - (L) A(ty).

mit t; > ... >1; > ... > ;. Es ist niitzlich, ins Wechselwirkungs-Bild iiberzugehen:

i

1 (t)) = eh =t o (g )
AI( ) ﬁ(t to)Ho A( ) — L (t—to)Ho )

Dann hat die Schrodingergleichung folgende Gestalt:

ih (1)) = B () 0n(0)),

wobei Hj ;(t) den Stéroperator im Wechselwirkungs—Bild bezeichnet. Die zugehérige Integralgleichung
ist
.t
1 ~
r(e) = loa(ta)) — [ A8 Bua(e) e,
to

mit der formalen Losung:

[r(t)) =T exp [—;/t dt‘H, I(t\)} [W1(to)) = Ur(tsto) [i(to) ) - (12.65)
Offensichtlich gilt
Ul(t, to) = Uo(t,to) - Us(t, to). (12.66)

Man entwickelt nun U (¢, to) in eine Dyson—Reihe:

Ult,to) = Up(t, to) + Z (t,to),

mit

. . N t1 n—1
Un(t, to) = eiﬁ(titO)Ho < ) /dtl/ dtQ / dt Hl I(tl) Hl [( )
to to

i n t t1 th—1 R R R .
= (—h> /dtl/ dt2-~-/ dt, Ug(t,to) (Ug(tl,tO)Hl(tl)Uo(tl,to)) (12.67)
to to to

( T(tn_l,to)ﬁfl(tn_l)Uo(tn_l,to)) (Uf(tn,to)ﬁfl(t )Uo(tn,to))

U,
:<_;> /dtl/ldtz / at, {Oot,t2) i (1) U1, 12) i (82)
<o X U()(t27t3) : "Hl(tn—l) UO(tn—l,tn) Hl(tn) Uo(t"’to)} : (12'68)

In 1. Ndherung erhalten wir

.t
Ult,to) = Uo(t, to) — %/ dt Uo(t,t1) Hy(t1) Uo(t1,t0) -

to

Wir driicken die Ubergangsamplitude mit Hilfe obiger Reihenentwicklung aus:

o0

Aisg(tto) = (| U (L to) [vhi) = Z@/)f\ Un(t,to) [ ) ZAEZ)]“ t,to) -

n=1
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Sei nun {|t,, )} eine Basis von Eigenvektoren zu den Eigenwerten E7(10) des ungestérten Hamiltonians H
und seien |1); ) und [¢; ) Elemente dieser Basis. Dann gilt:

S\t t
(n) i
A, = <h) /dtl.../ dtn > 0 (12.69)
to to k1 kn—1

i

i (0) _ _ (0) i (4 (0)
x {e_ﬁ(t_tl)Ef ka1 (tl)e wit t2)Ek1 Vkl kz(t2)e (2 ts)EkQ

_i _ (0) i
an—z kn_1 € (s tn)Ekn71 an—1 Z(tn) e_h(t"_tO)Ez(O)} , (1270)

mit Vg (t) = (| Hy(t)]1hr ) . Man liest (12.70) von rechts nach links mit folgender stérungstheoretischer
Interpretation: Fiir ¢o ist das System im Zustand |v; ), es propagiert frei bis zum Zeitpunkt ¢,,, wechsel-
wirkt mit Vi, i(t,), entwickelt sich wieder frei bis zum Zeitpunkt ¢,,_; usw. In Anwendungen beschrénkt
man sich oft auf die erste Ordnung der Stérungstheorie:

AN

i—f

. t . .
(t,to) = *%/ dty e KB ) e h =t B

to

Dies liefert die folgende Ubergangswahrscheinlichkeit in erster oder Bornscher Niherung:

2

W I R R R
Fioybto) =75 |, dbem™ 2 70 Vilt) (12.71)

Fiir verschiedene Anwendungen mufl man die Entwicklung des Zustandes selbst, Ordnung fiir Ordnung
der Stérungstheorie, untersuchen. Prinzipiell ist diese natiirlich durch Formel (12.65) gegeben. Mitunter
ist der folgende, etwas direktere Weg im Schrédinger—Bild niitzlich: Wir verwenden wieder eine Basis
{|n)} von Eigenvektoren von Hy und entwickeln [(¢) ) nach dieser Basis,

(1) = D an()e ¥  n), o= 0.
Einsetzen in die Schrédinger—Gleichung und Multiplikation der Gleichung mit (m| von links liefert:

ih%am(t) =A Z<m|ﬁ1(t)|n>ei‘”m”tan(t), (12.72)

wobel Wy, = (Ef,g) — Er(lo)) /I gesetzt wurde und ein kleiner Stérparameter A vor ﬁl geschrieben wurde.
Dies ist eine exakte Gleichung zur Bestimmung der a,, , die man iterativ 16st. Der Ansatz

an(t) = al” + AV + ...

liefert %a%o) =0, also a%o) = const, und allgemein

m%agﬁl) () = 3" (ml B () mn ol (1) (12.73)

n

In konkreten Problemstellungen hat man [¢(0)) =" a%o)|n> zu spezifizieren, etwa durch |(0)) = |i) .
Dies liefert in erster Ordnung

LaD(t) = (i (B)]i) e

2 dtam

also o
aly) (t) = Smi — % / Aty (m|Hy (t;)]i ) e?mits
0
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Als Ubergangsamplitude in den Zustand |f) erhalten wir
() Za e HE fln) = age BE T

und damit ergibt sich die folgende Ubergangswahrscheinlichkeit:

(o) [P = lag (1) 2. (12.74)

12.5.1 Konstante Storungen. Fermis goldene Regel

Sei ein System im stationdren Zustand |th; ) des Operators Hy. Zum Zeitpunkt t = 0 werde eine zeitun-
abhéngige Storung V eingeschaltet, d.h.:

. 0  t<0
Hl(t):{f/ t>0

Einsetzen in (12.71) liefert mit den Bezeichnungen Vy; = (1| V [1; ) und wy; = 3 (E](co) - Ei(o)):

2
AV5i|? . owrit
= hzw?i sin® —5— - (12.75)

P (1,0) = ’/ dr erit

Abbildung 12.6 zeigt das Verhalten dieser Ubergangswahrscheinlichkeit als Funktion von Wi .

(1) 2,2
PHf(t 0) Vi l®t
1,04 h2
0,8
0,6
0,4
4 ‘sz‘ 4 ‘sz‘2t2
0,2 972 K2 2572 h2
0’0 I>\I T T T
_Am _2r 0 2m 4am Wi

Abbildung 12.6: Die Ubergangswahrscheinlichkeit pY

s ¢(t,0) als Funktion von wy; bei einer konstanten
Storung.

Bemerkungen 12.10
(i) Fir Efo) # Ei(o) ,also wy; # 0, ist P( )f eine periodische Funktion der Zeit mit der Periode 2% oy T und

mit Werten zwischen 0 und 4h|2V L ’;I . Fir E}O) = Efo) (Energieerhaltung) und [¢) L |¢; ) wéchst
Fi

Pi(i) wie t2. Die Formel wird also fiir sehr groe ¢ unsinnig, da sich dann eine Ubergangswahrschein-
lichkeit, die groBer als 1 ist, ergibt. Es miissen dann Terme hoherer Ordnung der Stérungstheorie
beriicksichtigt werden.
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Fiir sehr kleine Zeiten erhalten wir Ubergiinge zu allen |t ), fiir die Vi # 0 gilt, und zwar alle mit
sehr kleinen Wahrscheinlichkeiten der Ordnung t?. Fiir grofere Zeiten werden Ubergénge zu [Ug)

dominierend, fiir die gilt:
1 2
#E}O) ~EY| < 7” . (12.76)

Wir geben eine grobe Abschétzung der Grofienordnungen an: Die Hohe des Maximums bei wy; = 0
12 12
ist % t2. Die Hohe des Maximums in der Entfernung AFE 14 ist % . Ihr Verhéltnis betragt

also

(AEp; 1) 0.58 x 10%
4h2 eVs

r = (AEfl . t)2 .

Schon fiir relativ kurze Zeiten nach dem Einschaltvorgang, etwa fiir t ~ 1076 s, und fiir AEy; ~
10~%eV , (was aus spektroskopischer Sicht verniinftig ist), erhalten wir x ~ 10%. D.h.: praktisch
ist (12.76) immer erfiillt und wir haben Energieerhaltung mit einer Genauigkeit von @ . Eine
suggestive Schreibweise fiir (12.76) ist

AEy; - At ~ .

Der Grund fiir das Auftreten von Ubergingen, die die Energieerhaltung verletzen, ist ein unkontrol-
lierter Energieiibertrag durch die eingeschaltete Stérung. Die Fluktuation AEy; dieser iibertragenen
Energie ist mit der Zeitdauer At der Stérung durch obige Unschirferelation verkniipft.®

Im Distributionensinne gilt:

02 wt
sin” %
A em =30
d.h. fiir grofle t gilt:
sin? 2Ly 0 wh (0) (0)

Fiir sehr grofle Zeiten scheint sich also eine lineare Abhéngigkeit von der Zeit einzustellen, was die
Defininiton von zeitunabhingigen Ubergangsraten pro Zeiteinheit erméoglichen wiirde. Des weiteren
ist festzuhalten, daB obiger Grenzwert offensichtlich nur fiir Ubergéinge in das kontinuierliche
Spektrum sinnvoll ist. Dies wire interessant fiir die Behandlung von Zerfallsprozessen, bei denen
die Endzustinde keine gebundenen Zustéinde mehr sind, (etwa die Zustéinde ionisierter Atome)?.

Fiir sehr kleine Zeiten haben wir also eine Verletzung der Energieerhaltung und fiir sehr grofle Zeiten
werden die Ubergangswahrscheinlichkeiten beliebig grof, so dass insbesondere der Grenziibergang im
Sinne von (12.77) sinnlos ist. Wir fragen uns nun, ob physikalisch sinnvolle Zeitschranken nach unten und
nach oben existieren, so daf die in Punkt iii) obiger Bemerkung nahegelegten Konzepte realisiert werden
konnen. Solche Schranken existieren in der Tat, weil wir es hier mit drei natiirlichen Energieskalen
zu tun haben:

i)

ii)

die Energieskala d E, die die Abstidnde zwischen den Endniveaus beschreibt. Fiir ein kontinuierliches
Spektrum ergibt sich natiirlich §E — 0. “Regularisiert” man diese Situation, indem man das System
in eine Box mit endlicher Seitenléinge einschlieft, so erhdlt man durch einfache Abschitzung die
GréfBenordnung 6F ~ 1076 ¢V .

die Energieskala 27{—}1, die sich aus obiger Unschérferelation ergibt und die die Breite des zentralen

Peaks mifit. Fiir eine Mefldauer ¢ im Pikosekundenbereich ist 2%5 ~ 10736V

8Diese Relation ist zwar von heuristischem Wert, aber nicht im strengen Sinne als Unschiirferelation zu verstehen. Weder
AFEy; noch At wurden exakt definiert!

9Genau genommen sind auch alle angeregten Zustinde eines Atoms “verwischt”, also Resonanzzustinde. Nur der
Grundzustand ist im strengen Sinne stationér.
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iii) die Energieskala AF, die das Auflosungsvermégen der Apparatur charakterisiert. Bei sehr prézisen
Messungen ist AE ~ 1€V .

Die hier angegebenen Zahlenwerte dienen natiirlich nur der Illustration. Sie legen aber folgende Relationen
nahe:

orh
SE < % < AE. (12.78)

Diese Relationen sichern, dafl hinreichend viele Zusténde innerhalb des zentralen Peaks liegen, so dafl
diese durch eine Zustandsdichte charakterisiert werden konnen, und daf} der zentrale Peak praktisch durch
eine §-Distribution ersetzt werden kann. Wir werden im weiteren unterstellen, dafl diese Bedingungen
erfiillt sind. Dann ergeben sich die folgenden Zeitschranken:

2mh 27h

A <t< o (12.79)
Wir berechnen nun, unter Verwendung dieser Annahmen, die Ubergangbwahrschemhchkelt von einem
Energieniveau Ei(o) in ein Energieintervall der Breite AE = (E — AE JE+ A ) d.h. E(O € AE. Wir
bezeichnen die Menge der Quantenzahlen mit f = (F, «) und das AE entsprechende Intervall mit Af.
Wegen (12.78) kénnen wir die Zustidnde im Intervall AE durch eine Zustandsdichte g, (E) charakteri-
sieren. Dann ergibt sich die Ubergangswahrscheinlichkeit in das Intervall A f durch Aufsummieren aller
Beitrége der Form (12.75), gewichtet mit dieser Dichte:

B—)Af(t) = / df N 1_>f / da/ dF Qa z—>f( ) (1280)
Af Aa AFE

Bemerkungen 12.11

Solange die Energiezustinde zwar sehr dicht aber diskret liegen, miissten wir eigentlich eine Summe
schreiben. Von mathematischen Feinheiten abstrahierend, schlieffen wir aber den Fall des echt kontinu-
ierlichen Spektrums mit ein. Dann sind die |¢; ) natiirlich verallgemeinerte Eigenvektoren. Werden sie
wie iiblich normiert, (¢y|p ) = ﬁ O(f — f'), dann ist der Projektor auf das Intervall Af gegeben
durch:

Pay = /A (AT 1) N ] = /A do /A A [00) 0alE) (Wl

Setzen wir (12.75) in (12.80) ein, so erhalten wir mit F=£- EZ-(O):

E+4F sin? g;,f
Poas® /Ada/ B (el V60 F 0l >().

Ist AE hinreichend klein, so kénnen wir annehmen, daB g,(-) und (4. 4| V |); ) als Funktionen von E
ndherungsweise konstant sind. Dies liefert:

E+4F sin” git
Pl = [ doa(®)wpal VIv) P [ aE ()

AE E 2
oz 2

(12.81)

Wir substituieren u = o= (E' — El-(o)), bezeichnen

AE -2 (E't t (@0 _AE .
I /E+ C AR St (2h) 2t/2ﬁ(E B 2)d sin”
= —_— . = — U
—\ 2 0 2
ssr L (B) T M a(esrean) T
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und bemerken, dafl der Integrand von I wegen (12.78) bzw. (12.79) im Intervall AE stark oszilliert. Es
sind nun zwei Félle zu unterscheiden:

a) Der zentrale Peak des Integranden liegt nicht im Intervall AE. Dann ist u # 0, d.h. die Energie
bleibt nicht erhalten und es gilt:

t ©), AE
]h or (BB, 7+ 57) .
I~ — .~z /, © an du sin“w.
£ (E_ E! )) (BB - AF)

Der Mittelwert von sin® u iiber das Intervall [0,27] ist 2 und das Integral liuft iiber das Intervall
tAE > 2. Also gilt
2AFE

I ——,
(B-E")

und damit

V2 oulE), E#EY. (12.82)

pY (t) ~ _2AE da [(
l—)Af (E E(O))2 Aa

b) Der zentrale Peak liege im Intervall AE. Dann dominieren dessen Beitrige im Integral und wir
konnen die Integrationsgrenzen in I auf (—oo, +00) ausdehnen. Das sich ergebende Integral berech-
net man exakt mit Hilfe des Residuensatzes:

2t oo sin? +°° sin2 gt 1
(%)
Wir erhalten 2
Tt
PO =T [ da (g0 |V 100) P oa(E). (12:83)

Wegen (12.78) dominiert der Beitrag von (12.83) den Beitrag von (12.82) deutlich. Wir kénnen also, fiir
das Zeitintervall aus (12.79), eine Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit (und pro Einheitsintervall
von «) definieren:

2
o _ 4 So
Wisa = dtdapz%Af .

Setzen wir (12.83) ein, so erhalten wir Fermis Goldene Regel:

(1 _2m

0
Wisa = B ‘< E(U) |V |’(/)z> ‘ (x( ( )) ’E;O):Ego) . (1284)

Bemerkungen 12.12
i) Man schreibt Formel (12.84) oft etwas formaler als

27 ~
1 0 0
wh = W |V 1) 25(B" — B, (12.85)
Diese Formel ist so zu verstehen, daffl man mit der Energiedichte der Endzusténde zu multiplizieren
und {iber die Energie zu integrieren hat. Genauso kann natiirlich die Energie des Anfangszustandes
verwischt sein, dann haben wir es mit zwei Zustandsdichten zu tun, die nicht unbedingt gleich sein
miissen.
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ii) Entsprechend der eingangs gefiihrten Diskussion muss natiirlich auch

W t<1

i—
erfiillt sein, ansonsten kénnen wir uns nicht auf die 1. Ordnung der Stérungstheorie beschrénken.

ili) Solange obige Bedingungen erfiillt sind, ist die Zerfallsrate eines Ensembles von N(0) Quantensy-
stemen, alle prapariert im Zustand ); , konstant:

AN(t)
N —T,dt,
also
N(t) = N(0) exp ( F;:) ; (12.86)

wobei Lt ~ [da w!) | die Breite des Zustandes [1); ) charakterisiert.

iv) Die Entwicklung einer mathematisch strengen Theorie der Resonanzen ist ein sehr schwieriges
Gebiet der Funktionalanalysis bzw. der Mathematischen Physik. Wir verweisen auf Reed/Simon
Teil IV, Abschnitt XII.6 und auf neuere Resultate in V. Bach, J. Frohlich, I.M. Sigal, Commun.
Math. Phys. 207 (2), 1999, 3985-4060

12.5.2 Adiabatische Stoérungen

Wir zeigen, dafl Fermis Goldene Regel auch gilt, wenn wir die Stérung adiabatisch einschalten, d.h. wir
betrachten

Hi(t) = etV .

Wir nehmen an, es gelte 0 < ¢ < 1, d.h. die Stérung wird ganz langsam eingeschaltet. Wir nehmen
auflerdem an, daf§ der Anfangszustand |¢; ) in der fernen Vergangenheit prépariert wurde, wo die Stérung
vernachléssigbar klein war. Die Ubergangswahrscheinlichkeit ist dann nach (12.71):

2 t 2
1 _ Vil wpitr ety 2 _ |Vpil” exp(2et)
Pi—>f = 2 | . dty e@fitt g1 | =3 w}%i npo (12.87)
Wir haben also das in Abbildung 12.7 gezeigte Verhalten der Ubergangswahrscheinlichkeit als Funktion
von 241
€
Z0)
T [Vii |2 %
&g
4 3 2 4 0o 1 2 3 4 wyi

Abbildung 12.7: Die Ubergangswahrscheinlichkeit bei adiabatischer Stérung
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Analog zu (12.81) erhalten wir:

o) 2 BRI exp(2¢t)
PiHAf(t) = da |<¢E,Q|V|wl> I” 0a(E) dE 2 .
Aa E-AE (E' _ E@)) + (he)?

Die zu AE > @ analoge Forderung lautet hier
AE > he

und wir erhalten wieder dominierende Beitridge fiir den Fall, dafl das Maximum des Integranden im
Intervall AFE liegt. Das Resultat ist

m
P aa(t) = > /A da (6o |V i) 2 e (ES) (12.88)

Fiir ¢ — 0 ergibt sich exakt Fermis Goldene Regel.

12.5.3 Periodische Storungen
Aus physikalischer Sicht sind periodische Stérungen sehr interessant. Wir betrachten
Hy(t) = [Ve Wt 4 yieiwt] et
also eine periodische Storung mit der Periode w, die adiabatisch eingeschaltet wird. Wieder unter Ver-
wendung von (12.71) haben wir:
2

1 ¢ . . . o
P;i))f(t) _ ﬁ / das |:Vf1 el(WfifuJ71€)t + Vsz el(wfrkwfle)t :|

e WaP VAP
R\ (wp—w)?2+e?  (wp +w)?+e?

+ Interferenzterme) . (12.89)

Da |Vy; | = |VfTZ| und € < |wy; | gilt, zeigt rY (t) die in Abb. 12.8 dargestellte Abhéngigkeit von der

i—f
Periode w.

4|Vfi ‘2 e2st
h2 (w2+52)

: : ; : :
—w 0 +w Wi

Abbildung 12.8: Die Ubergangswahrscheinlichkeit bei einer periodischen Stérung

Fiir € < |wy; | sind also nur die Beitrége bei wy; = w relevant, d.h.:

EY = B + hw+ O(he) . (12.90)
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Gilt EJ(,O) = Ei(o) + hw, so absorbiert das System die Energie fuw von einer dufleren Quelle. Fiir EJ(CO) =

EZ.(O) — hw emittiert das System die Energie hw.
Falls der Ubergang zu einem Zustand im kontinuierlichen Spektrum erfolgt, dann liefert eine analoge
Diskussion wie oben:

+oo
exp(2¢t
PA0) = [ da g JV 1) P eal ) [ ar EN_— 2
Aa o —c0 (E/ _ E_(O) _ hw) + K22
wobei weiter B\ = Efo) + hw gilt. (Dabei wurden die Interferenzterme vernachlissigt und wieder

€ < |wy; | verwendet.) Damit ergibt sich Fermis Goldene Regel fiir den Fall periodischer Stérungen:

1 2w 0
e = g o[V 100) PoalE) . (12.92)

(0) _ (0
Ef)_Ei )t hw

12.5.4 Storung eines Atoms durch eine ebene Lichtwelle. Auswahlregeln

Wir betrachten ein Atom mit Z Elektronen im #ufleren elektromagnetischen Feld'?, beschrieben durch
das Vektorpotential /T(f, t) in Coulombeichung, d.h. VA = 0 und A° = 0. Im néchsten Abschnitt
wird gezeigt, dafl sich der folgendene Hamiltonian als nichtrelativistischer Grenzfall der relativistischen
Dirac—Theorie ergibt :

= sz( i) — e ATyt ) +VC—Z Sy By 1) (12.93)

Dabei bezeichnet Vi die Coulombwechselwirkung der Elektronen mit dem Kern und die Wechselwirkung
zwischen den Elektronen. Um die Stérungstheorie anwenden zu kénnen, unterstellen wir, d_{iﬁ das elek-
tromagnetische Feld hinreichend schwach ist. Dann kénnen wir den quadratischen Term e?A? weglassen
und unter Verwendung der Coulombeichung ergibt sich
H =Hy+ H(t),

mit

. K2

Hy = —ZfA()-i-VC

i=1

z
e - ~ - -
H=- (A*i, i) + Sy (v An,t)). 12.94
)= = 3 (A5 x Al ) (12,94
Sei das duBere Feld (einer zundchst monochromatischen, ebenen Welle) durch das Potential
Ty O 7
A(Z,t) = ;; € cos (wt k x)
gegeben. Dabei ist £ der Polarisationsvektor und k der Wellenvektor, mit [€] =1, w=kec, k= \12| . Der

Koeffizient a = a(w) ist fiir den Fall einer monochromatischen Welle konstant. Aus der Coulombeichung
folgt

£ k=0.
Wir berechnen das zugehorige elektromagnetische Feld:
. o - .
E@t)=—-——A=~¢acsin(wt — k- )

B(Z,t)=VxA=-

10Wir arbeiten im weiteren konsequent im SI- System
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Damit ergibt sich:

Hi(t)=— % Z {5 - P cos (wt —k f(z')) - gé(z) (5>< E) sin (wt _ ]}’.f(i))}
eaclzlz . A . -
T 2mw ; {5 ﬁ(l) - Z 6(1) (gX k‘) } e kT glwt

z 4
cac - A I I LiReE eac o (- ho— o e
V:—2mw2{€'p(i)+2ia(i)-<6><k)}e (1):_Qmwz_;g'{p(i)_'_%kxa(i)}e @

i=1 i=
(12.95)
Wir erhalten also fiir einen Ubergang zwischen diskreten Energieniveaus El-(o) und E§c0):
2 2 2 2
(1) _ 2w e‘a“c zZ e L s B~ s
i f = ﬁ 74m2 oz <77[;f ’ Zj:1 e G g (p(j) —+ 5 k x 03j) 1/% (5(&) — wif) . (1296)

Ein zusétzlicher Faktor 4 kommt aus der Umrechnung von 6(E — Ejf) in 6(w — w;y) hinzu.
Wir gehen nun zu einer realistischeren Beschreibung der einfallenden Welle iiber.

i) Das Strahlungsfeld wird eine Uberlagerung mehrerer Frequenzen enthalten, iiber die zu integrieren
ist ''. Unter Verwendung der mittleren Energiedichte des Strahlungsfeldes,

1t Y a?(w) e 2
erhilt man nach Integration von (12.96) iiber w
W) = Clwip) |E- € 2 (12.98)

i—f if) 1€ Sif | .

mit
Clwif) = ————e(wif)

T o2 m? w; &

und

= Z o SEkE (2 o o
gif =€ <’(/}f‘ Z]Zl elk T(j) ( (]) +5k‘ X U(])) ”(/Jz> .

ii) In realistischen Situationen wird die einfallende Welle nicht polarisiert sein. Wir mitteln deshalb
iiber die Polarisationen: Die Polarisationsvektoren'? in der Ebene senkrecht zu k seien (€,), o =
1,2. Es gilt:

o @3 =003, @Eu-k=0.

HEigentlich sind die Integrale iiber die Frequenzen von vornherein — auf dem Niveau des elektromagnetischen Potentials
— zu beriicksichtigen, aber im vorliegenden Falle fiihrt unsere etwas vereinfachte Vorgehensweise zum gleichen Resultat

12wir rechnen mit reellen Polarisationsvektoren, also mit linearen Polarisationen. Véllig analog behandelt man elliptische
Polarisationen, fiir die diese Vektoren komplex sind.
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Mit der Bezeichnung éf = ed haben wir wfl_zf = e2C(w)|Z-d|? . Bei der Mittelung iiber die zwei

Polarisationen ist nun |£- d|? zu ersetzen durch

2 3 1 . .
2:: ZZ: T R e

w\»—*

1 2
3 2 lead

wobei
ki k;

verwendet wurde. Schliellich nehmen wir an, daf alle Einfallsrichtungen auftreten kénnen. Dann
haben wir noch iiber alle Raumwinkel im Impulsraum zu mitteln. Das Ergebnis dieser beiden

Mittelungen lautet:

1 C(wZ ) . . . . . . Lk
wz(lf = 787Tf /dQ §if 'fif - ( k2 (12'99)

Wir diskutieren (12.99) in niedrigster Ordnung:

(i) %; und 9y sind nichtverschwindend fiir Abstdnde von der GréBenordnung des Atomdurchmessers,
R ~ 1078 em . Die Wellenliinge des absorbierten (oder emittierten) Lichtes ist A ~ 1075 e¢m, d.h.:

eiFZ6) ist auf dieser Skala sehr langsam verdnderlich und kann deshalb in niedrigster Ndherung gleich
1 gesetzt werden. (In der Reihenentwicklung von e*() treten nach 1 immer hohere Potenzen von
k%) ~ 2 R~1073 auf.
() ~ % R~ 107" auf)

(ii) Das Verhéltnis der elektrischen und magnetischen Terme ist

Wl Lk x &) hk 2nR .
NT:7N10 .
(sl Dlebi) R A

In niedrigster Ndaherung kénnen die magnetischen Beitrége also vernachlédssigt werden.

).

zZ ) . 7z
Y=t [ L)

Mit diesen Ndherungen ergibt sich fiir g £

= (0] X

und mit

erhalten wir

wi> : (12.100)

oD . Z
Offensichtlich ist erZ:l i'(j) das elektrische Dipolmoment des Elektronensystems. Durch Ein-
setzen von (12.100) in die Gleichung (12.99) erhalten wir die folgende gemittelte Ubergangsrate in der
Dipolniherung;:

1(]10) = 7'2]06(&%]”) §/d§2 <5ij - kzj) ( 5‘)1( i[J)”)j ’

eh?m?w
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1 kik; 1
E/dﬂ =50

™
hQ €0

Verwenden wir noch die Identitat

so ergibt sich:

(1) _
W =

e(wir) €7 - €57 (12.101)

W =

Bemerkungen 12.13
(i) Die Energiedichte o der Endzusténde in der Goldenen Regel ist also hier durch die Energiedichte
des elektromagnetischen Strahlungsfeldes gegeben. Liegt zum Anfangszeitpunkt Gleichgewicht des
elektromagnetischen Feldes mit einem schwarzen Strahler der Temperatur 7' vor, so kann man
e(w;r) aus dem Planckschen Gesetz einsetzen:

hw? 1
— f
e(wir) = 723 ohwis /KT _ 1"

(ii) Verwenden wir, wie in Abschnitt 12.2.3, Anfangs— bzw. Endzustéinde der Form [{\;}, L, S, J, J3)
und bilden den irreduziblen Tensoroperator 1. Stufe

~ 1 V4 (i N
T = -7 > (xgw img))
Ty=3 25

so liefert das Wigner-Eckart-Theorem
<{>‘;}’L\’S\’J\5J§|qu |{)‘i}7L7S7 J, J3> = <J\’J§|17Q7 J, J3> <{)‘;}7L\7S\HT1 H{)‘i}7Lvs>

folgende Auswahlregeln'3:

1

) AJs =0, +1
i) AJ=0,+1
)
)

iii) Der Ubergang J =0 — J' = 0 ist verboten.

iv) Anfangs— und Endzustédnde miissen verschiedene Paritdt haben, da sie Eigenzustinde des

Paritétsoperators sind und Dipoloperatoren bei Spiegelung ihr Vorzeichen &ndern.
Vernachléssigt man die Spin-Bahn-Kopplung, so ergeben sich zusétzlich folgende Regeln:

v) AS=0
vi) AL =0,£1

13vgl. Hausaufgabe Nr. 13



Kapitel 13

Relativistische Quantenmechanik

13.1 Spezielle Relativitidtstheorie

Wir erinnern an Einsteins spezielles Relativitidtsprinzip: Die Gesetze der Mechanik und der Elek-
trodynamik sind unabhéngig von der Wahl des Inertialsystems.

Postuliert man dieses Prinzip und verwendet man, dafl die Lichtgeschwindigkeit in allen Inertialsyste-
men gleich ist, so ergibt sich als Modell der Raumzeit der Minkowskiraum (M, g). Dabei ist M
ein 4-dimensionaler Vektorraum und g ist eine pseudo—euklidische Metrik, also ein 2-fach kovarianter
symmetrischer Tensor

Mx M3 (u,v) = g(u,v) €R

der Signatur (+, —, —, —). In der Standardbasis {e,} von M ist g = g,, e"* @, e’* , mit
1 0
—1
Guv = 1
0 -1

Dabei bezeichnet {e/*} die zu {e,} duale Basis. Fiir beliebige Vektoren u,v € M gilt

3

g(u,v) = gutv” = u? — Zukvk ,
k=1
mit u = u* e und v = v” e, . Offensichtlich kann man g auch als Abbildung von M in den Dualraum

auffassen, g : M — M* . Da g als Bilinearform nicht ausgeartet ist, ist dies ein Isomorphismus, der jedem
Vektor u einen Kovektor zuordnet. In Koordinaten gilt

=z, = gt

und man sagt, der Index von z wurde mit der Metrik gesenkt. Der zu obigem Isomorphismus inverse

Operator g~ : M* — M ist in der Basis gegeben durch ¢g~! = g"” e, ®, e, und dient zum Heben von
Indizes:

x, = =g, .
Wegen gog~! = id gilt natiirlich 99’ = 69, . Als Matrix ist g*” also identisch mit g,,,, . Der fundamen-

tale Unterschied zur Euklidischen Metrik besteht nun darin, daf§ ein Vektor der Lénge Null im Sinne von
g keineswegs verschwinden muf. Die Gleichung g(u,u) = 0 ist die invariante Bedingung dafiir, dafl durch
den Vektor u# = (c At, Az*) verkniipfte Ereignisse durch ein Lichtsignal verbunden sind. Wir haben die
folgenden Klassen von Vektoren in M:

>0 u — zeitartig
g(u,u) ¢ =0 u — lichtartig
<0 u — raumartig.

109
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Ist ein Punkt P im Minkowskiraum fixiert, so bilden die von P ausgehenden lichtartigen Vektoren (auch
Nullvektoren genannt) den Lichtkegel in P. Wihlt man noch eine Zeitrichtung, so ergibt sich die in
Abbildung 13.1 dargestellte Kausalstruktur der Minkowski-Raumzeit.

Zukunft

akausales Gebiet P

T Zeitrichtung

Vergangenheit

Abbildung 13.1: Kausalstruktur der Minkowski-Raumzeit

Wir erinnern an die Transformationsgruppe, die g invariant 148t: Dabei beschrinken wir uns auf
homogene (lineare) Transformationen,

Msz—a2' =Are M.

Aus der Invarianzforderung
9(Au, Av) = g(u, v),

fir alle u,v € M, folgt sofort
ATgA=yg.

In Koordinatenschreibweise ist die Transformation gegeben durch z# — z'* = A*, ¥ und wir erhalten
G Mo N o = Gor - (13.1)

Die durch diese Bedingung definierte Gruppe heiit Lorentzgruppe und wird mit L bezeichnet. Da
det g = —1 ist, gilt (det A)? =1, d.h. det A = 1. AuBerdem folgt aus (13.1) fiir o = k = 0:

3
(A%)* — Z (Aj0)2 =1,

d.h.: entweder A%y > 1 oder A% < —1. Damit zerfillt die Lorentzgruppe in mehrere Zusammenhangs-
komponenten. Von besonderer Bedeutung ist die Gruppe der eigentlichen, orthochronen Lorentz-
transformationen, definiert durch

Ll ={AeL: detA=1, A% >1}~50,(31). (13.2)

Die explizite Gestalt von A*, fiir einen Lorentz—Boost mit Geschwindigkeit v in z'-Richtung ist

1 __ B
\/1-52 V1-52
__ B 1

o= O O

AP, = 1-p2 V1-82 , B=-,
0 0
0 0
also
ot — 1 B 1 n 1 2 g2 B = B
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Wir erinnern an die Formulierung der Maxwell-Theorie in dieser Sprache. Die Maxwellschen Glei-
chungen haben (im SI-System) die folgende Form:

. OB .
VxE+-—=0, VB=0
X +8t ) b
L 9D . .
H- =" =7 D=
V X = \Y% 0

Hinzu kommen Materialgleichungen, die im einfachsten Falle durch
5:€€0E, ézuuoﬁ

gegeben sind. Dabei gilt oo = 1/c?. Berechnet man, unter Verwendung des speziellen Relativititsprin-
zips, die (Lorentz—)Transformationsgesetze der Felder, so wird die Definition der folgenden relativistischen
(Lorentz—kovarianten) Felder nahegelegt:

0 %EI %Ey %EZ 0 ‘D, c¢Dy cD,
m —%Ey Bz 0 —BI ’ we _CDy Hz 0 _Ha:
g, -B, B, 0 —cD, —-H, H, 0

Dies sind antisymmetrische, kovariante Tensoren zweiter Ordnung, f,, heifit Feldstirketensor und h,,
Erregungstensor. Wir definieren den Stromdichtevierervektor durch

= (CQ, 5’) .

Die Transformationsgesetze dieser Felder unter Lorentz—Transformationen lauten:
f/HU:A#QAUngﬁv j/#:Afijyy

h* transformiert sich genauso wie f*¥. Man erhilt die folgende, explizit Lorentz—kovariante Form der
Maxwellschen Gleichungen:

aufy)\ + 8l/fku + a)\f;u/ =0 (133)

O =jv. (13.4)
Aus (13.3) folgt die Existenz des elektromagnetischen Potentials A,, mit f,, = 0,4, — 0,4, . Mit
At = <A07/T) = (%,/_1') gilt

—

EzJM—%A7§:VxX

Offensichtlich ist f,, invariant unter Eichtransformationen, A4, — Aul = A, + 0.\, wobei X eine
beliebige Funktion auf M ist. Zur Eichfixierung wird meist die Lorentzeichung

0, A" =0 (13.5)
gewdhlt. Auf einer Hyperebene ¢ = const kann man die Coulombeichung
divA =0
auferlegen. Dann wird A° durch die Dynamik der Ladungen und Stréme bestimmt. Im Vakuum gilt
fuv = po by und damit kann man (13.4) mit Hilfe des Potentials aufschreiben:
1

(0 A = 0 (0, 4) = .
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Unter Verwendung der Lorentzeichung ergibt sich
OAY = po j”, (13.6)

wobei

19?2 S92 102
DEaual:g@—Z
k=1

ok 2o

den d’Alembert-Operator bezeichnet. Dies ist eine inhomogene Wellengleichung.
Schliellich erinnern wir noch an die Gestalt der Hamiltonfunktion fiir ein geladenes Teilchen im elektro-
magnetischen Feld:

N2
H:ecA0+\/02 (ﬁ—eA) +m2ct. (13.7)

13.2 Die Klein—Gordon—Gleichung

Im Jahre 1926 schlug eine ganze Reihe von Autoren (Schrédinger, Gordon, Fock, Klein, Kudar, de Donder,
Van Dungen) eine relativistische Wellengleichung vor, die heute als Klein—-Gordon-Gleichung bekannt
ist. Diese kann man folgendermaflen nahelegen: Fiir ein freies relativistisches Teilchen gilt:

E? = 2p? + m2ct. (13.8)

Wir setzen die Quantisierungsvorschriften F = ih0d; und p = —iiV ein und wirken mit dem so entste-
henden Operator auf die Wellenfunktion ¢:

—h20}p = —h2E NG+ mPcte.

Division durch #%c? liefert die Klein—Gordon—Gleichung:
me\ 2 .
(D + (7) ) S(7,1) =0. (13.9)

Bemerkungen 13.1
(i) Wir nehmen an, daf§ ¢ ein Lorentz—Skalar ist, d.h. die Darstellung der Lorentzgruppe im Raum der
Wellenfunktionen ist

(D(A)@) () = p(A™"z), AeLl.

Damit beschreibt ¢ ein freies relativistisches Spin—0—Teilchen. In Abhéngigkeit davon, ob ¢ komplex
oder reell gewihlt wird, beschreibt es ein Teilchen mit oder ohne Ladung, (darauf kommen wir noch
zuriick). Nun gilt mit ' = Az und ¢’ = D(A)¢:

und damit ist Gleichung (13.9) offenbar relativistisch—invariant.

(ii) Wir fragen uns, ob eine zur nichtrelativistischen Theorie analoge Wahrscheinlichkeitsinterpreta-
tion der Wellenfunktion existiert: Dazu multiplizieren wir (13.9) von links mit ¢* und die komplex
konjugierte Gleichung von links mit ¢ und bilden die Differenz. Dies liefert

¢*Uo —olp* =0,

also

0670”6 — 40" 9") = 0.



13.2. DIE KLEIN-GORDON-GLEICHUNG 113

Dies ist natiirlich die Kontinuitéitsgleichung fiir den erhaltenen Strom

ih
I = G (670" — 909",

(Die Konstante wurde so festgelegt, daf im nichtrelativistischen Grenzfall der richtige Strom heraus-

kommt.) Fiir zeitliche und riumliche Komponenten erhalten wir mit 2° = ¢t und V = % = ok
= ih * *
Q(xat) = 29, 2 (¢ 8t¢ - (at(b )(b)
- h
(Z,t) = — (¢* — V) . 13.1
J@0) = 5 (6" Vo — (V6)o) (13.10)

Wir sehen, dafl ¢ ist nicht positiv definit ist: Sei ¢ eine Losung zu den Anfangsbedingungen
(¢(Z,0), 0:¢(Z,0)). Dann liefern die Anfangsbedingungen (¢*(&,0), 0:¢*(Z,0)) die Losung ¢* und
diese ergibt ¢ mit umgekehrtem Vorzeichen. Wir folgern, dafl ¢ im allgemeinen nicht als Wahr-
scheinlichkeitsdichte interpretiert werden kann.

ii) Wir suchen Lésungen von (13.9) in der Klasse der ebenen Wellen: also ¢(%,t) = exp(—+(Et —
pZ)) . In relativistisch invarianter Schreibweise ergibt sich:

i
Oz, 1) = exp(— 1 p,*)
und Einsetzen in (13.9) liefert:

2
pupt — (%) =0,

¥ =/ + m2c2. (13.11)

Es existieren also Losungen mit negativer Energie.

also

Durch diese Beobachtungen war die Klein—-Gordon—Gleichung zunéchst in Miflkredit geraten, bis Pauli
und Weikopf 1934 vorschlugen, e j* als elektromagnetischen Stromdichtevierervektor und folglich o
als elektrische Ladungsdichte zu interpretieren. Dann beschreibt 0,j* = 0 Ladungserhaltung, anstelle
von Wahrscheinlichkeitserhaltung. Verfolgt man diesen Zugang konsequent, so wird man zwangslaufig zu
einer Vielteilchentheorie, also zur Quantenfeldtheorie gefiihrt. In diesem Rahmen ist (13.9) als klassische
Feldgleichung zu interpretieren, die der 2. Quantisierung unterworfen wird. Wir kommen in den letzten
beiden Abschnitten dieses Kapitels auf dieses Konzept zuriick.

Zunichst zeigen wir aber, daf§ man fiir das freie Klein—Gordon—Teilchen eine konsistente 1-Teilchentheorie
aufbauen kann: Sei ein Teilchen zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Zustand mit positiver Energie F =
+cy/p? + m2c2. Falls keine Wechselwirkung stattfindet, bleibt das Teilchen in diesem Energiezustand,
d.h. wir haben einen stationéren Zustand

o(x,t) = exp(—%Et) u(Z).

Finsetzen in g liefert:

E *
0=—>uu >0.
mc

Als quantenmechanischen Zustandsraum wéhlen wir den Raum der Losungen von (13.9) mit positiver
Energie. Um diesen genauer zu charakterisieren, gehen wir zur Fourierdarstellung tiber:

a) = yare [ Ak ).



KAPITEL 13. RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK
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(13.12)

wobei kx = k, 2" bezeichnet wurde. Einsetzen dieser Darstellung in (13.9) liefert
=0,
d.h., die Fouriertransformierte ¢(k) muf eine Distribution mit Tréiger auf der Fliche k% — (m ¢/h)? = 0

(- (32))

m C) 2)
— p(k).
)2 beschreibt einen zweischali-

_ (mc

(k’”k“ a ( h

(k) = 5
h

(

sein:
Dabei ist ¢ eine beliebige Funktion von k. Die Gleichung k2
gen Hyperboloiden in der Minkowski-Raumzeit. Die obere Massenschale I' | dieses Hyperboloiden
entspricht Losungen mit positiver Energie. Diese konnen wir folgendermafien darstellen:
1 o
/d‘*ké (k* —m?) O(k%)¢(k)e'* .

) =
o) = 5o
Mit
1 - -
§ (k* —m?) = 370 {5 (ko— \/k2+m2> +0 <k0+ \/k2+m2>}
ergibt sich
_ —~ eFT (k) , 13.13
o) = g |, g0 @0 (13.13)
&’k oin Lorentz invariantes Ma$ auf der oberen Massenschale.
(13.14)

mit k0 = 1/ 152 + m?2. Wir erhalten mit
definiert als X
d*k
_ 72
H - L (F+7 %0) 3
VR k), kO =\/k2+m2. (13.15)

mit dem Lorentz-invarianten Skalarprodukt
A3k

2K0
Der 1-Teilchenhilbertraum fiir freie relativistische Klein—Gordon—Teilchen mit positiver Energie wird

L 20

)= [

Die geometrischen Verhéltnisse sind in Abbildung 13.2 dargestellt.
klassischen Hamiltonfunktion legt die folgende Modifizierung der Klein—-Gordon—Gleichung nahe:

Wir betrachten nun ein geladenes Teilchen im dufleren elektromagnetischen Feld. Die Gestalt (13.7) der
N2
(ih0; — ecAg)” ¢ = c* (—ihV — eA) d+micto,

2
*> +m2}¢:0.

also
1 iec 2 ie
2 6t+?A0 — V—%A
mc\ 2
—) ) ¢ =0, (13.16)

Dies ergibt:
(e
ie

D,u¢ = <alt + hA/L> ¢

wobei
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k0

N

KO = +Vk2 +m2

B0 = —VE2 +m2

/I

Abbildung 13.2: Lichtkegel sowie obere und untere Massenschale in der Minkowksi-Raumzeit

die kovariante Ableitung von ¢ beziiglich des Eichpotentials A,, bezeichnet. Man sagt, die kovariante
Ableitung liefere die minimale Kopplung von Eichfeld und Materiefeld. Dies ist ein universelles Prinzip
in der Eichfeldtheorie. Im vorliegenden Falle erhalten wir die folgende Kontinuitdtsgleichung:

Ou(¢”™ D"¢ — ¢ (DH¢)") =0,

also
i -
o= Q;nc(¢*D0¢ o (ng)*) ¢) = 27711 ) (ﬁb*atéb - (5t¢*) ¢) — %Aoqﬁ*d)
und .
J=5-(0"Vo—(V)'9).

Bemerkungen 13.2
(i) Eine konsistente 1-Teilchen-Interpretation ist selbst fiir ein zeitunabhéngiges dufleres Feld A,, hier
nicht moglich: Fiir eine stationédre Losung der Form ¢(&,t) = u(Z) exp (—%Et) ergibt sich

*

E — ecAp
—u

T T e
Diese Grofle kann fiir positive F negativ werden.

(ii) Seien Ag = 0 und A = A(Z). Wir betrachten eine Losung fiir ein Teilchen mit Ladung e mit
positiver Energie,

N2

ihoy (e, +) = \/m204 + 2 (—ihV - eA) o(e,+)

und mit negativer Energie:

N2

iho: ple,—) = —\/mgc4 +c? (—ihV - eA) ole,—).

Wenn wir die Losung mit negativer Energie komplex konjugieren, erhalten wir

N2

ihoy ¢*(e,—) = —|—\/m204 + c? (—|—ihV - eA) o (e,—). (13.17)
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Offenbar beschreibt diese Gleichung eine Losung fiir ein Teilchen mit positiver Energie und einer
Ladung —e, d.h.:

¢*<€) _) = C(b(_ea +) .
Wir erhalten durch Ladungskonjugation das Antiteilchen zum Teilchen beschrieben durch ¢.

Auch diese Bemerkung deutet darauf hin, dafl eine 1— Teilcheninterpretation problematisch ist.
Zusammen mit einem Teilchen haben wir auch dessen Antiteilchen in der Theorie.

13.3 Die Dirac-Gleichung

Zur Nahelegung der Dirac—Gleichung (Dirac 1928) formulieren wir folgende, aus der Sicht der letzten
Abschnitte natiirliche Forderungen:

1. Man vermeide negative Wahrscheinlichkeitsdichten. Es sollten also keine zeitlichen Ableitungen in
o auftauchen. d.h. die gesuchte Gleichung sollte linear in der Zeitableitung sein.

2. Die Gleichung sollte relativistisch invariant sein, also sollten auch die rdumlichen Ableitungen linear
auftreten.

3. Wegen des Superpositionsprinzips sollte die Gleichung linear sein.

4. Fiir ein freies Teilchen sollte die relativistische Energie-Impuls-Relation erfiillt sein, d.h. die Wel-
lenfunktion sollte die Klein—-Gordon-Gleichung (13.9) erfiillen.

Wir bezeichnen P, = id,, und m = "¢, Dann hat (13.9) die Form:
(=P.P* +m?) (z) =0.

Um zu einer in den Ableitungen linearen Gleichung zu kommen, “ziehen wir die Wurzel” aus dieser
Gleichung im folgenden Sinne. Wir zerlegen

P,P* —m® = (P —m)(P +m)

und suchen P als Linearkombination der P,’s, P = P,,~* . Dies liefert P,P* = P,P,v"~", also
v 1 v v
PuPy, g =5 Puby ("9 +9"9")

denn der antisymmetrische Anteil von v#~* verschwindet bei Verjiingung mit dem symmetrischen Tensor
P, P,. Wir erhalten also
YA At =29 (13.18)

Dies ist die definierende Relation einer Clifford-Algebra. Fiir y # v miissen die v* anti-kommutieren.
Sie konnen als keine Zahlen sein. Wir werden im folgenden Realisierungen dieser Algebra kennenlernen.
Wir erhalten also

P,P* —m? = (iy"0,, +m)(iy" 0, — m)

und damit (O + m?)y = 0 erfiillt ist, mufl entweder

(i7"8,, + m) (x) = 0 (13.19)
oder

(iv"0, —m)Y(z) =0 (13.20)

gelten. Wir zeigen im weiteren, dafl diese beiden Gleichungen &quivalent sind, dafl die y* durch 4 x 4—
Matrizen realisiert werden und daf§ ¢ eine natiirliche Darstellung (Spinordarstellung) der universellen
Uberlagerungsgruppe der Lorentzgruppe triigt. Desweiteren wird sich zeigen, daf durch diese Gleichungen
Teilchen mit Spin % beschrieben werden.
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13.3.1 Die Clifford—Algebra der y-Matrizen

Wir diskutieren nur die elementaren, fiir das Weitere notwendigen Sachverhalte und verweisen auf die
mathematische Spezialliteratur!

Sei V ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum mit einer nicht-ausgearteten symmetrischen Bilinear-
form g und sei {e;}?_; eine Basis in V. Die reelle Cliffordalgebra CI(V, g) von (V, g) ist eine assoziative
Algebra mit 1, multiplikativ erzeugt durch die Vektoren ey, ..., e, mit den Relationen

ei-ej+ej-e;=2g(e;e;). (13.21)

Bemerkungen 13.3
i) Man zeigt, daf diese Definition unabhéngig von der Wahl der Basis ist. Die abstrakte Definition
der Cliffordalgebra lautet
Cl(V,g9) :=T(V)/1,(V), (13.22)

wobei -
TV =RV
r=0

die kontravariante Tensoralgebra iiber V' und I,(V) das durch die Elemente der Gestalt {v ® v —
g(v,v)1} erzeugte zweiseitige Ideal ist.

ii) Die Zy-Graduierung
oo 2k oo 2k+1

T-BRY. TRV

induziert eine Zy-Graduierung der Clifford-Algebra. Sei w: T(V) — CI(V, g) die natiirliche Projek-
tion und C1*(V,g) = n(T+), Cl=(V,g) = (T ). Dann gilt

Cl(V,g) =Cl"(V.g) ®CL" (V. g) .

iv) Offenbar bilden 1 und die Elemente ¢;, -...-¢;, mit 1 <k <m ,1 <4 <...< i <n aufgrund
von Gleichung (13.21) eine Basis in Ci(V,g). Daraus ergibt sich dim Cl(V,g) = 2". Auflerdem
folgt, dafl die Abbildung 1+ 1, €;, -+ - €, > ey N+ Ae;, einen Vektorraum-Isomorphismus von
Cl(V, g) auf die d&uflere Algebra A(V*) des Vektorraumes V liefert.

Wir betrachten die Komplexifizierung C1(V, g)® der reellen Algebra CI(V,g). Dies ist die komplexe
assoziative Algebra, die man erhilt, wenn man das Tensorprodukt Ci(V, g) ® C von reellen Algebren mit
der skalaren Multiplikation z(z ® w) := 2 ® zw, z € C, versieht. Bezeichne M(I,C) die assoziative
Algebra der komplexen (I x [)-Matrizen. Man beweist die folgenden Isomorphismen:

ClU(V,g)¢ = M(2%,C) fir dimV =2k, (13.23)
CUV,g)¢ = M(2*F,C)® M(2%,0), fir dimV =2k +1. (13.24)

Im uns interessierenden Beispiel des Minkowski-Raumes (M, g) gilt dim M = 4, also k = 2, und folg-
lich ist die komplexifizierte Clifford-Algebra C1(M, ¢)¢ des Minkowskiraumes isomorph zur Algebra der
komplexen 4 x 4-Matrizen,

ClUM, g)® = M(4,0C). (13.25)

Die «* konnen also in der Tat als 4 x 4-Matrizen realisiert werden. Als Basis in der reellen Clifford-Algebra
erhalten wir
17 7#1"'7#k7 ISkS’I’L,

ITh. Friedrich: Dirac—Operationen in der Riemannschen Geometrie, Advanced Lectures in Mathematics, Vieweg&Sohn
H. Baum: Spin—Strukturen und Dirac—Operatoren iiber pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeiten, Teubner—Texte 1981
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und es gilt dim C1(M, g) = 2* = 16. Die Wellenfunktion 1 nimmt also Werte im C*,
M —C*,

und heif3t in der physikalischen Terminologie Bispinor oder Bispinorfeld. Es gibt verschiedene konkrete
Realisierungen des Isomorphismus (13.25). Je zwei davon unterscheiden sich offenbar um einen Auto-
morphismus von M (4,C). Alle Automorphismen von M (4,C) sind innere Automorphismen, d. h., sie
sind von der Gestalt v* + Ay*A~! mit einem invertierbaren A € M (4,C). In der physikalischen Lite-
ratur wird dieser Sachverhalt mitunter als Pauli-Theorem bezeichnet. Man kann die y-Matrizen unitér
wéhlen. Die folgende unitére Darstellung ist fiir viele Zwecke niitzlich:

o (0 1 v (0 —oF

Der Ubergang zwischen verschiedenen unitéiren Realisierungen ist dann offensichtlich durch unitére Trans-
formationen v* — U +* U~! gegeben. In obiger Darstellung ist der sogenannte Chiralit#ts-Operator

. 1 0
75 = 170717273 = (0 _1> (13~27)

diagonal. Sie heifit deshalb chirale Darstellung. Offenbar hat v° die Eigenwerte +1 und wir kénnen
den C* in die direkte Summe der Eigenunterriume zerlegen:

C*=Ate A",

Dann haben Bispinoren zu den Eigenwerten +1 bzw. —1 die Gestalt

-(§)esn v-(er
0 X

Offenbar ist 4° unitér. Wir konnen also U = 4° fiir den Ubergang zu einer unitér—#quivalenten Darstel-
lung der y—Matrizen wihlen. Dies liefert:

Y= =,

d.h., die Gleichungen (13.19) und (13.20) sind in der Tat #quivalent. Wir wihlen die folgende Form der
Dirac—Gleichung:

(iv* O —m) Y(x) = 0. (13.28)

Wir schreiben die konjugierte Dirac—Gleichung auf. Aus

10,97 (v*)" + ¥l =0

erhalten wir durch Multiplikation von links mit 4° und unter Verwendung von v*~% = —~0~/*:
1009 77" + 10k 9T 19" + T 7% = 0.
Wir definieren den zu v konjugierten Bispinor durch
B o= i (13.29)

und erhalten:
10,1(x) Y + map(x) = 0. (13.30)
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13.3.2 Spinordarstellung und relativistische Invarianz der Dirac-Gleichung
Wir untersuchen das Transformationsverhalten der Dirac—Gleichung unter Lorentztransformationen
z—z =Ax, AELl.
Sei
(D(A)¥) () = S(A) p(A™ ) (13.31)
eine Darstellung der Lorentzgruppe im Raum der Bispinoren. Die Dirac-Gleichung ist invariant unter
dieser Darstellung, falls gilt:
(iy"0,, —m) ' (2") =0,
wobei
U'(a") = (D(A) ¥)(2') = (S(A) ¥)(A™"a") = S(A) ¥(x). (13.32)
Wir setzen
Ou =00, P(x)=SA)" ()
in die Dirac-Gleichung ein und multiplizieren mit S(A) von links. Dies liefert:
1S(A) (A ") S(A) 0! (2) — ! (') = 0.
Die Dirac-Gleichung ist also invariant unter Lorentz-Transformationen genau dann, wenn
S(A) PN S(A) = A (13.33)
gilt.

Bemerkungen 13.4

Man iiberzeugt sich leicht davon, dal wegen AT g A = g mit 4* auch 4/* = A*, v* die definierenden
Relationen der Clifford-Algebra erfiillen. Damit folgt aus dem Pauli-Theorem, dafl ein nicht-singulédres
S existiert, welches (13.33) erfiillt. Da die v* und deren Produkte ganz M (4,C) aufspannen, ist S bis
auf Multiplikation mit einem Element aus dem Zentrum, also bis auf einen komplexen Faktor, eindeutig
bestimmt. Genauer: Man zeigt? die Relation

S(A’S(M) =0y,
wobei b eine reelle Konstante ist. Nach Auferlegung der Normierungsbedingung
det S(A) =1

erhalten wir b* = 1, also b = +1. Man zeigt weiter, da b = 1 fir A°© > 1 und b = —1 fiir
A% < —1 gilt. D.h. fiir die Gruppe der eigentlichen orthochronen Lorentztransformationen haben
wir S(A)Y°S(A)T =~°. Wir bemerken, dafl damit S(A) bis auf das Vorzeichen bestimmt ist. Wir haben
es also mit einer projektiven Darstellung zu tun und miissen die universelle Uberlagerungsgruppe der
eigentlichen orthochronen Lorentzgruppe finden. Dies ist die Gruppe SL(2,C).? Der Uberlagerungsho-
momorphismus ist gegeben durch

Ao, At = A(A),0,, A€SL(2,C), A(A)elLl. (13.34)

Die Einschréinkung dieses Homomorphismus auf die Untergruppe SU (2) liefert den friiher diskutierten
Uberlagerungshomomorphismus SU(2) — SO(3) . Wir geben S in der Darstellung (13.26) der y—Matrizen
explizit an:

S(A) = (g‘ (A?)_1> . AeSLR,0). (13.35)

Man zeigt durch direktes Nachrechnen, da§ S(A) wegen (13.34) in der Tat die Relation (13.33) erfiillt.
Aus obigem Argument folgt, dafl dies die — bis auf das Vorzeichen — eindeutige Losung dieser Relation
ist.

2siehe S. Schweber: An Introduction to Relativistic QF T
3Diese wird hier als reelle Lie-Gruppe aufgefafft und heifit in diesem Kontext Spingruppe
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Wir nennen S Spinordarstellung der Lorentzgruppe. Wir finden die Erzeugenden dieser Darstellung;:
Dazu betrachten wir die infinitesimale Lorentztransformation
ah st =t e, Y.
Wegen AT g A = g muBl MY = —\ gelten. Wir bezeichnen
S(1+eX) =1+eT, S(I+eN) ' =1-€T
und setzen dies in (13.33) ein. Dies liefert
ALy =t e Xy

Damit ergibt sich folgende infinitesimale Form von (13.33):

[v*,T] = At A¥. (13.36)

T ist offenbar bis auf eine additive, zur Identitdt proportionale Konstante, bestimmt. Die Bedingung
det S =1 liefert aber gerade TrT" = 0. Nach Auferlegung dieser Forderung wird 7" eindeutig. Die Losung
lautet:

1
T = g/\”” (Y — YY) - (13.37)

Wir empfehlen dem Leser, dies nachzupriifen. Es ergeben sich also die folgenden Erzeugenden der Spi-
nordarstellung:

1 1
Y Tl AV = R
1 ", ] 59"
und wir haben ) )
T=2 X", = —i AN 5, (13.38)

Endliche Drehungen um einen Winkel ¢ in der (u, v)-Ebene werden folglich beschrieben durch:
SH () = exp(p BH*) = exp (—; <pa‘“’> .

Unter Verwendung von (0%%)2 = +1 und (¢°*)? = —1 erhalten wir:

(i) Fiir echte Drehungen in der (z*, 2!)-Ebene:
S*(p) = exp (—; gogkl) = cosg — gt Sillg . (13.39)

(ii) Fiir Lorentz-Boosts in der (2°, z%)-Ebene:

SO (o) = cosh% —i0%% sinh % . (13.40)

Aus (13.39) folgt fiir eine echte Drehung um ¢ = 27:
S*(21) = cosm — ioFlsinm = —1,

d.h., es liegt in der Tat eine doppeldeutige Darstellung der Lorentzgruppe vor.
Man zeigt nun leicht das folgende Transformationsgesetz fiir den konjugierten Bispinor:

' (2") = p(x) S(x)~t. (13.41)

Unter Beachtung der Transformationsgesetze (13.32) und (13.41) bildet man aus 1, ¢ und den y—Matrizen
Lorentz—kovariante geometrische Objekte, z.B.:
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i) v(x)1p(x) ist ein Lorentz-Skalar, d.h. er ist invariant unter Lorentztransformation.

i) j* =1~ 1) ist ein kontravarianter Lorentz-Vierervektor, d.h.:
=P SIS Y = A Y
iii) ) 0" 1) ist ein kontravarianter, antisymmetrischer Tensor zweiten Ranges.

Sei ¥ eine raumartige Hyperfliche im Minkowskiraum mit Volumenelement d¢* . Dann wird durch

(1) = / Ae" () () 7 H(x) = / AE" (z) jy (13.42)

ein Lorentz—invariantes Skalarprodukt im Raum der Bispinoren definiert. Fiir Losungen der Dirac—
Gleichung ist dieses Skalarprodukt unabhéngig von der Wahl der Hyperebene ¥: Es gilt ndmlich fiir
Losungen

auju = 8H(1)ny# w) = 8/11;7#7# + &7# au¢ = _?&w + J)?w =0

O:/ d4$ 6“‘_].#:/ dflu ju—/dgu jM?
14 >/ z

fiir zwei raumartige Hyperflichen, die das Volumen V' begrenzen. Wir kénnen uns also auf eine Hyper-
ebene definiert durch ¢ = const beschranken. Dann erhalten wir:

und damit

(l6) = / P ()1 o). (13.43)

Wir sehen, da8 j° = ¢7% 1 = T4 prinzipiell als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretierbar ist, denn
diese Grofe ist offensichtlich positiv definit. Fiir das freie Dirac—Teilchen mit positiver Energie existiert al-
so ein natiirlicher 1- Teilchen—Hilbertraum (Raum der quadratintegrablen Lésungen der Dirac—Gleichung
mit dem Skalarprodukt (13.43)) und fiir die (normierte) Wellenfunktion hat man eine probabilistische
Interpretation wie in der Schrédinger—Theorie.

Auch die Dirac—-Gleichung kann man auf analoge Weise umschreiben: Multiplikation der Gleichung (13.28)
von links mit 4" ergibt:

ih ) = —iher vk O + mc2 A0 4.
Mit der Bezeichnung o = v°v* erhalten wir:
ih 0y = (c&~ﬁ+m02’yo) ).
Der Hamiltonoperator des freien Dirac—Teilchens lautet also:
H=ca -p+mc°. (13.44)

Bemerkungen 13.5
i) Die Darstellung (13.31) ist unitér beziiglich des Skalarproduktes (13.42):

(D(A)|D(A) ¢)
_ /Z de* () P(A"2) S(A) 7, S(A) (A1 z)

- /zdw) BAa) Ay G(A )

- / Ag™ (A1) D(A~12) 7 S(A 1) = (9]6) -
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ii) Aus feldtheoretischer Sicht ist auch das folgende Skalarprodukt im Raum aller Bispinoren auf dem
Minkowskiraum wichtig:

<MM=AE%WWW%

Dessen Lorentz-Invarianz ist offensichtlich, weil 1)¢ ein Skalar und d*z wegen det A = 1 invariant
ist.

iii) Der Hamiltonoperator H ist symmetrisch beziiglich des Skalarproduktes (13.42):
(W 0) = [ 2 01(@) (O (<iher*s o+ me5°) o)
=l&mwuwamW%wm¢uwwm8¢wwn
= [@ihe @) (@)77" o) + (me 5wl

/& (=i er®7* 0p() T (10)2 6la) + (mc20 Pl )
— (A Plé),

d.h.: H hat reelle Eigenwerte.

13.3.3 Spin und Helizitédt des Dirac-Teilchens

Wir finden die infinitesimalen Erzeugenden der unitéren Darstellung (13.31): Dazu entwickeln wir D in
erster Ordnung,
D~1+¢€D

und berechnen
(1+€D)y(x)
= (1+€T) p(z — edx)
= (1+€T) (V(x) — )" Dip(w) +...)
= ’w(ﬂf) +€ (T — /\#umuau) ¢( ) +-

Setzen wir T aus (13.38) ein und verwenden die Antisymmetrie von \*”, so ergibt sich:

) h
D= ,%)\HV (4U/W +L“y> , (13.45)
wobei 1
L,u,z/ = 5 (xupu - (Eup#)

den relativistischen Bahndrehimpuls? bezeichnet. Dies legt nahe, UW als relativistischen Spintensor
zu interpretieren. Dann ist

h
Za'/l.l/ + L/Ly (1346)

der relativistische Tensor des Gesamtdrehimpulses. Die unitédre Darstellung (13.31) der Lorentzgruppe
wird also durch den relativistischen Gesamtdrehimpuls erzeugt.

J,uu =

4Die physikalische Interpretation von L als Bahndrehimpuls ist etwas problematisch. In einem Inertialsystem erhalten
wir fiir die rdumlichen Komponenten L =7x p. Andererseits zeigt man, dal der Ortsoperator in der relativistischen
Quantenmechanik eigentlich nicht xz,, ist. Die entsprechende Modifikation des Ortsoperators geht auf Newton und Wigner
zuriick, siehe z.B. mit S. Schweber: An Introduction to Relativistic QFT, Kapitel 4f
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In einem fixierten Inertialsystem bilden wir den Spinoperator

A h
Si = 7 Cidk Ok - (13.47)

5 h(F 0
S2<0 5)'

Wie im nicht-relativistischen Fall definieren wir die Projektion des Spins auf die Bewegungsrichtung.
Dies liefert den Helizititsoperator:

o §B n(%E 0
8(p) = pE('% .p~>. (13.48)

Eine einfache Rechnung liefert:

Qy

Pl

Bemerkungen 13.6
(i) In der chiralen Darstellung hatten wir eine Zerlegung des Raumes der Bispinoren in Eigenun-

terrdume zu den Eigenwerten £1 des Chiralititoperators v = <é _01>:

_ (¥
v <><) '
In dieser Darstellung wirkt S offensichtlich identisch auf beide chiralen Komponenten mit g d . Dies
ist der Spinoperator der nichtrelativistischen Theorie.

ii) Offensichtlich kommutieren L und S separat nicht mit H . Man zeigt aber leicht (Seminar), daf
der Gesamtdrehimpuls J =L+ S mit H kommutiert:

[J.H] =0. (13.49)

Weiter rechnet man leicht nach, dal auch der Helizitétsoperator mit H kommutiert und daB sein
Quadrat proportional zur Identitéit ist:

2
L8] =0, #6) = (13.50)

%é(ﬁ) ist also ein Projektor mit den Eigenwerten +1.

(iii) Setzen wir m = 0, so entkoppelt die Dirac—Gleichung in der chiralen Darstellung und wir erhalten:

(30+58k)<p:0
(@ —G0)x = 0.

Dies sind die Weyl—-Gleichungen. Sie eignen sich etwa zur Beschreibung von Neutrinos.

13.3.4 Losungen der freien Dirac-Gleichung

Wir suchen Losungen in Gestalt von ebenen Wellen:
() = e i u(p).
Einsetzen dieses Ansatzes in die Dirac-Gleichung (13.28) liefert

(Y*pp —me)u(p) =0.



124 KAPITEL 13. RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK

Nichttriviale Losungen haben wir fiir

2
det(’y'upu - mc) = (pﬂp,u - (m 0)2) =0,

d.h.fiir p?> = (mc)?. Wir erhalten also wieder Losungen mit positiver und mit negativer Energie:

P’ =25+ (me)?.

u . . .
) = (ul) eine Losung zum Energieeigenwert

2
E(#) = cpo = +¢ /5% + (mo)?.

In der hier zweckméfligen Darstellung

0 __ 1 0 . k 0 O'k
Y= (0 _1> ) V= (_o.k 0

der y-Matrizen liefert die Dirac—Gleichung;:

(po —me)l —0-p Yy g
a-p (=po —mc)l) \uy ’

Ty

Sei uq (

also

9 =cd-Pur —mcius, (13.51)

und damit

— =

ap
Uy = C—————— U7 .
*TUE@) +me
Es existieren also genau zwei linear unabhéngige Losungen mit positiver Energie fiir jedes p'. Wir kénnen
z.B. die Standardbasis im C? verwenden. Dann erhalten wir:

_ . N

W= _  [E@)+mc? (0)

Uy P) =\ —smon

+ () 2E(p) cG-p (1>
EG)tm e

- 0 -

(2) /= __ E(ﬁ)—i—ch <1)

uy (p) = TG | e (OV] (13.52)
E(p)+mc? 1

Bemerkungen 13.7
i) Man rechnet leicht die folgenden Orthonormalitétsrelation nach:

us:)(ﬁ)fugf)(ﬁ):(srsa r,s=1,2. (13.53)

ii) u(l) () sind keine Eigenfunktionen von 4(§). Da §(f) aber mit H kommutiert, vgl. (13.50), kann
man zu einer Basis {uf[)} von Spinoren mit definierter Helizitét iibergehen. Wir suchen also

Eigenzustinde von §(p),

apoy () = e P
$)u (7) = £5 40 (D).
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_ (#)
Sei 71 := ‘Z{’Tl der Einheitsvektor in Bewegungsrichtung. Aus (13.48) folgt fiir ug_i) = (u%i)>:
U
e + +
(- 7) ug ):iu(l )
Lo (£ +
(G- 7) ug )::i:ué ).

Die Losung diese Gleichungssystems ist:

u(+) _ 1 ( ng+1 )
! 2(n3 + 1) \n1 +inz
(-) 1 (—n1 + in2>
Uy = ,
2(nz +1)\ nz+1

und analog fiir uéi). Die normierte Eigenfunktion mit positiver Energie und Helizitit +1 ist dann:

ng +1
)7y — 1 E{@) +me? ny + ing
u = - 13.54
+ 0 2(ns + 1) 2E(p) c|7| ns+1 (1354
E@)+mc® \ ng 4 ing
Fiir eine Bewegung in z-Richtung, d.h.: 7 = (0,0,1), ergibt sich daraus:
1
(+) (= E(p) +mce? 0
uy P) =\ —5pn
+ @) 2E(p) 17| <1>
E(@)+mc? \

und im Ruhesystem des Teilchens erhalten wir die folgende Basis im Losungsraum:

WD) W)

b

uH =

o O O
OO = O
O = O O

13.3.5 Ankopplung eines dufleren elektromagnetischen Feldes. Der nichtre-
lativistische Limes der Dirac-Gleichung

Wie bei der Herleitung der Klein—-Gordon-Gleichung fiir ein Teilchen im elektromagnetischen Feld, vgl.
Gleichung (13.16), verwenden wir das Prinzip der minimalen Kopplung, d.h. wir ersetzen 9, durch
die kovariante Ableitung

ie
DIL = <3“ + FLAH>

und erhalten so
(iv*D, —m)y =0. (13.55)

Damit ergibt sich der folgende Hamiltonoperator:

H=ca- (;5’— eff) +m 2y 4 ecAy. (13.56)

Wir diskutieren nun den nichtrelativistische Limes der Gleichung (13.55): Dazu verwenden wir wieder

die Darstellung
o_ (1 0 v (0 oF
=\ —1) 7T T ek 0
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der y-Matrizen. Wir zerlegen ¢ = (§> und setzen diese Darstellung in (13.55) ein:

. ~ . k~ ~
(oo €a) (%) i (o, ica) ((75F ) = me(?
l(ao“r ﬁA()) (_5() +1 <6k + ﬁAk) (—Uk ¢) 7 (f() .

Mit der Bezeichnung = p— eA, also ITF = pF — eAF | ergibt sich:

iho,g=cll-3x+ecldo@+mc*@ (13.57)
*X

ihoyx =cll-&p+ecldygx —mce (13.58)

Im nichtrelativistischen Grenzfall dominiert die Ruheenergie m c?, deshalb zerlegen wir 1 wie folgt:

(?) — ef%mcz.t (@) ,
X X

wobeil ¢ und x sich zeitlich langsam veréindernde Spinorfelder sind. Einsetzen diese Zerlegung in (13.58)
liefert:
ihoyx =cIl-Gp+eclAyx —2mc*x.

Die Terme ih0;x und ecAgy konnen gegeniiber 2m ¢y vernachlissigt werden. Dann erhalten wir
CI-q
- 2mec

X ®. (13.59)

Einsetzen dieser Beziehung in (13.57) ergibt:
. 1 (= \N(a -
ihOrp = — (H~0> (H~U)<p+ecAog0.
2m
Aber
(f[ : 6:) (ﬁ : 0_:) = anaz HjUj = Z ((5”1 +i€ijk O'k) HZHJ == ﬁ2 + io- (ﬁ— 61‘1‘) X (ﬁ— eff) .
ij ijk
und . . o . .
.2 (ﬁ—eA) x (ﬁ—eA) — _ied - (ﬁx A+Axﬁ) — —ehd - (v X A) — _ehd-B.
Wir erhalten als nichtrelativistischen Grenzfall der Dirac—Gleichung die Pauli-Gleichung:

1 N2 eh . =
ihdyp = {Qm(ﬁ eA) ;nﬁ-BJrecAg}go. (13.60)

Bei einigen Anwendungen in den vorangegangenen Kapiteln wurden Spezialfille dieser Gleichung bereits
verwendet. Das Spinorfeld ¢ nimmt Werte in C? und der Spinoperator wirkt im Raum dieser Spinoren

als § = g&’ , in Ubereinstimmung mit der nichtrelativistischen Beschreibung aus Teil I der Vorlesung.

Wir bemerken noch, dafl sich als gyromagnetische Konstante g = 2 ergibt, d.h. der Faktor —% vor
dem & - B-Term kommt hier automatisch richtig heraus.

13.3.6 Exakt losbare Fille mit Wechselwirkung

Exakt 16sbare Fille gibt es nicht viele, hier eine Auswahl:
i) Coulomb-Potential (Dirac, Darwin, Gordon 1928; Mott, Hylleraas 1929/1955)
ii) Homogenes Magnetfeld (Rabi 1928; Huff 1931; Sauter 1931; Johnson 1949)
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iii) Feld einer ebenen elektromagnetischen Welle (Volkow 1935)

Der fiir die Diskussion relativistischer Korrekturen im Termschema des Wasserstoffatoms wichtige Fall
des Coulomb-Potentials wird auf dem Seminar ausfiihrlich behandelt. Wir machen hier nur einige Be-

merkungen dazu. Setzt man A = 0 und ecAy = — 627_2 in den Hamiltonian (13.56) ein, so ergibt sich:

N 2z
H:cd’-ﬁ+mc2’yof€T.

Unter Verwendung von (13.49) erhilt man mit Standardmethoden die folgenden Energieniveaus:

—-1/2
222
E,j=mc* {1+ c 5
(n’+ (+3)? aQZQ)
1 Z? 272 1 3
~me?— —a?m2 = |14+ 2 — -2+ (13.61)
2 n? n j+35 4n
Dabei istj:%,%,...die Quantenzahl von J und
/ . 1 /
n=n +]+§:1,2,37..., n =0,1,2,....

Der erste Term in (13.61) ist der relativistische Massenterm, der zweite stimmt exakt mit dem Eigen-
wert der nichtrelativistischen Theorie iiberein und der dritte Term (und alle weiteren) Terme liefern
relativistische Korrekturen.

13.3.7 Losungen mit negativer Energie. Diracs Locher-Theorie

Im Rahmen einer 1-Teilchen-Interpretation liefert die Dirac-Theorie endliche, von Null verschiedene Wahr-
scheinlichkeiten fiir den Ubergang von positiven zu negativen Energiezustinden unter dem EinfluB eines
dufleren Feldes. (Damit wéren die Energiezustdnde des Atoms prinzipiell instabil.) Solche Ubergiinge
werden aber nicht beobachtet. Dirac selbst schlug 1930 in Gestalt seiner Léchertheorie einen Ausweg
aus diesem Dilemma vor:

Wir nehmen an, daf alle negativen Energieniveaus mit Elektronen aufgefiillt sind — jeder Zustand mit
einem Elektron, in Ubereinstimmung mit dem Pauli-Prinzip. Auf diese Weise entsteht ein “See” der Elek-
tronen mit negativer Energie. Der Vakuumzustand ist in diesem Bilde dadurch charakterisiert, daf3
alle Elektronenzustéinde mit negativer Energie besetzt und alle Niveaus mit positiver Energie leer sind.
Mit diesem Konzept wird etwa die Stabilitdt des Wasserstoff-Grundzustandes garantiert, denn wegen des
Pauli-Prinzips kénnen keine weiteren Elektronen in Zusténde mit negativer Energie iibergehen.

Wir diskutieren einige Konsequenzen, die aus dieser Vorstellung resultieren:

i) Paarerzeugung: FEin Elektron mit negativer Energie kann Strahlung absorbieren und in einen
positiven Energiezustand iibergehen, sieche Abbildung 13.3 Es wird dann ein Elektron mit der La-
dung —|e| und der Energie +E beobachtet. Gleichzeitig entsteht ein “Loch” im See der negativen
Energien. Dieses Loch charakterisiert die Abwesenheit eines Elektrons der Ladung —|e| und der
Energie —F, also — relativ zum Vakuum — die Anwesenheit eines Teilchens mit Ladung +|e | und
Energie +FE. Dies ist das Antiteilchen des Elektrons, das Positron. Dessen Existenz wurde von
Anderson 1932 experimentell nachgewiesen. Es hat die gleiche Masse und den gleichen Spin wie
das Elektron, aber Ladung +|e | .

ii) Vollig analog haben wir Paarvernichtung, d.h. in diesem Bilde, daf} ein Elektron unter Emission
eines y—Quants in ein Loch f#llt.
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E
Elektron
mc 1+
y—Quant
04
—-mc?
)

Abbildung 13.3: Paarerzeugung

Die Diracsche Locher-Theorie fithrt also automatisch zu einer Vielteilchentheorie, bei der insbesondere
Teilchenpaare erzeugt und vernichtet werden. Insbesondere ergibt sich die fundamental neue Vorstellung,
dafl zu jedem Teilchen ein Antiteilchen gehort. Hinter diesem Dualismus sollte sich eine Symmetrie der
Theorie verbergen:

Wir betrachten eine Elektronlosung der Dirac—Gleichung

(iw 9, — EWAH - m) =0 (13.62)

mit negativer Energie und negativer Ladung. Sei ¥¢ eine Positroneigenfunktion zu positiver Energie und
positiver Ladung. Sie muss die Gleichung

(iv“ Ou + %V”Au - m) Yo =0 (13.63)

erfiillen. Wir suchen eine Transformation, die diese beiden Gleichungen ineinander iiberfithrt. Zunéchst
erinnern wir uns an die Diskussion der Klein-Gordon Gleichung und nehmen die komplexe Konjugation
von (13.62):

. * € * ~ *
(17“ @pkﬁ“/“ AH—&-m) P*=0.
Sei nun C eine nichtsingulidre Matrix, so dafl
(CY%) ()" (Cy) ™ = —4* (13.64)

gilt. Wirken wir von links mit C° auf die komplex konjugierte Gleichung und fiigen vor ¢* eine Eins in
Form von (C~%)~1(C4) ein, so ergibt sich

e

e A, - 771) (C"yo Y*) =0.

(i’y” Ou +
Wir sehen, dafl die Positron-Wellenfunktion mit
Yo =CyPT (13.65)

zu identifizieren ist. C' heiBt Operator der Ladungskonjugation. Wegen 7° v#* 19 = ~#T vereinfacht
sich die Gleichung (13.64) zu:
ClytC = -1, (13.66)

In der bereits mehrfach verwendeten Darstellung

R N L -
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erhélt man als Losung

0 —io?
2.0
C =iy = (_102 0 > (13.67)
und fiir die Positron—Wellenfunktion:
Yo =i P*.
Offenbar gilt —C = C~! = CT = C1. Sei eine freie Elektronlosung
0
_ 1 0 Lom 2t
U= G o) ©
1

mit negativer Energie und Spin in negativer z-Richtung im Ruhesystem gegeben. Anwendung des Ope-
rators der Ladungskonjugation liefert

1 0 a2l o] _i, .2 1 1 i 2
a2k : mc t __ 0 mc t
Yo == [—02 0] H CT = g M T

also eine Positron-Losung mit positiver Energie und Spin in positiver z-Richtung.

Ein Vergleich von (13.62) mit (13.63) zeigt schliefllich, da§ wir zu der angekiindigten Symmetrie kommen,
wenn wir gleichzeitig das Vorzeichen des elektromagnetischen Potentials #ndern®. Die vollstindige
Ladungskonjugations-Transformation lautet also:

= po = CpT (13.68)
A, — A =-A,. (13.69)

Unter dieser Transformation bleibt die Dirac-Gleichung invariant.

13.4 Zweite Quantisierung des freien Dirac—Feldes

Wir erinnern an die in Abschnitt 11.5 behandelte Methode der zweiten Quantisierung. Wir verwen-
den den dort entwickelten Apparat, miissen aber die fiir die relativistische Theorie charakteristischen
Besonderheiten beriicksichtigen. Das Dirac—Teilchen hat Spin % , als Zustandsraum ist also der fermio-
nische Fockraum F*° zu nehmen und die Erzeuger und Vernichter der Teilchen miissen die kanonischen
Antivertauschungsrelationen erfiillen. Der Diskussion im letzten Abschnitt folgend, sollten wir Er-
zeuger und Vernichter von Elektronen und Positronen haben. Teilchen und Antiteilchen sollten vollig
symmetrisch in die Theorie eingehen.

In Abschnitt 11.5 hatten wir gesehen, daf} alle Observable der Theorie als Kombination von Erzeugern und
Vernichtern darstellbar sind, vgl. (11.54) und (11.56). Wir sollten also auch hier typische Observable wie
Energie, Impuls, Ladung und Drehimpuls in dieser Sprache darstellen. Ausgangspunkt fiir diese Prozedur
sind die Formeln fiir die Erwartungswerte der Observablen der Dirac— Einteilchentheorie. Dieses Konzept
ist sinnvoll, weil die freie Theorie — wie oben dargelegt — eine konsistente Wahrscheinlichkeitsinterpretation
erlaubt. Wir setzen im weiteren

h=1=c
und bezeichnen die Operatoren der Einteilchentheorie mit kleinen Buchstaben. Dann haben wir

i) die mittlere Energie im Zustand 1):

=P = @lhe) =i [ dou!@o(e), (13.70)

5Dies ist plausibel. Wir empfehlen dem Leser, sich an das elektromagnetische Potential einer bewegten Ladung zu
erinnern
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ii) den mittleren Impuls im Zustand :
B = (li) =i [ dov!@)F(), (13.71)
iii) die mittlere Ladung im Zustand 1):
Q= Wlilv) = [ dav @), (13.72)
iv) den mittleren Gesamtdrehimpuls im Zustand :

T = (ljle) = /d3x Pl (@)(@ x 5+ 8)p(z) . (13.73)

Die zweite Quantisierung besteht nun darin, daf wir ¢» und v unter Verwendung von Erzeugern und
Vernichtern von Elektronen und Positronen darstellen und diese Darstellungen in die obigen Formeln
fiir die Observablen einsetzen. Damit werden v, 1) und alle Observablen Operatoren im fermionischen
Fockraum F®. Diese Idee realisiert man technisch, indem man + und 1) beziiglich einer Basis im Raum
der Losungen der Dirac— Gleichung entwickelt und die Koeflizienten dieser Entwicklung als Erzeuger und
Vernichter interpretiert, fiir die man kanonische Antivertauschungsrelationen postuliert®. Der besseren
Anschaulichkeit wegen setzen wir unser System in eine Box mit endlichem Volumen V. Als Basis im
4—dimensionalen Raum der Losungen verwenden wir

E "
wp(k) = L X, (13.74)
2m | g Xr

mit

) =)

fiir die Losungen mit positiver Energie und

E Gk ;2
w, (k) = — ST 29, (13.75)
2m 0%,

fiir die Losungen mit negativer Energie. Es gelten die folgenden Identitéten:
. (k)us(k) = rs u-(k)ws(k) =0, W, (k)ws(k) = —0rs, wy(k)us(k) =0 (13.76)
und

Ty (k)Y us (k) = Eé,ﬂs, T ()Y ws (k) =0,  we(k)y ws(k) = %5 W, (k)7 us (k) = 0 (13.77)

mit k = (k% —k) . Die Zerlegung fiir ¢ in dieser Basis hat die Form

() = Z \/ % {brgur(k)e_ikx + d:lgwr(k)eikx} ,
E,r

6Dieses etwas heuristische Rezept erfihrt eine gewisse, tiefere Motivierung im Rahmen des kanonischen Formalismus
der klassischen Feldtheorie, siehe z.B. J.D. Bjorken und S.D. Drell: Relativistische Quantenfeldtheorie, Wissenschaftsverlag
1993 . Im Rahmen dieses Formalismus fafit man 1 als “klassisches” Wellenfeld auf und obige Formeln fiir die Observablen
werden als klassische Feldgrofien erhalten.
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und analog

Im Sinne der obigen Vorschrift ersetzen wir

b= by, b ka dp—dg, d.—d. (13.78)

rk

und postulieren die kanonischen Antivertauschungsrelationen

R T S O [ Ay I o (13.79)

rk ’

Alle anderen Antikommutatoren verschwinden. Die Operatoren 137_ 7 und I;ilz sind Vernichter bzw. Erzeuger
von Elektronen mit Impuls k und Spinkomponente r und die Operatoren Ci’r’E und dAiE sind Vernichter

bzw. Erzeuger von Positronen mit Impuls k und Spinkomponente r. Setzen wir diese Operatoren in obige
Zerlegungen von 1 und v ein, so erhalten wir die folgenden relativistischen Quantenfelder:

_ ﬂ 7 . —ikx 7t ikx
_ Z Vs {brkur(k)e +dw, (ke } , (13.80)
k,r

und
Z,/VE d, 7, (k)e™ " + b . (k)e ’“} (13.81)

Diese Darstellungen hat man nun in die Formeln fiir die obigen Observablen einzusetzen. Fiir Energie
und Impuls erhdlt man

pPro= / &2 T ()0 (z)

=i /d?’xzz VE; VE* ’k’i; “””—&—dT k,w’r(k’)e_ik,z} X -
o

k,r k',r
0 —ikx It ikx
S Xy 8#{ ur(k)e +d!w(k)e }
=1 Z Z \/ VEQ \/ VE lkj 6I_$E’ - T/k/i)rﬁﬂ/r(k/)fyouT(k) + gr’ﬁ’djngw/r(k/)'yowr(k))
k r k:’
ik dg g (Rl (O () — T () (1) ) |
. . m m E EE A 5t
- EX:;;Z w VEL\ VE, g {_5”/ 0 Dby 0 dr";'dr’z}
=Sk (b dd)
E,r
Dabei haben wir (13.77) und
1 i(k—FR")-&
v /dgxe FE = o,
verwendet. Wir erhalten also
P — (FT B — ito7 7 gf
Pr= (P =Yk (8 bg—dpd') (13.82)
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und mit den kanonischen Antivertauschungsrelationen ergibt sich:

Pr= (0, P) = >k (b +dipd g) = 3 ke
E,r E,r

Wir erhalten einen unendlichen Anteil, der dem mit Elektronen negativer Energie gefiillten Dirac—See

entspricht. Diese Anteile sind nicht beobachtbar und werden weggelassen’. Nach Weglassen dieser

unendlichen Beitréige ergibt sich der folgende relativistische Energie-Impuls—Operator

Pr= (i, P) =Yk (b g+ dd g ) (13.83)
Der Hamilton—Operator
o L
=" By (bl b+ dd ;) (13.84)

der Theorie ist also positiv definit. Wir erkennen natiirlich die Analogie zum Hamiltonoperator eines
harmonischen Oszillators. Hier haben wir eine unendliche (fiir endliches Volumen diskrete) Summe von
Oszillatoren, sowohl fiir das Elektron— als auch fiir das Positronfeld.

FEine analoge Rechnung fiir die Ladung des Feldes ergibt:

Q=c [ Eatan i) =3 (B e -dled,e) | (13.85)
Er
wobei wieder ein unendlicher Beitrag vom Dirac—See weggelassen wurde. Diese Grofle ist natiirlich — wie
zu erwarten — nicht positiv definit, (die “klassische” Ladung @) dagegen war positiv definit).

Bemerkungen 13.8
Man zeigt (Seminar):

=
)
S
i)

o (@) = (V'O +m),, iA(x—2z), (13.86)

mit

1 1 A3k , , . ,
Alr — ) = — ( —ik(x—a") _ ik(z—=x )) )
(@ =) = 5 @y / B \° ¢

(Wir sind hier zum unendlichen Volumen {ibergegangen.) Die Distribution A hat folgende Eigenschaften:
i) (O+m?)A(z)=0.
ii) A ist Lorentz—invariant.
iii) Es gilt A(z) =0 fiir 2% <0.

Der Antikommutator (13.86) verschwindet also fiir raumartig getrennte Punkte z und z’. Deshalb heifien

U und ¥ kausale relativistische Quantenfelder. Wir betonen noch, dafl diese Felder selbst keine Ob-
servablen sind. Dies hiingt mit der Eichfreiheit v — ¢**t) und mit der Tatsache, daf 7 bei raumlichen
Drehungen um 27 sein Vorzeichen &ndert, zusammen. Typische Observable sind bilineare Kombinatio-
nen, wie etwa die oben betrachteten. Dies sind Bosonen und man zeigt leicht, dafl deren Kommutatoren
fir rdumlich getrennte Punkte ebenfalls verschwinden. In die axiomatische Quantenfeldtheorie ist diese
fundamentale Eigenschaft als Axiom der Mikrokausalitéit bzw. Lokalitét eingegangen.

"Mathematisch wird dies durch die Vorschrift der Normalordnung realisiert, siehe [Bjorken/Drell]. Unendlichkeiten dieser
Art trifft man bei naivem Rechnen in der QFT stindig an. Es gibt aber ein konsistentes Verfahren zur Beseitigung der
unendlichen Beitriage — die Renormierung.
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13.5 Zweite Quantisierung des elektromagnetischen Feldes

Wir umgehen alle Feinheiten, die damit zusammenhéngen, dafl die Maxwell-Theorie eine Eichfeldtheorie
ist, d.h. wir fixieren die Eichung (Coulombeichung) von vornherein:

V-A=0, A°=0.

Damit haben wir die relativistische Kovarianz der Theorie natiirlich gebrochen. Das Eichpotential erfiillt
in dieser Eichung die klassische Feldgleichung (Maxwell-Gleichung)

OA=0.

Das Potential hat 2 Freiheitsgrade, die durch den Polarisationsvektor €z , , A = 1,2, beschrieben werden.

Dieser bildet zusammen mit dem Wellenzahlvektor k ein orthogonales Dreibein

k-G A=00 Gy E*,g,,\/ =0 (13.87)

=

und das Potential kann in dieser Basis folgendermafien dargestellt werden:

Y 1 — —ikx % * ik 0 7
A(z) = Z /250Y (EE,,\‘LE,,\B T ERAENC ) , K =1kl (13.88)
kA

Dieses Feld hat Spin 1, d.h. es beschreibt Bosonen (Photonen). Im Rahmen der zweiten Quantisierung
ersetzen wir also die Koeffizienten a und a* durch Operatoren im bosonischen Fockraum F* |

E

N . .t
apy = ag,, ap, — aa/\,

und postulieren fiir diese die kanonischen Vertauschungsrelationen

[dE,A’ &/‘%/7)\/} = 6)\/\/612];/ . (1389)

Alle anderen Kommutatoren verschwinden. Die Operatoren aj , bzw. d% \ sind Vernichter bzw. Erzeuger

eines Photons mit Impuls k und Spinprojektion A . Fiir das quantisierte Feld des Vektorpotentials erhalten
wir:
e 1 - A —ikx AT ikax 0 7
Az) = Z\/TTV (e,;Aa,;,Ae +éal e ) . KO =R (13.90)
£
Man kann nun wieder, wie im Falle des Dirac—Feldes, alle Observablen durch die Erzeuger und Vernichter
ausdriicken. Um den Hamiltonoperator zu berechnen, verwenden wir, dafl die Energie des klassischen

Maxwell-Feldes durch
1 ., .
E= 5/d% (E2+B2)

gegeben ist. Auf Quantenniveau finden wir

5 o4 ] K e~ . a —ikz _ =x At ikx
E= ot ZZ V2oV ( EATEANE TR ) (13.91)

und

AL a 1 R . . ,
B=VxA=i (F x & yag e ™ —Fx&p al o). (13.92)
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Wenden wir die Regeln der zweiten Quantisierung auf die klassische Energie E an, so ergibt sich durch
Einsetzen dieser Ausdriicke (und véllig analoge Rechnung wie fiir das Dirac—Feld) der folgende positiv
definite Hamiltonoperator:

— 4 1
H=P =% (a%)/\a,;’/\ + 2) : (13.93)
E

Wieder erhalten wir einen unendlichen Vakuumbeitrag, den wir weglassen. Analog berechnet man den
Impuls des Quantenfeldes. Insgesamt ergibt sich der folgende Energie—-Impuls—Operator des Maxwell-
Feldes: R
pr=73 k*al ag,. (13.94)
kA

Bemerkungen 13.9

Wir machen eine abschlieBende Bemerkung zur Theorie der Wechselwirkung zwischen elektromagneti-
schem und Elektron-Positron-Feld, der Quantenelektrodynamik (QED). Die Wechselwirkung wird
beschrieben durch den folgenden Lorentz—invarianten Kopplungsterm:

Ju(@) At (),

wobie j, natiirlich den Viererstrom des Dirac-Feldes bezeichnet. Dieser Term wird durch das friiher
diskutierte Konzept der minimalen Kopplung nahegelegt. Der kanonische Formalismus liefert dann den
folgenden Hamiltonoperator der QED in der Coulombeichung?®:

H:Hem+HD+Hinta

wobei H,,, und Hp die oben verwendeten Hamiltonfunktionen der freien Maxwell- bzw. Dirac—Theorie
sind und

Hint = - /dgx.; 14’4» Vcoul(o)

den Wechselwirkungshamiltonian beschreibt. Dabei ist V.0, (0) ein Coulomb—Anteil zum Zeitpunkt ¢ = 0,
definiert durch o
(7, 0)5°(7,0)

1[5 5 J°
‘/:30“[(0) = 5 d xd Yy W

Man fithrt nun die zweite Quantisierung fiir Hy = H.,, + Hp wie oben beschrieben durch und entwickelt
eine Storungstheorie auf der Basis des Wechselwirkungsterms Hj,,; . Prinzipiell geht man dabei so vor, wie
in Kapitel 8 beschrieben, d. h., man berechnet etwa die Streumatrix der Theorie Ordnung fiir Ordnung
der Storungstheorie. Aufgrund der oben erwidhnten, stéindig auftretenden Unendlichkeiten hat man die
Storungstheorie mit dem Konzept der Renormierung zu kombinieren. Die so entstehende QED ist eine
der genauesten Theorien (was den Vergleich mit Experimenten betrifft), die wir kennen.

8Eine ausfiihrliche Herleitung findet man in S. Weinberg: The Quantum Theory of Fields, Bd. I, Cambridge University
Press



