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10. Gegeben sei ein Hilbertraum H.

a) Beweisen Sie die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

|〈ψ | φ〉|2 ≤ 〈ψ|ψ〉 〈φ|φ〉 , ψ, φ ∈ H .

b) Zeigen Sie, daß durch

‖ψ‖ =
√

〈ψ|ψ〉

eine Norm auf H definiert wird.

11. Sei A ein beschränkter linearer Operator auf einem Hilbertraum und bezeichne A†

den zu A adjungierten Operator. Zeigen Sie:

a) (A†)† = A , b) (λA)† = λ∗A† , λ ∈ C ,

c) (AB)† = B†A† , d) (A+ B)† = A† + B† ,

e) ‖A†‖ = ‖A‖ , f) ‖A†A‖ = ‖A‖2 .

12. (Pflicht) Gegeben sei ein Hilbertraum H. Für einen beliebigen abgeschlossenen Un-
terraum E ⊆ H bezeichne PE den Orthoprojektor auf diesen Unterraum. Beweisen Sie
die folgenden Aussagen.

a) PE ist beschränkt, selbstadjungiert (P †
E
= PE), idempotent (P 2

E
= PE) und positiv

(

〈ψ|PEψ〉 ≥ 0 ∀ ψ ∈ H
)

.

b) Zu jedem beschränkten linearen, selbstadjungierten und idempotenten Operator P
auf H existiert ein abgeschlossener Unterraum E ⊆ H mit P = PE.

c) Die Relation PE ≤ PF :⇔ E ⊆ F definiert eine Halbordnung auf der Menge der
Orthoprojektoren und es gilt PE ≤ PF ⇔ PEPF = PE.

d) PEPF ist genau dann ein Orthoprojektor, wenn PEPF = PFPE gilt. Auf welchen
Unterraum projiziert PEPF in diesem Falle?


