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Einleitung

Das vorliegende Vorlesungsskriptum basiert auf einer Serie von Spezialvorlesungen, die
I.P. Volobuev im Wintersemester 1994/95 als Gast des NTZ am Institut fiir Theoretische
Physik der Universitit Leipzig gehalten hat. Der Horerkreis setzte sich vor allem aus
Diplomanden und Doktoranden zusammen. Einer der Horer war Matthias Schmidt, der
die Hauptarbeit bei der Verfassung dieses Skriptums geleistet hat.

Da der Begriff der Symmetrie in der gesamten Physik eine fundamentale Rolle spielt,
entdecken wir gruppentheoretische Strukturen bereits bei sehr elementaren Betrachtun-
gen — z.B. fithrt eine genauere Analyse der Newtonschen Grundgesetze zum Galileischen
Relativitatsprinzip und damit zum Begriff der Galilei-Gruppe als Symmetriegruppe der
klassischen Mechanik. Analog findet man die Poincarégruppe als Symmetriegruppe der
speziellen Relativitidtstheorie. Auch in der Allgemeinen Relativitéitstheorie spielen Sym-
metriebetrachtungen, z.B. beim Suchen von strengen Losungen der Einstein-Gleichungen,
eine grundlegende Rolle. Um nun Symmetrien von Quantensystemen zu beschreiben, hat
man unitidre Darstellungen von Gruppen in Hilbertrdumen zu betrachten. Eine Symme-
trie liegt vor, wenn der Hamiltonoperator des Systems invariant unter der Darstellung ist.
Dies fiihrt — fiir konservative Systeme — zu Erhaltungssitzen, die bei der Losung quanten-
mechanischer Probleme extrem hilfreich sein kénnen. Diese tiefen Sachverhalte wurden
schon kurz nach der Entstehung der Quantenmechanik aufgedeckt und in den klassischen
Monographien von van der Waerden (1932), Weyl (1931) und Wigner (1931) beschrieben.
Prinzipiell kann man zwischen Raum-Zeit-Symmetrien und “inneren” Symmetrien unter-
scheiden. Die letzteren sind abstrakte Symmetrien von physikalischen Systemen, die nicht
aus Raum-Zeit-Beziehungen herleitbar sind. In Analogie zum Spinbegriff (Pauli 1927)
schlug Heisenberg 1932 das Konzept des Isospins vor, demzufolge Proton und Neutron
zwei sich nur durch ihre Ladung unterscheidende Zustéande eines SU(2)-Isodubletts sind.
Aus der Sicht der starken Wechselwirkung sind Proton und Neutron ununterscheidbar —
die starke Wechselwirkung ist invariant unter “inneren SU(2)-Drehungen”. Diese genia-
le Idee war der Ausgangspunkt fiir das auch heute noch grundlegende Ordnungsprinzip
in der Welt der Elementarteilchen: Elementarteilchen bilden Multipletts beziiglich ver-
schiedener (innerer) unitdrer Symmetrien. 1961 schlugen Gell-Mann und Ne’eman die
Flavour-Gruppe SU(3) als neue Symmetriegruppe vor. Tatséchlich lielen sich in guter
Niherung (was die Ubereinstimmung ihrer Massen betrifft) die damals bekannten Hadro-
nen in Multipletts der SU(3) anordnen. Die bekanntesten Baryonen und Mesonen bilden
jeweils ein Oktett, liegen also im Raum der adjungierten Darstellung der SU(3). Bekannt-
lich kann man aber die adjungierte Darstellung aus den fundamentalen Darstellungen 3
und 3 der SU(3) erzeugen. Dies legte die Hypothese nahe, daf§ die Hadronen zusammen-
gesetzte Teilchen sind. Tatséchlich schlugen Gell-Mann und Zweig 1964 hypothetische
Teilchen u, d und s (Quarks) vor, die sich nach der fundamentalen Darstellung 3 der
SU(3) transformieren sollten. Mesonen bestehen dann aus einem Quark-Antiquark-Paar
und Baryonen aus drei Quarks. Allerdings bemerkte man sehr bald das folgende Problem:
Geht man nach diesem Bauprinzip vor, so kann man gebundene Zustédnde erhalten, in
denen 3 Fermionen mit denselben Quantenzahlen auftreten — was im Widerspruch zum
Pauli-Prinzip steht. Der Ausweg aus diesem Dilemma besteht darin (Greenberg 1964, Gell-
Mann 1972), den Quarks eine weitere Quantenzahl zuzuordnen, die sogenannte Colour-
oder Farbquantenzahl mit den Eigenwerten rot, gelb und blau. Man kann nun eine zusétz-
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liche Colour-SU (3)-Gruppe einfiihren und die Quarks wieder als Tripletts in der funda-
mentalen Darstellung dieser Gruppe auffassen. Im Rahmen dieses Konzepts ist es leicht,
vollstéindig antisymmetrische Wellenfunktionen (z.B fiir das Q-Hyperon) aufzuschreiben,
die invariant unter dieser SU(3)-Symmetrie sind und die das Pauli-Prinzip nicht verletzen.

Das eben beschriebene Konzept erwies sich als sehr geeignet fiir die Beschreibung der
Spektren und statischen Eigenschaften von Mesonen und Baryonen, reichte jedoch nicht
fiir die Behandlung dynamischer Probleme, z.B. hochenergetischer Streuprozesse, aus.
Hierfiir wurden in der Folgezeit zunéchst verschiedene Modelle entwickelt. Doch Ende der
sechziger, Anfang der siebziger Jahre setzte sich — gestiitzt durch eine Reihe neuer expe-
rimenteller Resultate — die Uberzeugung durch, da8 die schwache und die starke Wechsel-
wirkung durch gewisse Vektorbosonen vermittelt werden, die eine dhnliche Rolle spielen,
wie die Photonen in der QED. Damit entstanden die sogenannten Eichfeldtheorien, die
Weinberg-Salam-Theorie (1967/68) fiir die elektro-schwache und die QCD (t'Hooft, Gross
und Politzer 1972/73) fiir die starke Wechselwirkung. Die Grundlage fiir diese Theorien
bildet das sogenannte Eichprinzip, das fiir nichtabelsche Gruppen von Yang und Mills
1954 formuliert wurde, (in Ansétzen aber bereits in fritheren Arbeiten von Pauli und
Weyl enthalten ist.) Ausgangspunkt fiir die Formulierung dieses Prinzips war die Uberle-
gung, dal bei dynamischen Prozessen die bisher angenommene starre innere Symmetrie
eigentlich physikalisch nicht gerechtfertigt ist. Wie Elemente eines Multipletts mit kon-
kreten Teilchen (oder Feldern) identifiziert werden, wird lokal — und unter Umsténden in
verschiedenen Labors unterschiedlich — entschieden. Dies fithrt zum Konzept der lokalen
inneren Symmetriegruppen, im Rahmen dessen die inneren Symmetrietransformationen
von den Punkten der Raum-Zeit abhéngen. Fordert man nun Invarianz der physikali-
schen Wirkung freier Materiefelder unter solchen Transformationen, so erzwingt dies die
Einfithrung der bereits oben erwidhnten Vektorbosonen, der sogenannten Eichbosonen,
die iiber die kovariante Ableitung mit den Materiefeldern — und im nichtabelschen Falle
auch mit sich selbst — gekoppelt sind. Auf diese Weise erhélt man ein universelles Kon-
struktionsprinzip. Heute sind die Weinberg-Salam-Theorie und die QCD im sogenannten
Standardmodell der Elementarteilchenphysik zusammengefafit. Sicher geniigt das Stan-
dardmodell aufgrund seiner groflen Zahl unabhingiger Parameter (18 — falls man vor-
aussetzt, dafl die Neutrinomassen verschwinden) nicht den #sthetischen Anspriichen, die
man an ein Modell der “Unifizierung” eigentlich stellen sollte. Andererseits ist es heute
in der Elementarteilchentheorie eines der wichtigsten Modelle fiir konkrete Rechnungen.
Versuche, tieferliegende Unifizierungsideen — moglichst unter Einbeziehung der Gravita-
tionswechselwirkung — zu realisieren sind trotzdem nach wie vor gefragt. Hierzu hat es
mehrere wichtige Entwicklungslinien gegeben, aber es wiirde den Rahmen dieser Einlei-
tung sprengen, wollte man sie alle hier besprechen. Die interessantesten Entwicklungen
sind sicher mit den folgenden Ideen verkniipft: die Kaluza-Klein-Idee, die Idee der grofien
Unifizierung, die Idee der Supersymmetrie und die Idee der Strings. Trotz eines immensen
Aufwandes hat bis heute keine dieser Richtungen eine befriedigende Theorie der Unifizie-
rung der fundamentalen Wechselwirkungen geliefert. Bei den hier genannten theoretischen
Entwicklungen haben nun — neben neuen geometrischen Konzepten — gruppentheoretische
Methoden eine grundlegende Rolle gespielt. Man kann ohne Ubertreibung sagen, daf8 hier
praktisch alle klassischen Gruppen (selbst die exzeptionellen) eingegangen sind. Da es zu
den vorher besprochenen Methoden der unitdren Symmetrie in der Elementarteilchenphy-
sik eine grofle Zahl von Lehrbiichern gibt, haben wir uns entschlossen, diese Thematik hier
nicht zu behandeln. Stattdessen besprechen wir eine Anwendung, die die oben erwiahnte
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Kaluza-Klein-Strategie mit der Idee der groflen Unifizierung verkniipft. Wir beziehen uns
dabei auf Originalarbeiten von Gerd Rudolph und Igor P. Volobuev.

Bei den meisten physikalischen Anwendungen spielt die globale (topologische) Struktur
der Lie-Gruppe kaum eine Rolle, es geniigt das Konzept der zugehorigen Lie-Algebra.
Ausschliefflich dieses wird hier behandelt.

Das Skriptum ist inhaltlich folgendermafen gegliedert: In Kapitel 1 geben wir einen kurzen
Uberblick iiber die Grundbegriffe der Theorie der Lie-Algebren, gehen auf charakteristi-
sche Eigenschaften halbeinfacher Lie-Algebren ein und diskutieren einige Beispiele. Im
zweiten Kapitel (von da an beschéftigen wir uns nur noch mit komplexen halbeinfachen
Lie-Algebren) wird die Wurzeltheorie behandelt und im 3. Kapitel stellen wir die Klassifi-
zierung & la Dynkin dar. In Kapitel 4 besprechen wir kompakte Formen. Im fiinften Kapi-
tel wird auf die Darstellungstheorie eingegangen. Besonderes Gewicht liegt dabei auf der
Klassifizierung der irreduziblen, der fundamentalen und der elementaren Darstellungen.
In den Kapiteln 6 und 7 werden — in enger Anlehnung an die klassischen Resultate von
Dynkin — halbeinfache Unteralgebren komplexer halbeinfacher Lie-Algebren behandelt.
Der in Kapitel 6 diskutierte Fall allgemeiner, also auch nichtreguldrer Einbettungen ist —
im Gegensatz zum {iibrigen Material — in den géngigen Lehrbiichern kaum zu finden. In
Kapitel 8 wird die Weyl-Gruppe untersucht. Schliellich diskutieren wir im letzten Kapitel
ein Anwendungsbeispiel, das die Idee der grofen Unifizierung mit der Kaluza-Klein-Idee
verkniipft.

Es gibt viele Lehrbiicher iiber Lie-Algebren. Sie lassen sich grob in zwei Klassen ein-
teilen: einerseits die, die sich an Physiker wenden — diese bieten zwar schnellen Zugang
zu wesentlichen Informationen, konzentrieren sich aber meist nur auf Standardresultate,
wie z. B. die Konstruktion von Darstellungen durch Tensorprodukte — und andererseits
die mathematisch streng aufgebauten, die viele sehr interessante Methoden enthalten, fiir
Nicht-Mathematiker aber schwer zuginglich sind. Wir haben versucht, einen Kompromif3
zu finden und einige wichtige Ergebnisse — z. B. die Wurzeltheorie und die Klassifizierung
halbeinfacher Unteralgebren — klar und verstidndlich darzulegen.

Ziel der Vorlesung war es, zusammen mit den theoretischen Grundlagen auch praktische
Fertigkeiten im Umgang mit den in der Eichtheorie relevanten Lie-Algebren zu vermitteln.
Aus diesem Grunde wurde versucht, die behandelte Theorie immer wieder an einfachen,
ausfithrlich erlduterten Beispielen transparent zu machen. Diese Beispiele, die wir ebenfalls
in das Skriptum iibernommen haben, bieten dariiber hinaus reichlich Gelegenheit zum
Uben.
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Kapitel 1

Grundbegrifie

Dieses Kapitel soll die wichtigsten Grundbegriffe und Notationen bereitstellen, die im
weiteren gebraucht werden.

Gewisse Eigenschaften algebraischer Strukturen sind unabhéngig davon, um welche Struk-
tur es sich konkret handelt. Viele der im folgenden an Algebren und Darstellungen von
Algebren untersuchten Begriffe, Konstruktionen und Fragestellungen haben daher ihre
Wurzeln in einem viel allgemeineren Kontext. Um diesen Aspekt zu betonen, verwenden
wir nach Moglichkeit einheitliche Bezeichnungen fiir einander entsprechende Objekte in
verschiedenen algebraischen Strukturen, wie zum Beispiel Morphismus fiir strukturerhal-
tende Abbildungen f : X — X sowie daraus abgeleitet Isomorphismus (f ist bijektiv
und f~1 ist auch Morphismus), Endomorphismus (Morphismus von X auf sich selbst)
und Automorphismus (Isomorphismus von X auf sich selbst). Was ”strukturerhaltend”
konkret heiflen soll, mufl man natiirlich fiir jede algebraische Struktur einzeln definieren.

Der Buchstabe K bezeichne einen Kérper. Wir beschriinken unsere Betrachtungen durch-
weg auf die Falle K =R und K = C.

1.1 Algebren

Definition Eine K-Algebra (oder ” Algebra iiber K”) ist ein K-Vektorraum A, versehen
mit einer bilinearen Abbildung (”Multiplikation”) A x A — A, (z,y) — x-y. Eine
Abbildung f : A — B zwischen Algebren A, B heifit Morphismus von Algebren, falls sie
linear ist und f(x-y) = f(x)- f(y) V x,y € A erfiillt. Als Dimension einer Algebra
nimmt man die Dimension des unterliegenden Vektorraumes.

Hat die Multiplikation spezielle Eigenschaften, ist sie z. B. assoziativ oder kommutativ, so
bezeichnet man auch die Algebra mit dem entsprechenden Adjektiv, z. B. als assoziative
oder kommutative Algebra.

Beispiele

(1) Sei V ein K-Vektorraum. Die Endomorphismen End (V') mit der Hintereinanderausfiih-
rung als Multiplikation bilden eine assoziative K-Algebra der Dimension dim(V')2. End(V)
ist kommutativ gdw. dim(V') = 1.

(2) Viele Funktionenrdume, zum Beispiel die stetigen K-wertigen Funktionen auf einem
topologischen Raum oder die Polynome in einer oder mehreren K-Variablen tragen die

5



6 KAPITEL 1. GRUNDBEGRIFFE

Struktur einer assoziativen und kommutativen Algebra, wenn man Addition und Multipli-
kation punktweise erkléirt. Algebren dieser Art sind im allgemeinen unendlichdimensional.
(3) Beispiele fiir nichtassoziative Algebren sind unter anderem die Lie-Algebren.

Unteralgebren Eine Unteralgebra der Algebra A ist ein Paar (B, j), bestehend aus
einer Algebra B und einem injektiven Algebren-Morphismus (”Einbettung”) j : B — A.
Diese Begriffsbildung ist mit der Vorstellung von einer Unteralgebra als Teilmenge ver-
traglich: eine Teilmenge B C A ist Unteralgebra, falls B beziiglich der von A induzierten
Operationen abgeschlossen ist (genau dann ist namlich die identische Einbettung ein
Morphismus).

Kern und Bild Sei f: A — B ein Morphismus von Algebren. Der Kern von f ist die
Unteralgebra ker f := {x € A: f(z) =0} von A. Das Bild von f ist die Unteralgebra
imf := f(A) von B. Der Morphismus f ist injektiv gdw. ker f = {0} und surjektiv gdw.
imf = B.

Ideale Eine Unteralgebra Z in der Algebra A heifit Links- (bzw. Rechts- bzw. zweisei-
tiges) Ideal, falls A-Z C 7 (bzw. Z - A C 7 bzw. beides) gilt.
Jede Algebra A enthélt zwei triviale zweiseitige Ideale: A und {0}.
Sei Z ein zweiseitiges Ideal in A. Die Fuktoralgebra A/T ist die Menge der Aquivalenz-
klassen von A beziiglich der Aquivalenzrelation z ~y < x —y € Z, versehen mit den
Operationen A[z] + [y] := Az +y|, [z]-[y] =[x -y] z,ye A N e K.
Beispiel: Der Kern eines Morphismus f : A — B ist immer ein zweiseitiges Ideal in A. Es
gilt

A/ker f 2 imf |

wobei der Isomorphismus durch die Abbildung [z] — f(z) gegeben ist.
Zentralisator Sei B eine Teilmenge der Algebra A. Die Menge
ZaB)={ze€A:z-y=y-x VyebB}

heifit Zentralisator von B in A. Z4(B) ist eine Unteralgebra von 4. Den Zentralisator
Z(A) := Za(A) nennt man Zentrum von A. Das Zentrum ist eine kommutative Unteral-
gebra.

Direkte Summe und Tensorprodukt Seien A, B Algebren iiber demselben Korper.
Die direkte Summe A @ B erhélt man, indem man die direkte Summe der unterliegenden
Vektorraume bildet und mit der folgenden Multiplikation versieht:

(xa,28) - (Ya,yB) = (xa-ya,x8-ys) Vaa,ya€ A, x5,ys €B.

Analog konstruiert man das Tensorprodukt A ® B als Tensorprodukt der unterliegenden
Vektorrdaume und definiert darauf eine Multiplikation durch

(rA®@28) - (Ya @ yp) = (T4 -ya) @ (vp-ys) Vra,ysa €A, z5y8€B.
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Komplexifizierung Praktisch gesehen, erhélt man die Komplexifizierung eines reellen
Vektorraumes V' als die komplexe lineare Hiille irgendeiner Basis in V. Formalisieren kann
man diese Vorstellung dadurch, dafl man die komplexen Zahlen C als (zweidimensionalen)
reellen Vektorraum auffafit und die Komplexifizierung Vi als das reelle Tensorprodukt
C ® V definiert, wobei man anstelle der skalaren Multiplikation mit reellen Zahlen eine
skalare Multiplikation mit komplexen Zahlen durch

2(Z@v):=(22)®@v VzeC,2ZveCV

(und lineare Fortsetzung) erkliart. Auf analoge Weise erhélt man die Komplexifizierung
Ac einer reellen Algebra A, indem man C als reelle Algebra auffafit, das reelle Tensorpro-
dukt C ® A von Algebren bildet und mit der angegebenen Multiplikation mit komplexen
Skalaren versieht. Auch dies ist nur die Formalisierung dessen, daf} eine Basis in A auch
eine (komplexe) Basis in Agc ist und fiir die Produkte der Basiselemente in .4 wie in Ac
dieselben Relationen gelten.

Hat man andererseits eine komplexe Algebra B gegeben, so nennt man jede reelle Algebra
A mit Ac = B eine reelle Form von B.

Graduierungen und Filtrationen FEine Graduierung der Algebra A ist eine Folge
{Ay : k € Z} von Unterrdumen mit den Eigenschaften

(1) @kez Ak = A (2) Ak ' Al g Ak+l-

Eine Filtration von A ist eine Folge {A,) : n € N} von Unterrdumen mit den Eigenschaf-
ten

(1) Amy € Ay, falls n <m (2) UnEN Apy = A (3) Ay - Ay € Aptm)-

Man beachte, daf sich die Unterrdume A, einer Graduierung nur in {0} schneiden,
withrend jeder Unterraum A, einer Filtration alle vorangegangenen enthélt.
Zu einer Graduierung { Ay, : k € Z} auf natiirliche Weise assoziiert ist die Filtration

{Aw :neN},  Aw =D .z A

|k|<n

Derivationen Derivationen der Algebra A sind lineare Abbildungen d : A — A, die die
Produktregel d(z-y) = (dz)-y+x-(dy) erfiillen. Die Menge der Derivationen bezeichnen
wir mit Der(.A). Der(.A) ist ein Unterraum, aber im allgemeinen keine Algebra. Es tragt
jedoch die Struktur einer Lie-Algebra (siche dazu Beispiel (3) zur Definition der Lie-
Algebren im folgenden Abschnitt).

1.2 Lie-Algebren

Definition Eine K-Lie-Algebra ist eine K-Algebra, deren Multiplikation den Bedingun-
gen

(1) z-2=0
(2) z-(y-2)+y-(z-2)+2z-(r-y) =0 ("Jacobi-Identitét”)
genigt.
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Aus der Definition folgt unmittelbar z -y = —y - & (berechne (z + y) - (z + y)). Die-
se Rechenregel spielt in Lie-Algebren eine analoge Rolle wie das Kommutativgesetz in
kommutativen Algebren. Aus ihr folgt zum Beispiel:

— Das Zentrum einer Lie-Algebra ist ein Ideal.

— Jedes Ideal in einer Lie-Algebra ist zweiseitig.

Die Jacobi-Identitdt hingegen ersetzt das Assoziativgesetz. Insbesondere ist eine Lie-
Algebra nicht assoziativ (vorausgesetzt, ihr Produkt ist nicht identisch Null). Aus jeder
assoziativen Algebra lat sich aber eine Lie-Algebra machen, indem man die assoziative
Multiplikation z - y durch den Kommutator

[yl =2-y—y-x

ersetzt. Die ersten Lie-Algebren, die man untersucht hat, waren Unteralgebren von Alge-
bren dieser Gestalt. Deshalb wird das Produkt in einer Lie-Algebra traditionell mit [z, y]
bezeichnet.

Beispiele

(1) Aus der assoziativen Algebra End(V) der Endomorphismen eines K-Vektorraumes
erhélt man nach obiger Bemerkung eine Lie-Algebra mit dem Kommutator als Produkt.
Diese hat dieselbe Dimension wie End(V'), ndmlich dim(V')2. Wir bezeichnen sie mit gl(V),
("general linear”) bzw., im Falle V' = K", mit gl(n, K).

Die Bezeichnung gl weist auf einen fundamentalen geometrischen Zusammenhang zwi-
schen Lie-Algebren und Lie-Gruppen hin: gl(V') zum Beispiel ist die Linearisierung der
Lie-Gruppe GL(V') der Vektorraum-Automorphismen von V. Dieser Zusammenhang —
den wir im weiteren weder untersuchen noch benutzen wollen — gestattet es, aus der
Struktur linearer Objekte (der Lie-Algebren) Aussagen zumindest iiber die lokale Struktur
nichtlinearer Objekte (der Lie-Gruppen) zu gewinnen. Das ist genau der Grund, warum
Lie-Algebren in der Physik eine so wichtige Rolle spielen, denn primér sind eigentlich die
Gruppen, die ja die Symmetrieeigenschaften eines physikalischen Systems verkorpern.

(2)  Fiir beliebige A, B € gl(V) gilt try([A, B]) = 0. Daher bildet die Menge sl(V)
("special linear”) der spurfreien Operatoren auf V' ein Ideal in gl(V'). s{(V') hat die Di-
mension n? — 1. Auch hier schreibt man si(n,K), falls V = K".

(3) Sei A eine beliebige Algebra. Der Kommutator zweier Derivationen von A4 ist wieder
eine Derivation. Damit ist Der(.A4) eine Unteralgebra von gi(.A).

(4) In der Quantenmechanik arbeitet man mit den Drehimpulsoperatoren L,, L., L.,
definiert durch L = 7 x p mit dem Impulsoperator p = —iAV. Diese geniigen der Kom-
mutatorrelation

Ly, L)) = —ihL, (%) (1.1)

i

(und zyklische Vertauschungen). Der Vektorraum L := spang {%Lx, %Ly, hLz} ist ab-

geschlossen unter der durch (1.1) definierten Multiplikation, bildet also eine Lie-Algebra
der Dimension 3.

Dafl sowohl in (1.1) als auch in der Definition von L ein Faktor i steht, hat folgenden
Grund: Die Operatoren der Quantenmechanik sind selbstadjungiert; der Kommutator von
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selbstadjungierter Operatoren aber ist schiefadjungiert: [A, B]* = —[A*, B*] = —[A, B].
Mit Hilfe des Faktors ¢+ kommt man nun von den selbstadjungierten zu den schiefadjun-
gierten Operatoren (A* = —A), welche unter Kommutatorbildung abgeschlossen sind.

(5) R3 mit dem Vektorprodukt als Multiplikation ist eine reelle Lie-Algebra. Diese ist
isomorph zur Algebra der Drehimpulsoperatoren aus Beispiel (4): ein Isomorphismus wird

zum Beispiel durch e, +— %Lm, ey %Ly, e, %Lz definiert (e, ey, e, seien die
kanonischen Basisvektoren).

Strukturkonstanten Fixiert man in der Lie-Algebra £ eine Basis {bs}, so sind die
Strukturkonstanten C}; definiert durch die Gleichung [b;, b;] = >, CEby. Mit ihrer Hil-
fe kann man in Koordinaten rechnen: sind z*, y* die Koordinaten von z,y, so ergeben
sich die Koordinaten von [z,y] zu )7, 2’3y’ C};. Die Antisymmetrie des Lie-Produkts spie-

gelt sich auf dem Niveau der Strukturkonstanten in der Relation C’fj = —C’J’-‘; und die
Jacobi-Identitét in der Relation C}Cy + C’Jl-kC’lT + C’,l%-C']’-’l1 = 0 wider. Man beachte, dafl

die Strukturkonstanten, entgegen ihrem Namen, keine Konstanten der Lie-Algebra sind,
sondern von der gewédhlten Basis abhidngen.

Einfache, halbeinfache, auflésbare und nilpotente Lie-Algebren Lie-Algebren
kann man grob nach ihrer Idealstruktur einteilen, d. h. danach, was fiir Ideale sie enthalten
und wie diese geschachtelt sind.

Eine einfache Lie-Algebra ist nicht kommutativ und besitzt iiberhaupt keine Ideale aufler
den trivialen. Um die anderen Klassen zu definieren, betrachten wir die rekursiv gegebenen
Folgen

LoD = [0 L] L0 =L ("obere Zentralreihe”)

Lty = [L, L), Loy =L ("untere Zentralreihe”),
die man unter dem Namen ”abgeleitete Reihen” zusammenfaft. [hre Glieder sind Ideale
in £. £ heiBt auflosbar, falls L™ fiir ein geniigend groBes n verschwindet und nilpotent,

falls L, dies tut. Schlieflich nennt man eine Lie-Algebra halbeinfach, falls sie aufler {0}
keine auflosbaren Ideale enthélt.

Wir sehen:

— eine nilpotente Lie-Algebra ist auch auflosbar,

— eine einfache Lie-Algebra ist auch halbeinfach,

— {0} ist die einzige Lie-Algebra, die gleichzeitig halbeinfach und auflésbar ist.

Die halbeinfachen Lie-Algebren (und insbesondere die einfachen) stellen also einen gewis-
sen Gegenpol zu den auflésbaren und nilpotenten dar. Desweiteren ist klar, dafl halbein-
fache Lie-Algebren stets triviales Zentrum haben.

Beispiele: Die oberen Dreiecksmatrizen bilden eine auflosbare und die oberen Dreiecks-
matrizen, deren Hauptdiagonale nur Nullen enthélt, eine nilpotente Lie-Algebra. Die Lie-
Algebra der Drehimpulsoperatoren aus Beispiel (4) zur Definition der Lie-Algebren ist
einfach. Die Lie-Algebra gl(V') ist fiir dim(V') > 2 weder halbeinfach noch auflgsbar.
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Kompakte Lie-Algebren Eine Bilinearform B auf einer Lie-Algebra £ heif3t invariant,
falls gilt

B([z,y],2) + By, [z,2]) =0 VYaz,ye L. (1.2)
Eine Lie-Algebra, auf der ein invariantes Skalarprodukt existiert, nennt man kompakt!.
Bei einer kompakten Lie-Algebra ist das Ideal [£, £] halbeinfach und es gilt

L=27(L)Da L, L] (1.3)

[HN, S. 241]. An dieser Zerlegung, die ein Spezialfall der sogenannten Levi-Mal cev-
Zerlegung ist, sieht man, daf§ es fiir die Kenntnis der kompakten Lie-Algebren ausreicht,
die halbeinfachen kompakten zu kennen. Die in der Teilchenphysik auftretenden inneren
Symmetriegruppen sind allesamt (topologisch) kompakt und haben deshalb kompakte
Lie-Algebra (mit Hilfe des Haar-MaBes auf der Gruppe mittelt man ein beliebiges Ska-
larprodukt auf der Lie-Algebra zu einem invarianten Skalarprodukt). Es bedeutet also
keine wesentliche Einschrankung der Anwendungsmoglichkeiten, wenn wir uns bei den
Strukturuntersuchungen auf halbeinfache Lie-Algebren beschréanken.

Normalisator Sei B eine Teilmenge von L. Der Normalisator von B ist die Menge
Ne(B) :={x e L:[z,B] CB}.

N¢(B) ist aufgrund der Jacobi-Identitét eine Unteralgebra von L. Ist B selbst eine Un-
teralgebra, dann ist N.(B) die grofite Unteralgebra von L, die B als Ideal enthélt.

Darstellungen Sei K = R,C und K’ C K. Sei £ eine Lie-Algebra iiber K'. Eine K-
Darstellung von L ist ein Paar (V] f), bestehend aus einem K-Vektorraum V' und einem
Morphismus von K'-Lie-Algebren f : £ — gl(V).?

Bei einer Darstellung kann man Information iiber die Lie-Algebra verlieren, diese ”ver-
schwindet” sozusagen im Kern des Morphismus f. Eine Darstellung nennt man treu, wenn
sie injektiv ist, wenn also keine Information verloren geht.

Die K-Darstellungen einer fixierten K’-Lie-Algebra £ bilden selbst wieder eine algebraische
Struktur: Als Morphismen von Darstellungen von (V, f) nach (W, g) nimmt man diejenigen
K-Vektorraum-Morphismen ¢ : V' — W, die

g(x)op=¢of(x) VaxeLl

erfiillen. Ein solches ¢ wird Verflechtungsoperator (engl. intertwiner) genannt. Insbeson-
dere sind zwei Darstellungen isomorph oder, wie man auch oft sagt, dquivalent (diese
Terminologie werden wir hier bevorzugen), wenn es einen bijektiven Verflechtungsopera-
tor gibt.

Die Verflechtungsoperatoren von (V, f) nach (W, g) bilden einen Vektorraum. Die reelle
Dimension dieses Vektorraumes nennt man Verflechtungszahl der beiden Darstellungen.

Wir weisen darauf hin, dafl in der mathematischen Literatur im allgemeinen nicht von
Darstellungen einer Lie-Algebra £, sondern von £-Moduln gesprochen wird. Dies erscheint
vom algebraischen Standpunkt aus natiirlicher, ist aber vollig dquivalent.

IDieser Begriff ist natiirlich nicht topologisch zu verstehen.
2Die Kérper K und K’ konnen wirklich verschieden sein, siehe dazu die im Abschnitt 1.4 besprochenen
Algebren u(n) und su(n).
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Operationen mit Darstellungen
Seien (V, f), (W, g) Darstellungen von L iiber demselben Kérper. Wir definieren

(a) die duale oder kontragrediente Darstellung f*: L — gl(V*) durch
(f(@n) () == —n(f@)v) Vzel veV,nelV”

(b) die direkte Summe fe&g: L — gl(V & W) durch
(feg)(z) (v,w) = (f(zx)v,g(x)w) VaxeLl veV,weW
(c) das Tensorprodukt f®g: L — gl(V @ W) durch
(feg)(z) vow) = (ft)) @w+ve(gr)w) Vel veV, weW
(d) das r-fache dufere Produkt N"f: L — gl(\"V) durch
(NN (@) (A Av) = (f@)v) A Avp + -+ A A(f(x)v,) YeeLl,veV.

Irreduzible Darstellungen Um etwas Ordnung in die grofle Anzahl moglicher Dar-
stellungen einer Lie-Algebra £ zu bringen, fithrt man ein Kriterium ein, welches in einem
gewissen Sinne elementare Darstellungen auszeichnet: man nennt eine Darstellung (V f)
irreduzibel, falls V' keinen echten Unterraum enthélt, der unter der Wirkung von f(£)
invariant ist. Eine Darstellung heifit vollstindig reduzibel, falls sie einer direkten Summe
von irreduziblen Darstellungen isomorph ist.

Wir werden lernen, daf} bei einer halbeinfachen Lie-Algebra alle Darstellungen vollsténdig
reduzibel sind. Fiir eine solche Lie-Algebra sind die irreduziblen Darstellungen Grundbau-
steine, aus denen alle anderen Darstellungen aufgebaut werden koénnen.

Im folgenden Satz geben wir zwei notwendige Kriterien fiir die Irreduzibilitit einer Dar-
stellung an:

Satz 1.1 (Lemma von Schur)

(a) Fin Morphismus zwischen zwei irreduziblen Darstellungen einer Lie-Algebra ist ent-
weder O oder ein Isomorphismus.

(b) Jeder Endomorphismus einer irreduziblen Darstellung (V, f) einer Lie-Algebra ist pro-
portional zur Identitdt 1y,.

Die Aussage (b) kann man auch so formulieren: Vertauscht ein linearer Operator auf V'
mit allen Operatoren f(x), x € £, dann ist er proportional der Identitét.

BEWEIS:
zu (a): Bild und Kern eines Morphismus von Darstellungen sind invariante Unterrdume,
wegen der Irreduzibilitét also {0} oder der ganze Raum. Ist das Bild {0}, dann ist der
Morphismus selbst 0; ist das Bild der ganze Raum, dann ist der Kern {0} und der Mor-
phismus ein Isomorphismus.
zu (b): Sei ¢ ein Endomorphismus von (V, f). Setzen wir in (a) (V, f2) = (V4, f1), so
erhalten wir nur "¢ = 0 oder Automorphismus”. Die zu beweisende Aussage ist aber
genauer.
Sei A € K. Wir bilden W)y, := (¢ — A\1y)V. W), ist invariant:

FILOWx = F(L)(¢ = ALy)V = (¢ — ALy) f(L)V € Wi
Da ¢ einen Eigenvektor besitzt (moglicherweise zum Eigenwert 0), finden wir ein A € K
(den zugehorigen Eigenwert), so dal Wy # V. Es folgt W), = {0}, also ¢ = AL. L
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Die adjungierte Darstellung Man kann natiirlich Darstellungen f : £ — gl(L) einer
Lie-Algebra L in die linearen Operatoren auf dem unterliegenden Vektorraum betrachten.
Eine dieser Darstellungen, die sogenannte adjungierte Darstellung ad,, ist in kanonischer
Weise durch das Produkt der Algebra gegeben:

ade(z) yi=[v.y), wmyel.

Beim Umgang mit Unteralgebren £ C £ beachte man eine Feinheit: fiir z € £’ gilt dann
adg (x) = adg(x)|,. Man muB also genau im Auge behalten, auf welche Lie-Algebra sich
ad bezieht, deshalb der Index. Besteht allerdings keine Verwechslungsgefahr, so lassen wir
ihn weg.

Man kann sich vorstellen, dafl die adjungierte Darstellung viel iiber £ weif. Wir werden
sie im folgenden immer wieder benutzen, um Einblick in die Struktur von Lie-Algebren
zu gewinnen. Folgende drei Aussagen zum Beispiel erhédlt man unmittelbar aus den Defi-
nitionen der entsprechenden Begriffe und den Rechenregeln fiir die Lie-Klammer:

Satz 1.2 Sei L eine Lie-Algebra.

(a) Es gilt kerad, = Z(L). Insbesondere ist die adjungierte Darstellung einer halbeinfa-
chen Lie-Algebra treu.

(b) Die unter der adjungierten Darstellung invarianten Unterrdume von L sind genau die
Ideale von L. Insbesondere ist eine Lie-Algebra einfach genau dann, wenn ihre adjungierte
Darstellung irreduzibel ist.

(¢) Das Bild der adjungierten Darstellung, adz(L), ist ein Ideal in Der(L).

Derivationen der Form ad(z), « € L, heiflen innere Derivationen .

Rang Fiir x € £ sind die Eigenwerte ); des linearen Operators ad(z) auf £ durch die
Nullstellen des charakteristischen Polynoms det(ad(z) — A1) gegeben. Wir schreiben

det(ad(z) — A1) = > pr(z) ¥ (1.4)

mit Koeffizientenfunktionen py : £ — C. Fiir beliebige = € £ gilt ad(x)z = 0. Deshalb
ist po = 0. Die kleinste natiirliche Zahl n, fiir die ein z € £ mit p,(z) # 0 existiert, heifit
Rang von L, symbolisch: rg(£). Elemente & € £ mit p,4z)(z) # 0 nennt man reguldr.
Der Rang von L ist offenbar die minimale Vielfachheit des Eigenwertes 0, die bei einem
Operator der Form ad(z), x € L, auftreten kann.

Innere Automorphismen Fiir jeden linearen Operator A auf £ konvergiert die Ex-

ponential-Reihe?
o 1]
exp(A) := Z A"

n=0 E
Wegen exp(A) o exp(—A) = id, ist exp(A) ein Vektorraum-Automorphismus auf £; im
allgemeinen wird es aber die Lie-Klammer nicht respektieren. Ist allerdings A € Der(£),
so findet man unter Benutzung der iterierten Produktregel

= 2 [ () - (6)

k=0

3alle Normen auf der Algebra der linearen Operatoren auf £) sind dquivalent; fiir jede gibt es eine
Konstante C, so dafl ||AB|| < C||A||||B|| V A, B
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und der {iblichen Grenzwertsétze die Bezichung

exp(A) [,y = (X2 4r) eyl = ot (4rle.v)
- =S| (#9) - ()|
= k=0 [ (% w) , (% y)] = [exp(A) z,exp(A4) y] .

In diesem Falle ist exp(A) also ein Automorphismus von Lie-Algebren. Im besonderen trifft
das auf die Operatoren ad.(x), z € £, zu. Automorphismen von dieser Gestalt nennt man
innere Automorphismen. Die Menge der inneren Automorphismen bezeichnen wir mit
Int(£). Man kann zeigen, daf§ Int(L£) eine Gruppe ist (Stichwort: Campbell-Hausdorff-
Formel). Wegen

Aoexp(ad(r))o A = exp(Aoad(z) o A1) = exp(ad(Ax)) V A€ Autpy(£)

ist Int(L) sogar eine normale Untergruppe von Auta(L).

Invariante symmetrische Bilinearformen (ISBLF) Die Eigenschaft der Invarianz
hatten wir schon in Gleichung (1.2) definiert. Eine Bilinearform B auf £ heifit symme-
trisch, falls B(z,y) = B(y,z) Y z,y € L gilt. Fiir eine Teilmenge M C L setzen
wir

MtE = {x eL:Blx,M)= {O}} :
Man nennt B nicht ausgeartet, falls L5 = {0}.

Im folgenden nehmen wir eine ISBLF B als fixiert an und lassen alle entsprechenden
Indizes weg. Wir sehen, dal M= fiir beliebige Teilmengen M ein Unterraum von £
ist, aber nicht notwendig eine Unteralgebra. Desweiteren ist zu beachten, da M+ im
allgemeinen kein Vektorraum-Komplement zu spangM in £ ist, d. h. es mufl weder
(spang M) N M+ = {0} noch L = (spang M) @& M* gelten. Fiir Ideale allerdings hat

man

Satz 1.3 Sei L eine Lie-Algebra, B eine ISBLF auf £ und Z ein Ideal in L. Dann ist
auch It ein Ideal und es gilt [Z,7+] C L*.

BEWEIS: Aus der Invarianz folgt:

— B(Z,[£,T}]) = B([Z,£],IT+) = B(Z,Z+) = {0}, also [£,Z1] C Z+ und Z% ist Ideal
~ B(£,[2,7Y) = B(IL,1],T) = B(Z,T") = 0, also [Z,7%] C £*. "

Spurform Sei (V, f) eine Darstellung der Lie-Algebra £. Die Bilinearform

By(x,y) := try (f(2)f(y)) (1.5)

ist eine ISBLF auf L. Sie heifit Spurform der Darstellung (V, f). Sind die Darstellungen
(V, f) und (W, g) von L &quivalent, dann gilt

Bf(r,y) = By(v,y) Va,yel. (1.6)
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BEWEIS: Sei ¢ : V — W ein Verflechtungsoperator. Wir wiithlen ein Paar dualer Basen?
{v;}, {n*} in V bzw. V*. Dann ist {¢v;}, {¢p~1"n'} ein Paar dualer Basen in W bzw. W*.
Wir schreiben

By(a,y) = vy (f@)f ) = S (F@)f@)v) = Lon ((F@)s ol m)oow),
ersetzen f(x)¢p~! = ¢71g(x) und erhalten
By(w,y) = 32 (670) (9(@)ay)ovi) = trw (9(2)g()). .

Killing-Form Die Killing-Form ist die Spurform der adjungierten Darstellung:

(x,y)c = tre(ad(x) ad(y)) (1.7)

(wenn keine Verwechslungsgefahr besteht, lassen wir den Index weg). Im weiteren beziehen
sich geometrische Begriffe wie ”orthogonal” oder ”isometrisch” immer auf die Killing-
Form.

Jeder Isomorphismus ¢ : £, — Lo zwischen Lie-Algebren L, L, ist isometrisch, d. h. es
gilt

(le‘, ¢y)£2 = (ZE, y)£1 v T,y € ‘Cl : (18)

BEWEIS: (z,y)., ist die Spurform der Darstellung (£q,ady,), (¢z, ¢y)., die Spurform der
Darstellung (Lo, ad., o ¢) von L. Beide Darstellungen sind iiber ¢ isomorph zueinander:
poads, ()y = olu,y] = [67, 6y = ady(62) 0 by V 2,y € Ly,

Die Behauptung folgt dann aus Gleichung (1.6). u

Sei L' C L eine Unteralgebra. Die Einschrankung der Killing-Form von £ auf £’ wird
im allgemeinen nicht mit der Killing-Form von £’ iibereinstimmen: bei letzterer wird die
Spur ja nur iiber den Unterraum £’ C £ genommen; wie die Operatoren ady(x'), 2’ € L'
auf dem Rest wirken, geht gar nicht ein. Man hat allerdings

Satz 1.4 Sei L eine Lie-Algebra und T ein Ideal. Es gilt (x,y)r = (x,y) YV z,y € L.

BEwEIs: Wir wahlen ein Vektorraum-Komplement 7, so dal £ = 7 & J. Ein linearer
Operator A auf £ 148t sich beziiglich dieser Zerlegung als Blockmatrix

Az Ayt
Azg Agg

schreiben, wobei A 77 von J nach Z abbildet usw. Seien nun zy, 2 € Z. Da Z Ideal ist,
hat adz(z;) die Form

( adﬂ(oxi)lz ad,c(gi)b )

Damit ergibt sich

(w1, 20) = tre(adg(zy)ads(zg)) = tr adg(m1)|18adg(x2)|z adg(x1)|1<(3)adg(x2)|3 >
= trz (adg(z)|; 0 adg(xs)|7) = tr (adz(z1)adz(z2))

= (561,$2)I. |

*d. h. n'(vy) = 0!
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1.3 Besonderheiten halbeinfacher Lie-Algebren

Wir beginnen mit zwei dquivalenten Kriterien fiir Halbeinfachheit.

Satz 1.5 Sei L eine Lie-Algebra. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) L ist halbeinfach.

(b) Die Killing-Form von L ist nicht ausgeartet.

(c) L enthdlt keine kommutativen Ideale aufler {0}.

BEWEIS:
(a) = (b): Wir zeigen, dafl L (L eine beliebige Lie-Algebra) ein auflosbares Ideal ist: Ideal
ist es nach Satz 1.3. Satz 1.4 besagt, dafl seine Killing-Form gleich 0 ist. Die Behauptung
folgt dann aus dem Cartan-Kriterium
Eine Lie-Algebra £ mit der Eigenschaft (x,y); =0 Vaze L, ye [E, E] ist
auflosbar. [Hu, §4.3.]

(b) = (c¢): Jedes kommutative Ideal Z einer Lie-Algebra £ ist in £+ enthalten: Fiir x € Z,
2

y € L gilt namlich ((ad(:c)ad(y)) = <ad(a:)]I) o ad(y)ad(z)ad(y) = 0, d. h. der
Operator ad(z)ad(y) ist nilpotent. Es folgt (z,y), =0 Vze€Z, ye L.

(¢) = (a): (indirekt) Sei Z ein Ideal in £. Mit Hilfe der Jacobi-Identitét priift man induktiv,
daB die Glieder Z der oberen Zentralreihe ebenfalls Ideale in £ sind.

Gibe es ein auflosbares Ideal Z # {0} in £, dann finden wir ein n € N, so dafl Z(™ # {0}
und ZH) = [Z0W 7] = {0}. I wire damit ein von {0} verschiedenes kommutatives
Ideal in £ (Widerspruch). n

Eine unmittelbare Folgerung aus dem Kriterium (b) ist
Satz 1.6 Direkte Summen halbeinfacher Lie-Algebren sind halbeinfach.

BeEweis: Fiir die Killing-Form der direkten Summe zweier Lie-Algebren £, Lo gilt
<(951>332) ) (yl,y2)>£ o = (1,y1)e, + (T2, 92)c, V14,4 € Ly u

2

Satz 1.7 Sei L eine (beliebige) Lie-Algebra und Z ein halbeinfaches Ideal in L. Dann gilt
L=T®I+ (direkte Summe von Algebren). Insbesondere ist [Z,Z+] = {0}.

BEWEIS: Aus Satz 1.4 und Kriterium 1.5 (b) folgt
() Die Einschrinkung der Killing-Form von £ auf das Ideal Z ist nicht ausgeartet.

Damit ist Z N Z+ = {0}. Da Z+ nach Satz 1.3 ebenfalls Ideal in £ ist, gilt desweiteren
[Z,71] CZNZ+ = {0}. Dies beides zeigt, da die Lie-Algebra Z & Z+ eine Unteralgebra
von L ist.

Andererseits kénnen wir ein beliebiges € £ nach Z und Z+ zerlegen: Wegen () finden
wir ein Paar von Basen {a;}, {b;} in Z, die beziiglich der Killing-Form dual sind . Wir
setzen xz := Y, (,a;)z bj. Dann ist x7 € Z und © — 7 € T+ n

Betrachten wir die Gesamtheit der einfachen Ideale {Z, : & € A} einer Lie-Algebra L.
Fiir a # 3 gilt

5d. h. (ai,bj)g = (Sij
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— Z,NZz = {0} (denn dies ist ein Ideal in Z, und in Zg)

— [Zo,Z3) CI,NTIs ={0}.

Damit ist @, 4 Za ein halbeinfaches Ideal in £. Wir schlieBen
— Die Menge der einfachen Ideale ist endlich.

— L besitzt die Zerlegung

[, - R @QGA Ia (19)

in eine direkte Summe von Idealen, wobei R := (B, 4 Ia)l.

Wir geben nun ein weiteres Kriterium fiir Halbeinfachheit an.

Satz 1.8 (Struktursatz) Fine Lie-Algebra L ist genau dann halbeinfach, wenn sie ei-
ne direkte Summe von einfachen Lie-Algebren ist. In diesem Fall sind die Summanden
eindeutig bestimmit.

BEWEIS: Die eine Richtung liefert Satz 1.6. Sei deshalb £ halbeinfach. Wir zeigen, dafl
sich dann das Ideal R in der Zerlegung (1.9) von £ zu {0} reduziert (aus dieser Zerlegung
folgt auch unmittelbar die Eindeutigkeit). Dazu benétigen wir

Lemma 1.9 Sei L eine halbeinfache Lie-Algebra und I ein Ideal. Es gilt
(a) Z ist halbeinfach.

(b) Ideale in T sind auch Ideale in L.

(c) Ist L # {0}, dann enthdlt L ein einfaches Ideal.

BEWEIS:

zu (a): Wir betrachten 7’ := ZTNZ*. T’ ist ein Ideal in £. Nach Satz 1.3 ist 7' kommutativ:
[Z',7') C [Z,7+] € £+ = {0}. Damit gilt Z = {0} und die Behauptung folgt aus Satz
1.4 und Kriterium 1.5 (b).

zu (b): Dies folgt unmittelbar aus Satz 1.7.

zu (c): £ enthélt ein minimales, von {0} verschiedenes Ideal. Dieses mufl nach Punkt (b)
einfach sein.

Wir fahren fort mit dem Beweis des Satzes: Sei R # {0}. Nach Punkt (a) des Lemmas ist
R halbeinfach. Nach Punkt (c) enthélt es damit ein einfaches Ideal. Dieses ist aber nach
Punkt (b) auch ein einfaches Ideal in £ (Widerspruch). ]

Der Struktursatz gestattet es bei vielen Fragestellungen, die Untersuchung der halbein-
fachen Lie-Algebren auf die Untersuchung der einfachen Lie-Algebren zuriickzufiihren.

Eine direkte Folgerung aus dem Struktursatz ist

Satz 1.10 Die Ideale einer halbeinfachen Lie-Algebra L sind gegeben durch beliebige Teil-
summen der Zerlegung von L in einfache Ideale. u

Eine weitere spezielle Eigenschaft von halbeinfachen Lie-Algebren formulieren wir im

Satz 1.11 Sei L eine halbeinfache Lie-Algebra. Dann gilt ad(L) = Der(L), d. h. alle
Derivationen sind innere Derivationen.
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BEWEIS: Wir bezeichnen D := Der(£) und A := ad(L). Wegen

[d,ad(z)]ly = ad(dz)y VdeD, z,ycL (%)
ist A ein halbeinfaches Ideal in D. Nach Satz 1.7 geniigt es also, A+ = {0} zu zeigen. Sei
dazu d € At. Mit [A, A1] = {0} und (*) ergibt sich ad(dz) =0 V x € £. Aus der
Injektivitdt der adjungierten Darstellung folgt d = 0. |

1.4 Beispiele

Einige klassische Lie-Algebren

Entsprechend der Bemerkung zur Lie-Algebra gl(V') im Beispiel 1 auf Seite 8 kann man
alle im folgenden besprochenen Lie-Algebren als Linearisierungen gewisser Lie-Gruppen
auffassen. Auf diese Weise wiirden sich auch ihre Namen erklaren. Wir definieren sie jedoch
zweckméBigerweise rein algebraisch, und zwar als Unteralgebren von gl(n, K).

In diesem Abschnitt sei ausnahmsweise K = R, C, H .

Satz 1.12 Sei L(a,b) eine bi- bzw. sesquilineare” Form auf K™. Wir betrachten die Men-
ge der beziiglich L schiefadjungierten linearen Operatoren auf K™:

Sy :={Ae€gl(K,n) : L(Aa,b)=—L(a,Ab) V a,beK} . (1.10)
Sy, ist eine

— K-Lie-Algebra, falls L bilinear ist,
— reelle Lie-Algebra, falls L sesquilinear ist.

BEWEIS: Fiir A, B € §;, gilt

L([A, Bla,b) = L(ABa,b) — L(BAa,b) = L(a, BAb) — L(a, ABb) = —L(a, [A, B]b),
d. h. & ist unter Kommutatorbildung abgeschlossen. Ist L bilinear, dann ist Sy, offensicht-
lich ein K-Vektorraum. Ist dagegen L sesquilinear, dann ist Sy, zwar noch abgeschlossen
unter Summenbildung, fiir die Multiplikation von Elementen A € §;, mit Skalaren A\ € K
gilt jedoch L((AA)a,b) = —L(a, (AA)b) |5, d. h. AA gehort nur dann wieder zu Sz, wenn
A reell ist. Damit ist Sz, unabhéngig von K| eine reelle Lie-Algebra. |

Fiir L(a,b) wéhlen wir nun konkret:

1. die kanonische symmetrische Bilinearform a-b =) a;b;:
Diese definiert die orthogonale Algebra so(n,K). Man findet

so(n,K) = {A € gl(n,K) : A" = —A} .

Die Operatoren aus so(n, K) haben auf der Hauptdiagonale ausschliefllich Nullen und sind
daher automatisch spurfrei. Durch Abzéhlen der frei wihlbaren Matrixelemente ergibt sich
fiir die Dimension in(n — 1).

5Die Definition von gl und sl im quaternionischen Fall ist vollig analog zu der im komplexen und
reellen Fall. Man mufl nur festlegen, ob man H" als Links- oder Rechts-H-Modul betrachten will; die
Endomorphismen wirken dann von der jeweils anderen Seite.

"im ersten Argument antilinear, im zweiten linear

8X bezeichnet die natiirliche Konjugation sowohl auf C, als auch auf H
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2. die kanonische antisymmetrische Bilinearform w(a,b):
Diese existiert nur dann, wenn n gerade, d. h. n = 2m ist. In diesem Fall hat sie die
Gestalt

w(a,b)=a-Jb

Ji= ( 2 > . (1.11)

Die Form w definiert die symplektische Algebra® sp(m,K). Wir erhalten

mit der (2m x 2m)-Matrix

sp(m,K) = {A € gl(2m,K) : JA'J = —A} .

Schreiben wir Operatoren A auf K> in der Form
A Ai
A= 1.12
i (112)
mit (m x m)-Matrizen A;;, dann ist A € sp(m, K) genau dann, wenn

A11 = _AtQQ ) A12 = Atma A21 = At21 . (1-13)

Wir sehen daran, dafl auch die Elemente von sp(m, K) automatisch spurfrei sind. Fiir die
Dimension ergibt sich m(2m + 1).

3. das kanonische Skalarprodukt (a,b)x = Y. a;b; auf K":
Setzen wir AT = ﬁt, dann gilt

Sty ={A€gl(n,K): AT = —A}.
Mit der Bezeichnung k := dimg(K) folgt fiir die Dimension

dim(Sy. ) = gn(n -1+ (k-1),

Wir erhalten:

— Fiir K = R: die reelle orthogonale Algebra so(n). Diese ist natiirlich identisch mit der
Lie-Algebra so(n,R) aus Punkt 1. Wir verwenden beide Bezeichnungen gleichwertig.

— Fir K = C: die unitire Algebra u(n). Die Unteralgebra su(n) (”spezielle unitére
Algebra”) der spurfreien Operatoren aus u(n) spielt eine bedeutende Rolle in der Physik;
hervorzuheben sind vor allem die Félle n = 2 (Spin und Isospin) und n = 3 (Quarks).
Die Dimensionen sind dim(u(n)) = n? und dim(su(n)) = n* — 1.

— Fir K = H: die symplektische Algebra sp(n) mit der Dimension n(2n + 1). Konse-
quenterweise miifite diese ”quaternionische unitdre Algebra” genannt und mit wu(n, H)
bezeichnet werden. Ublich ist aber die Bezeichnung sp(n). Eine gewisse Berechtigung
erhélt diese Sprechweise durch die folgende Isomorphie:

sp(n) = sp(n,C) N su(2n) |*°. (1.14)

9Yeine nicht ausgeartete antisymmetrische Bilinearform wird allgemein als symplektische Form bezeich-

net
Wsp(n,C) N su(2n) ist offenbar eine reelle Lie-Algebra
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BEWEIS: Wir zerlegen eine quaternionische (n x n)-Matrix B in
B =DB,+1By+ jBs+ kB,
mit reellen (n x n)-Matrizen B;, i = 1,...,4, und definieren eine Abbildung
_ B, —iBy —iBy;— Bj
¢+ gl(n,H) — gi(2n,C), B ( ~iBy+ By By +iB, )

Man rechnet nach:
— ¢ ist reell linear und injektiv
— ¢ respektiert das Matrix-Produkt und damit auch den Kommutator
— G(BY) = (4(B))! VB € gl(n,H).
Damit ist ¢ ein Isomorphismus von sp(n) auf sein Bild und dieses Bild gegeben durch

6(sp(n)) = o(gi(n, H)) N su(2n).
In dieser Gleichung wollen wir nun ¢(gl(n,H)) durch sp(n, C) ersetzen:
Ein Matrix A € gl(2n,C) gehért zu ¢(gl(n,H)) gdw.

Ay = Ay und Ap = —Ay.
Unter der Nebenbedingung A € su(Q_n) sind diese Gleichungen wegen L

Ay = (AEQ)t = —A, — Ay = _(Agl)t = Al, A = _Agl = —Aj

dquivalent zu (1.13), d. h. es gilt A € ¢(gl(n,H)) gdw. A € sp(n,C). u

Abschlieilend wollen wir darauf hinweisen, dafl die gemé&f (1.10) durch eine Bi- bzw. Ses-
quilinearform L definierte Lie-Algebra gerade die Linearisierung derjenigen Untergruppe
von GL(K™) ist, die die Form L invariant 148t.

Ausgewihlte Eigenschaften

Wir wollen jetzt herausfinden, welche von den oben definierten Lie-Algebren halbeinfach
und welche kompakt sind. Desweiteren wollen wir von den reellen Lie-Algebren die Kom-
plexifizierung bestimmen.
Fiir 2,5 = 1,...,n definieren wir
— Operatoren E;;) € gl(n,K): bei diesen steht an der Stelle (4, j) eine 1 und sonst 0
— Funktionale E@) € gl(n,K)* durch E@(A) = A;; V A € gl(n,K).
Die Operatoren {E(;} bilden eine Basis in gl(n,K), die Funktionale {E@} die dazu
duale Basis in gl(n, K)*. Es gelten die Rechenregeln

E(Ega) = 0udii,  EapEwny = 0By ,

[Eij)» Ewn) = 0w Eiry — Sy By -

Zuerst wollen wir eine einfache Formel fiir die Killing-Form herleiten.

(1.15)

Lemma 1.13 Sei L eine der Lie-Algebren, die in der unten angegebenen Tabelle auf-
gefiihrt sind. Dann gilt fiir je zwei Elemente A, B € L

(A,B); =\ tr(AB)
wobet fiir X die folgenden Werte einzusetzen sind:

sl(n, K) su(n) so(n, K) sp(n, K) sp(n)

(n>2) (n>2) (n>3) (n>1) (n>1)

2 2n n—2 2n+1)  2(n+1)

L
A
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BEMERKUNG: Den tieferen Grund dieser Proportionalitdt werden wir im Abschnitt 3.1
kennenlernen.

BEWEIS: Wir priifen die Formel exemplarisch fiir sl(n, K). Da sl(n, K) ein Ideal in gl(n, K)
ist, erhalten wir die Killing-Form von sl(n, K) durch Einschrankung der Killing-Form von
gl(n,K). Letztere berechnen wir auf den Basiselementen E(;; mit Hilfe von (1.15): Fiir
beliebige i, j, k,l,r,s = 1,...,n gilt
ad(Ej)) ad(Ewy) Egsy = 01 0k Efis) — Oir 0is E(rjy — Ors 0jr Bty + Ons 0t Erjy -

Da {E;} und {E@} duale Basen sind, erhalten wir

(B, Eap)a = tr (ad(Ep) ad(Ewy)) = 357 oy BT (ad(Ej)) ad(Ey) Eirs))
Zn (5lr5jk5ir - 5lr5i55kr5js - 5k’55jr5i7"5ls + 5k85i15j5) (Z)

r,s=1

= 2n 6il5jk -2 5ij(5kl .

Die Spurform andererseits ergibt
tr (Eij) ) = 0 (i)

Nun wihlen wir eine Basis in sl(n, K):

Eapy, 4j=1,...,n,i#j]
1.16
Eeky — Eet1k+1) k=1,....n—1 ( )

und berechnen fiir deren Elemente mit Hilfe von (i) die Werte der Killing-Form:
(EGj)s Egy)gr = 21660
(Ewj) Bak) — Egrrkr1)gt = 20 (0Sjk — Gi k10 kt1)
(Eaiy — Etig1i41): Egeky — Eges1v41))gt = 21 (205 — 05 p41 — Sit1x)
und mit Hilfe von (i7) die der Spurform:
tr(Ej) Ewy) = 0k
tr (Eij) (Egeky — Eger1641)) = Oikbjk — i k105 ka1
tr ((E(u‘) — Et1iv) (Bgr) — By k+1)) = 20k — Oikr1 — i1k -
Damit ist die Behauptung fiir sl(n, K) gezeigt. Bei den anderen Lie-Algebren verfahrt man
analog; es ist nur zu beachten, dafl diese keine Ideale in gl(n, K) sind. Deshalb mufl man

dort von Anfang an mit einer Basis der Algebra arbeiten, wodurch sich der Rechenaufwand
etwas erhoht. |

Satz 1.14

(a) Die in der Tabelle in Lemma 1.13 aufgefiihrten Lie-Algebren sind halbeinfach.

(b) Die Lie-Algebren gl(n, K) und u(n) sind nicht halbeinfach. Sie zerfallen in eine direkte
Summe aus dem Zentrum und einem halbeinfachen Ideal:

gl(n,K) = K1 & sl(n, K) bzw. u(n) = 1R1 & su(n).

BEMERKUNGEN:
1. Fiir die im Satz nicht enthaltenen Lie-Algebren gilt: sl(1,K) = {0}, su(1) = {0},
so(1,K) = {0}, so(2,K) =K.

2. Die unter (a) aufgefithrten Lie-Algebren sind, aufier so(4, K), sogar einfach. Dies werden
wir aber erst spéter beweisen (vgl. Satz 3.6).
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3. Die Zerlegungen im Punkt (b) sind Ausdruck eines allgemeinen Sachverhalts: Jede Lie-
Algebra 148t sich als halbdirekte Summe aus ihrem (eindeutig bestimmten) maximalen
auflosbaren Ideal und einer maximalen halbeinfachen Unteralgebra (einem sogenannten
Levi-Faktor) darstellen. Eine solche Zerlegung heifit Levi-Mal’cev-Zerlegung. Genaueres
dazu findet man z. B. in [HN, §I1.4, S. 142].

Die Levi-Mal’cev-Zerlegung von kompakten Lie-Algebren zum Beispiel ist durch (1.3)
gegeben. Man iiberlegt sich leicht, daf sie fiir gi(n, K) und u(n) von derselben Gestalt ist.
Allgemein nennt man eine Lie-Algebra £, fiir die das Ideal [£, £] halbeinfach ist und die
sich daher in der Form (1.3) schreiben 148t, reduktiv.

BEWEIS: Wir zeigen nur (a), denn (b) ist dann offensichtlich. Sei £ eine der Lie-Algebren
aus der Tabelle in Lemma 1.13. Es gilt £+ = {4 € £ : tr(AL) = {0}}. Nehmen
wir an, es gibt eine Zerlegung gl(n,K) = L @®yn L., so da tr(L L) = {0}. Dann
ist tr(L* gl(n,K)) C tr(L*+ L.) = {0} und es folgt, da die Spurform auf gi(n,K) nicht
ausgeartet ist, £ = {0}.

Im folgenden geben wir fiir jede der betreffenden Lie-Algebren eine solche Zerlegung an,
indem wir fiir ein beliebiges C' € gl(n, K) die Komponenten C und C. aufschreiben.

o L = sl(n,K): Cr=C— (trC)1, Ce= (2tr0)1
Es gilt £, = K1 und daher tr(£*+ £.) C tr(£ L.) = Ktr(£) = {0}.
e L = so(n,K): Cr=3(C—0C"), C.=1(C+CY
Da die Elemente von £, symmetrisch, die von £ schiefsymmetrisch sind, ist tr(£ L.) = 0.
e sp(n,K): Wir schreiben C' in Blockgestalt (1.12) und setzen
Cp=1 ( (C11—C%)  (Ciz+Chy) ) C =1 ( (Ci1+C%) (Ci2 —Cy) )
2\ (Cun+Cy) —(CL=Cn) )7 ¢ 2\ (Ca—=Cy) (CL+Cxn) )

(Man priife Cr € sp(n, K) anhand von (1.13).) Jedes B € L, erfillt

Bh = Bag, BiQ = — B, 351 = —Ba.
Mit (1.13) folgt daraus tr(AB) =0 VAe L, BeL..
e L = su(n), sp(n): Bei den durch Sesquilinearformen definierten reellen Unteralgebren
von gl(n, K) miissen wir gl(n, K) natiirlich als reelle Lie-Algebra betrachten und ein reelles
Komplement suchen. Zerlegen wir in schief-und selbstadjungierten Anteil

CLZ%(C_CT)a Oc:%(C+CT)a

dann ist £. = i£ und daher tr(L* L.) = itr(L* L) = {0}. u

Satz 1.15 Die Lie-Algebren so(n), u(n), su(n) und sp(n) sind kompakt.

BEWEIS: Die Sesquilinearform tr(A'B) ist ein Skalarprodukt auf gi(n,K). Die Invarianz

auf der jeweiligen Unteralgebra folgt aus der Eigenschaft AT = —A:
tr([A, B]'C) = —tr([A, B]C) = —tr(B[A, C]) = tr(B[A, C]). u

Nach Lemma 1.13 ist damit die Killing-Form von sp(n), su(n), n > 2 und so(n), n > 3,
negativ definit:

(A, B) = Mr(AB) = —\tr(A'B)

(der jeweilige Faktor A steht im Lemma,; er ist stets positiv). Sie definiert deshalb ebenfalls
ein invariantes Skalarprodukt. Fiir die anderen Lie-Algebren aus dem Satz ist sie negativ
semidefinit. Allgemein gilt:

— Die Killing-Form einer kompakten Lie-Algebra ist negativ semidefinit.
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— Die Killing-Form einer reellen kompakten halbeinfachen Lie-Algebra ist negativ definit.

Von der zweiten Aussage gilt auch die Umkehrung: Ist die Killing-Form einer reellen Lie-
Algebra negativ definit, dann ist die Algebra halbeinfach und kompakt.

Satz 1.16 Die Komplexifizierung von gl(n,R), sl(n,R), so(n,R), sp(n,R) ist gerade die
entsprechende komplexe Algebra. Dariiber hinaus gilt

u(n)c = gl(n,C), su(n)c = sl(n, C), sp(n)c = sp(n,C) .
BEWEIS: Das Argument ist in allen Fillen, daf eine (reelle) Basis in der reellen Alge-
bra gleichzeitig eine (komplexe) Basis in derjenigen Lie-Algebra ist, von der behauptet

wird, sie sei die Komplexifizierung. Bei den Lie-Algebren gl(n,R), si(n,R), so(n,R) und
sp(n, R) ist das unmittelbar klar.
u(n): Wir wéhlen die Basis
3 (Bwy —Eun) s 30 (Bwy+Ewy), k<,
iE(kk), /{?:1,...,77,.
Diese bildet offensichtlich auch eine komplexe Basis in gi(n, C).

su(n): Hier nehmen wir

% (Bury — Eay) » 57 (Buny + Eawy) k<l (1.17)
1

(E(kk)_Ek—i-lk:-‘rl) k=1,...,n—1.

Da sich alle in (1.16) aufgefithrten Operatoren als komplexe Linearkombinationen der
Elemente der Basis (1.17) schreiben lassen, ist diese auch eine Basis in sl(n, C)

sp(n): Wir schreiben sp(n) in der Form (1.14). Unter Beachtung der Regel
(L1N L) = (L1)ec N (La)c

und der Bemerkung, daf die Elemente von sp(n, C) spurfrei sind, erhalten wir
sp(n)c = <sp(n, C)n su(2n)>(C = sp(n,C) N sl(2n,C) = sp(n, C). ]

Im Satz finden wir Beispiele dafiir, dafl verschiedene reelle Lie-Algebren dieselbe Komple-
xifizierung haben konnen:

su(n)c = sl(n,R)c = sl(n,C), sp(n)c = sp(n,R)¢c = sp(n, C).

Zum Abschlufl dieses Kapitels wollen wir uns die Lie-Algebren su(2) und su(3) (bzw.
deren Komplexifizierungen) etwas genauer ansehen.

Die Lie-Algebren su(2), so(3) und sl(2,C)

Wir iiberlegen uns zuerst, da so(3) und su(2) isomorph sind. Um das zu sehen, wéhlen
wir eine Basis in so(3):

I = E(12) - E(21), I = E(23) - E(32)7 I3 := E(13) - E(31) .

Ausgeschrieben lautet sie

01 0 0 00 00
L=l -100]), L=|0 01|, I= 00
000 0 -1 0 1 0
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Die Basiselemente geniigen der Kommutatorrelation
L, 1] = el -
In der su(2) nehmen wir die Basis (1.17):

. 1 ) 1
(E(12) + E(Ql))u Iy = 2 (E(21) - E(12)), 13 == 3 (E(n) - E(QZ)) .

A AN .10 -1 . L0
D=5 io) 27531 o) B=50 0 =i )

Mit den Pauli-Matrizen o} sind die Basiselemente iy, ip, i3 durch einen Faktor
kniipft:*! i, = 50k, k=1,2,3. Da die Basiselemente der Kommutatorrelation

) 1
1 = =
2

Es gilt

7

5 ver-

[ii, ij] = Eijkik

geniigen, erzeugt die Zuordnung Iy, — i, k = 1,2, 3, einen Isomorphismus zwischen so(3)
und su(2).

Fiir die entsprechenden Lie-Gruppen, die Gruppe SO(3) der Drehungen im R? und die
Gruppe SU(2) der spurfreien unitiren Operatoren auf C?, bedeutet dies, daf sie in einer
Umgebung von 1 isomorph sind. Diese Tatsache hat eine wichtige Rolle bei der Einfiithrung
des Spins gespielt und begriindet dessen Interpretation als ”Eigendrehimpuls”. Global
unterscheiden sich die beiden Gruppen jedoch: SU(2) ist einfach zusammenhéngend, so
daB jede Darstellung der Lie-Algebra eine Darstellung der Gruppe erzeugt. Bei SO(3)
gilt das nicht. Aus diesem Grunde gibt es zwar beliebige halbzahlige Spins, aber nur
ganzzahlige Bahndrehimpulse.

Im iibrigen sind so(3) und su(2) auch zur Algebra der Drehimpulsoperatoren aus Beispiel
(4) zur Definition der Lie-Algebren isomorph. Das ist kein Zufall, denn die Algebra der
Drehimpulsoperatoren ist in Wirklichkeit eine Darstellung der so(3).

Nun wollen wir die innere Struktur von su(2) etwas genauer analysieren. Dabei werden
wir an diesem konkreten Beispiel schon einige der Begriffe, die wir im Kapitel 2 auf
abstraktem Niveau einfithren werden, vorwegnehmen. Da sich die Untersuchungen der
folgenden Kapitel in dieser Form und diesem Umfang nur fiir kompleze Lie-Algebren
durchfiihren lassen, studieren wir statt der reellen Lie-Algebren ihre Komplexifizierungen.
Das ist insofern kein echtes Hindernis, als wir bei so(n), su(n) und sp(n) auf kanonische
Weise wieder zur reellen Algebra zuriickkommen (siehe dazu Abschnitt 2.8).

Betrachten wir also si(2, C). Wir setzen hq := ii3 und untersuchen die Eigenwertgleichung
ad(ho)x = \x

des linearen Operators ad(hg). Wir finden die Eigenwerte A = +1, —1, 0 zu den Eigenvek-

toren . .
N RTR o aa e
ey \/5(11—1—212), e \/5( i +iiy), 0

"Beachte, daB die Pauli-Matrizen selbstadjungiert sind, also nicht zur su(2), sondern zu deren Kom-
plexifizierung sl(2,C) gehoren.
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Diese drei Vektoren bilden eine Basis und geniigen den Vertauschungsrelationen
[ho,e4] = ey, [ho,e-] = —e_, ler,e_] = ho. (1.18)
Wir schreiben die Operatoren ad(hyg), ad (e, ),

d(e_) beziiglich dieser Basis als Matrizen
0 0 O 0 1
ad(hg) =1 0 1 0 |, ad(ey)= —1 0 0
00 -1 0 0

0 -1 0
0 0 O
1 0 O
und bestimmen die Werte der Killing-Form auf den Basiselementen:
(ho,ho) =2, (ey,e-) =2, (ho,eq) = (ho,e-) = (e, e4) = (e—,e-) = 0. (1.19)

Nun wollen wir diese Beobachtungen so umformulieren, dafl wir sie spéter als konkrete
Ausprigung einer allgemeinen Struktur wiedererkennen kénnen. Betrachten wir dazu die
Unterrdume H := Chy und L4 := Cey. Es gilt:

L. si2,C)=Hao L, dL_ (direkte Summe von Vektorrdumen) (1.20)

2. L, ist gemeinsamer Eigenraum aller Operatoren aus ad(H). In dieser Eigenschaft
definiert er ein lineares Funktional a € H* durch die Gleichung

ad(h)ey = a(h)e, VheH

(d. h. a ordnet jedem h € H den Eigenwert des Operators ad(h) auf £, zu). L£_ ist
ebenfalls Eigenraum aller Operatoren aus ad(H) und definiert auf analoge Weise das
Funktional —

3. Die Elemente von H, £, und £_ geniigen nach (1.18) den Kommutatorrelationen
1

[h,xy] = *a(h)zy, [rzy,2_]= ;(mur,x,) ho VheH, xa € Ly.

4. Aus (1.19) ergeben sich die folgenden Orthogonalitéitsrelationen
H1L, H1L | L, 1L L, L 1L .

Den Unterraum H nennen wir ” Cartan-Unteralgebra”, die Funktionale o, —a ” Wurzeln™?,

die Unterrdume L, £L_ 7 Wurzelunterrdume” und die Zerlegung (1.20) ” Wurzelraum-Zer-
legung” (die allgemeine Definition dieser Begriffe folgt in Kapitel 2). Es wird sich zeigen,
daB eine solche Struktur, wie wir sie hier gefunden haben, fiir komplexe halbeinfache
Lie-Algebren typisch ist.

Wir machen darauf aufmerksam, dafl die Konstruktion der Wurzeln und Wurzelunterrdume
nach der Fixierung der Cartan-Unteralgebra H automatisch ablauft. Kénnten wir H auch
anders wéhlen? Fir H = Ciy oder H = C1i; z. B. erhélt man eine zu (1.20) analoge Zer-
legung mit denselben Vertauschungsrelationen. Fiir H = C(i; 4 ¢i2) oder H = C(i; — #i2)
dagegen existiert keine Basis aus Eigenvektoren.

Eine fiir die Konstruktion der Wurzelraum-Zerlegung notwendige Bedingung ist, dafl die
Operatoren aus ad(H) diagonalisierbar sind. Auflerdem miissen sie kommutieren, d. h.
H muf} eine kommutative Unteralgebra sein. Im allgemeinen Fall ist es verniinftig, H
mazimal kommutativ zu wéhlen, da sonst der gemeinsame Eigenraum von ad(H) zum
Eigenwert 0 echt grofler als H wére und wir in der Wurzelraumzerlegung unniitzerweise
noch einen zusétzlichen Summanden auffithren miifiten.

12Der Name riihrt daher, daf die Zahlen «(h) fiir ein festes h € H Wurzeln der Sékulargleichung des
Operators ad(h) sind.



1.4. BEISPIELE 25

Die Lie-Algebren su(3) und si(3,C)

Als Basis in der su(3) nehmen wir wieder (1.17):

0
i =1 i
0
0
is=11 0
1

Die in der Physik benutzten Gell-Mann-Matrizen A;, ¢ = 1,...,8, die analog den Pauli-
Matrizen bei su(2) eine Basis in der Komplexifizierung, nicht in su(3) selbst bilden, hingen
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mit den Basiselementen iy, ..., ig wie folgt zusammen: \, = =27 i,, k = 1,...,7 und
(UA) Man berechne die Kommutatorrelationen der Basis iy, ..., is.

Nun gehen wir wieder zur Komplexifizierung su(3)c = sl(3,C) iiber und wollen eine
analoge Zerlegung wie fiir s/(2, C) konstruieren. Als maximale kommutative Unteralgebra
bietet sich H := spanc{is,ig} an. Wir setzen hy := i i3, hy := iig. Um gemeinsame

Eigenvektoren von ad(H) zu finden, betrachten wir die folgenden drei Einbettungen von
sl(2,C):

A A O 0 0 0 A;r 0 Ags
AP 4 Am o), AP0 4y a4 |, AZ([ 0 0o o ).
0 0 0 0 Aoy Ao Asr 0 Ao

Bezeichnen hg, e, e_ die im vorangegangenen Abschnitt definierten sl(2, C)-Elemente, so
gilt offenbar hy = p1hg und hy = @ohy. Damit sind

. .. 1 . .
(iy +iiz) bzw. pre- = — (—i; +iiy)

P14 = 7

Sl

Eigenvektoren von ad(h;) zu den Eigenwerten +1 bzw. —1. Weiterhin berechnen wir

1 1
[ho, pre4] = — P+, [ho, pre_] = JPie—

Die Elemente pie; und ¢re_ sind also auch Eigenvektoren von ad(hs) und damit von
ganz ad(H). Sie definieren folglich Wurzeln ay, —ay € H*, die auf den Basiselementen hy,
hs in H folgende Werte annehmen:

Oél(hl): 1, Oél<h2>:—]./2

In analoger Weise verifizieren wir, daf§ auch ¢seq bzw. ps3er gemeinsame Eigenvektoren
von ad(H) sind und Wurzeln +ay bzw. ta;z mit

ag(hy) = =1/2, as(hy) =1  bzw. ag(h)) =1/2,  ag(hy) =1/2

induzieren. Wegen dim(H) = 2 kénnen «;, e, g nicht linear unabhéngig sein; tatséchlich
finden wir ag = oy + Q.

Da alle sechs Wurzeln voneinander verschieden sind, erzeugt jeder der entsprechenden
Eigenvektoren einen separaten eindimensionalen Eigenraum L., := Cpje.. Bezeichnen
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wir die Menge der Wurzeln mit 3, dann ist die Wurzelraum-Zerlegung von sl(3, C) gegeben
durch
sl(3,C) = H @®pex Lo -

(UA) (a) Wir setzen £, = {0} fiir jedes o € H*, welches keine Wurzel ist. Man verifiziere
LarLs) € Lars YV BES, af—f.
(b) man schreibe die Operatoren ad(h;), ad(hs) und ad(pjer), 7 = 1,2,3 beziiglich der
Basis hi, he, pjesr, 7 = 1,2,3, als Matrizen auf und berechne die Werte der Killing-Form
auf den Basiselementen. Man priife damit
H1L, VaeX, Lol Lsg VYa,Bel a#-—p.
(c) Die Gleichung
(ho, W) =0(h') VY Hh e€H
definiert einen Isomorphismus H* > ¢ — h, € H. Man bestimme die Vektoren h,, o € X,
als Linearkombinationen von hy, ho und zeige, dafi gilt
[Ta, T o] = (xa,x_a)%ha Vaed, 240 € Lig.



Kapitel 2

Wurzelstruktur

Von nun an werden wir uns nur noch mit komplexen halbeinfachen Lie-Algebren beschéfti-
gen. (An die Stelle der komplexen Zahlen kénnte man auch gewisse andere algebraisch
vollstandige Korper setzen, vgl. dazu z. B. [Hul, Vorwort zum Kapitel 11, S. 15 oder [Jal],
Vorwort zum Kapitel IV, S. 107.) Die Resultate, die wir erhalten werden, lassen sich ohne
Einschrankungen zumindest auf die kompakten Lie-Algebren, die in der Eichtheorie ja
relevant sind, anwenden. Wie das geschieht, werden wir uns im Abschnitt 2.8 ansehen.

2.1 Cartan-Unteralgebren und Wurzeln

Ublicherweise definiert man Cartan-Unteralgebren als nilpotente Unteralgebren, die mit
ihrem Normalisator zusammenfallen. Wir geben stattdessen eine Definition, die auf den
Fall halbeinfacher komplexer Lie-Algebren zugeschnitten ist und unmittelbar diejenigen
Eigenschaften von Cartan-Unteralgebren liefert, die die Grundlage fiir die anschlieSende
Strukturtheorie bilden. An geeigneter Stelle (Satz 2.3) priifen wir die Aquivalenz der
beiden Herangehensweisen.

Jordan-Zerlegung in einer halbeinfachen Lie-Algebra

Sei L vorerst eine beliebige Lie-Algebra. Ein Element x € £ heifit halbeinfach, falls der
lineare Operator ad(z) auf £ halbeinfach! ist und nilpotent, falls ad(z) nilpotent ist. Ist
x € L beliebig, dann wissen wir aus der linearen Algebra, daf es zu ad(x) einen eindeutig
bestimmten halbeinfachen Operator ad(z)s und einen eindeutig bestimmten nilpotenten
Operator ad(z), gibt, so dafi gilt

ad(z) = ad(x)s + ad(z), , lad(x)s, ad(x),] = 0.

Diese Zerlegung heifit Jordan-Zerlegung. Die Operatoren ad(x)s und ad(z), erhdlt man
auf folgende Weise: es gibt eine Basis in £, in der die Matrix von ad(z) Jordan-Normalform
hat:

A1 0

0O X 1 0

> =

1d. h. diagonalisierbar

27
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Sie ldBt sich dann eindeutig in eine Diagonalmatrix und eine obere Dreiecksmatrix zerle-
gen. Erstere definiert den Operator ad(x)s, letztere den Operator ad(z),.

Im allgemeinen kann man nicht erwarten, daf ad(z)s und ad(x),, wieder in ad(L) liegen,
d. h. da Elemente x,, z, € £ mit ad(x), = ad(zs) und ad(z,) = ad(x), existieren. Ist
jedoch £ halbeinfach, dann gilt

Satz 2.1 Sei L eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra und sei x € L.

(a) Es gibt genau ein halbeinfaches Element xs € L und genau ein nilpotentes Element
x, € L, so dafy x = x5 + x,, und [xs,x,] = 0.

(b) Sei (V, f) eine Darstellung von L und sei f(x) = f(z)s + f(x), die Jordan-Zerlegung
des Operators f(x) in End(V'). Es gilt f(x)s = f(zs) und f(z), = f(xn).

Die Zerlegung = = z; + x,, heifit ebenfalls Jordan-Zerlegung.

BEWEIS:
zu (a): Es geniigt zu zeigen, dafl der halbeinfache und der nilpotente Teil einer Derivation
auf einer Algebra wieder Derivationen sind. Dann folgt namlich aus Satz 1.11, dal zu
jedem z € L Elemente x4, x, € £ mit ad(z), = ad(x,) und ad(z), = ad(z,) existieren.
Wegen der Injektivitdt der adjungierten Darstellung sind diese eindeutig bestimmt und
es gilt © = x; + x, sowie [zg, z,] = 0.
Sei also A eine Algebra und d eine Derivation auf A mit der Jordan-Zerlegung d = ds+d,.
Fiir A € K setzen wir Ay :={r e A: FkeN:(d—\idy)*z =0}. Ist A ein Eigenwert
von d, dann ist A, der zugehorige Hauptraum von d und gleichzeitig Eigenraum von dg;
ansonsten ist A, = {0}. Daher haben wir A = ®)cx Ay () und alS|AA = Aidy, (die
Summe ist in Wirklichkeit endlich). Aus der Beziehung

(d— O p) i) () = Shg (1) (@ = Nida)" ) - (A= pida)'y) YA e,
die man am einfachsten mit Induktion priift, folgt Ay - A, C Ay, ¥V A p € K. Seien
nun z,y € A gegeben. Wir zerlegen sie nach () und berechnen

ds(x-y) = 2oy puex ds(@x - Yu) = 2on pex X+ )Tx - Y = 205 e (ATx - Y + 2a - 1yp)

= ZA,MGK(dSmA “Yu + - dsyu) = ds‘r Y+ dsy ,

Damit ist ds (und folglich auch d,,) eine Derivation.

zu (b): Siehe [Hu, §6.4]. n

Cartan-Unteralgebren

Sei £ # {0} halbeinfach. Enthielte £ keine halbeinfachen Elemente, dann wéren nach
Satz 2.1 alle Elemente nilpotent, im Widerspruch zum Satz von Engel:

Eine Lie-Algebra, deren Elemente samtlich nilpotent sind, ist nilpotent.
[HN, Kor. 11.2.6]

L besitzt also halbeinfache Elemente z, und damit auch nichttriviale Unteralgebren,
die ausschlieflich aus halbeinfachen Elementen besteht (z. B. Czy). Eine maximale sol-
che Unteralgebra nennen wir Cartan-Unteralgebra. Cartan-Unteralgebren bezeichnen wir
gewoOhnlich mit dem Buchstaben H. Die folgende Feststellung ist fiir alles Weitere von
fundamentaler Bedeutung:

Satz 2.2 Sei L eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra. Fine Unteralgebra, die aus hal-
beinfachen Elementen besteht, ist kommutativ.



2.1. CARTAN-UNTERALGEBREN UND WURZELN 29

BEWEIS: Sei A eine Unteralgebra aus halbeinfachen Elementen und sei x € A. In A gibt
es eine Basis aus Eigenvektoren des Operators ad4(x). Es geniigt daher zu zeigen, dafl
ad4(z) keinen von 0 verschiedenen Eigenwert besitzt. Nehmen wir im Gegenteil an, es
gibt ein y € A mit ad(z)y = Ay, A # 0. Dann gilt
(i) ada(y)r = =Ay #0 (i1) ad4(y)*zr = 0.

Sei {z;} eine Basis aus Eigenvektoren von ad4(y) in A und seien {yu;} die zugehorigen
Eigenwerte. Wir entwickeln o = >, &'z;. Aus (i) folgt ad(y)?z =, &'u?z; = 0. Dann
ist aber auch ada(y)z = >, & iz = 0, im Widerspruch zu (4). n

Wurzeln

Sei eine Cartan-Unteralgebra H vorgegeben. Da ad(H) eine kommutative Algebra von
diagonalisierbaren Operatoren auf dem komplexen Vektorraum L ist, existiert eine Zerle-
gung £ = @, L, in gemeinsame Eigenrdume. Jeder Eigenraum £; definiert eine Abbildung
a; : H — C durch die Gleichung

ad(h)z; = a;(h)x; Y heH, xe€L;

(cv; ordnet jedem h € H den Eigenwert des Operators ad(h) auf dem Eigenraum £; zu).
Die Abbildung «; ist linear:

Oé,()\ hl + h2) Ty = ad()\ hl + hg) T; = A ad(hl) x; + ad(hg) T; = ()\ Cki<h1) + al(h2)) T .
Wir geben nun eine abstrakte Konstruktion der Eigenrdume: Fiir Funktionale o € H* sei

Lo:={ye Ll : adlh)y = o(h)y}

Ein Funktional o heift Wurzel, falls 0 # 0 und £, # 0 ist. In diesem Fall wird £,
Wurzelunterraum genannt; die Elemente von £, heilen Wurzelvektoren. Das System der
Wurzeln bezeichnen wir mit X.

Offensichtlich ist Lo = Z,(H) der gemeinsame Eigenraum von ad(H) zum Eigenwert 0.
Die anderen gemeinsamen Eigenrdume sind gerade durch die Wurzelunterrdume gegeben.
Damit besitzt £ die Wurzelraum-Zerlegung

L =L @C@ L. (2.1)

Man kann zeigen, daf§ die Wurzelunterrdume L£,, o € ¥, eindimensional sind (vgl. z. B.
[Hu, §8.4]). Dies folgt auch schon daraus, daf fiir ein generisches h € H die Eigenwerte von
ad(h), d. h. die Nullstellen des charakteristischen Polynoms (1.4), simtlich nicht entartet
sind.

Aquivalente Charakterisierungen von Cartan-Unteralgebren im
halbeinfachen Fall

Satz 2.3 Sei L eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra und H C L eine Unteralgebra.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) H ist eine Cartan-Unteralgebra.

(b) H enthilt ausschlieflich halbeinfache Elemente und es gilt Zp(H) = H |?.

(c) H ist nilpotent und es gilt No(H) = H.

2d. h. H ist eine maximale kommutative Unteralgebra



30 KAPITEL 2. WURZELSTRUKTUR

BEMERKUNGEN:

1. Wie wir schon bemerkt hatten, ist (c) die Definition des Begriffes Cartan-Unteralgebra
im allgemeinen, nicht notwendig halbeinfachen Fall. Man beachte, dal Cartan-Unteralgebren
dann nicht mehr unbedingt kommutativ sein miissen.

2. Eine weitere Charakterisierung von Cartan-Unteralgebren halbeinfacher Lie-Algebren
enthélt Satz 2.27 im Abschnitt 2.7.

BEWEIS:
(a) = (b): Sei L eine Cartan-Unteralgebra mit Wurzelsystem Y. Wir verwenden die
Abkiirzung Z := Z,(H). Die Inklusion H C Z ist offensichtlich. Um H = Z zu erhalten,
zeigen wir, daf} ein beliebiges Element z € Z halbeinfach ist: Betrachten wir dazu die
Wurzelraum-Zerlegung (2.1) beziiglich H (man beachte £y = Z). Da ad(z) mit ad(H)
kommutiert, sind die Wurzelunterrdume £,, a € ¥, invariant unter ad(z). Da sie ein-
dimensional sind, sind sie sogar Eigenrdume von ad(z). Kénnten wir beweisen, dafl Z
kommutativ ist, dann wire auch Z Eigenraum von ad(z) und somit ad(z), wie behauptet,
diagonalisierbar.
Zeigen wir also [Z, Z] = {0}:
1. [Z, Z] ist Ideal in L: Da die Wurzelunterrdume L, Eigenrdume von ad(z), z € Z sind,
gilt ad([z,2])[,, =0 V 2,2/ € Z. Mit der Wurzelraumzerlegung (2.1) folgt

HZ7 Z]7 E] = HZ? Z]v Z] c [Za Z]'
2. [Z, Z] ist auflosbar (und damit [Z,Z] = {0} ): Sei z € Z und sei z = z5 + z, die Jordan-
Zerlegung von z in L. In der linearen Algebra wird gezeigt, daf§ der halbeinfache und der
nilpotente Teil eines linearen Operators 1" mit allen Operatoren vertauschen, mit denen
T vertauscht. Folglich sind z,, z, € Z. Insbesondere ist z, + h fiir alle h € H halbeinfach?®
und aus der Maximalitét von H folgt z; € H. Damit gilt adz(2) = adz(2)|, = adz(2,),
d. h. die Elemente der Lie-Algebra Z sind alle nilpotent. Nach Satz von Engel (vgl. S. 28)
ist dann Z nilpotent, folglich [Z, Z] nilpotent und erst recht auflésbar.

(b) = (a): Erfiille H die Bedingung (b). Dann gibt es eine Cartan-Unteralgebra H' mit
H CH' Esfolgt H C Z;(H') C Z;(H) = H, also H = H'.

(a) = (c): Sei H eine Cartan-Unteralgebra und ¥ das zugehorige Wurzelsystem. Ein z € £
entwickeln wir nach der Wurzelraum-Zerlegung (2.1) in # = 29+ ) oy, o und berechnen
[h,x] = > essa(h)xy. Soll x € Np(H), d. h. [H,z] € H sein, dann muB} z, = 0 gelten
fir alle o € X. Damit ist Nz(H) C H. (Die umgekehrte Inklusion gilt immer.)

(c) = (a): siche [Hu, §15.3] ]

Zum Abschluf dieses Abschnitts wollen wir noch zwei wichtige Formeln notieren:
1. Mit Satz 2.3 (b) erhélt die Wurzelraum-Zerlegung (2.1) die Gestalt

L=H Gpes Lo (2.2)

2. Fiir die Einschriankung der Killing-Form auf H gilt offensichtlich

(hy, hy) = Zaez a(hy) alhy) Y hihy € H. (2.3)

3Die Summe zweier kommutierender diagonalisierbarer Operatoren ist wieder diagonalisierbar.
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2.2 Eigenschaften von Wurzelsystemen, Teil I

Sei L eine halbeinfache Lie-Algebra und H eine Cartan-Unteralgebra mit Wurzelsystem
Y. Wir werden uns jetzt schrittweise mit der Struktur von H, ¥ und der zugehorigen
Wurzelraumzerlegung vertraut machen.

(1) [‘Eouﬁﬁ] - ‘Coﬂrﬁ v Oé,ﬂ €.

Insbesondere sind Wurzelvektoren nilpotent in L.

Ist [zq, 23] = 0 fur alle z, € L,, 3 € Lg, so ist nichts zu zeigen. Sei deshalb [z,, 23] # 0
fiir ein gewisses Paar x,, xg. Die Jacobi-Identitét liefert ad(h)[za,zs] = (a+5)(h)[Ta, 4]
VheH, d h [z4,25 € Losp- m

(2) L,1lH Vael, Lol Lz Vaopel at+tB#0
Um die erste Behauptung einzusehen, wihlen wir ein hg € H mit a(ho) # 0 und berechnen

(Ta,h) = m([ho,xa],h) - —m@a, lho,h]) =0 Y heH, x4 € La.

Fiir die zweite Behauptung modifizieren wir hq so, daff zusétzlich auch F(hgy) # 0 gilt und
erhalten analog

_ 1 _ 1
(Ta,x3) = a(ho)([ho,ma],mﬁ) = a(ho)(ho’ [Ta,x8]) Y x4 € Lo, x5 € Lg.
Wegen [z, 23] € Loys und H L L, 5 |* verschwindet die rechte Seite. n

Eigenschaft (2) impliziert insbesondere £, L L, ¥V «a € ¥.

(3)  Die Einschrinkung der Killing-Form auf H ist nicht ausgeartet.

Sei H- :={h € H : (h, H); = {0}}. Unter Verwendung der Wurzelraum-Zerlegung (2.2)
folgt aus (2) H+ L £, also H+ = 0. m

Damit induziert die Einschréinkung der Killing-Form auf H einen Isomorphismus
H—H", hw—(h,-). (2.4)

Das Bild eines Elementes h € H unter diesem Isomorphismus bezeichnen wir mit gy, das
Urbild eines Funktionales ¢ mit h,. Die Urbilder A, von Wurzeln a € ¥ heilen Cartan-

Elemente. Es gilt
(ho,h) =0(h) VoeH" he H.

Die Killing-Form definiert desweiteren eine Bilinearform (g, ¢’) auf H* durch
(0,0) = (g, hy) .

Diese ist ebenfalls symmetrisch und nicht ausgeartet; wir nennen sie abkiirzend " Killing-
Form auf H*”. Aus Gleichung (2.3) ergibt sich die Rechenregel

(0.0) =) (a,0)(a,d). (2.5)

a€d

4im Fall a4 3 ¢ ¥ ist dies in trivialer Weise erfiillt
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Man beachte:

1. Sowohl die Cartan-Elemente h,, als auch die induzierte Bilinearform auf H* héngen
von dem Isomorphismus H — H*, den man zugrunde gelegt hat, ab. Im Prinzip kann man
diesen Isomorphismus ndmlich durch irgendeine nicht ausgeartete ISBLF auf £ definieren
(was wir spéter auch tun werden).

2. Weder die Killing-Form noch die von ihr auf H* induzierte Bilinearform sind Skalar-
produkte; die Zahlen (h, h) bzw. (g, ¢) miissen nicht einmal reell sein.

(4) H* =spancXk

Wiire das nicht so, gibe es ein h € H, h # 0, mit a(h) =0 V o € ¥. Aus Gleichung (2.3)
folgte dann h L H, im Widerspruch zur Eigenschaft (3). n

(5) Es gilt ¥ = =X. Fir o € X ist die Abbildung L_, — L, = +— (z,), ein
Isomorphismus.

Wire o € ¥ und —a ¢ ¥, dann wére a + 3 # 0 fiir beliebige Wurzeln 5 € 3. Aus der
Wurzelraumzerlegung (2.2) und der Eigenschaft (2) folgte £, L £ und damit £, = 0, im
Widerspruch zu a € X. Also gilt —a € ¥ und £, £ L_,. Aus dim(L,) = dim(L_,) =1
ergibt sich der zweite Teil der Behauptung. =

Damit gilt insbesondere (z_q, %) #0 YV 214 € Lig, Tag # 0.
(6) [ra,T-a]l = (TayT—a)ha YV Tiq € Lig.

Es gilt ([za,7_4],h) = (_a, [P, 2a]) = (2_0,a(h) 24) = ((x_a,xa) Py h) VheH. Da
die Killing-Form auf H nicht ausgeartet ist, impliziert das die Behauptung. |

Ein System von Wurzelvektoren {z, : « € ¥} mit der Eigenschaft (z,,2_,) =1 Va e X
nennen wir System normierter Wurzelvektoren; seine Elemente bezeichnen wir mit e,. Sei
im weiteren ein solches System fixiert.

(M (o) 20 VYaelx

Sei @ € X. Sei § € ¥ eine weitere Wurzel (nicht notwendig verschieden von «). Wir
betrachten die Folge {6 + ka : k € Z} von Funktionalen auf H. Da ¥ endlich ist, gibt es
natiirliche Zahlen r bzw. ¢, so daf} gilt
,Cg_ra 7’é O, ad(ﬁ_a) ﬁg_ra =0 bzw. ‘Cﬁ-i-qa 7é 0, ad(ﬁa) ‘Cﬁ-i-qa =0.
Wir bilden den Unterraum V := H @Z:_T Lotk Da V invariant unter der Wirkung von
ad(hy), ad(eq) und ad(e_,) ist, gilt try(ad(h,)) = try([ad(eq),ad(e_,)]) = 0. Nach
Konstruktion von V' haben wir andererseits
trV(ad<hO<)) = ZZ:—T a(ha) + kﬁ(ha> = Z:—T(O‘ + k0, a)‘

Wir folgern 2(3,a) = (r — q) (a, &) und lesen ab, dafl («, ) # 0 sein muf, sobald es ein
B € ¥ mit (8,a) # 0 gibt. Das ist aber wegen (3) und (4) immer erfiillt. m

(8) Seia€X und k eine ganze Zahl. Ist ka € 3, dann ist k =1 oder k = —1.

Wir argumentieren dhnlich wie im vorangegangenen Punkt. Sei diesmal
V.= £a @D H @20:1 ‘kaa-
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Dann ist 0 = try(ad(hy)) = (1 =3 o k dim(L_4,)) (o, a). Aus dim(L_,) = 1 und
(o, ) # 0 folgt Ly = 0 fiir alle & > 1, d. h. die Funktionale —k«, k > 1, sind keine
Wurzeln. Wegen (5) sind dann auch die Funktionale ko, k > 1, keine Wurzeln. u

2.3 Gewichte und Wurzelfolgen

Wir wollen jetzt den Begriff der Wurzel von der adjungierten Darstellung auf beliebige
Darstellung verallgemeinern. Sei dazu H wieder eine Cartan-Unteralgebra und ¥ das
zugehorige Wurzelsystem.

Gewichte

Sei (V, f) eine Darstellung von £. Da f(H) nach Satz 2.1 (b) eine kommutative Algebra
diagonalisierbarer linearer Operatoren auf einem komplexen Vektorraum ist, gibt es eine
Zerlegung von V' in gemeinsame Eigenrdume. Jeder dieser Eigenrdume induziert ein Ei-
genwertfunktional p € H*. Analog zur adjungierten Darstellung definieren wir daher fiir
o€ H*

Voi={veV : f(h)v=o(h)v}.

Das Funktional p heifit Gewicht der Darstellung (V, f), falls V,, # {0} ist. In diesem Fall
nennt man V, Gewichtsunterraum und die Elemente von V, Gewichtsvektoren. Die Zahl

m(o) := dim(V,)

heifit Vielfachheit des Gewichtes p. Das System der Gewichte der Darstellung f bezeichnen
wir mit I'(f).
BEMERKUNGEN:

1. Die Gewichtsunterraume mit den zugehorigen Gewichten sind gerade die gemeinsamen
Eigenrdume von f(H) mit den zugehorigen Eigenwertfunktionalen. Die Eigenraumzerle-
gung von V heifit deshalb Gewichtsraumzerlegung und schreibt sich

V= @uew) V,. (2.6)

2. 7Zu beachten ist, dafl bei Gewichten, im Gegensatz zu den Wurzeln, u = 0 auftre-
ten kann. Das Wurzelsystem ¥ von £ unterscheidet sich deshalb vom Gewichtssystem
['(ad;) der adjungierten Darstellung um das Gewicht 0. Identifiziert man H mit dem
entsprechenden Gewichtsunterraum, so ist die Wurzelraumzerlegung (2.2) identisch mit
der Gewichtsraum-Zerlegung (2.6) der adjungierten Darstellung.

3. Fiir die Einschrénkung der zu (V, f) assoziierten Spurform By (1.5) auf H gilt

B )= mlu) ulh)u(h). (2.7)

per(f)

4. Sei a € ¥ und p € I'(f). Fiir z, € L, berechnen wir

f(h) f(Wa) v = f(a) f(R) v+ f([hyal) v = (n+a)(R) f(ya) vy YV hEH v, €V,.
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Die Wurzelvektoren wirken also folgendermafien auf die Gewichtsunterrdume:
f(£a> Vu g V;H—a . (28)

Wir wollen nun das Gewichtssystem I'(f) untersuchen. Sei dazu a € ¥. Zu « ist in
natiirlicher Weise eine Unteralgebra von L assoziiert:

ﬁ(a) =L, DL_,D [Ea, E,a] . (2.9)

Wir iiberlegen uns, da8 £, zur Lie-Algebra s/(2, C) isomorph (und damit insbesondere
halbeinfach) ist: Sind e,, e_, normierte Wurzelvektoren und bezeichnen hg, e, bzw. e_
die in Abschnitt 1.4 definierten sl(2, C)-Elemente, dann wird ein Isomorphismus erzeugt
durch

ho — (a,)hy,  eq—V(,a)ey, e_q—(a,a)e_ .

Sei u € I'(f). Nach Gleichung (2.8) erzeugt die Anwendung der Unteralgebra L, auf
den Gewichtsunterraum V), eine sogenannte Wurzelfolge pn — rov, ... [, ..., 1t + goo von
Gewichten. Wurzelfolgen spielen eine wichtige Rolle in der Darstellungstheorie. Bevor wir
sie aber anwenden konnen, miissen wir sie exakt definieren. Zu diesem Zweck untersuchen

wir zunéchst die von (V] f) induzierte Darstellung (V, fle (a>> der Unteralgebra L ).

Darstellungen der Unteralgebra L,

Lemma 2.4 Die induzierte Darstellung (V, f|£(a)> der Unteralgebra L) ist vollstindig

reduzibel. In jedem irreduziblen Unterraum V, gibt es eine Basis {u(()a), e ,uﬁfz)} aus Ge-
wichtsvektoren der Darstellung (V, f) von L, die folgenden Relationen geniigt:

f(hq) u,(f) = ('Y — ka, ) u,(f) ('@ st das Gewicht von u(()a))
f(e—a) u](ga) = ugﬁzlf k= ]-a"'a Ta — ]‘J f(e—a) uﬁi) = 0;
flea) w? =k (19, 0) = 3k=D@, ) uh,  k=loora  flea) uf” =0.

BEWEIS: Wir geben ein Verfahren zur Ausreduktion an. Seien e,, e_, normiert.
e Wir betrachten den Unterraum N, := ker(f(e,)) von V. N, ist invariant unter f(H ) und
besitzt daher eine Basis aus Gewichtsvektoren u(® zu den Gewichten p,, a = 1,...,m.
e Fiir jedes u® definieren wir

u,(f) = fle_o)*u, k=0,1,2,... und V, = span{u,(ca) : k € N}
Sei r, der grofite Index, fiir den ugfj) # 0 gilt. V, ist nach Konstruktion irreduzibel und
die Vektoren qu‘), k =1,...,7r,, bilden eine Basis, da sie zu verschiedenen Gewichtsun-
terrdumen der Darstellung (V, f) von £ gehoren.
Wir priifen, da8 die Wirkung von f(L()) auf die Vektoren u,(f) durch die im Lemma
aufgelisteten Formeln gegeben ist: Bei f(e_,) und f(h,) ist das klar. Im Fall von f(e,)
berechnen wir unter Verwendung der Abkiirzungen E := f(ey), F := f(e_y), H := f(hq)

Eu,(ca) = Eﬁkuéa) = FEFk_luéa) +[E, F]Fk_luéa).

Der zweite Term ergibt H ul(i)l =(pu—(k—1a,a) ul(i)l, der erste wird weiter umgeformt

7u
FREF=2 ¢ FHE=200 = P2EFR20(" 1 (4 — (k — 2)a, ) u®,.
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Dies setzen wir solange fort, bis F nach rechts durchgetauscht ist und u(()a) vernichtet.
Ubrig bleibt die Summe Z?Zl(u — (k — j)a, ) ug_q, die, wenn man sie ausfiihrt, die
Behauptung liefert.

o VD@, V. (induktiv) Wir bezeichnen Vi) := V4 @ ... @ V,. Der Induktionsanfang
ist gesichert. Sei deshalb V{,) C V.. Es gilt V() N N, = spanc{ulV, ..., u@} und folglich
uletl) ¢ Via). Damit ist V,1 NV, ein echter, unter f(L(q)) invarianter Unterraum von
Va1, also Vo N V() = {0}. Es folgt Vigy1) = Vo1 @ Vi) C V.

oV C P, V,: Jeder beliebige Vektor u € V' erzeugt einen irreduziblen Unterraum U,
der wegen (2.8) einen Vektor @ # 0 aus N, enthélt. Damit ist U N €D, Vi, # {0}, also

UcCe, V.. n

Lemma 2.5 Sei u € V, Nker(f(en)), u# 0. Wir setzen uy, == f(e_q)u, k =0,1,2,....
Firr e N gilt

2(p, o)

()

u, # 0 und up 1 =0 <= r=

Die von u erzeugte irreduzible Komponente der induzierten Darstellung (V,f|ﬁ< )) hat

dann die Dimension r + 1.

BEWEIS: Bezeichne U den von u erzeugten irreduziblen Unterraum.

(=): Nach Lemma 2.4 bilden die Vektoren ug, k = 1,...,r eine Basis in U und sind
Gewichtsvektoren zu den Gewichten p — ko der Darstellung (V, f). Daher gilt

0= try[f(ea), fle-a)] = trof(ha) = 34— (1 —ka,a) = (r +1)(p, &) — 3r(r + 1)(a, ).
(«): Mit Hilfe des Lemmas 2.4 berechnen wir f(eq)uy, ersetzen (p, a) = 3(, a)r und
erhalten f(ea)uy =5k (r — (k— 1)) (o, ). Daraus lesen wir ab:

1. Aus u # 0 folgt sukzessive u, # 0 fir k =1,...,r.

2. f(ea)urr1 = 0. Wére u,,1 # 0, dann erzeugte es einen invarianten Unterraum U , der
wegen uy, ¢ U, k <r, in U echt enthalten wire (Widerspruch). m

Wurzelfolgen

Sei « € ¥, p € I'(f), w € V,. Der Vektor u erzeugt einen irreduziblen Unterraum der
induzierten Darstellung <V, fl 5(«1)) der Unteralgebra L. Nach Lemma 2.4 gibt es in

diesem Unterraum eine Basis aus Gewichtsvektoren {u, 4 : K = —r,...,q} der Darstel-
lung (V, f) von L. Die Folge {u + ko : k = —r,...,q} der zugehorigen Gewichte nennen
wir (von u erzeugte) a-Folge durch p (engl.: a-string through ). Die charakteristischen
Zahlen r und ¢ kennzeichnen wir bei Bedarf mit einem Index: 7, bzw. ¢, 4.

Durch ein Gewicht p werden im allgemeinen mehrere verschiedene a-Folgen gehen; je
nach Wahl von u € V,, kénnen r, , und ¢, verschiedene Werte annehmen. Ihre Differenz
allerdings ist durch p und « allein bestimmt:

Satz 2.6 Sei L eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra, H eine Cartan-Unteralgebra mit
Wurzelsystem ¥ und (V, f) eine Darstellung von L. Sei o € X und p € T'(f). Fiir jede
a-Folge durch p gilt

2(p, @)

(o, ) -

Tpo = Quo =

Insbesondere ist % fiir alle Gewichte p und alle Wurzeln o ganzzahlig.
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BEWEIS: Sei u € V), ein Vektor, der die a-Folge durch p erzeugt. Dann ist der Vektor
fleq)®™«win V4, .o enthalten, verschieden von 0 und wird durch f(e,) vernichtet. Wir

kénnen also Lemma 2.5 anwenden und erhalten r = ¢, o470 = 2p T(f“(’;")a’ @)

folgt die Behauptung. |

. Daraus

2.4 Eigenschaften von Wurzelsystemen, Teil 11

Das, was wir im vorangegangenen Abschnitt iiber Wurzelfolgen gelernt haben, wollen wir
jetzt benutzen, um weitere Einsichten in die Struktur des Wurzelsystems zu gewinnen.
Die einzige Stelle, an der wir dabei aufpassen miissen, ist die a-Folge durch +a selbst
(v eine Wurzel), denn diese verlduft durch die 0, welche zwar zum Gewichtssystem der
adjungierten Darstellung, nicht aber zum Wurzelsystem gehort. Da wir jedoch aus Punkt
(8) wissen, wie die betreffende Folge aussieht, ist das nicht weiter wichtig. Wenn wir also
im folgenden a-Folgen durch eine Wurzel 3 betrachten, setzen wir immer a # 43 voraus.

(9) Sei{e,:a€ X} ein System normierter Wurzelvektoren. Dann gilt

1
[6—04’ [6a, yﬁ“ = ; 48,a (Tﬁya + 1) (av a) Ys v a:ﬁ € Za Ys € [’5 :

Insbesondere ist [eq,e5) #0 Vo, €X; a+ [ € X.

Die Formel ist auch fiir = « bzw. § = —a richtig; dann ist ndmlich
Gaa =0, 7Tqq=2 bzw. Qoo =2, Taa=0.

Zum Beweis lassen wir die Indizes an r und ¢ weg. Der von yg erzeugte irreduzible
Unterraum der Darstellung ad,| Lo ist V= @j__, Lsrjo. Wir wihlen eine Basis

{zr : k=0,...,7+ ¢} in V, die den Relationen in Lemma 2.4 geniigt und die zusétzlich
x, = yg erfiillt. Die Behauptung ergibt sich dann aus den Formeln im Lemma und Satz
2.6. |

(10) Beliebige a-Folgen durch Wurzeln 8 € X bestehen aus hdchstens 4 Gliedern.

Damit kann % nur die Werte 0,+1,+2 oder +3 annehmen.

(Dies gilt natiirlich auch im Falle g = «.)

Nehmen wir an, es géibe eine a-Folge durch # mit mehr als 4 Gliedern. Wir kénnten o
bzw [ dann so umbenennen, dafl die Folge ein symmetrisches Teilstiick

L B=2a, B—a, B, BH+a, B+ 2a, ...
enthielte. Betrachten wir die 8-Folge durch § — 2a: diese ist weder nach oben noch nach
unten fortsetzbar, denn weder (5 —2«a)+ 3 =2(8 —a) noch (8 —2a)— = -2« ist

eine Wurzel (Eigenschaft (8)). Damit ist W =0 (i). Fiir die f-Folge durch

B + 2« erhalten wir auf analoge Weise 25+ 20,8) _ 0 (é¢i). Addition von (i) und (i)

(8,0

ergibt einen Widerspruch. Es muB also rgq + g +1 < 4 bzw. rg4 + 3o < 3 sein. Der
zweite Teil der Behauptung folgt dann aus Satz 2.6. |
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Satz 2.7 Wir bilden den Q-Vektorraum® H} := spang. Es gilt:

(a) T'(f) C H{ fiir alle Darstellungen (V, f) von L

(b) dim(H§) = dim(H)

(¢) Die Einschrinkung der Killing-Form auf Hj ist ein Skalarprodukt. Insbesondere sind
die Zahlen (u,v) fir Gewichte u, v beliebiger Darstellungen rational.

BeEwEIS: Wir wihlen in H* eine Basis {ay, ..., as} aus Wurzeln.

zu (a): Sei (V, f) eine Darstellung von £ und p € T'(f). Die Entwicklungskoeffizienten y*
von u nach der Basis {aq, ..., a,} berechnen sich aus dem linearen Gleichungssystem
4 i
(k) = > 5oy p (i, ).

Wenn wir jeweils die j-te Gleichung durch % (o, @) teilen, erhalten wir ein dquivalentes
System: 2p, o) _ S 2(0y, o)) .

(o, ) = (g, q5)
Da dieses nach Satz 2.6 ganzzahlige Koeffizienten hat, sind seine Losungen rational. Es
folgt 1 € spang{ay, ...} € Hg.
zu (b): Aussage (a) gilt insbesondere fiir die adjungierte Darstellung, d. h. wir haben
¥ C spang{a,...,a} und folglich Hg = spang{ai,...,as}. Die Vektoren ay, ..., ay
sind linear unabhéngig iiber dem Kérper C, also erst recht iiber Q C C und bilden damit
eine Basis in H.
zu (c): Es geniigt zu zeigen, dafl die Zahlen («, 3) fiir beliebige «, # € ¥ rational sind, denn
dann nimmt die Einschréankung der Killing-Form auf Hj Werte in Q und aus Gleichung
(2.5) folgt unmittelbar, dal sie positiv definit ist. Seien also a, € ¥ gegeben. Wir
schreiben (a, ) = 2(a, §) (B, 8). Nach Satz 2.6 ist der erste Faktor ganzzahlig. Aus dem

(8,5)
Satz folgt ebenso, dafl der zweite Faktor rational ist: Mit Gleichung (2.5) gilt namlich

(5.6 = et 07 = B 5 (300
also (8, 3) = 4 (nyez (ry8 — q'yﬁ)2) _1- u

Folgerung 2.8 Der reelle Vektorraum Hy = spangX ist ein Fuklidischer Raum. Er
enthdlt die Gewichte beliebiger Darstellungen von L.

Beispiel: si(n + 1,C)

Als Cartan-Unteralgebra H wéhlen wir die spurfreien Diagonalmatrizen, denn diese bilden
offenbar eine maximale kommutative Unteralgebra. Damit ist rg(sl(n + 1,C)) = n.

e Fiir ein beliebiges h € H gilt [h, Er)| = (hj; — hix)EGry, J.k =1,...,n+ 1. Die
Matrizen {Eyxy : j,k=1,...,n+1; j# k} sind also Wurzelvektoren zu den Wurzeln
Oé(jk)(h):hjj—hkk, j,k:1,...,n+1;j7é/€. (210)

Durch Abzéhlen und Vergleich mit card(X) = dim(£) — dim(H) stellen wir fest, dafl es
keine weiteren gibt. Die von H induzierte Wurzelraum-Zerlegung ist demnach

,,,,,

i#]

5Q = Korper der rationalen Zahlen
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Wie wir sehen, gilt a@; = —o;) und damit ¥ = —X. Die einzigen Vielfachen von
a(jxy sind wirklich nur o). Weiterhin bestehen Wurzelfolgen hier aus héchstens zwei
Gliedern, denn aus «;; + oy € X folgt 7 = k.

e Als néchstes wollen wir den von der Killing-Form induzierten Isomorphismus zwischen
H und H* bestimmen. Dem Lemma 1.13 entnehmen wir

(B 1) = 2(n + 1) tr(h B) = 2(n + 1) Z;”ll hishl;. (2.11)
Fiir die Elemente hq,;, ergibt sich daraus
ha) = ﬁ (Eiy — Eyp) (2.12)
und fiir die Killing-Form auf H*
(s ay) = m (0ik — Oj — 6 + 051) (2.13)

e Zur Bestimmung der Werte der Killing-Form auf den Wurzelvektoren E(;;) verwenden
wir die Eigenschaft (6): wir berechnen [Ej), E;i] = Euiy — Ejj) = 2(n + 1)hqg,,, und
lesen

(Eig), Eiy) = 2(n +1)
ab. Alle anderen Produkte von Wurzelvektoren verschwinden nach Eigenschaft (2). Als
normierte Wurzelvektoren konnten wir also z. B. e, ;) = (2(n + 1))~Y2E(;) nehmen.

Man vergleiche die hier durchgefiithrte Argumentation noch einmal mit der fiir si(2,C)
und s/(3,C) im Abschnitt 1.4.

Analoge Untersuchungen fiir die Lie-Algebren so(n, C) und sp(n, C) fithren wir im Beweis
zum Satz 3.6 durch.

2.5 Systeme einfacher Wurzeln

Sei L eine halbeinfache Lie-Algebra und H eine Cartan-Unteralgebra mit Wurzelsystem
3.

Lexikografische Ordnung auf

Sei {o1,...,0¢} eine geordnete Basis in Hj. Fiir ein Element p € H{ setzen wir p > 0,
falls sein erster von Null verschiedener Koeffizient in dieser Basis positiv ist oder wenn
p =0 gilt. Fiir p,v € H sei p > v, falls p — v > 0. Die so erzeugte Ordnung heif3t
lexikografisch beztiglich der Basis {o1,. .., 0¢}. Sie macht Hj zu einem linear geordneten
Vektorraum, d. h. es gilt:

1. Je zwei Elemente von H sind vergleichbar.
2. Aus p>v und g > folgt p+u >v+v.
3. Aus p>v und A >0 folgt Au > .

Die Menge der positiven Wurzeln kennzeichnen wir mit X7, die der negativen mit ¥.
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Einfache Wurzeln

Sei eine lexikografische Ordnung auf Hj fixiert. Eine Wurzel a € X heifit einfach beziiglich
dieser Ordnung, falls sie positiv ist, aber nicht als Summe positiver Wurzeln geschrieben
werden kann. Das System der einfachen Wurzeln bezeichnen wir mit 7.

Systeme einfacher Wurzeln ("SEW?”) spielen eine wesentliche Rolle z. B. bei der Klassifi-
zierung und in der Darstellungstheorie der komplexen halbeinfachen Lie-Algebren.

Satz 2.9 (Eigenschaften von SEW) Sei L eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra, H
eine Cartan-Unteralgebra und X das zugehorige Wurzelsystem. Sei auf Hf eine lexikogra-
fische Ordnung fiziert und sei m das zugehdrige System einfacher Wurzeln. Es gilt:

(a) a—p¢X Vapfer
(b) (O‘76)§0 V&,ﬂeﬂ',a7£6

(c) m ist eine Basis in Hf. Die Entwicklungskoeffizienten beliebiger Wurzeln 5 sind ent-
weder ausschlieflich positive oder ausschliefllich negative ganze Zahlen.

(d) Zu jedem € ST\ w gibt es ein a € m, so dafy f —« € XN, Insbesondere gilt:
Bei der Zerlegung von (3 in eine Summe einfacher Wurzeln gibt es eine Reihenfolge der
Summanden, so daf$ jede Partialsumme eine Wurzel ist.

BEWEIS:

zu (a): (indirekt) Sei a, f € m. Wire a — 8 € X, z. B. @« — f € X1, dann kénnte man «
als Summe positiver Wurzeln schreiben: oo = (o — ) + 8 (Widerspruch).

zu (b): Sei wieder o, § € . Nach (a) ist die §-Folge durch « nicht nach unten fortsetzbar,

d. h. 7,3 = 0. Nach Satz 2.6 gilt daher % = —qsa < 0.

zu (c): Wir priifen zuerst die lineare Unabhéngigkeit:

Lemma 2.10 FEin System {01, ..., 01} von Elementen eines geordneten Euklidischen Rau-
mes, das die Bedingungen (i) o0, >0 Vi und (i7) (0;,0;) <0 Vi##j erfillt, ist
linear unabhdng:g.

BEWEIS: Wir bestimmen die Losungen \; der Gleichung Y. Ap; = 0. Dazu teilen wir
die Summe in einen positiven und einen negativen Teil:

Ao X AN>0 No— S U PR
71 0 | somst ’ - 0 | wsonst -

Es gilt >, XMooy =>, A" 0; > 0. Wir berechnen '
0< (Zz Ny 0i, Zj /\{ij) = (> A 0is Zﬂf )‘]—Qj) = Zi;ﬁj Mk)‘j—(&" 0j) <0,
d. h. >, AN,o; = 0. Es folgt \', = 0 und damit \* = 0 Vi.

Fahren wir nun im Beweis von Punkt (c) des Satzes fort. Sei § € X beliebig. [ ist
entweder einfach oder Summe zweier positiver Wurzeln. Von diesen ist jede wieder entwe-
der einfach oder Summe usw. Nach endlich vielen Schritten haben wir £ in eine Summe
einfacher Wurzeln zerlegt. Durch Zusammenfassen gleicher Summanden erhalten wir die
Koeffizienten, die folglich positiv ganzzahlig sind. Im Falle 3 € ¥~ finden wir analog
negativ ganzzahlige Koeffizienten. Daraus folgt dann auch, da§ Hj durch 7 aufgespannt
wird.
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zu (d): (indirekt) Sei 8 € ¥\ 7. Gébe es kein «v in 7 mit f—a € £+, dann wire rg, = 0
fiir beliebige a € 7 und aus Satz 2.6 folgte (3,@) = 2(o, a)(—gga) <0 Vo €m. Lem-
ma 2.10 besagt, dafl dann 7 U {3} linear unabhéngig wire (Widerspruch zu (c)). u

Sei 7 eine aus Wurzeln bestehende Basis in H{, in der alle Wurzeln entweder nur negative
oder nur positive ganzzahlige Koeffizienten haben. Jede Anordnung von 7 erzeugt eine
lexikografische Ordnung auf H, deren SEW offensichtlich gerade 7 selbst ist. Wir werden
daher im folgenden die SEW als primére Objekte betrachten und vereinbaren, dafl H
automatisch die induzierte lexikografische Ordnung tragt.

Die Ho6he einer Wurzel
Sei m = {aq,...,ar} ein SEW in 3. Die Héhe (engl. level oder height) einer Wurzel
8= Zle n'a; (in Bezug auf 7) ist die ganze Zahl

¢

h(f) = Zi:l n' . (2.14)

Sie ist positiv oder negativ, je nachdem, ob  in T oder in X~ liegt. Diese Funktion
erzeugt eine natiirliche Graduierung von L:

Satz 2.11 (Kanonische Graduierung und Filtration) Sei £ eine halbeinfache kom-
plexe Lie-Algebra, H eine Cartan-Unteralgebra mit Wurzelsystem ¥ und © ein SEW in
Y., Wir bilden die Unterrdume

Lo:=H Ly = @g(e;:k £g keZ k#0
ﬁ(o) =H E(n) = H@fhe(g)\gn [,g neNn#0.

Die Folge {Ly}rez von Unterrdumen ist eine Graduierung und die Folge {L ) }nen eine
Filtration von L.

BEWEIS: Es geniigt zu priifen, dafl { £} }rez eine Graduierung ist, denn dann ist { L) fnen
die in natiirlicher Weise assoziierte Filtration. Offensichtlich ist £ = @®pezLi. Zu zeigen
bleibt also [Li, £i] € Lyqi, d. h. [La, L5] € Liay+np) ¥V o, B € X. Wir haben zumindest
(Lo, L) C Layp- BEs gilt aber auch Loys C Lpa)+ne): Im Falle a + 3 # 0, a + 3 ¢ ¥ ist
das trivialerweise erfiillt; im Falle « + 3 # 0, a + 8 € X gilt h(a+ ) = h(a) + h(F) und
im Falle o+ 5 =0 ist h(a) + h(B) =0 und Lo = H = Lo. ]

Die Cartan-Matrix
Sei m = {ay,...,ap} ein SEW in 3. Die Matrix

2(0@, Oéj)

A=
Y (aj’aj)

L dg=1,...0 (2.15)

heifit Cartan-Matriz von 7. Nach Definition ist A;; = 2. Die anderen Eintréige sind eben-
falls starken Einschrinkungen unterworfen: Es gilt ndmlich fiir alle ¢ # j

A€ {0,—1,-2,-3} , Ai;A;; €{0,1,2,3}. (2.16)



2.5. SYSTEME EINFACHER WURZELN 41

BEWEIS: Nach Eigenschaft (10) in Abschnitt 2.4 ist |A;;| < 3, nach Satz 2.9 (b) ist A;; < 0.
4(0&1', Oéj)2
(v, i) (e, @

Da a; und «; linear unabhéngig sind, gilt auBerdem A;;A;; = ) < 4. u

Die Cartan-Matrix enthéalt alle Informationen uber L:

Satz 2.12 (Rekonstruktionssatz) Sei L eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra, H
eine Cartan-Unteralgebra mit Wurzelsystem ¥ und 7w ein SEW. Sei zu jeder einfachen

Wurzel o; € T, 1 =1,...,n, ein Paar e,,, e_,, von normierten Wurzelvektoren gewdhlt.
Wir setzen
2 2 .
h; == ha, e = €q, , fi = €_q; ; 1=1,...,n.
(v, ;) (v, i)
Es gilt:

(a) 3 laft sich aus w rekonstruieren.

(b) Die 3n Elemente h;, e; und f; erzeugen L. Sie geniigen den Kommutatorrelationen
[hiy hi] =0, [hi, e5] = Ajiej i, ] = —Ajify [ei, fi] = dizhi .

BEWEIS:
zu (a): Wir konstruieren aus 7 eine Menge £ C H in der Gestalt X+ = U, >+, wobei

die Mengen ij rekursiv gebildet werden: Wir beginnen mit if := 7 und setzen
Sha={f+a ¢ BEX; a€T; Gsa#0}

wobel (o = _2(<a’;’aa)) + 7go und Tg, = max{k : [ —ka € Uj’:1 f];r} Zum

SchluB vergleichen wir X mit ©*: Aus Satz 2.6 folgt ¥+ C ©F und aus Satz 2.9 (d) die
umgekehrte Inklusion.

zu (b): Sei f € ¥7. Nach Satz 2.9 (d) kénnen wir schreiben 5 = oy, + ... + «;,,, wobei
von rechts beginnend jede Teilsumme eine Wurzel ist. Mit Eigenschaft (9) in Abschnitt
2.4 gilt dann Lg = Cad(e;,)...ad(e;, ,)e, und L_g=Cad(f;,)...ad(fi, ) fi,- ™

Weyl-Chevalley-Basen

Sei {e, : a € ¥} ein System normierter Wurzelvektoren in £. Betrachten wir die Struktur-
konstanten IV, 3 in der Gleichung [e,, eg] = Ny gea+g. Sie erfiillen natiirlich N, 3 = —Ng 4.
Weiterhin gilt

NogN-a-p = NapgN-a-p(€ats e-a-p) = ([ea;es], [-a,e1])
= _([e*m [eaa 65]]7 675)

und aus der Eigenschaft (9) in Abschnitt 2.4 folgt
1
— a,,@N*a,fﬁ = ; qﬁ,a (Tﬁ’a + 1) (C(, Oé) .

Fordern wir
Nop=—-N_o_3, (2.17)

so gilt fiir alle a, f € 2

Nojp = i\/ s (50 + 1) (). (2.18)
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Insbesondere sind die Strukturkonstanten durch (2.17) bis auf einen Vorzeichenfaktor fest-
gelegt. Eine Basis in £, bestehend aus den Cartan-Elementen h, eines SEW 7 und nor-
mierten Wurzelvektoren e,, o € ¥, deren Strukturkonstanten (2.17) erfiillen, heifit Weyl-
Chevalley-Basis. Weyl-Chevalley-Basen kann man folgendermaflen konstruieren: Man fi-
xiert ein SEW 7 in ¥ und wéhlt Paare von normierten Wurzelvektoren e, e_,, a € .
Dann berechnet man sukzessive eg fiir § € X1, h(8) = 2,3,..., unter Verwendung von
(2.18). (Die Wurzelvektoren e_g, § € ¥, sind dadurch automatisch festgelegt.)

Beispiel: si(n + 1,C)

(Notation wie im Beispiel zum Abschnitt 2.4) Wir wollen eine geordnete Basis in H{
fixieren. Um das Problem zu umgehen, fiir ein gewisses Funktional o € H* herausfinden
zu miissen, ob es auch zu H{ gehort, wiahlen wir eine Basis aus Wurzeln:

A 1= Q(3441) 2:1,,n

Wurzeln ;) mit 7 < j kénnen zerlegt werden in o) = g1y + Qr1iv2) +- - -+ Q1)
d. h. sie sind beziiglich der von {«a; : i = 1,...,n} induzierten lexikografischen Ordnung
positiv. Fiir den Fall + < j — 1 lassen sie sich als Summe positiver Wurzeln schreiben, fiir
den Fall ¢ = 57 — 1 nicht. Die einfachen Wurzeln sind also gerade die Basiselemente o,
1 =1,...,n selbst. Der positive Teil des Wurzelsystems hat damit die Gestalt

Yr={atarn+...tai1+ao  1<kE<I<n}. (2.19)

Mit Hilfe von Gleichung (2.13) im Beispiel zum Abschnitt 2.4 berechnen wir die Cartan-
Matrix:

(Analoge Untersuchungen fiir so(n, C) und sp(n, C) findet man im Beweis zum Satz 3.6.)

2.6 Die Weyl-Gruppe

Sei L eine halbeinfache Lie-Algebra und H eine Cartan-Unteralgebra mit Wurzelsystem
Y.

Weyl-Ebenen und Weyl-Kammern

Fiir ein Funktional ¢ € H* bezeichne P die Hyperebene in H* orthogonal zu ¢. Entspre-
chend sei P, die Hyperebene in H orthogonal zu h,. Es gilt

H\ (UaeZ Pa> —f{heH : Z/(h)=H}. (2.20)

Bewels: Fir a € 3, h € P, gilt [h,es] = (h,ha)eqa = 0, d. h. die Elemente von FP,,
a € Y, sind nichtregulédr. Sei andererseits h ein nichtregulires Element. Dann gibt es



2.6. DIE WEYL-GRUPPE 43

ein x € L\ H, x # 0, mit [h,z] = 0. Wir zerlegen © = xgy + Y s {"€q, berechnen
[h,x] = ex(h, ha)€%eq und schlieBen h € P, fiir alle v € X mit £~ # 0. ]

Die Hyperebenen P} orthogonal zu Wurzeln a € X heiflen Weyl-Ebenen. Auf analoge
Weise definieren wir Weyl-Ebenen in Hp, die wir ebenfalls mit P} bezeichnen. Wir setzen

=\ (U P

aeX

Die Zusammenhangskomponenten von ]:Iﬁg heiflen Weyl-Kammern.

Die Weyl-Gruppe Ad(Y)

Fiir ein Funktional o € H* bezeichne o, die Spiegelung von H* an der Hyperebene P,, d.
h. die Transformation

2 /
O_L):H*_>H*’ Q,'_)Ql_ (Q7Q)
(0, 0)
Spiegelungen sind isometrisch, d. h. Elemente von O(H*). Desweiteren gilt
op,=To, ' Vo€ H* TeOH. (2.21)

Die von den Spiegelungen o, an Weyl-Ebenen P,, o € 3, erzeugte Untergruppe von
O(H*) heifit Weyl-Gruppe Ad(X).

Die Weyl-Gruppe ist eine Symmetriegruppe beliebiger Gewichtssysteme:

Satz 2.13 Sei L eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra, H eine Cartan-Unteralgebra
mit Wurzelsystem ¥ und (V, f) eine Darstellung von L. Es gilt:
(a) Das Gewichtssystem T'(f) ist invariant unter Ad(X).

(b) mlow) =mi) ¥ p€T(f), o€ Ad(S).
Zum Beweis benotigen wir das folgende

Lemma 2.14 (Voraussetzungen wie im Satz)
Sei a € ¥. Die a-Folgen durch beliebige p € T'(f) sind invariant unter der Spiegelung o, .

BeEWwEIS: Sei p € I'(f), « € ¥ und sei F = {p — ra, ..., + qa} eine a-Folge durch p.
Nach Satz 2.6 gilt o,u = p — % a = pu+ (¢g—r)a. Das Funktional p+ (¢ — r)a ist
wegen —r < (¢ —r) < ¢ in der Folge F enthalten.

Kommen wir nun zum Beweis des Satzes: Es geniigt, Invarianz unter Spiegelungen zu
zeigen. Sei dazu p € T'(f), a € ¥. Wir wihlen eine Basis v}, ... op™ in V. Jeder
Basisvektor v/, erzeugt einen irreduziblen Unterraum V; , der Darstellung f| £, Von Lo
und damit eine a-Folge durch p. Fiir ein Funktional v € H* gilt

dim (Vl, N (@ZZ({‘ ) VJ@) ) = Anzahl der a-Folgen durch p, die v enthalten. (%)

Betrachten wir den Fall v = o,u. Das Lemma besagt, dafl die Anzahl der a-Folgen durch
p, die o, enthalten, gleich m(u) ist. Aus (x) folgt daher m(oop) = dim(V;, ) > m(p).
Insbesondere ist o, € I'(f). Wegen p = 04(0qp) schlieBen wir analog m(u) > m(oap),
also Gleichheit. n
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Folgerung 2.15
(a) Das Wurzelsystem ¥ ist invariant unter Ad(X).
(b) Hp ist invariant unter Ad(X). Insbesondere permutiert Ad(X) die Weyl-Kammern.

Die Elemente der Weyl-Gruppe kann man sich als von inneren Automorphismen von £
induziert vorstellen:

Satz 2.16 Sei L eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra und H eine Cartan-Unteralgebra
mit Wurzelsystem Y. Dann gibt es zu jedem o € Ad(X) einen inneren Automorphismus
U von L mit U*|,. = o. Ist umgekehrt U ein innerer Automorphismus von L, der H
invariant lGft, dann gilt U*| ;. € Ad(X).

BEWEIS: Sei zuerst 0 € Ad(X) gegeben. Wir kénnen o = o, fiir ein o € ¥ voraussetzen.
Sei m ein SEW in ¥ und sei {hg, e, : § € m, v € ¥} eine Weyl-Chevalley-Basis in £. Da
0, eine isometrische Permutation von ¥ ist, erfiillen die Strukturkonstanten
N%W' = Naa,%ga,y/ i ’7,’7/ €

(vgl. Formel (2.18)) und die Zuordnung hg +— hy.g, €y €5, [ €T, 7 € X erzeugt
einen Automorphismus U von L. Fiir beliebige p € H* gilt dann Uh, = h,,, und damit
(U*0ay)(hy) = (0a7)(Uhy) = (007)(hono) = V(hy), also U* =o' = 0,

Fiir die umgekehrte Richtung siehe [OV, §4.2, Thm. 10]. n

Der Zusammenhang zwischen SEW, Weyl-Kammern und Ad(Y)
Wir klédren zuerst die Beziehung zwischen SEW und Weyl-Kammern.

Satz 2.17 Sei L eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra, H eine Cartan-Unteralgebra
und X das zugehdrige Wurzelsystem. Es besteht ein 1:1-Zusammenhang zwischen der Men-
ge der SEW in X und der Menge der Weyl-Kammern in Hg. Dabet wird dem SEW m die

folgende Weyl-Kammer zugeordnet:
W,={0€ Hg : (a,0) >0 Vaecr}. (2.22)

BEWEIS: Sei 7w ein SEW in ¥. Die durch (2.22) definierte Menge W, erfiillt W, C Hz.
Wir priifen, dal W, eine Weyl-Kammer ist: W ist zusammenhéngend (mit zwei Punkten
ist auch deren Verbindungsgerade enthalten) und offen in Hy, also auch offen in Hz. W,
ist aber auch abgeschlossen in [y, denn der Abschlufl von W in Hy ist

Wy,={o€ H; : (,0) >0 Vacr}
und der Abschluf} in I:I]fi daher W, N f[i@ = W;,.
Damit ist die Zuordnung (2.22) korrekt definiert. Wir iiberzeugen uns als néichstes davon,
daf sie invertierbar ist. Sei dazu eine Weyl-Kammer W gegeben. Wir wihlen eine geord-
nete Orthonormalbasis {01, ..., 0/} in HE mit o1 € W. Sei my das durch die zugehdorige
lexikografische Ordnung definierte SEW.
Behauptung: Es gilt W ={o€ Hg : (,0) >0 Vaecmy} (x).
Sei a € my. Da « positiv ist, gilt (a, 01) > 0. Da die Abbildung W — R, o+ (a,0),
stetig ist und keine Nullstelle hat, folgt (a,0) >0 Vo€ W, @ € # und W ist in der
rechten Seite von () enthalten. Da diese zusammenhéngend ist, gilt Gleichheit. n

Dieses Resultat wollen wir nun benutzen, um den Zusammenhang zwischen Ad(X) und
der Menge der SEW aufzudecken. Wir zeigen zunéchst
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Satz 2.18 Jede Wurzel ist in einem SEW enthalten.

BEWEIS: Sei a € ¥. Wir wihlen ein o € Hy mit

(0,) >0, (0, 8)| > (0,a) VB EX, B#*a.
Sei 7 das zur Weyl-Kammer von p gehérende SEW. Es gilt a € 7: Zumindest ist « positiv.
Waire es nicht einfach, dann gébe es positive (1, B2 mit a = 61 + (2. Aus der Positivitét
folgte (0, 5;) > 0 und damit (o, ) = (0, 51) + (0, F2) > 2(0, «) (Widerspruch). u

Sei 7 ein SEW in X. Im folgenden benétigen wir das Funktional

1
0=~ Zaez+ o. (2.23)

Es besitzt die Eigenschaft
og0=0—a Yaem. (2.24)

BEWEIS: Die Spiegelung o, bildet alle positiven Wurzeln aufler o selbst wieder in posi-
tive Wurzeln ab: von den Entwicklungskoeffizienten von (8 und o, beziiglich der Basis
7 unterscheiden sich ndmlich nur die vor «. Folglich hat ¢, fiir ein positives 3, 3 # «,
mindestens einen positiven Koeffizienten und ist damit nach Satz 2.9 (c¢) wieder positiv.

Es folgt 0,0 = % > ses+ aaﬂ+%aaa: % > pes+ 6—%@2(5—04. [
BF#a BFa
Aus Gleichung (2.24) folgt desweiteren 2(0, ) = 2(040, 0400) = —2(d, @) + 2(«, ), also
2(9, a)
=1 . 2.2
(o.0) Vaer (2.25)

Nun koénnen wir mit unserer Untersuchung fortfahren.

Lemma 2.19 Sei 7w ein SEW in X und G die von den Spiegelungen o, o € m, erzeugte
Untergruppe von Ad(X). Zu jedem SEW 7" in ¥ gibt es ein 0 € G, mit o’ = 7.

BEWwEIS: Sei W, die zu 7 gehorige Weyl-Kammer. Fiir o € Ad(X) gilt:

— om ist ein SEW in X, — oW, ist eine Weyl-Kammer, — oW, = Wg,.
Es geniigt daher zu zeigen, dal man zu jedem p € ﬁﬂ’i ein 0 € G, findet, so dafl op € W
gilt. Wir withlen dazu o € G, so, daf} (0p,0) = max{(c’p,0) : ¢/ € G.}. Fiir beliebige
a € 7 gilt dann (0p,d) > (0,00,0) = (00,0,0) = (00,0) — (00, ) (vgl. Formel (2.24)).
Es folgt (00,a) >0 V a € m und damit die Behauptung,. n

Als Folgerung ergibt sich

Satz 2.20 Seiw ein SEW in ¥. Ad(X) wird von den Spiegelungen o, o € T, erzeugt.
BEWEIS: Sei § € 3. Nach Satz 2.18 gehort 5 zu einem SEW #’/; nach Lemma 2.19 findet
man dann ein o € G, so dafl o3 € 7. Damit ist o3 = ot 0,50 € Gr. ]
Nun sind wir in der Lage, den Zusammenhang zwischen Ad(X) und der Menge der SEW

anzugeben.

Satz 2.21 Sei L eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra, H eine Cartan-Unteralgebra
und % das zugehorige Wurzelsystem. Die Weyl-Gruppe Ad(X) wirkt transitiv und frei auf
der Menge der SEW in X.
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ERLAUTERUNG: Sei X eine Menge und G eine Gruppe von Abbildungen X — X. Die
Wirkung von G auf X heifit transitiv, falls fiir je zwei Elemente z,2’ € X ein g € G
existiert, so dafl ©' = g(x); sie heifit frei, falls fiir beliebige © € X, g € G gilt: aus
g(z) = x folgt g = idx.

Bewers: Dafl Ad(X) auf der Menge der SEW wirkt, d. h. diese Menge in sich abbildet,
hatten wir schon festgestellt. Die Wirkung ist transitiv nach Lemma 2.19. Im folgenden
Lemma zeigen wir, daf sie frei ist:

Lemma 2.22 Sei 7 ein SEW in ¥ und sei 0 € Ad(X). Gilt or = 7, dann ist o = 1.

BEWEIS: (indirekt) Nehmen wir an, es gilt o = 7 und o # 1. Nach Satz 2.20 kénnen wir
o zerlegen in ein Produkt o =04, ...0,, (%), wobei a; € my. Wir wihlen die Zerlegung
so, dafl ¢ minimal ist. Betrachten wir die Folge von Wurzeln
Br i =0ap - - Oay e, k=1...,1—1, 0B = ay.

Nach Voraussetzung ist ooy positiv, also 31 = 04, ...04, ;0 = 004,04 = —0a; < 0. Da
andererseits J; > 0 ist, existiert ein Index s, so dal G511 >0 und [ = 0,011 < 0 gilt.
Nun beachten wir, dafl die Spiegelung o,, alle positiven Wurzeln auler a, wieder in
positive Wurzeln abbildet (vgl. den Beweis zu Formel (2.24)). Damit ist G541 = a5 und wir
kénnen schreiben oo, = 04, = 0(0a_, 00, )ar = (Tagsr -+ Tar1)0t(Tagsy - - - Oay ) "
Multiplizieren wir von links mit oy, ..., , und von rechts mit o, ,...0q,, dann folgt
0=0a,...0a, Oaypr ---0Oa;_,, im Widerspruch zur Minimalitit der Zerlegung (x). =

Der Zusammenhang zwischen Ad(Y), Aut(X) und Aut(r)

Sei m ein SEW in X. Mit Aut(X) bzw. Aut(m) bezeichnen wir diejenigen Untergruppen
von O(Hy), die ¥ bzw. 7 invariant lassen.
Es ist klar, dafl Aut(m) genau aus den isometrischen Permutationen von 7 besteht.

Satz 2.23 Sei L eine halbeinfache kompleze Lie-Algebra, H eine Cartan-Unteralgebra mit
Wurzelsystem 3 und © ein SEW in . Aut(7) ist eine Untergruppe, Ad(X) eine normale
Untergruppe von Aut ¥ und es gilt Aut(X) = Ad(X) x Aut(n), wobei das semidirekte
Produkt definiert ist durch die Multiplikation

(o', 7)o (o,7)=(0"o(TToco7 ), 7o) Voo €AdR), 7,7 € Aut(r) .
BEMERKUNG: Insbesondere gilt
Aut(X)/Ad(Z) = Aut(n) . (2.26)

BEWEIS:
Aut(m): Aus Satz 2.12 folgt Invarianz von ¥ unter Aut(m) und damit Aut(r) C Aut(X).
Ad(X): Nach Folgerung 2.15 ist Ad(X) Untergruppe, nach Gleichung (2.21) normal.

Semidirekte Produktstruktur: Wir bilden das Mengenprodukt AdY x Aut(7) und definie-
ren eine Abbildung

v Ad(X) x Aut(r) — Aut(X), (o,7)—o0coT. (2.27)

@ ist injektiv: aus p(o,7) = o o7 = 1 folgt om = , also ¢ = 1 und damit auch 7 = 1.
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@ ist surjektiv: Sei T' € Aut(X). Wegen der Isometrie von T ist Tr ein SEW in ¥ und
es gibt ein 0 € Ad(X) mit 77 = on. Dann findet man eine Permutation 7 von 7, so daf§
T|. = oor| . Diese mufl aber isometrisch sein, d. h. 7 € Aut(7).

Versehen wir die Menge Ad(X) x Aut(m) schlieflich mit der im Satz angegebenen Multi-
plikation, dann wird ¢ ein Gruppen-Morphismus (und folglich ein Isomorphismus). =

Beispiele

sl(2,C) Aus dem Beispiel zum Abschnitt 2.4 iibernehmen wir die Cartan-Unteralgebra
H = C(Eqn1) — E(g2) und das zugehdrige Wurzelsystem ¥ = {a12, —a12}. Wir lesen un-
mittelbar ab:

SEW: {12} und {—a2}, Aut(m) = {1}, Ad(X) = Aut(X) = {1, 04, },
P* = {0}, Hi =R\ {0}, Weyl-Kammern: R, und R_.
sl(3,C) Auch hier verwenden wir Cartan-Unteralgebra und Wurzelsystem aus dem Bei-
spiel 2.4 sowie das SEW 7 = {aq2, as3} aus dem Beispiel zum Abschnitt 2.5. Wir setzen
a = agy und 8 := agg. Nach Satz 2.20 wird die Weyl-Gruppe von o,, o3 erzeugt. Be-
stimmen wir ihre Elemente: 0,03 und o030, sind untereinander verschieden und als Dre-
hungen verschieden von den Spiegelungen o, og. Mit 0,8 = oga = o + 3 gilt aulerdem

030,03 = 040304 = O, 50 dafl sich jedes lingere Produkt aus o,, 0g zu einem mit
maximal drei Faktoren reduziert. Wir erhalten

Ad(X) = {1, 04, 08, Oatp, 004, 0a0s} -
Ad(X) hat also die Ordnung 6. Damit gibt es auch 6 SEW:
{Oé,ﬁ}, {_057_5}7 {—Oé,Oé—f—ﬁ}, {Oé,—Oé—ﬁ}, {_ﬁaa—i_ﬁ}? {67_05_5}

Nun zeichnen wir uns Hy mit dem Wurzelsystem und den Hyperebenen Py, Pj, Py, 5 auf:

B a+p PE
[0} o]

P(;k Pof+ﬁ

Aus der Zeichnung lassen sich direkt die 6 Weyl-Kammern und die diesen zugeordneten
SEW ablesen. Wir bestimmen Aut(X): Dieses enthélt

— die Drehungen R (um 60° entgegen dem Uhrzeigersinn), R?, R® R'=R™2 R°=R"!,
— die Spiegelungen o, 0g und 0443,

— die Spiegelungen S,, Sg bzw. S,45 an den Hyperebenen Ra, RS bzw. R(a + 3)

(mit 1 insgesamt 12 Transformationen). Schlielich lesen wir

Aut(m) = {1, o}

ab. Vergleichen wir nun Aut(X) mit Ad(X) x Aut(n): Fiir den Isomorphismus (2.27) er-
gibt sich folgende Wertetabelle:
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Ad(D)
1 On 03 080y 0a03 0a0304
Aut(m) 1 1 o, o3 R?* R? Tats
Soip | Sarsg R R' S, Ss R3

(UA) Man zeige, daB die Weyl-Gruppe Ad(X) aus dem zweiten Beispiel isomorph zur
symmetrischen Gruppe Sz ist.

2.7 Konjugation von Cartan-Unteralgebren

Wir haben gesehen, dafi sich halbeinfache komplexe Lie-Algebren mit Hilfe von Wur-
zelsystemen bzw. SEW sehr elegant beschreiben lassen. Diese Beschreibung éndert sich
nicht, wenn man innerhalb eines festen Wurzelsystems zu einem anderen SEW {ibergeht
(Satz 2.21). Offen blieb bis jetzt jedoch, ob und wie sie sich #ndert, wenn man eine andere
Cartan-Unteralgebra zugrundelegt. Dies wollen wir jetzt untersuchen.

Satz 2.24 Sei L eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra und seien H, H' Cartan-Unter-
algebren mit Wurzelsystemen 3, Y. Es gibt einen inneren Automorphismus U von L mit

H' = UH. Dieser erfiillt U*Y =% und Ly =ULy Vo €.

BEWEIS: Zum Beweis der Existenz siehe [Hu, §16] (mit den Mitteln, die wir uns bis jetzt
erarbeitet haben) bzw. [Jal, §IX.2] (mit Mitteln der algebraischen Geometrie).
Ist U gegeben, dann gilt

[h, U rey] = U Uh,eo] = (U*)(h) U ey YheH, o €Y.
Damit ist U*o/ € ¥ und U~'L, der zugehorige Wurzelunterraum. Aus der Bijektivitiit
von U folgt U*Y = . n

Wir wollen einige Folgerungen formulieren.

Satz 2.25 Sei L eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra. Seien H, H' Cartan-Unteral-
gebren und 7, 7 SEW in den entsprechenden Wurzelsystemen X, ¥'. Dann gibt es einen
inneren Automorphismus U von £ mit H = UH' und #’ = U*r.

BEWEIS: Sei U; ein innerer Automorphismus mit H = Uy H'. Da U{w ein SEW in ¥ ist,
gibt es ein 0 € Ad(Y) mit 7’ = o o Ufw (Satz 2.21). Nach Satz 2.16 wird o durch einen
inneren Automorphismus Us mit der Eigenschaft UsH' = H' induziert: o = Uy ... Wir
setzen U := Uy o U,. ]

Satz 2.26 Sei L eine halbeinfache kompleze Lie-Algebra und H eine Cartan-Unteralgebra.
Fin h € H st genau dann reguldr in L, wenn H = Z,(h). Insbesondere gibt es regulire
Elemente in H und es gilt dim(H) = rg(L) sowie dim(L) = rg(L) + card(X).

BEWEIS: Sei h € H reguldr in £. Da es Elemente A’ € H mit H = Z,(h') gibt und
andererseits Z,(h) minimal ist, gilt H = Z.(h).

Gentige umgekehrt h € H der Bedingung H = Z,(h). Wir finden ein in £ reguléres x € L.
Der halbeinfache Teil x4 von x ist ebenfalls regulér in £ und in einer Cartan-Unteralgebra
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enthalten. Nach Satz 2.24 gibt es einen inneren Automorphismus U, so dafl Uz, € H.
Uz ist aber wieder reguldr. Damit gilt Z,(h) = H = ZL(Ux,) und h ist regulr.
(Die beiden Formeln sind klar.) n

Satz 2.24 liefert eine weitere Moglichkeit, Cartan-Unteralgebren zu charakterisieren:

Satz 2.27 Sei L eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra. Eine Unteralgebra H ist genau
dann Cartan-Unteralgebra, wenn es ein reguldres halbeinfaches Element x € L mait der
Figenschaft H = Z,(x) gibt.

BeEweEIs: Ist H Cartan-Unteralgebra, dann folgt die Behauptung unmittelbar aus Satz
2.26. Ist umgekehrt H = Z,(x) fiir ein regulires halbeinfaches € £, dann gibt es eine
Cartan-Unteralgebra H' mit © € H' und nach Satz 2.26 gilt H' = Z.(z) = H. n

2.8 Die kompakte Form

Dafl komplexe Lie-Algebren eine so reichhaltige Struktur besitzen, basiert im wesentli-
chen darauf, daBf der Kérper C algebraisch abgeschlossen ist. In der Physik relevant sind
jedoch reelle Lie-Algebren. Nun ist zwar der Ubergang von der reellen Algebra zur Kom-
plexifizierung eindeutig, es gibt aber keinen kanonischen Weg zuriick (verschiedene reelle
Lie-Algebren konnen ein und dieselbe Komplexifizierung haben). Will man daher zur
Untersuchung einer reellen Lie-Algebra die Theorie der komplexen Lie-Algebren nutzen,
dann braucht man einen spezifischen Mechanismus, der die Komplexifizierung umkehrt.

Reelle Formen und Anti-Automorphismen

Satz 2.28 Sei L eine komplexe Lie-Algebra. Es besteht eine 1:1-Beziehung zwischen re-
ellen Formen von L und antilinearen® Automorphismen o von L mit der Eigenschaft
0% = 1. Dabei wird o der Eigenraum zum FEigenwert 1 zugeordnet.

BEWEIS: Sei zunidchst R C L eine reelle Form. Die identische Abbildung idg 148t sich
dann eindeutig zu einem antilinearen Automorphismus o von £ fortsetzen:
Um das einzusehen, fixieren wir in £ eine Basis {z;} aus Elementen von R und definieren
o(32, Nay) = 3, Ny (dies ist offensichtlich unabhingig von der Basiswahl). Es gilt
0?2 =1 und R ist Eigenraum von ¢ zum Eigenwert 1.
Sei umgekehrt o ein antilinearer Automorphismus mit 02 = 1 und sei R der Eigenraum
zum Eigenwert 1. Es gilt

o(Ax) = Ao(z) =z, o(lx,y]) = [o(x),0(y)] = [z,9] VIER, z,y e R.
Damit ist R eine reelle Lie-Algebra. Wir priifen £ = spancR: Zerlegen wir y € L in

1

My +o(y) + 2y —o(y)), dann liegt der erste Summand in R und der zweite in iR. =

Die kompakte Form

Satz 2.29 Sei L eine komplexe halbeinfache Lie-Algebra, H eine Cartan-Unteralgebra,
Y das zugehorige Wurzelsystem, m ein SEW in ¥ und {ho,es : o € w, € X} eine

6d. h. o(A\z) = Xo(z) YA€ C
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Weyl-Chevalley-Basis. Dann ist
R := spang{es —e_p, ileg+e_g), the : e acm}

eine kompakte Form™ von L. Zu jeder weiteren kompakten Form R’ gibt es einen inneren
Automorphismus U von £ mit R' = UR.

BEWEIS: Wir zeigen hier nur, dafl R eine kompakte Form ist. Zur Eindeutigkeit modulo
innerer Automorphismen siehe [OV, ch. 5, §1.4, Thm. 3].
Wir definieren einen antilinearen Automorphismus von £ durch

o(eq) :=—€_o, QET.
Er erfiillt die Bedingung ¢ = 1, sein Eigenraum R zum Eigenwert 1 ist demzufolge eine
reelle Form von £. Offensichtlich gilt R € R. Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen,
miissen wir zunéchst herausfinden, wie o auf der Weyl-Chevalley-Basis {h,,eg} wirkt.
Dazu zerlegen wir 8 = a3 + ... + yp, ; € ™ und berechnen mit (2.17)

O-(eﬁ> - Na1 as " '1Na o U([€a17 [ T [eamfu eozm] e ]])
’ m—lly m
= —1m —a19 " T 15 €]
(=1) Norow— Nao o [e_ars [ 7, [e ] ]
=y Moo oo
= —€_g. 7 e
Fiir die Cartan-Elemente folgt o(hy) = 0([ea,e—_a]) = [0(€a),0(e_a)] = —ha.

Sei nun y € R. BEs gilt y = +(y + o(y)). Wir entwickeln nach der Weyl-Chevalley-Basis

Yy = %(y + U(y>) = % 2562 yﬁeﬁ + ZaEfr yaha - ZﬂGE y’BE,ﬁ - ZO{GW yaha
und formen um zu

S ses Re(y)(e5 — €3) + Xy In(y?)(iles + €_5)) — Coer Im(y*)(iha).
Damit ist y € R. Es folgt R = R.
SchlieBlich priifen wir, dafl R kompakt ist: Wegen (ihq,ih,) = —(a,a) <0 YV a € 7 und
(eg —e_g,ep —e_p) = (ieg + e—p),i(eg +e_3)) = =2 V € ¥ ist die Killing-Form
negativ definit und induziert daher ein invariantes Skalarprodukt. |

Aus den Satzen 1.15 und 1.16 ergibt sich unmittelbar

Satz 2.30 Die klassischen halbeinfachen komplexen Lie-Algebren besitzen die folgenden
kompakten Formen:

sl(n,C), n>2: su(n), so(n,C), n>3: so(n), sp(n,C), n>1: sp(n). =

eine reelle Form, die als reelle Lie-Algebra kompakt ist



Kapitel 3

Klassifizierung

Im Satz 2.12 hatten wir festgestellt, dal die gesamte Information iiber die Struktur einer
halbeinfachen komplexen Lie-Algebra in einem beliebigen ihrer SEW enthalten ist. Dies
bringt uns auf den Gedanken, die halbeinfachen komplexen Lie-Algebren anhand ihrer
SEW klassifizieren. Dazu miissen wir jedoch zuerst den Begriff des SEW, der an eine
konkret vorgegebene Lie-Algebra gebunden ist, durch den abstrakt definierten Begriff
des m-Systems verallgemeinern. Das verschafft uns eine ’Klasse von m-Systemen’, die wir
der 'Klasse der halbeinfachen komplexen Lie-Algebren’ gegeniiberstellen kénnen. Sodann
werden wir auf ersterer eine natiirliche Aquivalenzrelation einfithren, der auf der Seite der
Algebren die Relation der Isomorphie entspricht. Die Aquivalenzklassen von 7-Systemen
konnen wir schliellich aufzéhlen.

3.1 m-Systeme und Dynkin-Diagramme

m-Systeme

Eine Teilmenge 7 eines Euklidischen Raumes heifit m-System, falls gilt

1. 7 ist linear unabhéngig

2. fiir beliebige a, f € 7 ist 2((54, 55)) < 0 und ganzzahlig.

Zwei m-Systeme 71, my seien dquivalent, falls es eine isometrische Bijektion ¢ : 71 — o
gibt.

Sei L eine halbeinfache Lie-Algebra, H eine Cartan-Unteralgebra und ¥ das entsprechende
Wurzelsystem. Nach Satz 2.9 ist jedes SEW in ¥ ein 7-System in Hg. Der folgende Satz
verkniipft Isomorphieklassen von Lie-Algebren mit Aquivalenzklassen von SEW:

Satz 3.1 Zwei halbeinfache komplexe Lie-Algebren L1 und Lo sind genau dann isomorph,
wenn jedes SEW von Ly zu jedem SEW von Ly dquivalent ist. Insbesondere sind je zwei
SEW einer halbeinfachen komplexen Lie-Algebra dquivalent.

BEWEIS: Seien Hq, H, Cartan-Unteralgebren in £, £, und seien 7 bzw. mo SEW in den
zugehorigen Wurzelsystemen X, bzw. Y.

(=) Sei ¢ : L1 — Ly ein Isomorphismus. ¢~ H, ist eine Cartan-Unteralgebra von L.
Fiir h € Hy, o € 3y gilt [¢7 h, ¢ tes] = o7 h, ea] = a(h)d e, = (¢*a) (@7 h) o eq, d.
h. ¢~1H, erzeugt das Wurzelsystem ¢*¥,. Da ¢*my ein SEW in ¢*X ist, gibt es einen

o1
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inneren Automorphismus U von £; mit U* o ¢*my = m; (Satz 2.25). Nach Gleichung (1.8)
ist ¢ o U, und damit auch U* o ¢*, isometrisch.

(<) Sei ¢ : m — my eine isometrische Bijektion. ¢ induziert einen isometrischen
Vektorraum-Isomorphismus ¢ : H; — H;. Aus dem Rekonstruktionsalgorithmus im Be-
weis zu Satz 2.12 folgt (X;) = 3 und ¢ : X; — X, ist ebenfalls eine isometrische
Bijektion. Fiir die Strukturkonstanten N, o bzw. Mg 3 von Weyl-Chevalley-Basen {e&l)}
in £; bzw. {e(ﬁz)} in £y gilt folglich Myayar = £Noow V a,a’ € ¥y (vgl. Formel (2.18)).
Wihlen wir die Basen so, dafl kein negatives Vorzeichen auftritt, dann erzeugt die Zuord-

nung 6&1) — efi;, a € Y1, einen Isomorphismus. [

Dynkin-Diagramme

Sei 7 ein w-System. Wie bei den SEW (Gleichung (2.15)) definieren wir die Cartan-
Matrix A,z von 7. Das Dynkin-Diagramm D(m) von 7 erhalten wir auf folgende Weise:
wir zeichnen fiir jedes Element von 7 einen Vertex, kennzeichnen diesen mit dem Betrags-
quadrat (o, ) und verbinden die Vertices von o und # durch n = A,3Ag, Linien. Wir
bemerken:

1. Zwei m-Systeme sind genau dann &quivalent, wenn ihre Dynkin-Diagramme iiberein-
stimmen. Dies erlaubt es uns, auch den halbeinfachen komplexen Lie-Algebren Dynkin-
Diagramme zuzuordnen. Zwei halbeinfache komplexe Lie-Algebren sind genau dann iso-
morph, wenn ihre Dynkin-Diagramme iibereinstimmen.

2. Jede Teilmenge m; C 7 ist wieder ein m-System. Das Dynkin-Diagramm D(m) besteht
aus denjenigen Vertices von D(w), die Elementen von 7; entsprechen, und deren Verbin-
dungslinien.

3. Die Cartan-Matrix von 7 148t sich aus D(7) rekonstruieren: man 16st die Gleichungen
Asg (o, )
Aﬁa (ﬁu 5)

AnpApa = Anzahl der Linien zwischen o und (3,

unter den Nebenbedingungen A,z € Z und A,z < 0.

Irreduzible m-Systeme

Sind 7y, m m-Systeme in Ey, E,, dann ist (m;,0) U (0,72) |* ein m-System in E); & Fs.

Dieses nennen wir die direkte Summe von m; und my und schreiben m; @ my. Bezeichnen wir
die Cartan-Matrizen von 7y, my mit A;, Ao, dann hat die Die Cartan-Matrix von m; @ o

die Gestalt
A0
0o A, /-

D(Tl'l D 7T2) = D(m) U D(ﬂ'g) . (31)
Auf die Lie-Algebren iibertragen liefert dies

Es folgt

Satz 3.2 Seien L1 und Ly halbeinfache komplexe Lie-Algebren. Dann gilt

man beachte, dal die Elemente von E; ¢ Ey Paare der Form (o1, 02) mit g; € E; sind
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BEWEIS: Sind H;, Hy Cartan-Unteralgebren in Ly, Lo, 31, 39 die jeweiligen Wurzelsys-
teme und my, my SEW in X, Y5, dann ist H; & Hy Cartan-Unteralgebra in £; & Lo,
(31,0) U (0,35) das zugehorige Wurzelsystem und (71,0) U (0,7m3) = m @ m2 ein SEW
darin. Die Behauptung folgt dann aus Gleichung (3.1). n

Ein 7w-System 7 in E heifit reduzibel, falls es eine echte Teilmenge m; C 7 mit m; L (7\ )
enthélt. In diesem Fall ist m; ein m-System in E; := spanm, 7w \ 7 ein 7-System im
orthogonalen Komplement Ei- und es gilt 7 = 71 ® (7 \ 7). Ein 7-System ist offensichtlich
genau dann irreduzibel, wenn sein Dynkin-Diagramm zusammenhéngend ist. (Aus diesem
Grunde spricht man zum Teil auch von zusammenhéngenden statt von irreduziblen -
Systemen.) Im folgenden Lemma halten wir fest, was der Eigenschaft der Reduzibilitét
auf der Seite der Lie-Algebren entspricht.

Lemma 3.3 Sei L eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra, H eine Cartan-Unteralgebra
mit Wurzelsystem X und m ein SEW in 3. L enthdlt ein echtes Ideal genau dann, wenn
7 reduzibel ist.

BEWEIS: Sei Z C L ein echtes Ideal. Wir wissen, da Z und Z* halbeinfach sind und
L =7T®TI" gilt (vgl. Satz 1.8 bzw. 1.7). Nach Satz 3.2 ist dann D(x) = D(L) nicht
zusammenhingend.

Sei umgekehrt m; C 7 eine echte Teilmenge mit m; L (7\ 7). Wir bilden H; := (spangm)*
und X := X N Hf und setzen Z := H; @uex, Lo Aus dem Rekonstruktionsalgorithmus
im Beweis zu Satz 2.12 folgt, dal die Elemente von ¥ entweder Linearkombinationen von
m1 oder von 7 \ m; sind. Dies impliziert

Loy, Lol ={0} Vo €3, a€X\ Xy, alg, =0 VaeX\X;.

Damit gilt [Z,L£,] = {0} V a € X\ X; und 7 ist Ideal. n

Eine unmittelbare Folgerung ist

Satz 3.4 Fine halbeinfache komplexe Lie-Algebra ist genau dann einfach, wenn ihr Dynkin-
Diagramm zusammenhdngend ist. |

Weiterhin liefert das Lemma die folgende wichtige Besonderheit einfacher komplexer Lie-
Algebren:

Satz 3.5 Auf einfachen komplexen Lie-Algebren sind je zwei ISBLF komplex proportio-
nal.

BEWEIS: Wir zeigen, daf} eine beliebige ISBLF B auf der einfachen komplexen Lie-Algebra
L proportional zur Killing-Form ist. Sei dazu H eine Cartan-Unteralgebra, > das Wur-
zelsystem und {y, : @ € ¥} ein System von Wurzelvektoren.

Ist B = 0, so ist nichts zu zeigen. Sei daher B # 0. Da die Menge {z € £ : B(z, L) = 0}
ein Ideal in £ bildet, ist B dann nicht ausgeartet.

e Seien «, § € . Betrachten wir den Ausdruck B(ha, [ys, y—g]). Wir kénnen ihn auf zwei
verschiedene Arten umformen: einerseits zu  B([ha, s, y-3) = (ha, hs)B(ys, y-s), an-
dererseits mit Hilfe der Eigenschaft (6) in Abschnitt 2.2 zu  B(ha, hg) (yg,y-p). Fir

- - B(ha, hs) _ B(ys y-p)
Wurzeln «, 8 mit (hy, h 0 gilt daher - - x).
B mit (ha, ho) # 0 & (hashg) (Y3, Y—p5) *)
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e Sei mein SEW in ¥ und sel a € 7. Wir setzen \ := M Nach Lemma 3.3 ist 7

@ Y—a)

irreduzibel. Aus dem Rekonstruktionssatz 2.12 folgt dann, daf} es zu jedem 3 € X eine Fol-
ge V1, ..., von Wurzeln gibt, fiir die die Produkte (ha,hy,), ... (A, By )s ooy (B, hg)
sdmtlich verschieden von 0 sind. Wir erhalten damit aus () sukzessive

B(@/ﬂ?y*ﬁ) B(hﬁvh’%) B(y’yrvy*%) _ — B(h71>ha> _ B(yaay—a) =\

(Y5, Y—5) (hs, h%) (y%a y—%) o (h“/u ha) (YarYa)
Insbesondere gilt B(h,h') = A- (h,h') ¥ h,h' € H. Aus der Invarianz von B ergibt sich

schlielich, analog zur Eigenschaft (2) im Abschnitt 2.2,

— B(Ways) =0= (Yarys) Va,B€8, a#—p
— B(h,ya) =0=(h,yy,) VYheHacx. m

Beispiele: Cartan-Matrizen und Dynkin-Diagramme der klassi-
schen halbeinfachen komplexen Lie-Algebren

Satz 3.6 In der folgenden Tabelle sind die Dynkin-Diagramme und Cartan-Matrizen der
klassischen halbeinfachen komplexen Lie-Algebren aufgelistet:?

slin+1,C) (n>1) sp(n,C) (n > 2)
a1 a2 L QAn-1 On a1 a2 o Qn-1 Qn
2 -1 0 2 -1 0
-1 2 -1 0 -1 2 -1 0
0o -1 2 -1 0 o -1 2 -1 0
0o -1 2 -1 o -1 2 -1
0o -1 2 0o -2 2
so(2n,C) (n>4) so(2n+1,C) (n>2)

2 -1 0 2 -1 0
-1 2 -1 0 -1 2 -1 0
0 -1 2 -1 -1 0 -1 2 -1 0
0 -1 2 0 0 -1 2 -2
-1 0 2 0 -1 2

Fiir die in der Tabelle nicht erfafsten Algebren gilt:

— s0(4,C) besitzt das Dynkin-Diagramm oS und die Cartan-Matriz < g (2) )

2Die verschiedenen Arten von Vertices entsprechen den verschiedenen Langen der einfachen Wurzeln.
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— sp(1,C) = s1(2,C), s0(3,C) = s1(2,C),  s0(6,C) = si(4,C).

Die Lie-Algebren sl(n+1,C), sp(n,C) firn > 1 sowie so(n,C) firn =3 undn > 5 sind
einfach. Die Lie-Algebra so(4,C) besitzt die Zerlegung so(4,C) = so(3,C) @ so(3,C).

BEWEIS:
e sl(n+ 1,C): Siche das Beispiel zum Abschnitt 2.5.

e sp(n,C): Da sp(1,C) zu si(2,C) isomorph ist, setzen wir n > 2 voraus. Die Bestim-
mung der Wurzeln und die Berechnung der Cartan-Matrix verlduft grofitenteils analog
zum Beispiel sl(n 4 1,C) in den Abschnitten 2.4 und 2.5. Zwischenschritte, die wir hier
iibergehen, findet man zum Teil dort genauer ausgefiihrt.

— Als Cartan-Unteralgebra H in sp(n, C) nehmen wir die symplektischen Diagonalma-
trizen. Nach Gleichung (1.13) haben sie die Gestalt diag(A1,..., A\, —A1, ..., —\,). Bei
der Ermittlung der Wurzelvektoren brauchen wir wegen
[h, E(Ts)] = (hrr — hss)E(rs), rs=1,...,2n, he H
nur die E(,,) geeignet zu sp(n, C)-Matrizen zu kombinieren (vgl. (1.13)):
Eijy = Emtints) zu den Wurzeln a%ij) = F@) — pUi), ,j=1,....n, 1#J
Eintj) + Ejnysy  zu den Wurzeln oz%z.j) = F@) 4 pUi), 1<j=1,...,n
Entijy + Emyjiy  zu den Wurzeln O‘?ij) = —F@ _ pUi), 1 <j=1,...,n.
Durch Abzéahlen priifen wir wieder, daf3 es keine weiteren geben kann.

— Als néchstes bestimmen wir ein System einfacher Wurzeln. Wegen E(9) = %a%ii) gehoren

die Funktionale E@ i =1,... n,zu H{ und bilden darin eine geordnete Basis. Beziiglich
der zugehorigen lexikografischen Ordnung sind die ag;;) mit i < j und alle af,;) positiv.

Desweiteren sehen wir sofort, dafl die Wurzeln «; := a% 1 = 1,...,n — 1 einfach

iit1)
und alle anderen a%ij) zusammengesetzt sind. Wegen dim(H) = n muf} sich also unter
2 2

(i (ig
iy T Oy T+ iy und fiir @ < j = n in ag;,y + af,,,. Folglich ist die fehlende einfache

den « ) noch eine einfache Wurzel befinden. « ) ist aber fiir ¢ < j < n zerlegbar in

Wurzel o, := a%m).

— Unter Verwendung von Lemma 1.13 ergibt sich fiir den Isomorphismus H — H*
hie) = gty By = Bl itn)-

und daraus fiir die Killing-Form auf H* (E®, EU)) = L §,;. Damit gilt

2(n+1)
(Oéz',Oé(j)) = m (25zj - 5z'j+1 - 52‘;‘—1); hLj=1,...,n—1,
(ai,an):—%ﬂ@ﬂn, izl,...,n—l,

(Qn, ) = %H

Beim Zeichnen des Dynkin-Diagrammes miissen wir beachten, dafi die einfachen Wurzeln

unterschiedlich lang sind: (o, o) = m firi =1,...,n — 1 und (an, an) = =5

e so(m, C): Da diese Lie-Algebren keine von 0 verschiedenen Diagonal-Matrizen enthalten,
werden die Rechnungen sehr umstiandlich. Aus diesem Grunde versuchen wir, eine andere,
zu so(m, C) isomorphe Unteralgebra von gl(m, C) zu finden, die eine Cartan-Unteralgebra
aus Diagonalmatrizen besitzt.

Jeder Vektorraum-Automorphismus 7' von C™ erzeugt durch A — T~ !AT einen Auto-
morphismus der Lie-Algebra gl(m, C). Wir setzen L7 := T~ ! so(m,C)T. Es gilt A € Lr
gdw. (TAT Yt +TAT~! = 0. Diese Bedingung bringen wir in eine Form, die der definie-
renden Gleichung fiir die sp-Algebren sehr dhnlich ist:
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AV (T'T)+ (T'T) A=0. (%)
Wenn wir T geeignet wéahlen, kénnen wir vielleicht Ergebnisse iibernehmen oder zumindest
gewisse Analogien nutzen.
Wir betrachten die Falle m = 2n und m = 2n + 1 separat.

e 50(2n,C): Da so(2, K) kommutativ ist, setzen wir n > 2 voraus. Wir finden eine Matrix

T mit 77 = ( g) B.T=2(1
(2n x 2n)-Matrizen in Blockgestalt (1. 12) dann ist A € L7 nach (%) dquivalent zu

Die Diagonalmatrizen aus L7 bilden eine Cartan-Unteralgebra H. Diese stimmt offensicht-
lich mit der von sp(n, C) aus dem vorigen Punkt iiberein. Die Wurzelvektoren kombinieren

(T ist zusétzlich unitdr). Schreiben wir

wir wie dort aus den Matrizen E.), 7, s =1,...,2n:
Eij) — Enyinys) zu den Wurzeln ( 5 = E(“) — B, i,j=1,...,m, i # 7,
E(intj) — E(jntiy zu den Wurzeln %Z N = E@ 4 gl 1<jJ=2,...,n,
Emtijy — Emgji  zu den Wurzeln ? N = —E6) — B 'j), 1<jJ=2,...,n

(bei den erlaubten Werten von ¢ und j in der zweiten und dritten Gruppe kommt die
gegeniiber sp(n, C) verdnderte Forderung an die Blocke Aj5 und A zum Tragen). Wegen
Bl = a%ij) + oz?ij), § # i, bilden die Funktionale E® i =1,... n, eine geordnete Basis
in Hj. Die einfachen Wurzeln sind

Q= af, gy, =100 -1, an 1= A0, .

Fiir die induzierte Bilinearform auf H* ergibt sich (B BU9)) = méij. Es folgt
(a4, ) = o= 1f (2055 — 6i j41 — 6 j—1), ,j=1,...,n—1,
(a,,an)— D) Oin_2, i=1,....,n—1
(tn, ) = %

Daraus kénnen wir wieder die Cartan-Matrix ablesen. Diesmal haben alle einfachen Wur-
zeln die gleiche Léange.

Diskutieren wir das Ergebnis fiir kleine n :

n = 2: Die Wurzeln «() und «(y) sind nicht miteinander verbunden, d. h. das Dynkin-
Diagramm zerfallt in zwei einzelne Vertices und die Satze 3.4 und 3.2 liefern die Isomorphie
so(4,C) = s0(3,C) & so(3,C) (natiirlich kann man statt so(3,C) auch sl(2,C) einsetzen).
n = 3: Es ergibt sich die Cartan-Matrix und das Dynkin-Diagramm von si(4, C), womit
nach Satz 3.1 beide Lie-Algebren isomorph sind.

Fir n > 4 enthélt das Dynkin-Diagramm eine Verzweigung, da «, nicht mit o,_),
sondern mit a(,_g) verbunden ist.

e so(2n + 1,C): Wegen der Isomorphie so(3,C) = sl(2,C) setzen wir n > 2 voraus.
A a b

((2n+1) x (2n+1))-Matrizen schreiben wir in der Form | ¢ a4 B | mit (nxn)-Matrizen
d C D

A, B,C,D, C"Vektoren a,b,c,d und einer komplexen Zahl A\, wobei die oberste Spal-

te und die linkeste Zeile den Index 0 erhalten. Das Beste, was wir erwarten konnen,
0 o

ist eine Transformation 7" mit 77" = [ o o 1 |. Eine solche finden wir auch: z. B.
T = \/Li < 01 1 ) (sie ist wieder zusétzlich unitér). Aus der Bedingung () erhalten
0 i —i

wirA\=0, d=—a, ¢=-b D= -A'" B''= —B, ("= —(C. Identifizieren wir
Ly =T <30(2n,(C)>T aus dem vorangegangenen Beweisabschnitt mit der Unteralge-
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00 0
bra o o] dann ist die Cartan-Unteralgebra H von Lr auch hier eine Cartan-
0

Unteralgebra und die Wurzelvektoren von L7 sind wieder Wurzelvektoren zu denselben
Wurzeln (man beachte aber, daf die Ey,.), r,s = 1,...,2n, jetzt ((2n 4+ 1) x (2n + 1))-
Matrizen sind). Zusétzlich finden wir noch

Eiy — Enyio)  zu den Wurzeln a‘(li) = —F@) 1=1,...,n,
Enti) — Eqoy  zu den Wurzeln a‘z’i) = FU@), 1=1,...,n.
Legen wir wieder die von {E®) : i = 1,... n} erzeugte lexikografische Ordnung zugrunde,
so sind die einfachen Wurzeln
ai::ab“l),“ i=1,...,n—1, 1= Ay -
SchlieBlich erhalten wir (B9, EU/)) = —L- §;; und damit
(OénOéj):ﬁ(25ij—(5ij+1—5¢j—1), ihj=1...,n—1,
(aiaan):_Tl_léi—i—lna izla"'7n_17

(aman) = 2n171'

Wir bei sp(n,C) treten zwei verschiedene Liangen von einfachen Wurzeln auf. Wir be-
merken auflerdem, daf§ die Cartan-Matrizen von sp(n,C) und so(2n + 1,C) zueinander
transponiert sind. |

3.2 Klassifizierung

Zu Beginn bemerken wir, daf} fiir zwei beliebige Elemente «, 3 eines m-Systems, die durch

n = 1,2,3 Linien verbunden sind, entweder A, oder Ag, den Wert —1 haben muf. Fiir

das Verhiltnis der Betragsquadrate gilt im ersten Fall Eg’ g; = ﬁ;ﬁ _ AopApe

(8,5)

im zweiten Fall entsprechend (@a) = n. Insbesondere haben in einem 7-System mit dem
)

Dynkin-Diagramm o—o—...—o—, welches wir homogene Folge nennen, alle Elemente
dieselbe Lénge. Die Cartan-Matrix einer homogenen Folge der Lange ¢ ist natiirlich die
von sl(¢ + 1,C) (siehe Satz 3.6).

Wir wollen zunéchst einige Eigenschaften von Dynkin-Diagrammen ableiten. Sei dazu ein
m-System m = {a, ..., o} in dem Euklidischen Raum E vorgegeben.

(1)  D(m) hat mehr Vertices als verbundene Paare von Vertices.
Wir bilden v := Zle ——%i___ Esgilt
(aia al)
g, Q)
0 < (17) = O, ——2et) 5
I, 00)\/ (0, a)
= (- Zi<j \/ AaiajAozjai .

¢ ist gerade die Anzahl der Vertices und die Summe ), i\ /Avia; Aaja; st auf jeden Fall
grofler oder gleich der Anzahl der verbundenen Paare von Vertices. |

N 2(ay, ay)
i<j \/(a“ai)(aj,aj)

(2)  D(w) enthilt keinen Zyklus®.

Da jede Teilmenge eines m-Systems wieder ein m-System ist, muf in jedem Teilstiick von

3d. h. keine Schleife
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D(7) die Anzahl der verbundenen Paare kleiner als die Anzahl der Vertices sein. In einem
Zyklus ist das aber nicht erfiillt. |

(3) Sei mp C . Ist my irreduzibel, dann gibt es zu jedem (3 € w \ m hdchstens ein
a € my, das mit B verbunden ist.

Anderenfalls enthielte D(7) einen Zyklus. u

(4)  Von einem Vertex konnen mazximal drei Linien ausgehen.

Sei ayp mit den Vertices ay, ..., a,, verbunden. Dann ist {aq,. .., a;,} ein Orthogonalsy-
stem (sonst gébe es einen Zyklus) und wir haben wegen der linearen Unabhéngigkeit von
| (a0, )|

(i, ) g, )’
erhalten wir " Ay a, Aaiae = Anzahl der von o ausgehenden Linien < 4. m

7 die strenge Ungleichung > " < (ap, ). Multiplizieren wir mit ( S0

(5) Enthdlt 7 eine homogene Folge w1, so bildet ©' := 7 \ m, zusammen mit dem
Vektor Y ., a, wieder ein w-System. Dessen Dynkin-Diagramm entsteht aus D(r) durch
Zusammenziehen des Teilsticks D(m ) zu einem einzigen Verter.

. . . . . . l
Die Elemente von m; bezeichnen wir mit o, @ =1,...,l. Wir setzen o := )., a; und

7 := 7' U {a}. Es ist klar, da§ 7 linear unabhéngig und 2((5[’5) = 2((3“56)) fiir

alle # € n’ ganzzahlig und nichtpositiv ist. Priifen wir, ob dies auch auf % zutrifft:

Aus 2(ovy, 1) = Aayiias (i, ) = —(ai, o) ergibt sich (o, a) = (v, ) "und folglich

2(67 a) — Zl 2(ﬁ7az)

(o, ) = (v, ), ©=1,...,¢. Damit gilt o) =1 (ogoc) wobei die Summe
natiirlich ganzzahlig und nichtpositiv ist. ’ ’

Betrachten wir schlielich D(7): Gegeniiber D(7’) besitzt es den zusétzlichen Vertex .

l 2(0y, B) 2(8, )

A : . D
21 (3.5) (amayp) ™
irreduzibel ist, kann es nach (3) zu jedem [ nur hochstens ein oy, € m mit (o, 5) # 0
geben. Es folgt AnsAsa = Aa,.5A480m = Zi‘:l An,3Asq, und damit die Behauptung. |

Die Anzahl der Linien von a nach § € 7’ ist A,3Apa =

(6) Seim irreduzibel. Dann enthdlt D(m) héchstens einen Abschnitt der Form o« (A)
bzw. o—o<C(B)  (Ldnge der Vertices nicht spezifiziert).

Nehmen wir an, die Behauptung wire falsch. Dann besitzt D(7) mindestens zweimal den
Abschnitt (A), mindestens einmal (A) und einmal (B) oder mindestens zweimal (B). Da
D(m) zusammenhéngend ist, muf} es also ein Teilstiick der Form

—o> - —a— , G:%H)<Z oder %%

enthalten. Ziehen wir die homogene Folge entsprechend (5) zu einem Punkt zusammen,
so erhalten wir ein Diagramm, das einen Vertex besitzt, von dem vier Linien ausgehen

(Widerspruch zu (4)). ]

(7) Die Elemente von irreduziblen mw-Systemen haben hochstens zwei verschiedene
Léngen.
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Wegen (4) trifft die Bemerkung am Anfang dieses Abschnitts auf beliebige Paare von Ver-
tices zu. Insbesondere ist die Linge zweier miteinander verbundener Vertices nur dann
verschieden, wenn sie durch mehr als eine Linie verbunden sind. Nach (6) und (4) gibt
es aber im Dynkin-Diagramm eines irreduziblen 7-Systems hochstens eine solche Stelle. ®

Die langen Wurzeln eines irreduziblen 7-Systems werden wir mit dem Vertex o und die
kurzen mit dem Vertex « kennzeichnen. Falls in einem 7-Systems nur eine Linge auftritt,
wollen wir die Elemente als lang betrachten.

Sei 7 ein irreduzibles m-System in E und sei oy € 7 ein langes Element. Wir setzen

a:=——2_ Das Skalarprodukt
(Olo, Oéo)

(o, ) == a- (o, )

auf E nennen wir kanonisch normiertes Skalarprodukt (in Bezug auf m)*. Fiir die langen
Elemente von 7 gilt (o, a) = 2.

Sei 7 nun speziell ein SEW im Wurzelsystem einer Cartan-Unteralgebra H einer einfachen
Lie-Algebra L. Jede nicht ausgeartete ISBLF auf £ induziert eine Bilinearform auf H*
und diese wiederum, durch Einschrénkung, ein Skalarprodukt auf Hy. Nach Satz 3.5 gibt
es genau eine nicht ausgeartete ISBLF (x,y) auf £, deren induziertes Skalarprodukt (o, o)
auf Hy kanonisch normiert beziiglich 7 ist. Diese nennen wir kanonisch normierte ISBLF.
Es gilt

1
(z,y) = a(fc,y) Vz,yel und (0,0) =a(o,0) ¥V o,0€ Hg (3.2)

BEWEIS: Die zweite Gleichung ist gerade die Definition des kanonisch normierten Skalar-
produktes auf Hy. Wir brauchen uns also nur zu iiberlegen, daf} sie aus der ersten folgt.
Der von der ISBLF (x,y) definierte Isomorphismus H* — H, ¢ — fzg, ist gegeben durch
die Gleichung (h,, h) = o(h) ¥ h € H und die induzierte Bilinearform auf H* durch
(0,0) = (fzg, iL(,> Fiir den durch die Killing-Form definierten Isomorphismus H* — H,
0 — h, bzw. die induzierte Bilinearform gilt entsprechend (h,, h) = o(h) ¥V h € H bzw.
(0,0) = (hy, hy). Mit (h,,h) = o(h) = (hy, h) = a (h, h) ergibt sich h, = a h,. Bs
folgt {0,0) = <iL97 BU) = a’ (hos ha) = a(hy, he). u

Nun wollen wir die Klassifizierung durchfiihren:

Satz 3.7 (Klassifizierung der irreduziblen m-Systeme)
Die Aquivalenzklassen irreduzibler w-Systeme sind gegeben durch die Dynkin-Diagramme

sowie

Eﬁo—o—i—o—o E?o—o—o—I—o—o Ego—o—o—o—I—o—o

F4 G2 o=

4Offensichtlich definieren #quivalente 7-Systeme in F ein und dasselbe kanonisch normierte Skalar-
produkt.
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Satz 3.8 (Klassifizierung der einfachen komplexen Lie-Algebren) )
Die Isomorphieklassen einfacher komplexer Lie-Algebren entsprechen 1:1 den Aquivalenz-
klassen irreduzibler w-Systeme.

BEMERKUNGEN:

1. Zu den Diagrammen sind jeweils die Standardbezeichnungen angegeben. Die Zahl ¢ im
Index ist gerade die Anzahl der Vertices (= Anzahl der einfachen Wurzeln = Rang der Lie-
Algebra). Die Einschriankungen an die Werte von ¢ sind nétig, um Doppelbenennungen
auszuschlielen.

2. Aus Satz 3.6 lesen wir ab: von den klassischen einfachen komplexen Lie-Algebren gehort
— sl(n+1,C) zur Klasse 4,

— so(2n+1,C) fiir n > 2 zu B, so(3,C) zu A;

— s0(2n,C) fir n >4 zu D, so0(6,C) zu Az |°

— sp(n,C) fir n > 3 zu C,, sp(2,C) zu By; sp(1,C) zu A;.

Deshalb nennt man A,, By, C, und D, klassische Serien.

3. Die Lie-Algebren Ejg, E7, Eg, Fy und Gy werden ezzeptionelle Lie-Algebren genannt.

BEWEIS DES SATZES 3.7: Der einfacheren Schreibweise wegen verwenden wir das kano-
nisch normierte Skalarprodukt. Wir arbeiten alle Moglichkeiten der Reihe nach ab:

e Diagramme, die eine Verbindung mit mehr als zwei Linien enthalten: Nach (4) gibt es
nur eines, ndmlich Gs.

e Diagramme, die mindestens eine Verbindung mit zwei Linien besitzen: Nach (6) haben
sie die Form
a1 as Bt B1

Behauptung: Es gilt (s —1)(t — 1) < 2.

Wir bilden « := ijl joj und B = Z;=1 jBj. Da a und (3 linear unabhéngig sind, ist
o, B)? < {a,a)(B,8) (x). Wir bestimmen die Skalarprodukte: Aus dem Diagramm
lesen wir (ay, ;) =0, i <s,j<t, (8;,6;)=1, j=1,...,t und A, =—2 abund
berechnen damit (a, 3) = st {ag, B;) = %s t Ao, (B, Be) = —st.

Mit (a,a;) = 0,1 <s, () =2, i =1,...,8, und A,, ,o., = —1 erhalten wir

(a, ) = s{a, ) = s((s — D){as_1, as) + s{as, ozs>> = s(s+1); auf analoge Weise ergibt
sich (3,3) = 3t(t + 1). Einsetzen in (x) liefert die Behauptung.

Es gibt also folgende Moglichkeiten:
— s =1 und ¢ beliebig (Serie C,,)
— ¢ =1 und s beliebig (Serie B,)
— s=t=2(Fy).

e Diagramme, in denen alle Verbindungen nur aus einer Linie bestehen: Diese besitzen
nach (6) entweder keine oder eine Verzweigung. Erstere ergeben die Serie A, . Letztere
haben die allgemeine Form
W n BB
Ir
oM
1 1

sy B a e g

: - 1
Behauptung: Es gilt s+ 17

®s0(2,C) ist kommutativ und so(4, C) ist nicht einfach, beide gehdren also zu keiner der Klassen
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Wir bilden wieder o := ijl joi; und analog dazu 3 und «. Aus dem Diagramm lesen
wir ab, dafl «, 3, paarweise orthogonal sind. Damit gilt

o B m* [y m)]?
() P S T Gy < ()
Analog zum vorangegangenen Punkt berechnen wir (o, a) = s(s+1), (3, 5) = t(t+1) und

(v,7) =r(r+1) sowie (a,n) = s{as1,n) = —s, (§,n) =—t und (y,n) = —r. Durch
Einsetzen in (x) ergibt sich die Behauptung.

Zahlen wir nun die moglichen Félle auf. Aus Symmetriegriinden konnen wir r > s > ¢
wahlen. Dann mufl ¢ = 1 sein und fiir die Werte von s und r gibt es folgende Méglichkeiten:
— s =1, r beliebig (Serie D,,)

— s=2,r=2,3,4 (exzeptionelle Diagramme FEg, E7, Eg)

e Jetzt miissen wir uns noch iiberlegen, dafl jedes Diagramm aus dem Satz auch wirklich
von einem 7-System erzeugt wird, denn es konnte ja sein, dal wir einige Eigenschaften,
die die moglichen Diagramme einschréinken, iibersehen haben. Fiir die unendlichen Serien
sind solche m-Systeme zum Beispiel durch SEW in den klassischen einfachen Lie-Algebren
gegeben. Fiir die exzeptionellen Diagramme siehe zum Beispiel [Hu, §12.1]. |

BEWEIS DES SATZES 3.8: Es geniigt zu zeigen, dafl zu jedem 7-System 7 in einem Eukli-
dischen Raum F eine einfache komplexe Lie-Algebra L existiert, deren SEW &dquivalent
zu 7 sind. Dazu konstruieren wir aus 7 eine Teilmenge Y von E auf die im Beweis zum Re-
konstruktionssatz 2.12 (a) beschriebene Weise und priifen, daf diese die Voraussetzungen
des folgenden Lemmas erfiillt:

Lemma 3.9 Sei (E,(-,)) ein Euklidischer Raum und sei ¥ C E eine endliche Teilmenge
mit folgenden Ezgenschaften
E = spang, 0¢ X
— Ist a € X, dann sind o und —a die einzigen ganzzahligen Vielfachen in 3.
— X st tnvariant unter den Spiegelungen o, o € 2.

2(a, 3)
(ﬁﬁ)EZ Va,deX.

Dann existiert eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra mit 3 als Wurzelsystem.

(Diese ist in unserem Fall sogar einfach.) Zum Beweis siche z. B. [Hu, §18.4]. ]

3.3 Einige Daten der einfachen komplexen Lie-Alge-
bren

Sei L eine einfache komplexe Lie-Algebra. Wir bestimmen hier die Cartan-Matrix und die
Automorphismengruppe Aut(7) des zugehorigen m-Systems sowie das Wurzelsystem, die
Dimension und das Funktional § (2.23) aus dem Dynkin-Diagramm.

Cartan-Matrix Es geniigt, die Eintrége A;; mit ¢ # j zu ermitteln. Bezeichne z;; die
Anzahl der Linien zwischen den Vertices ; und o;. Wir miissen die Gleichung A;;A;; = z;;
16sen. Da wir («;, ;) und (v, ;) aus dem Diagramm ablesen konnen, ist es sinnvoll, diese
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Gleichung iiber den Zwischenschritt (o, o) = —% \/{as, i) (a, @5) 25 |° in

<O5i704’i>
Aii = — [l
g (g, a5) 7

umzuformen. Diese Formel liefert die in Tabelle 3 im Anhang angegebenen Cartan-
Matrizen.

Die Gruppe Aut(m) Die Automorphismen eines m-Systems sind nach Definition die
isometrischen Permutationen.” Diese lassen sich direkt am Dynkin-Diagramm ablesen.
Wir finden

(Ap) B Aut(A)={1,(; % 75" D}

“cr o Aut(De) = {1, (1 ¢ 3521 Efl)} fiir ¢ > 4;

Dy) &—...
(De) ﬁ<z Aut(D ) besteht aus allen Permutationen der dueren Vertices

ap

(Bs) oo doo  Aut(Eg) = {L, (1231550}

543216
a] a2 a3 04 Qs

Fiir alle anderen irreduziblen m-Systeme ist Aut(m) trivial. Aut(7) hat unter anderem
folgende Bedeutung: Hat man einmal eine Zuordnung der Elemente von 7 zu den Vertices
des Dynkin-Diagrammes getroffen, dann ergeben sich alle anderen moglichen Zuordnungen
durch Anwendung der Transformationen aus Aut(r).

Waurzelsystem Die Konstruktion des zu einem gewissen 7m-System gehérenden Wurzel-
systems erfolgt nach der im Beweis zum Rekonstruktionssatz 2.12 (a) benutzten Vorschrift.
Wir fiithren sie am einfachsten Beispiel, A, vor.

Wir beginnen mit ¥ = 7 = {ay,...,a;}. Die Zahlen o0, = —% lesen wir direkt
js O
aus der Cartan-Matrix ab. Wir erhalten X7 = {a; +ay, as+asz, ..., ar1+ag}. Im

ndchsten Schritt bestimmen wir fiir die oj-Folgen durch o; + ;41

r—gq= < 4 i+1; ]>:A7,+A7,1: 1 j=i42 r = 1 j=11+1
< ) > J +1 ’ 0 sonst
Qj, O 0 sonst
und finden E; ={ai+astaz, ast+az+ayg, ..., aps+ayq+a}. In dieser Weise

fahren wir fort, wobei wir fiir die o;-Folge durch eine allgemeine Wurzel Zle n' a; die

Rechenregel
¢

r—qzz n' Ay

=1

verwenden kénnen. Es ergibt sich das schon aus dem Beispiel zum Abschnitt 2.5 bekannte
Resultat (2.19).

6die Produkte (v, ;) sind fiir i # j immer nichtpositiv
"Dies ist konsistent mit der Definition der Automorphismen von SEW im Abschnitt 2.5.
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Wurzelgitter Die Elemente von ¥ kann man in einem speziellen Diagramm, dem
sogenannten 'Wurzelgitter’, darstellen. Die Wurzelgitter der klassischen Serien befinden
sich in der Abbildung auf Seite 65.5. Im folgenden wollen wir erliutern, wie man fiir einen
gegebenen Gitterpunkt herausfindet, welcher Wurzel er entspricht.

Auf waagerechten Linien liegen Wurzeln derselben Hohe (fiir A, haben wir dies einmal
explizit darangeschrieben); die schrigen Linien kennzeichnen die "Wege’, auf denen man
innerhalb von ¥ durch fortgesetzte Addition von einfachen Wurzeln von kleineren zu
grofferen Wurzeln gelangen kann. Betrachten wir zuerst die Diagramme ohne Verzweigun-
gen (Ag, By, Cy). Der Ubergang von einem Kreuzungspunkt A zum néchstniedrigeren B
entlang einer Linie bedeutet hier Addition derjenigen einfachen Wurzel, die am oberen
Ende der jeweils anderen Linie steht, die durch B verlauft.

Zum Beispiel entspricht der zweite Kreuzungspunkt von links in der Stufe ¥ des Wur-
zelgitters von A, der Wurzel as 4+ 3; man kann ihn von oy aus nach rechts unten gehend
durch Addition von a3 oder von a3 aus nach links unten gehend durch Addition von as
erreichen. Weiterhin kann man von as 4+ a3 in rechter Richtung nach as + a3+ a4 gelangen
und in linker Richtung nach oy + ag + as.

Fiir Diagramme mit Verzweigungen (hier nur D,) miiite man konsequenterweise ein drei-
dimensionales Gitter zeichnen und entsprechende Regeln fiir Ebenen anstelle von Linien
formulieren. Bei Dy ist es jedoch einfacher, die Regeln fiir die aulerhalb der Ebene liegen-
den, etwas dicker gezeichneten Wurzeln a,_; und oy, zu modifizieren: eine senkrecht nach
unten fithrende Linie bedeutet Addition von ay_1, eine mit einem Anstieg von —% nach
unten fithrende Linie Addition von ay; desweiteren mufl man, um herauszufinden, welche

Wurzel man zu addieren hat, den gesamten Teilgraphen \Q\ als eine Linie betrachten.

Das Funktional § Nach Definition ist § = £ > . «. Wir entwickeln § nach den

einfachen Wurzeln: § = % Zle n' o;. Die Koeffizienten n' bestimmen wir aus dem
Wurzelgitter, indem wir diejenigen positiven Wurzeln abzéhlen, in die «; eingeht. Dazu
suchen wir alle Punkte, von denen Linien ausgehen, die Addition von «; anzeigen. Fiir
jeden solchen Punkt ermitteln wir die Anzahl der positiven Wurzeln, die aufoder unterhalb
aller dieser Linien liegen. Am Ende zéhlen wir alles zusammen.

Bei A, zum Beispiel gibt es nur einen Punkt, von dem zu «; gehorige Linien ausgehen,
nidmlich a; selbst. Auf bzw. unterhalb der beiden betreffenden Linien liegen i(¢ + 1 — )
Wurzeln, so dafl wir

¢
Zz€+1—z Q; (3.3)

=1

N)I}—t

erhalten. Bei B, andererseits haben wir zwei solche Punkte: «; selbst und dann noch einen
am rechten Rand des Gitters. Fiir den ersten zihlen wir 4(2(¢ — i) +1) + 3.1_} k Wurzeln,
fiir den zweiten Zz;ll k. Zusammen ergibt das

:%Zz%—z ) .

=1

In Tabelle 2 im Anhang findet man ¢ fiir alle einfachen komplexen Lie-Algebren.

8lange bzw. kurze Wurzeln sind genauso gekennzeichnet wie im Dynkin-Diagramm
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Eine weitere Moglichkeit, die Entwicklungskoeffizienten n' zu bestimmen, besteht darin,
das Gleichungssystem %Zle n'Ay; =1, j=1,...,¢, welches sich unmittelbar aus
Gleichung (2.25) ergibt, zu l6sen. (Die Inversen zu den Cartan-Matrizen befinden sich in
Tabelle 3 im Anhang.)

Dimension Bei Kenntnis des Wurzelsystems kann man die Dimension aus der Bezie-
hung dim(£) = rg(£) + 2 card(X") bestimmen (siche Tabelle 2 im Anhang). Fiir die
exzeptionellen Lie-Algebren ergibt das zum Beispiel

Gy | Fi| Es | Er | Eg
14 [ 52| 78 [ 133|248 .
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By
Qy ay
I 23- 5
D
S - Foy
+oy—1
+ —
2172
+
2571
‘ sty
a1toag+...+ap o +au
- tos
- taz2

a1+2(a2+---+ae)‘

a1+2(ae+...tag_2)tap1+ag

2(a1 4. Foy_1)+ay

Abbildung:
Die Wurzelgitter der klassischen einfachen komplexen Lie-Algebren

(nach [VK])






Kapitel 4

Darstellungen

Dieses Kapitel enthélt die Klassifizierung der irreduziblen, fundamentalen und elementa-
ren Darstellungen von halbeinfachen komplexen Lie-Algebren sowie eine kurze Einfithrung
in Indizes und Casimir-Operatoren.

Sei im folgenden eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra £ vorgegeben.

4.1 Grundlagen

Sei H eine Cartan-Unteralgebra mit Wurzelsystem ¥ und (V, f) eine Darstellung von
L. Bezeichne 'y (f) das Gewichtssystem® von (V, f) beziiglich H. Sei 7 ein geordnetes
SEW in ¥. Das maximale Element von Iy ( f) beziiglich der von 7 erzeugten Ordnung auf
H} nennen wir hochstes Gewicht von (V, f) und bezeichnen es mit Ay (f) (sind keine
Verwechslungen zu befiirchten, lassen wir die Indizes an I" und A weg).

In den folgenden beiden Lemmata listen wir einige wichtige Rechenregeln fiir Gewichts-
systeme auf.

Lemma 4.1 Seien (V, f), (W, g) Darstellungen der komplexen halbeinfachen Lie-Algebra
L. Es qilt:
(a) fiir die duale Darstellung f*:

L(f7) = =T, A(f*) = —minT'(f), (V*)e=(Vp)® VoeoeH”
(b) fiir die direkte Summe f & g:
I(f&g) =T()UT(g), A(f ® g) = max{A(f), Alg)},

VeW),=V,eW, VopecH*
(¢) fir das Tensorprodukt [ ® g:

I(f®g)={ut+v:pel(f), vel(g}, A(f®g) = A(f) + Ag),
(VeWw),= @Ziggg,vemm V,.@W, Ve H*

(d) fiir das dufere Produkt \" f:
TN f)=A{n"w + - +0Fu - s €T(f), 1 > > i,y = rn' <mp;) Vi)
(/\T V)g = @uli‘.yrer(n Vm VANAN VM.

ctpr=e
Das hichste Gewicht von \" f ist die Summe der r grifiten Gewichte von f, wobei jedes
seiner Vielfachheit entsprechend oft gezdhlt wird.

Izur Definition siehe Abschnitt 2.3

67
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BEWEIS:

zu (a): Die Zerlegung @ ,,cr(y) Vi induziert eine Zerlegung V* = @ ,,cr;(Vu)". Fiir n, €
(Vi)™ gilt (f*(h)nu)(v) = —nu(f(h)vu) = —p(h) u(v) VYV h e Ho eV, d h (V,)" ist
Gewichtsunterraum zum Gewicht —p.

zu (b): Analog, mit V@ W = (B,cr) Vi) ® (D,ery Wo) = B oer(pyorg) (Ve @ Wo) und
(fDg)(h)((vy, w,)) = o(h)(vg, wy).

zu (c): Analog, mit VoW = (B,crp) Vi) @(D,ery Wo) = B er(yver(e) (Vu®W,) und
(f®g)(h) (v @w,) = (u(h) + v(h)) v, © w,,

zu (d): Analog, mit A"V =A" (@uel“(f) V#> =®D,.> speryVin Ao AV, und

(A" f(R) (v AeooAwv) = (a(h) + .o+ pe(h) vy Ao Ay,
Die zusétzliche Bedingung an die Summen pq + ... + g, mufl man stellen, um den Fall

Viu A ... AV, = 0 auszuschlieBen. -

Lemma 4.2 Seien L', L halbeinfache komplexe Lie-Algebren, H', H Cartan-Unteralgebren
mit Wurzelsystemen X', ¥ und SEW ©', w. Sei ¢ : L' — L eine Einbettung und (V, f)
eine Darstellung von L. Es gilt

(o) ¢ H = H"

(b) ¢ Tu(f) =Tu(fod) % m(p') =3 weruey mip) V p' €T (fod)

(c) ¢"Hg=H'g

(d) Die geordneten SEW m in ¥ und @' in X' (bzw. die induzierten Ordnungen auf H{
und H{" ) heiffen vertraglich beziiglich ¢*, falls fiir beliebige 0,0 € Hf gilt: 0 > o
impliziert ¢*o0 > ¢*o. In diesem Falle ist ¢*Ap(f) = A (0°f) .

Ist ¢ sogar ein Isomorphismus, dann gilt zusdtzlich
(e) ¢(H')=H, o =3, Lya=0¢"Ly Vael
(f)  o*m ist ein SEW in X' und es gilt ¢*Ap (f) = Ap pon(f 0 P)

BEWEIS:

zu (a): Wegen o H' C H ist ¢*H* C H™. Aus der Injektivitat von ¢ folgt Gleichheit.

zu (b): Fir p e Ty(f) gilt foo(h)v, = pu(o(h))v, = ¢*u(h v, VI € H, v, €V,, d
h. ¢*p ist Gewicht und v, Gewichtsvektor der Darstellung fo¢. Wegen V = ®M6FH(f) Vi
miissen alle Gewichte von f o ¢ diese Gestalt haben. Die Addition der Vielfachheiten ist
dann klar.

zu (c): Nach (b) gilt ¢*Y C ¢*I'y(adz) = 'm(adz o ¢), also ¢*X C H[*. Daher ist
¢*Hy = spanqe™> C Hy* (x). Aus (a) folgt aber spang(¢*¥) = H™ und damit
Gleichheit in ().

zu (d): Direkt aus (b)

zu (e): ¢(H') ist Cartan-Unteralgebra in £. Die beiden anderen Behauptungen hatten wir
uns schon im Beweis zum Satz 2.24 {iberlegt.

zu (f): ¢*m und 7 sind nach Konstruktion vertriaglich beziiglich ¢*. m

4.2 Irreduzible Darstellungen

Sei L eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra, H eine Cartan-Unteralgebra mit Wurzel-
system X, m = {ay,...,q} ein geordnetes SEW in 3 und {e, : @ € X} ein System
normierter Wurzelvektoren.
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Eigenschaften

Wir beginnen mit einem Lemma iiber die Gestalt irreduzibler Unterrdume:

Lemma 4.3 Sei (V, f) eine Darstellung von L und sei v € (), e+ ker f(eq). Wir setzen
Vi yessim +— f(e—ail) SR f(e—Oéim) v.
Dann ist W, := span{v;, ;.
Unterraum von V und es gilt

1 < dy,eenyipg <4, m =0,1,2,...} ein irreduzibler

(Z) f(h) Vigosim = (A(f) — 0y — ... Oéim)(h) Vit,....im
(”) f(efai) Vit,..osim = Vi1, im,i
(ii1)  flea,) Vir,oi = 2oipmi M) =iy — o=y i) vy oo [P

Beweis: Die Formeln (i) und (i¢) sowie die Invarianz und Irreduzibilitét von W, sind klar;
Formel (7i7) rechnet man analog zu Formel (i77) in Lemma 2.4 nach, unter Beachtung von

f(eai>f(€*aj) = f(efaj)f(e*ai) - 6ljf(haz) u

Aus dem Lemma folgt, dafi die Vielfachheit eines Gewichtes u einer irreduziblen Dar-
stellung mit dem hochsten Gewicht A nach oben beschriankt ist durch die Anzahl der
Moglichkeiten, p in der Form A — a;;, — ... — «;,,, mit einfachen Wurzeln a; € 7 darzustel-
len.

Satz 4.4 Sei L eine halbeinfache komplexe Lie-Algebra, H eine Cartan-Unteralgebra mit
Wurzelsystem 3 und m = {ay, ..., au} ein geordnetes SEW in X. Sei (V, f) eine irreduzible
Darstellung von L. Es gilt

2(A
@ fCaVan = {0y, 2 >0 Vaest
(b) dim(VA(f)) = 1

(¢) Jedes € U'(f) kann in der Form p= A(f) —a;, —...—,;,,, «; €7, geschrieben
werden, wobei es eine Reihenfolge der Summanden gibt, bei der alle Partialsummen (von
links beginnend) in U (f) liegen.

(d) A(f) hingt nicht von der Anordnung der Elemente von 7 ab.
(e) T(f) lapt sich aus A(f) einschlieflich aller Vielfachheiten rekonstruieren.

(f) Zuer(f) m(p) - =10

BEWEIS: Wir verwenden die Abkiirzung A = A(f).

zu (a): Fir o € 7 gilt A+« > A und damit A+« ¢ T'(f). Der erste Teil der Behauptung
folgt dann aus Gleichung (2.8), der zweite aus Satz 2.6.

zu (b): Nach Lemma 4.3 wiirden linear unabhéngige Vektoren aus V) verschiedene irre-
duzible Unterrdume erzeugen.

zu (c): Dies folgt direkt aus Lemma 4.3.

zu (d): In jeder Anordnung von 7 sind die Elemente a; positiv, so daB fiir beliebige n’ € N
A>A— Zle n'a; gilt.

zu (e): (Analog der Rekonstruktion des Wurzelsystems aus einem SEW im Beweis zum

Satz 2.12) Wir beginnen mit I'g := {A}. Im ersten Schritt bestimmen wir 7, ,, = %
fir alle a; € 7 und bilden I'y ;== {A —«a; : a; € m, Tpr4, # 0}. Dann berechnen wir



70 KAPITEL 4. DARSTELLUNGEN

2(“7 ai)

(o, @)
={p—a : pely, o €m 10 # 0} Auf diese Weise fortfahrend erhalten

wir eine Menge (J 2 ,T', von Funktionalen aus H, die nach (c) und Satz 2.6 mit I'(f)

ibereinstimmt.

Die Vielfachheit m(p) eines Gewichtes p bestimmt man rekursiv aus m(A) = 1, indem

man die Multiplizitsformel von Freudenthal anwendet:*

fir die a;-Folgen durch p € T'y die Zahlen 7,,, = + Gua;» @ € ™ und bilden

m(p) ((A+5,A+5)—(u+5,u+§> = QZ Z (u+ka) (p+ka,a) (4.1)

aeXt k=1

(das Skalarprodukt in der Formel ist durch die Killing-Form induziert; im Falle einer
einfachen Lie-Algebra kann man es natiirlich durch das kanonisch normierte ersetzen).
u (f): Dies folgt aus
0 = try([f(ea)), fle-a)] = trf(ha) = Speresy M) (1:0) ¥ a € 3. .

Mit dem hochsten Gewicht besitzen wir ein einfaches Kriterium fiir die Aquivalenz irre-
duzibler Darstellungen:

Satz 4.5 Zwei irreduzible Darstellungen einer komplexen halbeinfachen Lie-Algebra sind
genau dann dquivalent, wenn ihre hochsten Gewichte (beziiglich ein und derselben Cartan-
Unteralgebra und ein und desselben SEW) dbereinstimmen.

BEWEIS:

(=) Sei ¢ : V — W ein bijektiver Verflechtungsoperator. Fiir p € I'(f) und v, € V,
berechnen wir g(h)o ¢ v, = ¢o f(h) v, = pu(h)p v, ¥V h e H. Damit ist 4 € I'(g) und
W, = ¢V,. Aus der Bijektivitat von ¢ folgt I'(f) = I'(g), wobei auch die Vielfachheiten
tibereinstimmen. Insbesondere gilt A(g) = A(f).

(<) Seien (V, f) und (W, g) irreduzible Darstellungen von £ mit dem gemeinsamen
hochsten Gewicht A. Wir bilden die direkte Summe (V @ W, f @ g). Seien vy € Vi
und wy € W, gewihlt. Nach Lemma 4.1 (b) ist das Paar (vy,ws) Gewichtsvektor zum
Gewicht A € T'(f @ g) und erfillt (f @ g)(eq)(va,wp) =0 V a € £F. Nach Lemma
4.3 erzeugt (vp,wy) damit einen irreduziblen Unterraum Y C V @ W. Betrachten wir die
natiirlichen Projektionen py : V@& W — V und py : V@& W — W. Die Einschrankungen
pv |y und pw |y sind Morphismen irreduzibler Darstellungen, nach Lemma von Schur (Satz
1.1) also entweder 0 oder Isomorphismen. Wegen py (v, wp) = vy und py (va, wp) = wy
kommt 0 aber nicht in Frage. |

Der Satz von Weyl

Satz 4.6 (Hermann Weyl) Jede endlichdimensionale Darstellung einer komplexen hal-
beinfachen Lie-Algebra ist vollstindig reduzibel. Die irreduziblen Komponenten sind bis auf
Aquivalenz eindeutig bestimmit.

BEWEIS: (Analog zu Lemma 2.4) Sei (V, f) eine Darstellung von L. Der Unterraum
Naes+ ker(eq) ist invariant unter f(H) und besitzt daher eine Basis {v,,,...,v,, } aus

4zum Beweis siehe z. B. [Hu, §22.3]
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Wurzelvektoren von (V) f). Jedes v, erzeugt einen irreduziblen Unterraum V; mit hochstem
Gewicht y; (Lemma 4.3). Zum Schluf} priifen wir V = @._, V;.

Durch die Wahl einer geeigneten Basis aus Gewichtsvektoren in NV erhélt man auf diese
Weise jede mogliche Zerlegung von (V, f) in irreduzible Darstellungen. Je zwei Basen in
N bestehen aber aus Gewichtsvektoren zu denselben Gewichten. Damit folgt die Eindeu-
tigkeit (modulo Aquivalenz) aus Satz 4.5. ]

Die Gewichtssysteme der irreduziblen Komponenten von (V, f) erhélt man auf die folgende
Weise direkt aus dem Gewichtssystem I'(f): Man erstellt eine Liste der Elemente p € T'(f),
in der jedes Gewicht seiner Vielfachheit entsprechend oft enthalten ist. Ausgehend vom
hochsten Gewicht A(f) rekonstruiert man mit Hilfe des Algorithmus im Beweis zu Satz
4.4 (e) eine Menge I'y von Gewichten p € I'(f) mitsamt Vielfachheiten m4(u). Von jedem
p € T’y entfernt man my(u) Vertreter aus der Liste und bestimmt von den verbleibenden
Gewichten das hochste. Diese Prozedur iteriert man, bis die Liste leer ist. Die I'; sind
dann die Gewichtssysteme der irreduziblen Komponenten.

Satz 4.7 Zwei Darstellungen einer komplexen halbeinfachen Lie-Algebra L sind genau
dann dquivalent, wenn ihre Gewichtssysteme (beziiglich ein und derselben Cartan-Unter-
algebra) einschliefllich der Vielfachheiten ibereinstimmen.

BEWEIS:

(=) Dies hatten wir uns schon im Beweis zum Satz 4.5 iiberlegt.

(<) Nach Satz 4.6 konnen beide Darstellungen vollstandig in irreduzible Komponenten
zerlegt werden, wobei sich die Gewichtssysteme der Komponenten aus obiger Bemerkung
ergeben. Die Behauptung folgt dann aus Satz 4.5. |

Bei den meisten Fragestellungen ist es vollig ausreichend (und effektiver), Aquivalenzklas-
sen anstelle der konkreten Darstellungen zu betrachten. Dann kann man auf dem Niveau
der Gewichtssysteme arbeiten.

Klassifizierung
Nach Satz 4.5 geniigt es, die irreduziblen Darstellungen zu klassifizieren.

Satz 4.8 Sei L eine komplexe halbeinfache Lie-Algebra vom Rang ¢, H eine Cartan-
Unteralgebra mit Wurzelsystem ¥ und m = {aq,...,ap} ein geordnetes SEW in X. Die
Aquivalenzklassen endlichdimensionaler irreduzibler Darstellungen von L stehen in 1 : 1-
Beziehung zu Folgen (A, ..., A;) € N, Dabei wird der Klasse [f] die Zahlenfolge

Q(A(f),ozi)7

(v, i)

Az<f): izl,...,€7

zugeordnet. Umgekehrt entspricht der Folge (Ay,...,A;) € N’ die Klasse der irreduziblen
Darstellungen mit dem héchsten Gewicht A := Zle nioy, wobei (nt,...,n*) Lésung des
Gleichungssystems A; = Z?:l nfAy i=1,...,0 ist

BEWEIS: Sei (V, f) eine irreduzible Darstellung von £. Nach Satz 2.6 ist A;(f) ganzzahlig,
nach Satz 4.4 (a) gilt A;(f) > 0. Den Ubergang zu Aquivalenzklassen schliefllich liefert
Satz 4.5.
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Sei umgekehrt eine Folge (A1, ..., A;) € N¢ gegeben und sei A das im Satz definierte Funk-

tional. Angenommen, es gibt eine irreduzible Darstellung f mit A(f) = A, dann besitzt

diese die charakteristische Folge A;(f) = % = >, n'A;; = A;. Es bleibt also zu
VR

zeigen, dafl f existiert. Dies erfordert jedoch Begriffe, die uns hier nicht zur Verfiigung

stehen. Wir zitieren daher
Lemma 4.9 Zu jedem A € H*, das die Bedingung
2(/\7 Oéi)

(Oéz', Q

>0 wund ganzzahlig, i=1,...,¢

erfillt, gibt es eine endlichdimensionale irreduzible Darstellung (V, f) von £ mit A als
hichstem Gewicht.

Zum Beweis siehe z. B. [Hu], §20.3 (Existenz) und §21 (endliche Dimension). n

BEMERKUNGEN:

1. Sei ¢ : L' — L ein Isomorphismus von Lie-Algebren. Sind zwei Darstellungen f,g
von L &Aquivalent, so sind auch die Darstellungen f o ¢ und g o ¢ von L' dquivalent.
Damit klassifiziert N’ die irreduziblen Darstellungen jeder zu £ isomorphen Lie-Algebra.
In diesem Sinne kénnen wir von Klassen von Darstellungen einer Klasse von Lie-Algebren
sprechen.

2. Zur Abhéngigkeit der Klassifizierung von H und m: Sei (V) f) eine irreduzible Dar-
stellung. Seien H, H' Cartan-Unteralgebren und 7, 7’ geordnete SEW in den entspre-
chenden Wurzelsystemen. Nach Satz 2.25 gibt es einen inneren Automorphismus U mit
H = UH’ und 7’ = U*n. Die Anordnung der Elemente von 7’ und U*7m kann sich zwar
noch unterscheiden, das hochste Gewicht einer irreduziblen Darstellung ist aber davon
unabhingig (Satz 4.4 (c)), d. h. es gilt Ap o (f) = Ap vr(f). Lemma 4.2 (f) liefert
dann Apgr o (f) = U*An.(f). Wegen der Isometrie von U* wird der Darstellung (V, f)
also durch H, 7w dieselbe Menge von Zahlen zugeordnet wie durch H’, 7. Die Reihenfolge
der Zahlen kann allerdings verschieden sein.

Beispiele

Darstellung von A, als si(¢{ + 1,C) Es ist klar, daf} die durch lineare Operatoren
gegebene Lie-Algebra sl(¢+ 1, C) eine irreduzible Darstellung der 'abstrakten’ Algebra A,
ist. Um rechnen zu kénnen, wéhlen wir einen Repréasentanten von A,, und zwar sli(¢+1, C)
selbst. Dann ist die zu untersuchende Darstellung die identische Abbildung von si(¢41,C).
Wir verwenden wieder die Cartan-Unteralgebra der spurfreien Diagonalmatrizen und das
geordnete System einfacher Wurzeln m = {a; : i =1,..., £} mit a; = B — B+1H+D aug
den Beispielen zu den Abschnitten 2.4 und 2.5. Bezeichne e(;) die kanonischen Basisvek-
toren in C**'. Die Gewichtsunterrdume sind

Cey zu den Gewichten EW@ =1, 0+1.

Fiir ¢ > 2 gilt E) = pt-1i=1) _ . | Das hochste Gewicht ist daher E. Wir entwickeln
es nach der Basis 7: Mit Hilfe der Bezichung EH1 D], o = — Z?:l EUD| 4 ps1.0) €1

gibt sich B0 = Ao Z§:1 j «j. Unter Verwendung der Formel (2.13) erhalten wir fiir
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die klassifizierende Folge A;(id) = (E™ «a;) = §;;. Wir schreiben diese in der hiufig
benutzten Diagrammform:

1
(Nullen werden iiblicherweise weggelassen.) Man beachte, dafl diese Schreibweise von der
Zuordnung der einfachen Wurzeln zu den Vertices des Dynkin-Diagrammes abhéngt, die
man gewéhlt hat (vgl. die Bemerkungen zur Gruppe Aut(7) im Abschnitt 3.3). In unserem
Beispiel erhilt man mit der anderen moglichen Zuordnung o—o—...—o 3.

Unter Verwendung der Cartan-Unteralgebren und SEW aus dem Beweis zum Satz 3.6
ergibt sich analog fiir die Darstellung von

By als so(2¢+1,C) (¢ >2) SN
Cg alS Sp(@, (C) (6 Z 3) l+ ..— e«
Dy als so(2¢,C) (£>4) b ﬁ<z )

Adjungierte Darstellung Die adjungierte Darstellung einer einfachen Lie-Algebra ist
nach Satz 1.2 irreduzibel. Das hochste Gewicht, d. h. die groBite Wurzel konnen wir dem
Wurzelgitter (S. 65) oder der Tabelle 2 im Anhang entnehmen. So erhalten wir

Satz 4.10 Die adjungierten Darstellungen der einfachen komplexen Lie-Algebren gehdren
zu den folgenden Klassen:

Ay oo X 32 Ay 3 By: ; ci—a—s (£>3) By: o

Cg.' %_.74.:0 Dg,' ! H<Z GQ.’ (1)E. F4.' :

1
EG.' O—O—I—O—O E7.' o—o—o—I—o—g Eg.' é—o—o—o—i—o—o u

In den Beispielen zum folgenden Abschnitt werden wir sehen, dafl sich die Zahlenfolgen
der adjungierten Darstellungen von A; bzw. By durch Extrapolation aus der von A, bzw.
By ergeben, obwohl letztere nur mit der von €y und nicht mit der von B, kompatibel zu
sein scheint.

Wir weisen darauf hin, daf die adjungierte Darstellung einer halbeinfachen, nichteinfachen
Lie-Algebra reduzibel ist und folglich nicht durch eine, sondern mehrere Zahlenfolgen cha-
rakterisiert wird. Die adjungierte Darstellung von A; & A; zum Beispiel gehort zur Klasse

Irreduzible Darstellungen von A; Das Wurzelsystem ist ¥ = {«a, —a}. Wir wihlen
{a} als SEW. Fiir eine irreduzible Darstellung (V, f) definieren wir die Spinquantenzahl
s(f) :== 3(A(f), @). Satz 4.8 zufolge werden die irreduziblen Darstellungen von A; durch
beliebige halbzahlige Werte von s klassifiziert. Das hochste Gewicht einer Darstellung f
mit Spin s(f) = s ist A(f) = sa. Daraus rekonstruiert man auf die iibliche Weise (vgl.
Satz 4.4 (e)) das Gewichtssystem {(s—j)a: j =0,...,2s}. Da alle Gewichte Vielfachheit

1 haben, hat die Darstellung die Dimension 2s + 1.
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4.3 Fundamentale und elementare Darstellungen

Zur Vereinfachung der Sprechweise wollen wir im folgenden unter dem Begriff ”Darstel-
lung” immer eine Aquivalenzklasse von Darstellungen verstehen.

Satz 4.6 konnen wir auch so interpretieren, dafl die irreduziblen Darstellungen beziiglich
der Operation @ ein Erzeugendensystem fiir die Menge aller Darstellungen bilden. In
diesem Abschnitt wollen wir dieses Erzeugendensystem durch Hinzunahme zusétzlicher
Operationen weiter reduzieren. Giinstigerweise werden wir Operationen wéhlen, die irre-
duzible Darstellungen wieder in irreduzible Darstellungen iiberfiihren.

Seien f, g irreduzible Darstellungen einer halbeinfachen Lie-Algebra £. Wir definieren
f®g als die zum hochsten rGeWicht gehorende irreduzible Komponente von f ® g. Ent-
sprechend definieren wir A f |°.

Ein (minimales) Erzeugendensystem fiir die Menge der irreduziblen Darstellungen beziiglich
der Operation ® bzw. beziiglich der Operationen ® und A nennen wir System funda-
mentaler bzw. elementarer Darstellungen®.

Fundamentale Darstellungen
Fundamentale Darstellungen findet man ganz einfach:

Satz 4.11 Fir eine komplexe halbeinfache Lie-Algebra L gibt es genau ein System fun-
damentaler Darstellungen, namlich {(1,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,...,0,1)}.

BEWEIS: Nach Lemma 4.1 (c) gilt A;(f®g) = Ai(f @ g) = Ai(f) + As(g). Damit erzeugen
die angegebenen Darstellungen wirklich alle irreduziblen durch ®-Produkte. Andererseits

kann keine von ihnen selbst als ®-Produkt geschrieben werden. |
Die fundamentalen Darstellungen der unendlichen Serien erhalten eigene Namen:”
Ay Tpi= o—eend i
(e%1 ag (%4
Bg: T - — 074%740:. (kﬁffl); g = 0_074011
al Qg Qp1 Oy [e%1 ap1 oy
CI = o—«--—o—l ...—«Do
£ Qk aq ag Qp-1 oy

Q.
Dgi Tk — 07...4&1 c<z -1 (k<t-2),
a1 675 Q-2 ay
10([ Qp_1
o1 = o—o——o<i> - 9 := o—o——o<:)1> s
a1 2o oy a1 020 Qg

Unabhéngig davon bezeichne f; bei einer beliebigen halbeinfachen Lie-Algebra die fun-
damentale Darstellung mit der klassifizierenden Zahlenfolge A;(f) = 0. Fiir die exzep-
tionellen Lie-Algebren verwenden wir dabei die folgenden Numerierungen der Vertices:

ay
EG; E77 ES . 04017 . QLHZ,3 01[_1. (42)

®Man beachte, daf8 diese Operationen wirklich nur fiir Klassen von Darstellungen sinnvoll sind
6Terminologie nach Dynkin; manche andere Autoren verwenden diese Bezeichnungen genau umgekehrt
"ebenfalls nach Dynkin

GQ:E F42

o—CCa—»—o
ap ay’ ar az az oy’
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Elementare Darstellungen

Die elementaren Darstellungen lassen sich nicht in so allgemeiner Form wie die fundamen-
talen angeben, wir miissen jede Lie-Algebra einzeln untersuchen. Betrachten wir zuerst
die einfachen Lie-Algebren:

Satz 4.12
Die einfachen komplexen Lie-Algebren besitzen folgende Systeme elementarer Darstellun-
gen:

Typ System Erzeugung der fundamentalen Darstellungen durch
Ay {mi} e A
() - i\e—kﬂw
By {c} T = /~\2O'
By (¢>3) {m,0} T = /\k71 (k<0),  Tg—1 = /\20
Co =3 | {oi} o =N
Dy (>4 {r,00,00} | 7= i\le (k<t—1), Tp_og = /~\201 = ]\202
Go {f2} fi=Af
F, ity |R=A h fi=Nh=Nh
Eo Br, Es | {fifer S} | £ = N1 Gses, fi= N hr w2, fea= AT

~k
BEMERKUNG: Bei den mit * versehenen Gleichungen kann man A durch /\k ersetzen, d.
h. diese Produkte sind schon irreduzibel.

BEWEIS: Es geniigt, solche Systeme zu betrachten, aus denen die fundamentalen Darstel-
lungen durch /\T—Produkte erzeugt werden konnen. Wir beginnen mit A,.

Behauptung: Fir A, gilt m; = /~\]7T1

Wir vergleichen die hochsten Gewichte. Nach Lemma 4.1 (d) ist A( /~\] 1) gleich der Summe
der j grofiten Gewichte von I'(m;) (gezéhlt entsprechend ihrer Vielfachheit). Bestimmen
wir also I'(m) mit Hilfe des Algorithmus aus dem Beweis zu Satz 4.4 (e): Wir beginnen
mit I'g = {A(m)}. Dann berechnen wir fiir die a;-Folgen durch A(7;)

2(A(m), i)
(v, ;)
Damit ist nur die a;-Folge nach unten fortsetzbar und es ergibt sich I'; = {A(m1) — a1 }.

Als néchstes bestimmen wir fiir die «;-Folgen durch A(m) — ay

Ty = = 041-

_ 2A(m) —ag, ) [ il _ (1 i=1
" W= (aiaoﬁ) N (1) 20;; ’ & = { 0 sonst

und finden, daf} sich nur die as-Folge nach unten fortsetzen 1at. Auf diese Weise fahren
wir fort, wobei wir die Zahl r; fiir die a;-Folge durch das Gewicht A(m) — Z§:1 mJ av; mit
Hilfe der allgemeinen Formel

¢
ri — ¢ = Ni(m) — Z m’ Aj; [® (4.3)
j=1

8Die Formel gilt offensichtlich fiir beliebige Darstellungen
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ausrechnen konnen (g; ist ja aus den vorangegangenen Schritten bekannt). Wir erhalten
L(m) ={A(m), A(m) —aq, A(m) —aqg —ag, ... ,A(m)—ag —...—ap}. (4.4)

Um die Berechnung der Vielfachheiten mit Hilfe der Multiplizitatsformel (4.1) zu umge-
hen, erinnern wir uns, dafl die Darstellung von A, als si(¢ + 1,C) zur Klasse m; gehort.
Damit ist dim(m;) = ¢+ 1. Da wir auch £+ 1 Gewichte gefunden haben, kann jedes davon
nur die Vielfachheit 1 haben. Es folgt

AN ™) = JAGm) — (= Das — .. — a1 (4.5)

Nun berechnen wir die klassifizierende Zahlenfolge:

2 (A([\JWI),%)

(v, )

xJ

Ai(A

Damit lassen sich alle fundamentalen Darstellungen von A, durch &uflere Produkte aus
71 bzw. m |2 erzeugen. Allgemeiner gilt: beginnt ein Diagramm mit einer homogene Folge
{ov, ..., 05}, sogilt f; = /N\Zfl fiir alle 7 < j.

Aus dieser Tatsache sowie aus den folgenden Spezialféllen, zu deren Berechnung man die
Cartan-Matrizen aus Tabelle 3 und Formel (4.3) heranziehen kann, lassen sich die Syste-
me elementarer Darstellungen fiir die restlichen Typen ableiten.

A (fundamentale Darstellung)
Yl e = el (fundamentale Darstellung)
f\3 o = = (keine fundamentale Darstellung)
/N\k+1 i e = o .. HIT% . (keine fundamentale Darstellung)
N (fundamentale Darstellung)
A = o3 (keine fundamentale Darstellung). =

Fiir allgemeine halbeinfache Lie-Algebren gilt schliellich

Satz 4.13 Ein System elementarer Darstellungen einer komplexen halbeinfachen Lie-
Algebra L ist durch die Vereinigung von Systemen elementarer Darstellungen der einfa-
chen Summanden gegeben'®. L besitzt 2™ verschiedene Systeme elementarer Darstellungen,
wobei n die Anzahl der Summanden ist, die der A-Serie angehdren und deren Rang grofier
als 1 ist. u

Beispiele

Einige Daten der fundamentalen Darstellungen der einfachen komplexen Lie-
Algebren Hier leiten wir die Eigenschaften der jeweiligen Darstellung, wie Dimension,
Gewichtssystem, hochstes Gewicht, aus der klassifizierenden Zahlenfolge ab. Das ist gewis-
sermaflen die Umkehrung der Beispiele zum Abschnitt 4.2, wo wir konkrete Darstellungen
vorliegen hatten und deren Klasse ermittelt haben.

9
10

aus Symmetriegriinden vollig analog
man macht dabei eine Darstellung eines Summanden zu einer Darstellung von £, indem man sie mit
Null auf die anderen Summanden fortsetzt
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Wir betrachten noch einmal die elementare Darstellung m; von A,. Gewichtssystem, Viel-
fachheiten und Dimension hatten wir schon im Beweis zum Satz 4.12 berechnet (Gleichung
(4.4)). Wir wollen nun A(m ) als Linearkombination einfacher Wurzeln aufschreiben. Dazu
gibt es zwei Moglichkeiten:

Zum einen kénnen wir die Entwicklungskoeffizienten n’ von A(m) beziiglich der Basis der
einfachen Wurzeln aus der Gleichung A;(7) = Y, n'A;; berechnen. Die inverse Cartan-
Matrix A;; entnehmen wir dabei der Tabelle 3 im Anhang. Zum anderen kénnen wir Satz
4.4 (f) anwenden und ) w=+1)A(m) — Zﬁzl(é +1—j)a; =0 nach A(m)
umstellen. Es ergibt sich

pel(m)

l
Z (l+1—j)a (4.6)

Die Gewichtssysteme der anderen fundamentalen Darstellungen 7; = /~\]7r1 von A, kann
man ebenfalls mit Hilfe des Rekonstruktionsalgorithmus ermitteln. Einfacher ist es jedoch,
Lemma 4.1 anzuwenden und I'(7;) aus I'(m;) zu berechnen. Das hochste Gewicht A(w;)
hatten wir auf diese Weise schon im Beweis zum Satz 4.12 bestimmt (Gleichung (4.5)).
Wir schreiben es als Linearkombination einfacher Wurzeln:

A(7rj):€+L1 <Z i(€+1—j)ai+jz (ﬁ—i—l—z’)ai) :

Da die Gewichte von m; sédmtlich Vielfachheit 1 haben, ist

F(?TJ):{/Ll—l——l—,uj : ul,...,quF(ﬂl), /,L1>>,u]}

Bei der Berechnung der Dimension von 7; benutzen wir, da A’ m; schon irreduzibel ist

und finden rat
dim(7;) = ( + ) :
J
Im Abschnitt 4.4 werden wir eine Formel angeben, mit deren Hilfe man die Dimension

einer Darstellung aus dem Gewichtssystem berechnen kann.

Bei 7, schliefllich kénnen wir den Automorphismus o — ay41—; benutzen, um aus I'(7)
sofort F(m) {A(m) A(mg) — oy, ANmp) —ap—ay1, ..., ANm) —ap—...—ay} sowie
Ame) = 75 ZJ , Ja; zuerhalten. Wegen A(m)—oq—...—p = —¢5 Z§:1 Jay ist
—A(my) das kleinste Gewicht von 7. Nach Lemma 4.1 ist 7, damit dual zu 7. Insbesondere
gilt dim(m;) = dim(m) = ¢+ 1.

(UA) Berechnung von Gewichtssystem und héchstem Gewicht der fundamentalen Dar-
stellungen der anderen unendlichen Serien (zur Kontrolle findet man das hochste Gewicht
auch in Tabelle 4 im Anhang).

Zerlegung der adjungierten Darstellungen in fundamentale Darstellungen
Aus Satz 4.10 folgt fiir

Ay ada, = m@m. Wegen dim(m ® m¢) = (£ + 1)? und dim(ads,) = (£ + 1) — 1 enthilt
71 ® 7, auBer ad4, noch eine eindimensionale und damit triviale Darstellung 1, d. h. die
Zerlegung in irreduzible Komponenten ist

m ®m=ady, 1.
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(Dies alles ist auch fiir £ = 1 richtig; dann ist m = 7,.)
By: adp, = miAn. Fiir £ > 3 gilt sogar adg, = 71 AT1 = 72 (11 A 71 ist dann irreduzibel).

Cp: ade, = 01®0;. (Bemerkung: Die irreduzible Komponente des hochsten Gewichtes
einer Darstellung der Form f ® f erhidlt man stets durch Symmetrisierung.)

Dy adp, = 1o =11 ATy

4.4 Zur Struktur von Darstellungen

Sei £ in diesem Abschnitt eine einfache Lie-Algebra, H eine Cartan-Unteralgebra mit
Wurzelsystem 3 und 7 = {aq, ..., a,} ein SEW in X.

Index

Sei (V, f) eine Darstellung von L£. Nach Satz 3.5 ist die zugehorige Spurform By (1.5)
proportional zur kanonisch normierten ISBLF. Der Proportionalitdatsfaktor heifit Index
der Darstellung (V, f) und wird mit ind(f) bezeichnet:

By(x,y) = ind(f) (z,y) .

Aus Formel (1.6) folgt, dafl Aquivalente Darstellungen denselben Index haben. In der phy-
sikalischen Literatur, wo man die Darstellungen einer gegebenen Lie-Algebra gewdhnlich
durch die Angabe der Dimension n des Darstellungsraumes in der Form n kennzeichnet,
benutzt man den Index zur Unterscheidung von nichtidquivalenten Darstellungen gleicher
Dimension.

In den néchsten beiden Sétzen sammeln wir wichtige Eigenschaften des Index.

Satz 4.14 Sei L eine komplexe einfache Lie-Algebra und (V, f) eine Darstellung. Es gilt
f =0 gdw. ind(f) = 0.

BeEWEIS: Die eine Richtung ist klar. Sei deshalb ind(f) = 0. Dann gilt By = 0. Formel
(2.7) liefert 0 = By(ha, ha) =32 epp min) - (n, ), d. h. T'(f) L 3. Es folgt f=0. m
Satz 4.15 Seien (V, f) und (W, g) Darstellungen der einfachen komplexen Lie-Algebra
L. Dann gilt

(a) ind(f*) = ind(f)

(b) ind(f ® g) = ind(f) + ind(g)

(¢) ind(f®g)=dim(W) - ind(f) + dim(V) - ind(g) .

BEWEIS:
zu (a): Sei {e,} eine Basis in V und {e*} die duale Basis in V*. Wir berechnen

- (F@F ) = X, (F@F e )e)
= ¥, e (@) (F@)en) = v (F@)f () = try (F@) () -

au (b): Bs gilt trvaw (£ @ 0)(x) o (f @ 9)(y)) = trv(£(2)(3)) + trw (9(x)g(y)
zu (¢): Seien z,y € L gegeben. Fiir beliebige v @ w € V @ W ist
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(feg)(x)o (f®g)(y) (vow)
= (f(x)f(y)v) @w+ (f(2)v) @ (9(y)w) + (f(y)v) @ (9(z)w) +v @ (g(x)g(y)w) .
Damit ergibt sich
tryew ((f ®g)(r)o (f® g)(y)> = dim(W) try (f(2) f(y)) + trv (f(2)) trw (g(y))

+try (f(y) trw (9(z)) + dim(V) trw (g(x)g(y)) -
Die gemischten Glieder verschwinden, da sich x, y wegen der Halbeinfachheit von £ als

Kommutatoren schreiben lassen. n

Quadratischer Casimir-Operator

Sei £ einfach und seien {z;}, {y;} duale Basen beziiglich der kanonisch normierten ISBLF!!
Der lineare Operator

C(f) = flx:)f(y) (4.7)

auf V' heifit quadratischer Casimir-Operator der Darstellung (V, f).

Wir miissen priifen, dafl die Definition sinnvoll, d. h. unabhéngig von der Wahl der dualen
Basen ist. Seien deshalb {;}, {y;} zwei weitere duale Basen. Wir entwickeln zj = . A;;z;
und y; = >, Bayyr und erhalten -, f(2) f(y;) = 32, (32, AijBi) f () f(yr) (x). Ay
und By erfiillen oy = (y,, 7)) = Zi7l<Bkiyi,Aﬂxl) = >, A;;Bi;,. Diese Gleichung lesen
wir als Gleichung zwischen Matrizen: ABT = 1. Dann ist BT = A~! und deshalb auch
BT A = 1. Schreiben wir dies wieder mit Indizes, so ergibt sich > BirAij = 0r; und aus
() folgt 3, £(w0) F () = 3 £ (&1,

BEMERKUNGEN:

1. Man beachte, daff der Casimir-Operator im allgemeinen nicht zum Bild von £ unter
der Darstellung f gehort.

2. Im allgemeineren Falle einer halbeinfachen Lie-Algebra wiirde man Basen nehmen, die
beziiglich der Killing-Form dual sind. Fiir einfache Lie-Algebren wiirde dann der Unter-
schied zu obiger Definition in einem Faktor ind(ad) bestehen.

3. Sei {eq : @ € ¥} ein System normierter Wurzelvektoren. Die zu {e,, ho,} duale
Basis ist {ind(ad) e, ».;(B7")ijha,}, Wobei Bij := (ha,, ha;). Mit Hilfe dieser Basen
berechnet sich der quadratische Casimir-Operator folgendermaflen:

flea) fle-a) . (4.8)

4

CUY =2, T(ha) (BT f(ha,) +ind(ad)

Satz 4.16 Sei L eine einfache komplexe Lie-Algebra, H eine Cartan-Unteralgebra mit
Wurzelsystem ¥ und m ein SEW in ¥. Sei (V, f) eine nichttriviale Darstellung. Der
quadratische Casimir-Operator C(f) hat folgende Eigenschaften:

(a) [C(f), fF(L)]=0
(b) C(f) vagy = (A(f), A(f) +20) vap) [P
(¢) trC(f) =1ind(f) - dim(L). Insbesondere ist C(f) # 0.

aEX

BEWEIS:
zu (a): Fur x € L berechnen wir [C(f), f(z)] = >, f(x:) f([yi, )+, f([xi, 2]) f(yi). Wir

11d. h. <yi,(Ej> = (Sij
12zur Definition von § siehe Gleichung (2.23)
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entwickeln [z;, 2] = >~ ([zi, 2], yp)z; und [y, 2] = > ([vi, 2], ¥;)y; und vertauschen bei
der zweiten Summe die Summationsindizes. Es ergibt sich
[Cf), f(@)) =325 (s 2l yy) + (lyy ), @) f(25) £ (y;) = 0.
zu (b): Wir verwenden die Abkiirzung A = A(f). Formel (4.8) liefert
C(fyva =32, Mha, ) (B71)ijA(ha,)va +ind(ad) D7 5 flea) f(e—a)va.
Betrachten wir den ersten Term: Wir entwickeln A = >, n*ay. Unter Verwendung von
(g, ;) = (hay,, ha;) = ind(ad) By, ergibt sich
>0 Mha ) (B1)ijA(hay) = 30,500 W0 (e, i) (B (au, )
= Zj,k,l nkn! 6x; ind(ad) (ay, o))
= <A7A> :
Zum zweiten Term: Wegen f(e_n)vy =0 Vo € ¥~ lauft die Summe nur iiber £* und
kann dort ersetzt werden durch

ind(ad) 3, st [f(€a), fle—a)]va = ind(ad) (A, s a) ua = (A, 26)v,.
zu (c): Es gilt tr C(f) = >, By(;, ;) = ind(f) >, (x4, ;) = ind(f) dim(L). n

Aus dem Satz ergibt sich die folgende elegante Moglichkeit, den Index einer irreduziblen
Darstellung zu berechnen:

dim (V)

md(f) = (M)A +20) G (4.9)

BEWEIS: Aus Satz 4.16 (a) folgt, dafi C'(f) proportional zu idy ist (Lemma von Schur).
Punkt (b) desselben Satzes liefert den Proportionalitétsfaktor und Punkt (¢) durch Ein-
setzen die Behauptung. |

Dimensionsformel von Weyl

Da die Ableitung dieser Formel recht aufwendig und dariiber hinaus in jedem der ein-
schldgigen Lehrbiicher zu finden ist, zitieren wir sie hier nur:

Satz 4.17 Sei L eine komplexe halbeinfache Lie-Algebra, H eine Cartan-Unteralgebra mit
Wurzelsystem 3 und © ein SEW. Die Dimension einer irreduziblen Darstellung (V, f) ist

gegeben durch
. a, AN(f)+ 0
dm(V) = Tzt %

Zum Beweis siehe z. B. [Hu|, §24.3 oder den Appendix zu §24 auf S. 143 u

Beispiele

Betrachten wir wieder die fundamentale Darstellung m; von A,. Mit dem hochsten Gewicht
aus Gleichung (4.6) und dem Funktional § aus Gleichung (3.3) ergibt sich fiir den Casimir-
2 _

Operator C(m) = (A(m), A(my) + 20) id = % id. Gleichung (4.9) liefert dann
ind(m;) = 1. Die kanonisch normierte ISBLF auf si(¢ + 1, C) ist also gerade die Spurform
tr(zy).

(UA) Berechnung von Casimir-Operator und Index weiterer fundamentaler Darstellungen
mit Hilfe der Tabellen im Anhang.



Kapitel 5

Halbeinfache Unteralgebren

5.1 Aquivalenz und lineare Aquivalenz

Seien £, L' Lie-Algebren. Zwei Einbettungen ¢, : £ — L heiflen dquivalent, falls ein
innerer Automorphismus U von £ mit ¢ = U o 9 existiert. Sie heiflen linear dquivalent,
falls fiir jede Darstellung (V, f) von L gilt, daf die Darstellungen (V, f o) und (V, f o))
von L' dquivalent sind.!

Aquivalenz impliziert lineare Aquivalenz; die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht.

Im Falle halbeinfacher Lie-Algebren hat man das folgende Kriterium fiir die Relation der
linearen Aquivalenz:

Satz 5.1 Seien L', L kompleze halbeinfache Lie-Algebren und sei H' eine Cartan-Unter-
algebra von L'. Zwei Einbettungen o, : L' — L sind genau dann linear dquivalent, wenn
die Einbettungen |y, Y|y« H — L dquivalent sind.

BEWEIS: Seien H, H' Cartan-Unteralgebren in £, £ mit Wurzelsystemen Y, ¥’ und seien
m, 7 SEW in X, ¥/,

(<) Wir wahlen H so, da es ¢(H') enthilt. Ist U ein innerer Automorphismus von £
mit ¢|,, = U o|y,, dann gilt fiir die dualen Abbildungen ¢*|,. = ¢* o U*|.. Sei (V, f)
eine Darstellung von £. Lemma 4.2 liefert

Cu(fop)=¢Tu(f)=¢*cUTy(f) =Tw(foUou).

Es folgt die lineare Aquivalenz von ¢ und U o ¢ und damit auch die ¢ und 1.

(=) Wir zeigen zunéchst

Lemma 5.2 Seien L, L' komplexe halbeinfache Lie-Algebren, H, H' Cartan-Unteralge-
bren und 7, 7’ SEW in den zugehdrigen Wurzelsystemen. Zu jeder Finbettung o : L' — L
qibt es eine dquivalente Einbettung @ und eine Permutation T von 7, so dafl gilt

- ¢H')CH

— 7 und 7 sind vertriglich? beziiglich der Abbildung ¢* : H; — H{F.

BEWEIS: Da ¢(H’) in einer Cartan-Unteralgebra enthalten ist, gibt es einen inneren Au-
tomorphismus U; von £ mit Uy o o(H') € H. Wir setzen ¢; := Uj o ¢. Nach Lemma

!Die Darstellung f o ¢ von £’ heiBt Verzweigungsregel der Darstellung f von £ nach der Unteralgebra
(L', ).
2Definition in Lemma 4.2

81



82 KAPITEL 5. HALBEINFACHE UNTERALGEBREN

4.2 (c) ist ¢} : H — H{* eine surjektive lineare Abbildung. Die adjungierte Abbildung
it HY — H, definiert durch (o*T¢/, o)u; = (0, ¢*0)u ¥V o' € HY, o € Hy, ist daher
injektiv. Insbesondere ist p*'7’ ein linear unabhingiges System in Hj. Wir vervollstéandi-
gen es zu einer geordneten Basis und zwar so, dafl die hinzugenommenen Vektoren ortho-
gonal zu iT7’ sind. Sei m; das durch diese Basis erzeugte SEW in X. Satz 2.25 liefert einen
inneren Automorphismus Us von £ mit Us(H) = H und Ujm = ;. SchlieBlich finden wir
eine Permutation 7 von 7, so daf§ die Abbildung U : 77 — m; die Ordnung erhélt. Wir
setzen ¢ := U, o ;. Nach Konstruktion gilt:

— p(H)CH

— Die SEW 77 und 7’ sind vertrédglich beziiglich ¢*, d. h. fiir beliebige p,0 € Hj gilt:
Aus ¢ > o (beziiglich der durch 77 definierten Ordnung) folgt ¢*p > ¢*o (beziiglich der
durch 7" definierten Ordnung).

Wir fahren im Beweis des Satzes fort: Mit Hilfe des Lemmas gehen wir {iber zu dquiva-
lenten Einbettungen ¢, 1; Seien 7,, 7, die entsprechenden Permutationen von m. Nach
Voraussetzung sind ¢ und ¢ linear dquivalent. Insbesondere ist A wa(fod) = Ap o (f o;f))
fiir beliebige Darstellungen (V, f) von £. Mit Lemma 4.2 ergibt sich
PN ron(f) = Air (f 0 0) = Apr o (f 0 90) = " Ay (f).

Ist f irreduzibel, dann gilt AH,TM(f) =Ap.(f) = AH,TM(f) (Satz 4.4 (c)). Da H* zum
Beispiel durch die hochsten Gewichte der fundamentalen Darstellungen von £ aufgespannt
wird, folgt ¢*|,. = U e also @ = 15|H, und ¢, Y|y sind dquivalent. n

Bei einer genaueren Untersuchung des Zusammenhangs zwischen Aquivalenz und linearer
Aquivalenz von halbeinfachen Unteralgebren findet man folgendes Resultat:

Satz 5.3 Bei den Lie-Algebren Ay, By, Cy sind zwei Finbettungen einer halbeinfachen
Unteralgebra genau dann dquivalent, wenn sie linear dquivalent sind. Bei der Serie D,
dagegen gibt es Einbettungen, die zwar linear dquivalent, aber nicht dquivalent sind.

(Vgl. dazu [Dy, §1.1, n° 5].) n

5.2 Die Methode der definierenden Darstellungen

Definierende Darstellungen

Seien L, £’ halbeinfache Lie-Algebren. Aus dem Beweis des Satzes 5.1 geht hervor, dafl
man, um die lineare Auivalenz zweier Einbettungen ¢, : £ — £ zu priifen, nur f o ¢
und f o fiir £ = rg(L) geeignet gewéahlte irreduzible Darstellungen f von £ untersuchen
muf. Es zeigt sich, dal der Aufwand sogar noch weiter reduziert werden kann. Wir nennen
eine Menge { f1,..., f;} von Darstellungen von L einen Satz definierender Darstellungen,
falls sie die Eigenschaft besitzt, da8 die lineare Aquivalenz zweier Einbettungen ¢, 9 einer
beliebigen halbeinfachen Lie-Algebra £’ schon aus der Aquivalenz der Darstellungen f;o e
und fov von L', i=1,...,r, folgt.

Im folgenden Satz geben wir ein Kriterium dafiir an, wann eine Darstellung allein schon
definierend ist. Zwar besitzt nicht jede Lie-Algebra eine definierende Darstellung (vgl. Satz
5.5), das Kriterium a8t sich aber leicht auf Mengen von Darstellungen verallgemeinern, so
daf es bei beliebigen halbeinfachen Lie-Algebren zum Aufsuchen von Sétzen definierender
Darstellungen benutzt werden kann.
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Satz 5.4 Sei L eine komplexe halbeinfache Lie-Algebra vom Rang ¢, H eine Cartan-
Unteralgebra mit Wurzelsystem ¥ und m ein SEW in 3. Sei (V,w) eine irreduzible Dar-
stellung. Erfillen die { grofiten Gewichte iy, ..., e von w die Bedingungen

— py > ...> g beziiglich jeder Anordnung der Elemente von m

— H* =spanc{p1, ..., e},
dann ist (V,w) eine definierende Darstellung.

BEWEIS: Wir wihlen eine Cartan-Unteralgebra H' in £ und ein SEW 7’ im zugehérigen
Wurzelsystem Y'. Seien ¢, : L' — L Einbettungen und seien die Darstellungen w o ¢
und w o ¢ von L’ dquivalent. Dann gilt 'y (f o @) =T (fotp) =T7.
Nach Lemma 5.2 kénnen wir voraussetzen, dal ¢(H') C H und ¢(H') C H erfiillt ist und
Permutationen 7, 7, von 7 existieren, so dafl die SEW 7’ und 7,7 bzw. 7,7 beziiglich
©* bzw. ¢* vertrdglich sind. Da die Reihenfolge p1 > ... > puy, nach Voraussetzung un-
abhéngig davon ist, ob die Ordnung auf Hj von 7, 7,7 oder 7y erzeugt wird, haben
wir

P> 2P e > P, YT > > e > P Vo< g (%)
beziiglich der durch 7" definierten Ordnung auf H{".
Nach Satz 5.1 geniigt es, | = ¢|; baw. |4 = ¥*
zeigen wir @ u; =V p, 1=1,...,¢:
(Induktion) Offensichtlich ist ¢*py = *pq. Gelte daher ¢*p; = *p; fir i < n. Sei k der
kleinste Index, fiir den ¢*up = ¢*u, erfiillt ist. Aus der Formel fiir die Vielfachheiten in
Lemma 4.2 (b) ergibt sich

O st = P Hn S MmO ) > mlp) + M)
Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann auch
Vs =V & m(@ ) > mpk) + o+ m(n)

und damit @*pni1 = @ e S Y g1 = V7 s
Im Falle ¢* 11 = ¢*uy, folgt sofort o* 11 = ¥* 1. Im Falle o* 1,11 # @™ pt, wird pip 11
aufgrund von () sowohl durch ¢* als auch durch ¢* auf das grofte der Gewichte aus
"\ {¢*u, ..., ¥*u, } abgebildet und es folgt ebenfalls ¢* iy 11 = V¥ 1. u

g zu pritfen. Zu diesem Zweck

Betrachten wir wieder zuerst die einfachen Lie-Algebren:

Satz 5.5 Fir die Lie-Algebren Ay, By, Cy, Fg, Fy und Gy sind die folgenden Darstellun-

gen definierend:

A oo oo (£>1) By o (22 Ch e e (22

Fiir die Lie-Algebren Dy, E7 und FEg sind die folgenden Sditze von Darstellungen definie-
rend:

Llo—o——o<z 5 o—o——O<§ (£>4)
é—o—o—i—o—o, o—o—o—i—o—(lz Eg c{—o—o—o—i—o—o ) o—o—o—o—i—o—ol

BEWEIS: Bei den Lie-Algebren mit einer definierenden Darstellung rekonstruiert man die
¢ groBiten Gewichte und priift, dafl sie die Voraussetzungen von Satz 5 4 erfiillen. Bei den

anderen rekonstruiert man, beginnend mit dem hochsten Gewicht ul , fiir jede der beiden

Darstellungen w® eine mdoglichst lange Sequenz ug) cee > /h(«z aufeinanderfolgender

Gewichte, bei der die Reihenfolge unabhéngig von der Anordnung des zugrundegelegten
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SEW ist. Man verifiziert H* = span(c{,ugi), o ,,ug?,z' = 1,2}. Der Beweis von Satz 5.4 1483t
sich dann direkt auf die vorliegende Situation iibertragen. ]

Aus der Argumentation fiir die Lie-Algebren D,, F;, Eg folgt unmittelbar

Satz 5.6 Sdtze definierender Darstellungen einer komplexen halbeinfachen Lie-Algebra
L erhdlt man durch Vereinigung® von Sétzen definierender Darstellungen der einfachen
Ideale von L. |

Konstruktion von Einbettungen

Seien L', £ halbeinfache Lie-Algebren. Der Einfachheit halber wollen wir annehmen, dafl
L eine definierende Darstellung w besitzt. Die Darstellung w assoziiert zu jeder Einbettung
© : L — L eine charakteristische Darstellung woe von L', die anzeigt, zu welcher linearen
Aquivalenzklasse ¢ gehért. Um die Menge der linearen Aquivalenzklassen von Einbettun-
gen L' — L bestimmen zu koénnen, miissen wir herausfinden, welche Darstellungen von
L' als charakteristische Darstellung einer Einbettung £ — L auftreten kénnen. Daher
wollen wir uns jetzt der folgenden Frage zuwenden:

Sei [ eine Darstellung von L'. Wann existiert eine Einbettung ¢ : L' — L, so
dafs wo  und f dquivalent sind?

Eine notwendige Bedingung ist dim(f) = dim(w). Dies setzen wir im folgenden voraus.
Seien wieder Cartan-Unteralgebren H, H' und SEW 7, 7’ in den entsprechenden Wurzel-
systemen X, ¥ gewihlt. Seien weiterhin {e, : a € X}, {en : ¢ € ¥’} Weyl-Chevalley-
Basen in L, L.

Wir listen die Gewichtssysteme 'y (w) bzw. I'g/(f) der GroBle nach auf, und zwar so, da8
jedes Gewicht seiner Vielfachheit entsprechend oft enthalten ist. Wegen dim(f) = dim(w)
enthalten beide Listen gleich viele Eintrage. Wir ordnen die Eintrdge der Reihe nach ein-
ander zu. Wir wollen annehmen, daf§ diese Zuordnung eine Abbildung I'y(w) — T'g(f)
induziert und diese Abbildung zu einer surjektiven linearen Abbildung ¢ : H* — H"* fort-
setzbar ist (anderenfalls existiert mit Sicherheit keine Einbettung mit charakteristischer
Darstellung f). Die duale Abbildung ¢* : H' — H ist dann injektiv. Dasselbe gilt fiir die
(beziiglich der Killing-Formen) adjungierte Abbildung 4" : H™* — H*.

Sei ¢ := ¢*. Wir wollen ¢ zu einer Einbettung von £’ fortsetzen. Dazu geniigt es, p(eq)
und p(e_o) fiir o € 7" anzugeben, und zwar so, daf§ die Bedingungen

olhg, ew| = [phg, veo] , Olea,e_ar] = [Pear, ve_o] Yaern (5.1)
erfiillt sind. Wir entwickeln wey =505 Carp s+ o Dara ho und beachten
gOha/ = hdﬁo/ . (52)

Desweiteren bilden wir Q. := {# € ¥ : ¥ = «'}. Man rechnet nach, dafi die D-
Koeffizienten sowie die C\ o, mit ¢*a # o verschwinden miissen und dafl die Bedingungen

3vgl. die Fu8note auf Seite 76
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(5.1) dquivalent sind zu der sogenannten Finbettungsgleichung

ZaeQa/ Coro Coptmo 0 = Yo/

za,ﬁicéa/ Cor Coor—p Na—pg €a—5 =0 Vaen. (5.3)
Man beachte, dafi dieses Gleichungssystem vollstdndig entkoppelt und daher sehr einfach

zu losen ist. Jede Losung {Cy o 1 @' € ¥/, a € Qn} definiert eine Einbettung ¢ : £ — £
durch

90<6a’) = ZQEQ , Ca’,a €a QO(G_Q/) = ZaGQ , C—a’,—a o - (54>

Nach Konstruktion gilt I'g/(w o ¢) = ¢ Tg(w) = YT'y(w) = T (f), d. h. f ist die
charakteristische Darstellung der Einbettung ¢. Einbettungen zu verschiedenen Losungen
von (5.3) sind deshalb linear dquivalent.

Beispiele

Der Einfachheit halber untersuchen wir nur A;-Unteralgebren. Wir vereinbaren, im fol-
genden die durch die kanonisch normierten ISBLF induzierten Isomorphismen H — H*
bzw. H — H'* zugrundezulegen.

Betrachten wir £ = A, mit der definierenden Darstellung w = 7{* und die Darstellung

f = 7141 1@ 1@ 1 von Ay und versuchen wir, eine Einbettung ¢ : A; — Ay mit
der charakteristischen Darstellung f zu finden. Seien H', H Cartan-Unteralgebren in Aq,
Ay und 7 = {d'}, m = {a1,...,a4} SEW in den entsprechenden Wurzelsystemen ¥’
bzw. 3. Das Gewichtssystem von f ist I'g/(f) = %a’ ,0, —%a’ } mit den Vielfachheiten
m(3a/) =m(-1a/) =1 und m(0) = 3. Wir ordnen die Gewichte zu:

FH(ﬂ'le) FH’(f)
A — %o/
A—oy — 0
A—a; — oy — 0
AN—o) —ay— a3 — 0
AN—ag—as— a3 —ay — Lo

2
Diese Zuordnung erzeugt eine surjektive lineare Abbildung ¢ : H* — H'™, die auf den
Elementen von 7 durch va; = Yay = %o/ und Yas = Yaz = 0 gegeben ist. Wir
lesen Qo = {a1 + as + ag + a4} ab. Um die adjungierte Abbildung YT zu bestimmen,
entwickeln wir 1o/ = Z?Zl &'a; und bestimmen die Koeffizienten ¢! aus dem Gleichungs-
system (YT, ;) a, = (/%) a,, i@ =1,...,4. Nach Einsetzen hat dieses die Gestalt
Zj & A; = da + i, wobel Aj; die Cartan-Matrix von Ay ist. Als Losung erhalten wir
Yla' = oy + ay + as + ay. Damit wird die Einbettungsgleichung (5.3) zu C,.C_ = 1. Wir
wéhlen Cy = C_ = 1. Die zugehorige Einbettung ist dann gemaf (5.4) gegeben durch
PEa’ = €ay+astaz+tas; PE—a/ = €—(aj+aztaztay) -

(UA) 1. Fiir f =5 (die 5-dimensionale irreduzible Darstellung von A;) findet man eine
Einbettung ety = 2¢1a, + V6€ia, + V6eia, + 2644, (I'(5) kann man den Beispielen
zum Abschnitt 4.2 entnehmen).

2. Es gibt Einbettungen A; % Ag mit der charakteristischen Darstellung f = 7' @ mi't,
z. B. Yliry = €tq, T €+ (a1 +aztas) oder PEta = €4(a1+a2) + €+ (as+az)-
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5.3 Indizes einfacher Unteralgebren in einfachen Lie-
Algebren

Seien L', L einfache Lie-Algebren. Eine Einbettung ¢ : £ — £ induziert eine ISBLF B,
durch
By (z',y) == (pa', oy )c -

Nach Satz 3.5 ist B, proportional zur kanonisch normierten ISBLF auf £'. In Analogie zur
Darstellungstheorie nennt man den Proportionalitéatsfaktor Index ind(p) der Unteralgebra
(L' 0):

B,(2',y") =ind(p) (o', ¢")e Va',y €L
Fiir eine beliebige Darstellung f von L gilt

ind(f o) = ind(f) ind(¢p) . (5.5)
Sei w eine definierende Darstellung von £. Wir wollen (5.5) benutzen, um den Index
einer Unteralgebra (L', ¢) aus dem Index ihrer charakteristischen Darstellung w o ¢ zu
berechnen. Dazu zerlegen wir letztere in irreduzible Komponenten: w o ¢ = @, f;. Nach
Satz 4.15 (b) gilt ind(w o ¢) = ). ind(f;). Die Indizes von f; und w entnehmen wir der
Gleichung (4.9). Durch Einsetzen in (5.5) ergibt sich

() = ) A@) + 200), dm(V)  dm(Z) (5:6)

Zum AbschluB zitieren wir noch ein interessantes Resultat von Dynkin [Dy, Thm 2.2]:

Satz 5.7 Der Index einer einfachen Unteralgebra in einer einfachen komplexen Lie-
Algebra ist ganzzahlig. |

Beispiele

(Fortsetzung der Beispiele zum Abschnitt 5.2) Fiir die Einbettung 4; - A4 mit charak-
teristischer Darstellung w o ¢ = wfl ®1d1®1 finden wir

<90hoc’7 Q0h0/>A4 = <hoc1+042+043+0447 hoc1+a2+oc3+a4>A4 = <Z¢ Q;, ZZ ai>A4 =2.
Andererseits gilt (has, har) 4, = (', a’) 4, = 2. Der Index ist also 1. (Man erinnere sich,
daf die Isomorphismen « +— h,, bzw. o’ +— h,s hier durch die kanonisch normierten ISBLF
induziert sind).

(UA) 1. Fiir die Einbettung A; % A, mit w o ¢ = 5 ergibt sich ind(p) = 20.
2. Fiir die Einbettung A; % Az mit wo ¢ = m"" @ 7 gilt ind(p) = 2.

5.4 Reguliare halbeinfache Unteralgebren

Regulédre halbeinfache Unteralgebren einer halbeinfachen Lie-Algebra zeichnen sich da-
durch aus, dafl sie mit der Wurzelraumzerlegung kompatibel sind. Sie lassen sich daher
mit Hilfe des Wurzelkalkiils sehr einfach beschreiben und vollstéandig klassifizieren.

Der Einfachheit halber wollen wir Unteralgebren in diesem Abschnitt stets als Teilmengen
auffassen.
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Reguliare Unteralgebren

Sei L eine halbeinfache Lie-Algebra. Eine Unteralgebra £’ von L heifit regulir, falls es
eine Cartan-Unteralgebra H von L gibt, so dafl £’ invariant unter adz(H) ist. (Wir sagen
dann, daB8 £’ reguldr beziiglich H ist.)

Ist eine Cartan-Unteralgebra H vorgegeben, dann finden wir zu jeder regulédren Unteralge-
bra von L eine dquivalente, die invariant unter ad,(H) ist. Es geniigt daher, die beziiglich
H reguldren Unteralgebren zu betrachten. Diese haben die folgende allgemeine Form:

Satz 5.8 Sei L eine komplexe halbeinfache Lie-Algebra und H eine Cartan-Unteralgebra
mit Wurzelsystem Y. Fine Unteralgebra L' von L ist genau dann requlir beziiglich H,
wenn es einen Unterraum H' C H und eine Teilmenge ¥ C X gibt, so daf$ gilt

= H EBaez' Lo . (5.7)

BeEWwEIS: Es ist klar, dafl eine Unteralgebra der Gestalt (5.7) invariant unter ad,(H) ist.
Sei umgekehrt £ invariant unter adz(H ). Dann ist adz(H)| ., eine kommutative Algebra
diagonalisierbarer Operatoren (Satz 2.1 (b)) und man findet eine Zerlegung von £’ in ge-
meinsame Eigenrdume. Diese miissen natiirlich Unterrdume der gemeinsamen Eigenrdume
von adg(H) in £ und damit von der Gestalt H' C H bzw. L, fiir gewisse o € ¥ sein. =

Eine regulidre Unteralgebra ist also durch das Paar (H’,Y') vollstindig bestimmt. Hat
man andererseits irgendein Paar (H’,Y') vorgegeben, dann stellt sich die Frage, welche
Bedingungen H' und ¥ erfiillen miissen, damit der durch (5.7) definierte Unterraum eine
Unteralgebra bildet.

Satz 5.9 Sei L eine komplexe halbeinfache Lie-Algebra und H eine Cartan-Unteralgebra
mit Wurzelsystem 3. Seien weiterhin ein Unterraum H' C H und eine Teilmenge ¥/ C 33
gegeben. Der Unterraum L' = H' @ o5y Lo von L ist

(a) eine Unteralgebra gdw. gilt
(Ul) Sind o, € X und o+ B € X, dann ist o + € 3.
(U2) ¥'Nn(=%)CH"
(b) eine halbeinfache Unteralgebra gdw. gilt
(H1) = (U1)
(H2) ¥ =-%
(H3) spanc’ = (H')*.
In diesem Fall ist H' eine Cartan-Unteralgebra von L' und ' das zugehirige Wurzelsys-
tem.

BEWEIS: Ist £’ eine Unteralgebra (bzw. halbeinfache Unteralgebra), dann ist klar, dafl
die Bedingungen (U1) und (U2) (bzw. (H1)-(H3)) erfillt sind. Beweisen wir deshalb die
umgekehrte Richtung. Sei dazu ein Paar (H', ¥’) gegeben.

zu (a): Seien «, f € ¥'. Wir priifen alle moglichen Kommutatoren:

— [H',H') C L und [H',L,] C L gilt immer

— [La, Ls] C L folgt fiir a # —F aus (Ul) und fiir f = —« aus (U2).

zu (b): Aus (H3) folgt (U2), so dal £’ zumindest Unteralgebra ist. Um zu beweisen, dafl
L’ halbeinfach ist, zeigen wir, daf} ein beliebiges Ideal Z # {0} in £’ eine A;-Unteralgebra
enthélt und deshalb nicht auflésbar sein kann.
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Sei P der beziiglich der Killing-Form orthogonale Projektor von H auf H'. Wegen (H3)
gilt a(h) =a(Ph) Yae€¥ heH, also adg(h)|, = adg(Ph)|,, V h € H. Damit
ist Z invariant unter adg(H) und folglich von der Gestalt (5.7) mit einem Unterraum
H"” C H' C H und einer Teilmenge ¥ C ¥/ C X. Dabei mufl H” # 0 oder X" # () gelten.

Fall H" # {0}: Wegen (H3) gibt es ein o € X' mit «f, # 0, wegen (H2) ist dann auch
—a € ¥ Esfolgt £, =[H" L)) €Z und L_, = [H",L_,] C Z. Damit ist die
Aj-Unteralgebra L, [* in Z enthalten.

Fall X" # 0: Sei o € ¥ Dann gilt £, C Z. Wegen (H2) ist wieder —a € . Wir schlieflen
Che = [La, L_a] €T und L_, = [Chy, L_o] € Z. Es folgt ebenfalls L) C Z. |

Es geniigt offensichtlich, die reguldren Unteralgebren der einfachen Lie-Algebren zu be-
trachten:

Satz 5.10 Die reguliren Unteralgebren einer komplexen halbeinfachen Lie-Algebra sind
- bis auf Aquivalenz - genau alle Summen von reguldren Unteralgebren der einfachen
Ideale. |

Wir wenden uns nun den reguléren halbeinfachen Unteralgebren zu.

Sei H eine Cartan-Unteralgebra in £ und ¥ das zugehorige Wurzelsystem. Sei £’ eine
beziiglich H reguldre halbeinfache Unteralgebra, definiert durch das Paar (H',¥'). Wir
wahlen ein SEW #/ in Y. Es ist klar, daf§ £’ durch die Einbettung 7’ C ¥ vollstindig be-
stimmt ist. Man kann daher die Untersuchung der reguléren halbeinfachen Unteralgebren
auf die Untersuchung von Teilsystemen der Art 7’ C ¥ zuriickfiihren. Diese Vorstellung
wollen wir im folgenden formalisieren.

m-Systeme in einem Wurzelsystem

Eine Teilmenge 7w C ¥ heifit w-System in 3, falls gilt
(w1) 7 ist linear unabhéngig
(72) a—p¢Y Vao,pBem.
Zwei m-Systeme 7, 7’ in X heiflen dquivalent, falls es ein 0 € Ad ¥ mit 7’ = o gibt.

Ein 7-System in 3, welches H* aufspannt, nennen wir vollstindig. Zu den vollstéandigen
m-Systemen in ¥ gehdren zum Beispiel die SEW; im allgemeinen gibt es aber noch mehr.

Jedes m-System in ¥ ist gleichzeitig ein 7m-System in dem reellen Hilbert-Raum Hp im
Sinne von Abschnitt 3.1. Es besitzt daher ein Dynkin-Diagramm. In Analogie zu der
Situation bei den m-Systemen nennen wir ein 7m-System in X irreduzibel, falls sein Dynkin-
Diagramm zusammenhéngend ist.

*

Sei 7 ein w-System in 3. 7 erzeugt einen Unterraum H, := (spang 7)* von H und eine

Teilmenge

SEe={> n"a :n*=0,12..}n%, Y=t U (=)

™
aET

von Y. Sei L, die durch das Paar (H,,>,) definierte reguldre Unteralgebra.

4Definition siehe Gleichung (2.9)
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Satz 5.11 Sei L eine komplexe halbeinfache Lie-Algebra und H eine Cartan-Unteralgebra
mit Wurzelsystem 3.

(a) Ist m ein w-System in 2, dann ist L, eine requldre halbeinfache Unteralgebra, H, eine
Cartan-Unteralgebra von L., X, das zugehorige Wurzelsystem und © ein SEW in 3.
(b) Jede beziiglich H regulire halbeinfache Unteralgebra ist von der Form L, fir ein ge-
wisses m-System w in 2.

(¢) Zwei w-Systeme 7, ©' in X sind genau dann dquivalent, wenn L, und L. als Unter-
algebren von L dquivalent sind.

BEWEIS:

zu (a): Nach Konstruktion erfiillt das Paar (H,, X,) die Bedingungen (H1)-(H3) aus Satz
5.9. Damit ist £, reguldre halbeinfache Unteralgebra, H, Cartan-Unteralgebra und .
Wurzelsystem. Schliellich ist 7 SEW, weil alle Elemente von X, beziiglich der Basis
7 entweder sdmtlich nichtnegative oder sémtlich nichtpositive ganzzahlige Koeffizienten
haben.

zu (b): Sei L' eine reguldre halbeinfache Unteralgebra, gegeben durch das Paar (H',%’).
Sei 7’ ein SEW in ¥'. Dann erfiillt 7" auf jeden Fall die Bedingung (71). Gébe es o, 3 € 7’
mit o — § € 3, dann folgte —F € ¥’ aus (H2) und o — f € ¥ aus (H1) (Widerspruch zu
Satz 2.9 (a)). Damit erfiillt 7’ auch die Bedingung (72).

zu (c): Man iiberzeugt sich zuerst davon, dal £, und £, genau dann dquivalent sind,
wenn es einen inneren Automorphismus U von £ mit der Eigenschaft UH = H gibt, so
daB L, = UL,. Fiir innere Automorphismen U mit UH = H gilt Ly+r = U 'L,: Dies
folgt unmittelbar aus Hy«r = U H,, Spep = U*S, und Ly =U L, VaeX (vgl
Lemma 4.2 (e)). Satz 2.16 liefert dann die Behauptung. ]

Erweiterte m-Systeme

Sei 7 ein geordnetes irreduzibles m-System in 3 und sei ¥, mit der entsprechenden lexi-
kografischen Ordnung versehen. Bezeichne 3 die kleinste Wurzel aus Y. Die Teilmenge
7 U{B} von ¥ heifit Erweiterung von 7. Das Entfernen einer Wurzel aus der Erweiterung
von 7 nennen wir Flementarumwandlung von .

Eine Elementarumwandlung eines beliebigen, nicht notwendig irreduziblen m-Systems in
Y. sei eine Elementarumwandlung an einer der irreduziblen Komponenten von 7.

Die Erweiterungen der m-Systeme in ¥ kann man ebenfalls durch ein Dynkin-Diagramm
darstellen. Die hinzugefiigte Wurzel kennzeichnen wir dabei mit ”"+”. In der folgenden
Tabelle sind die Erweiterungen der irreduziblen m-Systeme aufgelistet:

Ay By By Cy Dy Es Er Ey Fy Goy

(22)  (£23) (€23) (¢4
% +
+
+

R
A

Aok

)
+
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BEMERKUNG: A; schlieflen wir aus unserer Betrachtung aus, da es sowieso keine echten
halbeinfachen Unteralgebren enthilt.

BeEWwEIS: Die kleinste Wurzel aus 3, ist gerade —A(ad., ). A(ad,, ) kann man zum Beispiel
aus Satz 4.10 ablesen und so die Anzahl der Linien zwischen der hinzugefiigten Wurzel
und den restlichen Elementen von 7 berechnen. ]

Satz 5.12 Sei m ein geordnetes w-System in 3. Durch eine Elementarumwandlung ent-
steht aus m wieder ein w-System 7. Dabei gilt ¥z C X, und Lz C L, .

BEWEIS: Wir konnen voraussetzen, dafl 7 irreduzibel ist. 7 erfiillt nach Konstruktion die
Bedingung (72). Sei 3 die kleinste Wurzel aus X,. Um einzusehen, daf§ 7 auch linear
unabhéngig ist, zeigen wir, daf8 in der Zerlegung 8 = > .. n“a simtliche Koeffizienten
verschieden von Null sind: Wire das nicht der Fall, so fanden wir Wurzeln «aq, a1 € 7 mit
n® =0, n® # 0 und (o, 1) # 0. Da sowohl n® als auch die Zahlen (o, ap) fiir o # g
nichtpositiv sind, \(Néire ) : ) : )
2&,&0 _ a2CY,Oé0 a2@1aa0
(0, a0) Z;ﬁlﬁ " (v, ap) = (v, ap)
und wir kénnten die ap-Folge durch § nach unten fortsetzen (Widerspruch zu (72)).

Die Relationen ¥z C ¥ und L£; C L, schlieSlich folgen daraus, dal 7 offensichtlich ein
m-System in Y ist. |

> 0

Klassifizierung der regulédren halbeinfachen Unteralgebren

Ausgehend von einem SEW 7y kann man durch Elementarumwandlungen und blofes
Entfernen von Elementen von my eine gewisse Anzahl von m-Systemen erzeugen. Der
folgende Satz besagt, dal man auf diese Weise alle m-Systeme (modulo Aquivalenz) erhélt.

Satz 5.13 Sei my ein SEW in X. Jedes w-System in ¥ ist dquivalent zu einem w-System,
das sich aus mo durch Elementarumwandlungen und durch das Entfernen von Wurzeln (in
beliebiger Reihenfolge) ergibt.

BEwWEIS: Wir zeigen zunéchst
Lemma 5.14 Jedes m-System in X ist in einem vollstandigen m-System in X enthalten.

BEWEIS: Sei 7 ein w-System in X. Ist es nicht vollstindig, dann gilt 3\ X, # () und wir
finden ein f € ¥\ ¥, mit f—a ¢ X Va € r. Figen wir # zu 7 hinzu, ergibt sich wieder
ein m-System in . Wir iterieren die Argumentation solange, bis 7 vollstandig ist.

Jedes m-System in ¥ geht also durch Entfernen von Wurzeln aus einem vollstdndigen
m-System hervor. Daher geniigt es, die Behauptung des Satzes fiir die vollstdndigen -
Systeme zu beweisen.

Lemma 5.15 Jedes vollstindige w-System © in X, welches kein SEW ist, kann durch
eine Elementarumwandlung aus einem w-System T mit der Eigenschaft ¥, C Yz (strenge
Inklusion) erzeugt werden.

BEWEIS: Sei 7 ein vollstdndiges m-System in Y. Ist 7 kein SEW, so gibt es Wurzeln
in X, die sich nicht als ganzzahlige Linearkombinationen von 7 schreiben lassen. Sei 3
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die kleinste dieser Wurzeln. Wir bilden 7 := 7 U {}. Bezeichne 7r;r diejenige irreduzi-

ble Komponente von 7", die 8 enthélt. Die Teilmenge WE C ¥ erfiillt (72) und damit
insbesondere

/

% <0 und ganzzahlig V a,o/ € 75 . (%)
Auflerdem ist ihr Dynkin-Diagramm zusammenhingend. Analog zur Klassifizierung der
m-Systeme im Abschnitt 3.1 iiberzeugt man sich davon, dafl jede Teilmenge eines Eu-
klidischen Raumes, die der Bedingung (*) geniigt und deren Dynkin-Diagramm zusam-

menhéngend ist, zu einer der folgenden Klassen gehort:

(die homogenen Folgen im zweiten bis vierten Diagramm von links kénnen bis auf einen
Punkt zusammenschrumpfen). Vergleichen wir mit der Tabelle der erweiterten w-Systeme
auf Seite 89, so sehen wir, daf jede dieser Teilmengen - also auch WE - die Erweiterung
eines bestimmten irreduziblen 7-Systems ist. Es gibt also eine Wurzel oy € W;, so daf

— 75 \ g ein irreduzibles 7-System und

— 75 die Erweiterung von 73 \ ap ist.

Damit entsteht 7 aus dem 7-System 7 := 7" \ {ap} durch eine Elementarumwandlung
der irreduziblen Komponente von /.

Nach Satz 5.12 gilt dann X, C ¥z. Im Falle der Gleichheit wére 5 ¢ ¥z. Dies impliziert
B = . Die Wurzel o ist aber Element von ¥; (Widerspruch). Daher mufl ¥, echt in
>z enthalten sein.

Kommen wir nun zum Beweis des Satzes:

Sei 7 ein vollsténdiges m-System in . Durch iterative Anwendung von Lemma 5.15 erhal-
ten wir ein SEW 7y. Nach Satz 2.21 gibt es eine Transformation o € Ad(X) mit 7o = o7.
Damit entsteht om aus 7y durch Elementarumwandlungen. |

Zwei verschiedene m-Systeme in 3, die man auf die im Satz beschriebene Weise konstruiert,
konnen durchaus dquivalent sein. Zur vollstédndigen Klassifizierung fehlt also noch die
genaue Untersuchung der Wirkung der Weyl-Gruppe Ad(X) auf den m-Systemen in .
Diese wollen wir hier nicht durchfiithren; wir zitieren nur das Ergebnis [Dy, §I1.5, n° 17]:

Satz 5.16 Die folgende Tabelle enthdlt die Aquivalenzklassen der requliren halbeinfachen
Unteralgebren der klassischen einfachen Lie-Algebren:

Ap (=1) A, B ... 0 Ay, Dk +1) <i+1

Byz2) Ap@©... @A, @Dy @ ... ® Dy, @ By D5 (bt 1)+ 0 my+m </
Cou=3) Ay @...0A, 0C,&...0C, ijl(kj +1) + 2;?:1 <t

Dy 1) Ap,®...0 A, ®Dp, ®...0 Dy, Do (k1) + 370 my <L

(k1 >ky>...2 k>0, Lh>2h>...201,>0, m>mg>...>2m,>1, m2>0).
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BEMERKUNGEN:

1. Man beachte folgende Identifizierungen: Ag = By = Cy = {0}, By =, C} = o,
D1 = A17 DQ = Al @Al, D3 = Ag.

2. Die Tabelle der regulédren halbeinfachen Unteralgebren der exzeptionellen Lie-Algebren
findet man ebenfalls in [Dy, §I1.5, n® 17].

Beispiele

Wir wollen uns an drei Beispielen anschauen, wie der in Satz 5.13 bereitgestellte Kalkiil
funktioniert.

(Ag) Aus dem erweiterten Dynkin-Diagramm von A, ist ersichtlich, dafl beliebige Ele-
mentarumwandlungen nur wieder SEW erzeugen, die natiirlich dquivalent sind und die
gleiche Unteralgebra, ndmlich A, selbst, definieren. Die reguldren halbeinfachen Unteral-
gebren erhélt man also durch das Entfernen von Wurzeln. Sie haben aus diesem Grunde
die Gestalt A, @ A;, & ... & A, . Man iiberzeugt sich davon, daf8 dabei ), ([;+1) < /{+1
gelten mufl. Fiir A4 ergeben sich zum Beispiel die Unteralgebren Ay, Az, As & Ay, As,
A Ay, Ar

(B2) Wir erzeugen alle moglichen m-Systeme:

Erweiterung T 2 3 4 s
o o
L]
D e} [0)
Die m-Systeme 71,...,m4 sind paarweise indquivalent. 74 und 75 dagegen sind dquivalent:

dies priift man zum Beispiel durch Berechnung der linearen Aquivalenzklassen (die bei
By mit den Aquivalenzklassen iibereinstimmen) der Unteralgebren £, und £, mit Hilfe
der definierenden Darstellung 71 von Bs.

Die reguléaren halbeinfachen Unteralgebren von Bs sind also Bs, Ay & Ay, Ay, B;. Man
beachte, daB es zwei nicht dquivalente regulidre Unteralgebren vom Typ A; gibt: A; (von
einer langen Wurzel erzeugt) und B (von einer kurzen Wurzel erzeugt). Diese haben auch
verschiedene Indizes.

(Be¢) Aus dem erweiterten Dynkin-Diagramm lassen sich durch Entfernen von Wurzeln
Diagramme der A, B, D-Serie und direkte Summen davon erzeugen. An einem D- oder B-
Diagramm konnen wir dann erneut eine Elementarumwandlung vormehmen und weitere
D-Unteralgebren finden. So passen zum Beispiel in Bg zwei reguldre D4-Unteralgebren

hinein:
A A A

Andererseits kann man direkt aus dem erweiterten Dynkin-Diagramm ablesen, dafl D,
keine regulédren B-Unteralgebren enthélt.



Kapitel 6

Anwendungen in Eichfeldtheorien

In diesem Teil, der aus Originalarbeiten (z. B. [12]) von G. Rudolph und I. Volobuev
zusammengestellt ist, wollen wir uns ansehen, wie man die Theorie der Lie-Algebren auf
die Losung gruppentheoretischer Probleme der Teilchenphysik anwenden kann. Dazu be-
trachten wir den Mechanismus der spontanen Symmetriebrechung im SU(5)-Modell der
grofien Unifizierung und die Konstruktion des SU(5) x U(1)-Modells mittels Dimensions-
reduktion. Wir vereinbaren (—,+,+,+) als Signatur der Minkowski-Metrik. Irreduzible
Darstellungen bezeichnen wir, wie in der physikalischen Literatur iiblich, durch ihre Di-
mension.

6.1 Das SU(5)-Modell

In diesem Modell mit der inneren Symmetriegruppe SU(5), die wir in der fundamentalen
Darstellung als 5 x 5-Matrizen realisieren, treten die folgenden Felder auf: das Eichfeld
A, (z), das "leichte’ Higgs-Feld ® in der Darstellung 5, das 'schwere’ Higgs-Feld H in der
Darstellung 24 sowie ein Spinorfeld ¥ in der Darstellung 5* + 10. Der Lagrangian des
Modells hat die Gestalt [1]

L = @tr(FWFW) — (0, + A, @)1 (0"® + A*D) +
1
+ ot [(OuH + (A, H))(O"H + [A%, H])| = V(®, H) + L(A4,, 2, 7)), (6.1)

wobei das Higgs-Potential gegeben ist durch

V(o) = ~L@ie)+ d@iap - L) ¢
+%(tr(H2))2 + gtr(fﬂ) +a(0T0)tr(H?) + fOTH?®. (6.2)

Der fermionische Teil Ly(A,, ®, ¥) beinhaltet den freien Spinorfeld-Lagrangian sowie die
Wechselwirkung des Spinorfeldes mit dem Eichfeld und dem leichten Higgs-Feld ®. Wir
spezifizieren ihn nicht, da wir ihn fiir unsere Betrachtungen nicht benétigen. Wir weisen
darauf hin, dafl wir die geometrische Normierung verwenden, in der die Kopplungskon-
stante im Nenner auftaucht. Um zur physikalischen Normierung iiberzugehen, mufl man
gemdfl A, — g, A, umskalieren.

93
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Geniigen die Parameter des Higgs-Potentials den Bedingungen
b>0, a>-=T7b/15, a>0, <0, A>0,

so wird die SU(5)-Symmetrie zu SU(3) x U(1) gebrochen. Es ist ziemlich aufwendig, das
Minimum des Higgs-Potentials, den Vakuum-Wert des Higgs-Feldes sowie die Massen,
die Kopplungskonstanten und den Weinberg-Winkel eines Modells explizit zu berechnen.
Mochte man nur wissen, ob das betrachtete Modell die richtige Symmetriebrechung und
einen verniinftigen Wert fiir den Weinberg-Winkel liefern kann, so kann man sich viel
Arbeit ersparen, indem man die Theorie der Lie-Algebren anwendet. Wir wollen das am
Beispiel des SU(5)-Modells verdeutlichen.

Dazu gehen wir iiber zur Komplexifizierung A4. Wir schreiben den Lagrangian des Eich-
feldes mit Hilfe der kanonisch normierten ISBLF von A, um (vgl. S. 59):

1 5
52w E™) = g F P, (6.3)
Die Symmetriebrechung im SU(5)-Modell kann man sich als in zwei Schritten ablaufend
vorstellen: Zuerst bricht das schwere Higgs-Feld SU(5) zu SU(3) x SU(2) xU(1), dann das
leichte Higgs-Feld die elektroschwache Symmetriegruppe SU(2) x U(1) zu U(1). Durch
die folgende Verzweigungsregel der definierenden Darstellung 5 von SU(5) (vgl. Abschnitt
5.2) wird eine Untergruppe des Typs SU(3) x SU(2) x U(1) von SU(5) ausgezeichnet:

1 1

5 (3.1)(-3)+ L2(3) (64)

Die entsprechende Verzweigungsregel der adjungierten Darstellung von SU(5) lautet

20=5G5 — (8, 1)(0) + (3.2)(~2) +
13,2 + (L3)(0) + (L,1)(0) (6.5)

6

Es ist klar, daf3 (8, 1)(0) zur Lie-Algebra su(3), (1, 3)(0) zur Lie-Algebra su(2) und (1, 1)(0)
zur Lie-Algebra u(1) korrespondiert.

Da die Zerlegung der Einschriankung von 24 auf SU(3) x SU(2) x U(1) in irreduzible
Komponenten nur eine triviale eindimensionale Darstellung enthélt, kann das Higgs-Feld
in dieser Darstellung die SU(5)-Symmetrie wirklich zu SU(3) x SU(2) x U(1) brechen.
Allgemein gilt: Enthélt die Einschrinkung einer Darstellung 6 von GG auf eine Untergruppe
H nur eine triviale Komponente, dann haben alle Punkte des entsprechenden Unterraumes
den Orbittyp G/H. Das Higgs-Feld in der Darstellung 0 kann dann die Symmetriegruppe
GG zur Untergruppe H brechen. Ist § die adjungierte Darstellung, dann mufl man beachten,
dafl H immer die Untergruppe U (1), deren Lie-Algebra der Darstellungsraum der trivialen
Komponente der adjungierten Darstellung ist, enthélt.

Das Higgs-Potential (6.2) ist so konstruiert, dafl es minimal wird, wenn das schwere Higgs-
Feld H Werte im Unterraum der trivialen Darstellung (1, 1)(0) von SU(3) x SU(2) x U(1)
nimmt. Dieser Vakuum-Wert hat in der fundamentalen Darstellung von su(5) die Gestalt
Hy = diag(v, v, v, —%1/, —%l/).

Setzen wir ihn in das Higgs-Potential (6.2) ein, dann erhalten alle Komponenten der

Higgs-Felder ® und H beziiglich der Zerlegungen (6.4) und (6.5) — mit Ausnahme der
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Komponente des Feldes ® in der Darstellung (1,2)(3), welche wir mit ¢ bezeichnen —
Massen der Unifizierungsskala M. Der Selbstwechselwirkungsterm von ¢ hat die Ge-
stalt V(¢) = % ((¢T¢) — 00)2, wobei vy durch die urspriinglichen Parameter des Higgs-
Potentials (6.2) ausgedriickt werden kann.

Bei den Eichfeldern ist klar, dafl diejenigen, die zu SU(3) x SU(2) x U(1) korrespondieren,
masselos bleiben, wihrend die Eichfelder zu den Darstellungen (3,2)(—2) und (3*,2)(2)
(die sogenannten 'Leptoquarks’) Massen auf der Unifizierungsskala erhalten.

Im weiteren wollen wir nur noch den Sektor der leichten Felder betrachten. Dieser stimmt
mit dem Standardmodell {iberein. Wir iibernehmen die im Standardmodell iibliche Nota-
tion:

Bezeichne G, die SU(3)-Komponente des Eichfeldes (das Gluonen-Feld) und G, den
zugehorige Feldstéirketensor. Da die As-Unteralgebra su(3) in der A4-Algebra su(5) den
Index 1 hat (vgl. Abschnitt 5.3), gilt

5 v 5 v 5 v 1 v
G G, = oG Gty = St(GuG) = £ t8(GuG™) (69
mit
2 3
gs~ = Sg“ ) (6.7)

Wir betonen, daf§ jetzt die Spur in der adjungierten Darstellung von A, genommen wird.
Die SU(2)-Komponente des Eichfeldes bezeichnen wir mit W, und deren Feldstérke mit
W, Die betrachtete A;-Unteralgebra su(2) in A4 hat ebenfalls den Index 1, so daf§ der
Lagrangian der SU(2)-Komponente zu

5 174 5 v 17 1 v
@<WuwW“ YA, = m(WuwW“ )a, = 24gu2tr(WWW“ ) = 8_ggtr(WlU’Wu ) (6.8)
umgeschrieben werden kann. Hierbei ist die Konstante g durch
2
g2 - gqu (69)

definiert, und die Spur muf} in der adjungierten Darstellung von A; genommen werden.
Mit B, bzw. B, schliellich bezeichnen wir die U(1)-Komponente bzw. deren Feldstérke-
tensor. Infinitesimaler Generator Y dieser Untergruppe ist die halbe schwache Hyperla-
dung des Weinberg-Salam-Modells. Die Eigenwerte von Y in der adjungierten Darstellung
kann man aus (6.5) ablesen. Es ergibt sich

25 25 5
0, Y) = (YY) = 212 =2, d. b (VY) = 2. (6.10)

Der Lagrangian des B-Feldes ist folglich

5 . 55 ) 1 )
m@YBW,,ZYB’u > = —WEBW,BH = —WB/WB“ (611)

mit 6
g% = —g.2. (6.12)
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Damit erhélt man aus dem unifizierten SU(5)-Modell den folgenden Lagrangian fiir den
bosonischen Sektor des Standardmodells:

8g%tr(GWG’“’) + #tr(WwWW) LB, B" —

T

— (0,6 + Wb + £B,0)" (946 + Wro + 1Br¢) — 2 ((676) — v0)” . (6.13)
Die Verhéltnisse der Kopplungskonstanten

9> 3 g% _3

73 75 (6.14)
sind durch die urspriingliche SU(5)-Symmetrie fixiert.
Fiir die zweite Stufe der spontanen Symmetriebrechung ist das Higgs-Feld ¢ verantwort-
lich. Dieses hat einen von Null verschiedenen Vakuum-Erwartungswert, der die SU(2) x
U(1)-Symmetrie zu U(1)e, bricht. Dieser ProzeB kann folgendermafien beschrieben wer-
den: Durch die Verzweigungsregel

Do

— 1(5) +1(—5) (6.15)
der definierenden Darstellung 2 von SU(2) und die korrespondierende Verzweigungsregel
3 — 1(1) +1(0) + 1(—1) (6.16)

der adjungierten Darstellung 3 wird eine U(1)-Untergruppe von SU(2) identifiziert. Sei
T3 ihr infinitesimaler Generator. Aus (6.16) lesen wir

ab. Wir definieren den Operator der elektrischen Ladung () durch
Q=T;+Y. (6.18)

Wir erinnern uns, daf8 das Higgs-Feld ¢ seine Werte in der Darstellung 2(3) von SU(2) x
U(1) nimmt. Seine Komponenten in den Darstellungen 1(3) bzw. 1(—3) (vgl. (6.15))
nennen wir ¢; bzw. @o. Es ist leicht zu sehen, dal die Komponente ¢, zum Eigenwert
1 von @ gehort und py zum Eigenwert 0. ¢ ist also ein neutrales Feld. Es kann einen
von Null verschiedenen Vakuum-Erwartungswert besitzen, ohne die Ladungserhaltung zu
verletzen.

Als néchstes bezeichnen wir die Komponente des Feldes W, in der Darstellung 1(0)
(vgl. (6.16)) mit W?. Es ist klar, dal von den Eichfeldern des Standardmodells nur G/,
B, und Wj neutral sind. Von diesen sind wiederum nur B, und Wj’ an o gekoppelt
und konnen damit in der zweiten Stufe der spontanen Symmetriebrechung eine Masse
erhalten. Wir gehen zur physikalischen Normierung iiber, indem wir die Felder gemé&f
Wl‘j’ — ng’, B,, — ¢'B,, reskalieren und schreiben den Wechselwirkungsterm der res-
kalierten Felder mit ¢y auf:

. + . )
(3 7 1
Eg/Bu)SOQ) (—59W3“ + —g’B“) ©s. (6.19)

_ s
(( 59V + 5
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Wir sehen: Besitzt ¢ einen Vakuum-Erwartungswert # 0, dann entstehen Masseterme
tir B, Wi’ und ein gemischter Term. Um die Wechselwirkung zu diagonalisieren, fithren
wir eine orthogonale Transformation

B, = cosOwA, —sinbyZ,
W7 = sinfwA, + cosbyZ, (6.20)

durch — diese 1a8t die freien Terme des Lagrangians invariant — und wéhlen 6y, (den
"Weinberg-Winkel’) so, da das Feld A, nach dem Einsetzen von (6.20) in (6.19) ver-
schwindet. Damit ergibt sich fiir 6y die Gleichung

/

tan by = L. (6.21)
g
(6.14) liefert tan® 6y, = 3/5, d. h.
sin? Oy = g. (6.22)

Dieser Wert des Weinberg-Winkels im unifizierten SU (5)-Modell ist wohlbekannt.

Z,, ist das Feld der massiven neutralen Z-Bosonen, der Quanten der schwachen Wechsel-
wirkung, wihrend A, nach der Symmetriebrechung masselos bleibt und mit dem elektro-
magnetischen Feld identifiziert wird. Aus der Wechselwirkung zwischen A, und ¢; lesen
wir fiir die elektromagnetische Kopplungskonstante

/

99

ab. Damit lassen sich die Kopplungskonstanten des Modells auf folgende Weise durch die
Feinstrukturkonstante o ausdriicken:

e=gsinfy = (6.23)

g2
= =da, — ==« 6.24
47 ’ 3 (6:24)
mit der ’halbschwachen Kopplungskonstante’ g. Diese Verhéltnisse reflektieren die ur-
spriingliche Unifizierungs-Symmetrie und sind fiir die entsprechende Energieskala giiltig.

6.2 Das SU(5) x U(1)-Modell

In diesem Beispiel wollen wir das SU (5) x U(1)-Modell, welches in der Literatur unter dem
Namen flipped SU(5)-grand unified model’ bekannt ist, mit Hilfe der Methode der Di-
mensionsreduktion konstruieren. Wie wir im vorangegangenen Abschnitt gesehen haben,
besitzen unifizierte Modelle, wenn man sie 'von Hand’ baut, zu viele freie Parameter, was
natiirlich ihren Vorhersagewert einschrankt. Deshalb versucht man, Moglichkeiten zu fin-
den, die Anzahl der freien Parameter in solchen Modellen zu reduzieren. Eine Moglichkeit
besteht zum Beispiel darin, die Existenz zusétzlicher Raum-Zeit-Dimensionen zu postu-
lieren. Wenn wir annehmen, dafl unsere Raum-Zeit zusétzliche raumartige Dimensionen
besitzt, deren Ausdehnung mikroskopisch klein ist, dann kénnen wir verschiedenartige
Wechselwirkungen und Felder zu einer bzw. einem universellen vereinen. Enthélt die mul-
tidimensionale Theorie zum Beispiel nur Eichfelder, so wird die effektive vierdimensionale
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Theorie sowohl Eich- als auch Skalarfelder beinhalten, wobei letztere Selbstwechselwir-
kungsterme in vierter Potenz besitzen und nicht selten zu spontaner Symmetriebrechung
AnlaB geben. Den Ubergang von der multidimensionalen zur vierdimensionalen Theorie
bewiltigt man in diesem Fall dadurch, dal man an erstere eine zusétzliche (raum-zeitliche)
Symmetriebedingung stellt.

In Eichtheorien mit Raum-Zeit-Symmetrien betrachtet man die Klasse der 'symmetrischen
Eichfelder’, d. h. derjenigen Eichfelder, die bis auf Eichtransformationen invariant unter
der gegebenen Raum-Zeit-Symmetrie sind. Es zeigt sich, daf§ der K-symmetrische Teil
einer Eichtheorie auf dem multidimensionalen Universum E = M x K /H auf konsistente
Weise zu einer Eichtheorie auf der physikalischen Raum-Zeit M reduziert werden kann.
Das entsprechende Verfahren ist unter dem Namen 'Dimensionsreduktion symmetrischer
Eichfelder’ oder 'coset space dimensional reduction’ (CSDR) bekannt (vgl. [2], [3], [6] und
Referenzen darin). Da solche reduzierten Theorien nur wenige freie Parameter enthalten,
ist es sinnvoll, zu versuchen, mit dieser Methode realistische Modelle zu konstruieren, ins-
besondere solche der groflen Unifizierung. In dieser Richtung wurden zahlreiche Versuche
unternommen [8], [9], [10]. Dabei zeigte sich, dafl es zwar recht einfach ist, die richtigen
Higgs-Multipletts zu bekommen, aber sehr schwer, Higgs-Potentiale zu erhalten, die zur
korrekten Symmetriebrechung fithren und eine Massenhierarchie erlauben. Hier présen-
tieren wir eine Losung dieses Problems, indem wir ein realistisches unifiziertes Modell mit
der Eichgruppe SU(5) x U(1) konstruieren. Zuerst wollen wir aber kurz die Methode der
Dimensionsreduktion erlédutern.

Dimensionsreduktion und Modellbildung

Wir betrachten eine reine Eichtheorie mit kompakter Strukturgruppe G auf einem multi-
dimensionalen Universum FE. Auf E wirke die kompakte Lie-Gruppe K

0: KxEw— FE, (6.25)

und zwar so, daf} jeder Punkt den Stabilisator H hat. Sei M der Orbitraum dieser Wir-
kung. £ hat dann die kanonische Form

E=MxK/H (6.26)

mit der natiirlichen linken K-Wirkung auf K/H. Wir wollen £ und K so wihlen, daf§
M gerade die vierdimensionale Raum-Zeit ergibt. Sei E mit einer pseudo-Riemannschen
Metrik

g=n®~vy, sign(g) =(—,+,...,+) (6.27)
(n eine Metrik auf M, v eine K-invariante Metrik auf K /H) versehen. Es gilt

0rg=g. (6.28)

Fiir Raume der Form (6.26) ist es leicht, alle Hauptfaserbiindel P(E, G) iiber E mit Struk-
turgruppe G zu bestimmen, in denen die K-Wirkung (6.25) auf £ zu Automorphismen
des Biindels P geliftet werden kann. Solche Biindel stehen in 1:1-Korrespondenz [4] zu
Paaren (), P), wobei

AN H G (6.29)
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ein Morphismus von Lie-Gruppen und Pein Hauptfaserbiindel iiber M mit der reduzierten
Strukturgruppe C' := C(A(H)) (Zentralisator von A(H) in G) ist. Den natiirlichen Lift
von (6.25) in ein solches Biindel bezeichnen wir mit

c:KxPw— P. (6.30)
Ein K-invariantes Eichfeld ist eine Zusammenhangsform w auf P, die
orw=w (6.31)

erfiillt.

Seien &, K bzw. $) die Lie-Algebren von G, K bzw. H. Fixiert man ein invariantes Ska-
larprodukt auf der kompakten Lie-Algebra &, dann erfiillt das orthogonale Komplement
M := HT die Bedingung [$, W] € 9, d. h. die Zerlegung

R=HaoMm (6.32)

ist reduktiv. Man kann zeigen [5], daB sich die K-invarianten Zusammenhangsformen auf
P in 1:1-Korrespondenz zu Paaren (w, ¢) befinden, wobei @ eine Zusammenhangsform auf
P und ¢ eine Abbildung
Pp:P—IM R (6.33)
ist, die fiir alle h € H
AdA(h) - o(p) = ¢(p) - Ad h (6.34)

erfiilllt. (Ad A(+) bedeutet die Einschrankung AdG | A(H) und Ad(-) die Einschrankung
Ad K |y (991). Die infinitesimale Version dieser Gleichung lautet

ad7(h) - ¢(p) = ¢(p) -ad h (6.35)

(h € 9, 7: % — & die Tangentialabbildung an A im Einselement der Gruppe). Aufgrund
der K-Invarianz induziert die reine Yang-Mills-Wirkung auf P die folgende Wirkung auf
P 5]

S = %/P (<<Q, M)y + %<<D¢, D)) + v<¢)) dvp . (6.36)

Dabei ist ) die Kriimmung von @, D¢ = d¢ + [w, ¢| die kovariante Ableitung beziiglich
w und
V(o) = ((B(9), B(0)3) (6.37)
mit ]
B) =5 (g0l —dol, ]I M—710l,]]9H) (6.38)
das Skalarfeldpotential. Die Symbole ((-,-))u) bezeichnen die Skalarprodukte auf den

Réumen der horizontalen Formen auf P mit Werten in A\*T*M ® &, T*M @ & bzw.
&. Ist (ey) eine beziiglich v orthonormale Basis in 991, so gilt

VI(g) == (Fu, Fu), (6.39)

k.l

mit

Fy = [¢(€k),¢(€l)] —¢ ([ek,el] ! S’ﬁ) -7 ([ek,ez] ! 53) (6-40)
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und einer invarianten Bilinearform (-,-) auf &. Formal ist das Potential V' von vierter
Ordnung in ¢. Es muf} aber der Nebenbedingung (6.35) geniigen. Diese mufl man 1ésen,
wenn man V' explizit berechnen will. Gruppentheoretisch betrachtet besagt sie, dafl ¢ ein
Verflechtungsoperator der Darstellungen AdG | AM(H) und AdK |z (9%) = Ad(H)I
ist. Aus technischen Griinden ist es giinstiger, die beteiligten Lie-Algebren zu komplexifi-
zieren. Eine allgemeine Methode zur Losung der Zwangsbedingungen auf der Grundlage
dieser Technik (samt einer relativ umfassenden gruppentheoretischen Analyse der mogli-
chen Fille) wurde in [6] diskutiert. Wie sich zeigt, ist das Potential V' in vielen Fillen
Higgs-artig und fiihrt zu spontaner Symmetriebrechung in der reduzierten Theorie. Die-
se Tatsache wurde in vielen Arbeiten benutzt, um realistische Modelle zu konstruieren;
eine ausfiihrliche Liste von Referenzen dazu findet man in [6]. Die grofite Beachtung
fanden dabei das Weinberg-Salam-Modell und Modelle der grofien Unifizierung. Letztere
sind besonders interessant fiir die gegenwértige Physik, da sie nur wenige freie Parameter
enthalten (die urspriingliche Kopplungskonstante und einige wenige Parameter rein geo-
metrischen Ursprungs). Im Energiebereich der Beschleuniger der neuen Generation konnte
man aus ihnen interessante Vorhersagen ableiten. Beachtenswerte Versuche, solche Mo-
delle zu konstruieren, wurden z. B. in [8], [9], [10] unternommen (dort findet man auch
weitere Referenzen). Bis jetzt hat man aber noch keine phdnomenologisch befriedigende
Losung gefunden, da es auflerordentlich schwer ist, die multidimensionale Theorie so zu
wéhlen, dafl die richtigen Higgs-Potentiale herauskommen.

Nehmen wir zum Beispiel die Konstruktion des iiblichen unifizierten SU(5)-Modells, wel-
che in [8] diskutiert worden ist. Beschréankt man sich auf reguldre Unteralgebren, dann
kann diese Theorie nur aus einer multidimensionalen Eichtheorie mit der Eichgruppe FEg
gewonnen werden. Es zeigt sich aber, dal das Potential der reduzierten Theorie keinen
Term vierter Ordnung fiir das Higgs-Feld in der adjungierten Darstellung von SU(5)
enthélt. Im vorangegangenen Abschnitt haben wir aber gesehen, daf} ein solcher Term fiir
die richtige Symmetriebrechung gleichwohl notwendig ist. Dieses Problem tritt bei Mo-
dellen, bei denen das schwere Higgsfeld in der adjungierten Darstellung der Eichgruppe
vorliegt, immer auf. Um es zu umgehen, wurde in [10] ein zusédtzlicher Symmetriebre-
chungsmechanismus (basierend auf Wilson loops) vorgeschlagen. Uns scheint jedoch, dafl
man sich damit zu weit von der urspriinglichen Idee entfernt.

Stattdessen wollen wir das SU(5) x U(1)-Modell, ein unifiziertes Modell, dessen schweres
Higgs-Feld nicht in der adjungierten Darstellung auftritt, im Rahmen des urspriinglichen
CSDR-Schemas konstruieren. Dieses Modell wird in der physikalischen Literatur haufig
diskutiert; man nimmt an, dafl es mit den vorhandenen experimentellen Daten besser
kompatibel ist als das SU(5)-Modell, da es keinen Protonenzerfall vorhersagt. Durch die
Postulierung einer zusétzlichen Zo-Symmetrie gelang es uns, den bosonischen Sektor des
Modells mit den richtigen Multipletts und Selbstwechselwirkungs-Termen zu konstruieren.
Das entsprechende Higgs-Potential fiithrt tatséichlich zur korrekten Symmetriebrechung
und kann die Massenhierarchie erklaren.

Beim SU(5) x U(1)-Modell liegt das schwere Higgs-Feld, welches die unifizierte Symmetrie
bricht, in der Darstellung 10(—1) vor und das leichte, welches die elektroschwache Sym-
metrie bricht, in der Darstellung 5(2). Wir fanden drei Moglichkeiten, diese Multipletts
mittels Dimensionsreduktion zu konstruieren:

1. G=FEs, K/H=S0(5)/SU2)xU(l), dimK/H=6
2. G=FE. K/H=80()/SU@B)xU®1), dimK/H=12
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3. G=1Fs, K/H=50(9)/SU4)xU(1),  dimK/H = 20.

Wie sich zeigt, ist der zweite Fall der interessanteste. Um das entsprechende Modell ex-
plizit zu konstruieren, miissen wir den Verflechtungsoperator ¢ finden, in die reduzierte
Wirkung (6.36) einsetzen und den kinetischen Term und das Potential ausrechnen. Die
betreffenden Rechnungen sind ziemlich kompliziert; man benétigt Basen von KR und &,
die an die Zerlegung der Darstellungen ad($)9% and Ad® | 7($)) in irreduzible Kom-
ponenten angepafit sind. Unter Verwendung der Resultate des Kapitels 5 kann man eine
spezielle Technik entwickeln, mit deren Hilfe sich die Rechnungen wesentlich vereinfachen
lassen. Diese wollen wir im néchsten Abschnitt besprechen.

Konstruktion von angepafiten Basen

Wie wir im Abschnitt 5.2 gesehen hatten, ist eine halbeinfache Unteralgebra von su(n)
durch die Einschrinkung der fundamentalen Darstellung bis auf lineare Aquivalenz ein-
deutig bestimmt. Fiir die klassischen Lie-Algebren kann man die fundamentale Darstel-
lung (1,0, ...) als definierende Darstellung nehmen. Weiterhin hatten wir festgestellt, dafl
die adjungierten Darstellungen der klassischen Lie-Algebren auf folgende Weise durch
fundamentale Darstellungen ausgedriickt werden kénnen:

adsl(n) = n*®n
adso(n) = nAn
adsp(n) = (2n) © (20) (6.41)

(é) bezeichnet das symmetrisierte Tensorprodukt; siche S. 77).
Damit kénnen wir aus der Zerlegung der definierenden Darstellung die entsprechende
Zerlegung der adjungierten Darstellung und die zugehorige Einbettung explizit ermitteln.
Die Formeln (6.41) besagen, dafi die den Lie-Algebren sl(n), so(n) und sp(n) unterliegen-
den Vektorrdume als Tensorprodukte der Darstellungsrdume R, von n und R, von n*
ausgedriickt werden konnen!. Man kann diese Tensorprodukte so mit einer Lie-Klammer
versehen, daf§ sie zur betreffenden Lie-Algebra isomorph sind. Auf diese Weise erhélt man
eine Tensorprodukt-Darstellung der klassischen Lie-Algebren. Indem man den Darstel-
lungsraum der Einschriankung der definierenden Darstellung auf die betrachtete Unteral-
gebra in irreduzible Komponenten zerlegt, erhélt man explizit die zugehorige Einbettung
der Unteralgebra. Wir werden uns weiter unten Beispiele dieser Technik anschauen. Zu-
erst wollen wir jedoch etwas genauer auf die Realisierung der klassischen Lie-Algebren als
Tensorprodukte eingehen.
Beginnen wir mit sl(n). Fiir u € R,,, v* € R~ setzen wir (v*,u) := v*(u). Diese 'Paarung’
(+,-) : Ry X Ry» — C induziert eine natiirliche Bilinearform auf dem Tensorprodukt
R; ® R,, durch

(W @u,w @)= (u,z)(w",v). (6.42)

Wir definieren ein Lie-Produkt durch

W @uw @z =W, v)u @r— (u,r)w v (6.43)

!Der Darstellungsraum R« der dualen Darstellung n* ist nach Definition der Dualraum von R,,.
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(man priife, daf die Jacobi-Identitét erfiillt ist) und verifizieren, dafi R; ® R, mit diesem
Produkt isomorph zur gl(n) ist. Wéhlen wir eine Basis {e,} in R,, und bezeichnen mit
{e*} die duale Basis in R;, dann ist {e* ® e;} eine Basis in R}, ® R,. Unter Verwendung

der Bezeichnung D = >""_, e* ® e, definieren wir

D
R =t ®e, — — 0. (6.44)
n

a

Diese Generatoren erfiillen ) h% = 0, sind orthogonal zu D und erzeugen daher die
Lie-Algebra sl(n). Ihre Vertauschungsrelationen folgen direkt aus (6.43):

(g ] = 0 e — 0¢ hig s (6.45)
ihre Normierung ist durch
1
(g, he) = dq 0¢ — — 0¢ 0, (6.46)
n

gegeben. Man priift nach, dafi die Elemente h? — h? (keine Summation) eine Cartan-
Unteralgebra von sl(n) aufspannen, beziiglich der die Elemente h{ fiir a # b Wurzelvek-
toren sind und (-,-) die kanonisch normierte ISBLF ist.

Bei den orthogonalen und symplektischen Lie-Algebren gehen wir analog vor. Im Fall der
Lie-Algebra so(n) ist die definierende Darstellung n selbstdual (d. h. n* = n) und der
Raum R, besitzt eine symmetrische Bilinearform (-, -). Ist {e,} eine Basis in R,,, dann ist
{ea N ey} (a < D) eine Basis in R, A R, = so(n) mit den Vertauschungsrelationen

1
[ea A ep,ec Negl = 5((61), ec)eq Neq— (ea,€c)ep Neg+
+(ep, eq) €c N eqg — (€q,€q) €c N eyp) . (6.47)

Ist die Basis {e,} orthonormal, so erhélt man die iiblichen Relationen der so(n). Im Prinzip
kann sie aber beliebig gewédhlt werden, was bei der Untersuchung von Unteralgebren von
Nutzen ist. Die Basis {e, A e,} ist folgendermafien normiert:

(€q N €p,ec N eg) = ;l((eb, ec) (ea,€a) — (€asec) (€, €q)) - (6.48)
(-,-) ist die kanonisch normierte ISBLF auf so(n). Durch geeignete Wahl der Basis {e,}
kann man erreichen, daff die Basis {e, A ¢,} aus Cartan-Elementen und Wurzelvektoren
besteht.
Bei sp(n) ist die definierende Darstellung 2n ebenfalls selbstdual und der Darstellungs-
raum Ry, besitzt eine antisymmetrische Bilinearform (-, -). Eine Basis {e,} in Ry, indu-

S S
ziert eine Basis {e, ® e,} in Ry, ® Ry, mit den Vertauschungsrelationen

s s 1 s s
[ea ® €p, €c 0%y 6d] - 5((6b7 ec) €q ® eq + (ea; ec) ey ® eq+
+(ep, €q) €q ® €.+ (€q,€q) €5 D €c) (6.49)

und der Normierung

@é%&éw>:%wwm%%ﬂwwg@%» (6.50)
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Wie bei so(n) kann man die Basis {e,} so wéhlen, dafi die Basis {e, ® ey} aus Cartan-
Elementen und Wurzelvektoren besteht.
Die hier diskutierten Darstellungen sind natiirlich dquivalent zu den gewohnlichen Matrix-
Darstellungen. Sie sind nur sehr viel besser fiir die Behandlung von Unteralgebren geeig-
net, da letztere durch Zerlegungen der fundamentalen Darstellungen, die in die Tensor-
produkte eingehen, gegeben sind.
Wir wollen diese Technik an zwei Beispielen veranschaulichen, die wir im néchsten Ab-
schnitt fiir die Konstruktion eines Modells mit der Strukturgruppe SU(5) x U(1) bendti-
gen werden. Dort wollen wir SO(7)/(SU(3) x U(1)) als Faktorraum K /H nehmen. Nach
den Ausfithrungen im Abschnitt 6.2 benétigen wir dazu erstens eine Einbettung von
SU(3) x U(1) in SO(7) und zweitens eine Einbettung von SU(3) x U(1) in Er, die so
beschaffen ist, dafl ihr Zentralisator in E; gerade SU(5) x U(1) ist.
1. Durch die folgende Verzweigungsregel fixieren wir eine Einbettung von su(3) @ u(1) in
so(7):

7—3(-1) @ 1(0)®37(1). (6.51)

Sei {e;,} eine an diese Zerlegung angepafite Basis in R; mit

{em} - {ea7607eb7}7 aab: 17273
(€q,€%) = &0, (€p,e0) = 1. (6.52)

Diese induziert eine an die Zerlegung angepafite Basis in so(7):

he =2(e" Neq — 565 Nep), h=2e, Ae"
Qo = 2ey A e, Q" = 2e* N eg
P, = —egpe€” Nec, Pt = ¢%ep A e, (6.53)

Aus (6.48) und (6.52) ergeben sich die Normierungsbedingungen

(h,hYy =3,  (ht,hd) = §isb — Lebgd

a’'’c 37a"c

<Qaa Qb> = 527 <Pa7 Pb> = 53 (654)

Alle anderen Produkte verschwinden. Unter Benutzung von (6.47) und (6.53) erhalten wir
die Vertauschungsrelationen der angepaflten Basis

(b, hi] = o3 hl — o2 hq
[hv Qa] = th [h7 Qa] - _Qa
[h, P = —2P,, [h, P*] = 2P
7, Qe] = =02 Qu + 500 Qe 7y, Q) = 05 Q" — 30, Q°
W2, P =—8P,+ L P, [nb, P =oc P — Lgb pe
[Qaa Qb] = —€abe PC> [Qa’ Qb] = Eabc Pc
[Qaa Pb] = —€abc QC; [Qa’ Pb] = eabc Qc
[Q, Qy) = h§ — 16 h, [P, P, = hy + 255 h (6.55)

(alle anderen Kommutatoren verschwinden).
2. Nun wollen wir SU(3) xU(1) so in E; einbetten, dafl der Zentralisator dieser Untergrup-
pe gerade SU(5) x U(1) ist. Leider sind die adjungierten Darstellungen der exzeptionellen



104 KAPITEL 6. ANWENDUNGEN IN EICHFELDTHEORIEN

Lie-Algebren entweder selbst definierend oder sie lassen sich nicht auf einfache Weise durch
definierende ausdriicken. Aus diesem Grunde haben wir keine Tensorprodukt-Darstellung
der Art, wie wir sie oben fiir die klassischen Lie-Algebren diskutiert haben. Im vorlie-
genden Fall konnen wir jedoch su(3) @ u(1) in die regulidre Unteralgebra su(3) & su(6)
von ey einbetten. Wir miissen dann die Standardeinbettung von su(3) & su(6) in e; neh-
men und su(6) beziiglich einer reguldren Einbettung von su(5) @ u(1) weiter zerlegen.
Auf diese Weise erhalten wir die Einbettung von su(3) @ u(1) in e; mit dem geforderten
Zentralisator.

Die Standardzerlegung von ade; |su(3) & su(6) ist [11]

ader |su(3) @ su(6) = (8,1) & (3,15") ® (3", 15) & (1,35).

Mit Hilfe der beschriebenen Tensorprodukt-Technik kann man Basen in su(3) und su(6)
(identifiziert mit den Darstellungsrdumen der adjungierten Darstellungen 8 bzw. 35) auf-
schreiben. Unter Beachtung von 15 = 6 A 6 kann man eine Basis in 15 aus einer Basis in
6 aufbauen. Bezeichnen wir die Basis von 3 von su(3) mit {e*}, (e, €’) =62, a,b=1,2,3
und diejenige von 6 von su(6) mit {e;}, (e;,e*) = 8%, i,k =0,1,...,5, so erhalten wir eine
Darstellung fiir die Generatoren von e;. Analog zu (6.44) werden die kanonisch normierten
Basen in 8 = su(3) bzw. 35 = su(6) mit H a,b = 1,2,3 bzw. H;, i,k = 0,1,...,5 be-
zeichnet. Sie geniigen den Vertauschungsrelationen (6.46). Die Basis im Darstellungsraum
von (3,15%) ist durch

Pﬁf = e X e; N eg (656)

gegeben. Die duale Basis im Darstellungsraum von (3*,15) ist dann
P*—¢, @e NeP. (6.57)
Mit der Abkiirzung 64" = §L67 — 6oL gilt
(Ph, By = 6 0 (6.58)
Fiir diese Generatoren ergeben sich folgende Vertauschungsrelationen:
[H, Pg) = 05 P, — 30b PS,,  [HY, Pi*) = —ob Pik + 168 Pt
[H}, P,| = =0, P, — o, P + 307 Py,
[HE, PIM] = P+ 57 Bl — Lot Pl
[P, B = Hy o — op (O{H* — 07 Hy, + 67 HY — 6, H™)

b b ik pl 1 ikl
(P, Pl = 56 Citimmp PP, [P, P = —5€apee’ Rk s (6.59)

1
2

Als néchstes betten wir su(5) @ u(1) in su(6) C e; entsprechend der Verzweigungsregel

6— 5 (%) o1 (—g) (6.60)

ein. Diese ist so gewihlt, dafl der Zentralisator von u(1) in su(6) gerade su(5) @ u(1) ist.
Die gesuchte Zerlegung von ade; ist demnach

ader | su(3) @ su(b) ®@u(l) = (8,1)(0)®
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Der Verzweigungsregel (6.60) entspricht die Zerlegung der Basis {e;} in {eg,e,}.,p =
L,...,5und {CL, E,,E°,H}, p,q,7,5 =1,...,5, wobei wir die Bezeichnungen
H=-3H), C1=HI—L15H

p 157p

E,=H°  E°*=H; (6.62)

eingefiihrt haben. Lateinische Indizes laufen von jetzt ab von 1 bis 5. Analog zerlegen sich
die Generatoren { P4, PI™} in {P2, P¢,Q%, Q7*} mit den Bezeichnungen

8?7

Pi=Fy, P =PR
pe P= P (6.63)

a __
rs T rs)
Damit haben wir einen Satz von Generatoren {H, H,C4, E,, E*, P*, P§, Q¢ Q}*}, der an

die Zerlegung (6.61) angepaft ist. Er geniigt den Normierungsbedingungen
<H7 H> =2 <H37 Hg> = 63510) — 3000¢

2 3%"%

(CF,C") = o726 — 20F6",  (Ei, B*) = 6F
<Pia7 Pbk> 61?557 < ?k? Qém> — 5?(55? , (664)

und den Vertauschungsrelationen

[H, E;]| = —3E; [H, E’] = 3F°
[H>Pia] :2]3;1’ [H,P;] :_2P¢§
[H7 sz] = Zk) [Hv Q;lk] - = gk
[Hab7 ch] = 62 ‘Pib - %52 Pica [Hgv Pé] = _52) P(z + %52 F)cZ
[HS, fk] = (55 fk - %53 ks [H3> Qik] = _52 sz + %53 sz
[CF, P = —0f Pf + 307 Y, [CF, Pl] =6, Py — 307 P,
(CF, Q) = =07 Q4 — 05, Qi + 36F Qf.,
[CF, Q"] = 6, Q™ + 07 QUf — 20 QU
(Cf, B = —6f i, [CF,E') =0} B
[Ek7El] = %5lk H? [Ekaptﬂ = ];l7 [Ekapla] = _Qil
[E*, Q] = =0y Pe + 6y, P, [Ey, Q"] = 6, P — 07" P
[Pf, PY) = Hy 0f — 63CF + {50k op H

157

1P Q) = A aam QI (P Q) = e ™G,
Q> Q) = €™ €igtmn P [QiF, Q"] = —e€apee™™ P,
Q. Q4] = Hy 03 — 0305 H — 03 (31C — 07" Cy + 07 C = 0,C1)
Q5. Py = 05 (01 By, — 0, B), Q4" P/ = —6,({E* — 6 E). (6.65)

Die Kommutatoren der H? und CF untereinander sind natiirlich von der Form (6.47). Alle
anderen Kommutatoren verschwinden.

Das SU(5) x U(1)-Modell

Unter Verwendung der angepafiten Basen in so(7) und e; definieren wir nun den Morphis-
mus 7 (vgl. (6.35)) durch
7(h) = H, T(hy) = Hy' . (6.66)
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Man kann leicht nachpriifen, dafl der Verflechtungsoperator ¢, der diesem Morphismus
entspricht, nichttrivial ist. Durch die Relationen

Iik(Qa) = zka [zk(Qa) = ?k
I'(R,) = P!, (P = P} (6.67)

7

definieren wir eine Basis im Raum der Verflechtungsoperatoren. ¢ kann dann in der Form
. 1 .
¢ =¢'(x)]; + iﬁm(x)[ik + c.c., (6.68)

mit beliebigen skalaren Feldern ¢‘(z) und 3% (z) = — 3" () geschrieben werden.

Um das Potential V' (6.39) explizit ausrechnen zu kénnen, benoétigen wir eine SO(7)-
invariante Metrik auf SO(7)/(SU(3) x U(1)). Eine solche Metrik besitzt zwei freie Pa-
rameter: M bezeichne den zum Unterraum 99T, der Darstellung 3*(1) & 3(—1) in 90t
korrespondierenden Parameter; Mk sei derjenige, der zum Unterraum )15 der Darstel-
lung 3(2) + 3*(—2) in 9T gehort. Wihrend M die Dimension einer Masse hat, ist &
dimensionslos. Damit ist die invariante Metrik im Punkt [1] von SO(7)/(SU(3) x U(1))

durch
1

M2
(a;, b; € M;) gegeben. Die Generatoren

(@) = ———((ay, by) + %@, ba)) (6.69)

{MQ., MQ®, MKP,, MrP"} (6.70)

bilden eine beziiglich v orthonormale Basis von 9%.
Setzen wir den Operator ¢ aus (6.68) und diese Basis in Gleichung (6.39) ein, kénnen wir
das Potential V' explizit ausrechnen. Wir erhalten

V o= 36M*p%)? — 6M* 3" — 12M*(3 — 2k%) 5% +
+24M K (9?)? — 12M* (4k* — 1)@* + 24M* K2 3% ¢* —
—12M*K*(B0)? — 6M*(1 + 2k*)Reg(B x B) + 3M*(7+ 12x*)  (6.71)

mit den Bezeichnungen

62 = %ﬁlkﬁmv tl"64 = ﬁprﬁqsﬁpqﬂrsa ¢2 = ¢n¢na
O(B % B) = BitBimPne™™™, (89)* = B oo’ . (6.72)

Dieses Potential ist das allgemeinste in dem Sinne, dafl es alle moglichen Invarianten bis
einschliefllich vierter Ordnung in ¢ und 3 enthélt. Eine Besonderheit stellt das Auftre-
ten des kubischen Terms ¢(8 x ) dar. Gewohnlich enthalten die Higgs-Potentiale der
unifizierten Modelle nur gerade Potenzen des Higgs-Feldes, da man gemeinhin fordert,
dafl das Potential invariant unter einem Vorzeichenwechsel des Higgs-Feldes ¢ ist [1].
Auch wir stellen diese Forderung und postulieren ad hoc eine zusétzliche Z,-Symmetrie
der reduzierten Theorie. Bisher ist es uns noch nicht gelungen, diese Symmetrie durch
einen geometrischen Mechanismus auf dem Niveau der multidimensionalen Theorie zu
implementieren.
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Unterliegt V' dieser zusétzlichen Symmetrie, so verschwindet der Term ¢(5 x () in (6.71)
und es ergibt sich das kanonische Higgs-Potential

Vo= 36M*p%)? — 6M*rB* — 12M*(3 — 2k%) 5% +
+24M* K (9?)? — 12M* (4K* — 1)@ + 24M* K232 ¢* —
—12M*K*(B9)? + 3M™* (7 + 12k%). (6.73)

Wir erwdhnen, dafl die Potentiale fiir die anderen eingangs erwéhnten Strukturgruppen
Eg und Eg von dem hier erhaltenen hinsichtlich verschiedener Aspekte abweichen. Erstens
haben sie andere Faktoren vor den Invarianten, zweitens fehlt im Falle der Strukturgruppe
Eg der Term mit tr3* und im Falle der Strukturgruppe Fg der Term mit (3¢)?. Diese
Terme sind aber beide von Bedeutung fiir die Symmetriebrechung.

Um die Extrema des Potentials zu berechnen, wihlen wir eine geeignete Eichung:

B2 =—p" =a, (3 =-pB=5h (alle anderen Komponenten = 0),

=R P=r P=a ¢P=0¢*=0, a,abr, RER (6.74)
In dieser Eichung haben die Invarianten die Werte

3 =a® + b7, trp* = 2(a* + b),
¢* = R* +1° + o, (B9)? = a*R* + b*r?. (6.75)

Setzen wir diese Werte in das Potential ein, erhalten wir eine Funktion von fiinf Variablen,
deren Extrema wir bestimmen miissen. Dabei sind wir an dem Extremum interessiert, fiir
das

a=b=r=0 a*#0, R*#0 (6.76)

gilt, denn es liefert die Gruppe SU(3) x U(1) als Stabilisator-Untergruppe des Higgs-
Vakuums. Es gibt zwei Methoden, die Extrema aufzufinden: eine vereinfachte, die dem
physikalischen Bild der zwei Stufen der Symmetriebrechung entspricht, und eine strenge.
Die vereinfachte Vorschrift ist die folgende: Zuerst vernachléssigt man das leichte Higgs-
Feld ¢ und sucht die Extrema des Potentials des schweren Higgs-Feldes 3. Dann sucht
man die Extrema des Potentials des Feldes ¢ mit # im Higgs-Vakuum. Dieses Verfahren
liefert fiir % <K< % das absolute Minimum des Potentials (6.73) mit der erforderlichen
Stabilisator-Untergruppe des Vakuums, wiahrend es in den Féllen der Strukturgruppen
FEs und Eg zeigt, dafl keine Minima mit dieser Untergruppe existieren. Das liegt daran,
daB dort, wie erwéhnt, wichtige Terme im Potential fehlen.

Eine strenge Analyse ergibt genauere Resultate. Sie zeigt, dal das Extremum mit SU(3) x
U(1) als Stabilisator-Untergruppe des Higgs-Vakuums fiir

1++v33 5 o+ V12
— <K —
12 6
das absolute Minimum des Potentials (6.73) ist.
Um die so erhaltene Theorie besser beurteilen und mit der per Hand aufgeschriebenen
Standardtheorie vergleichen zu kénnen, miissen wir die reduzierte Wirkung (6.36) auf eine
kanonische Form bringen. Dazu spalten wir das SU(5) x U(1)-Eichfeld in nicht-Abelsche
und Abelsche Komponenten A, und A, auf, definieren die Kopplungskonstanten um:

(6.77)

(6.78)
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und reskalieren das Higgs-Feld geméfl

M M
VI B, "

(6.79)

u
Der reduzierte Lagrangian hat die Form

1
4g,*

1 v
L= @tI(FMVFM ) —

W E" = (DB D" — (Do)’ D" — V(B,6)  (6.80)
mit

(DuB)™* = 9,6" +iA,5" + AT (a)}, 8™

(Dup)" = 8.0" — 2iA,¢" + AN T (a); ¢! (6.81)
und den Generatoren T'(a)¥ sowie T'(a)f,a = 1,...,24 von SU(5) in den Darstellungen

10 (schweres Higgs-Feld) und 5 (leichtes nggs-Feld). Das Verhéltnis der Kopplungskon-
stanten ist

2
g 2
o —— .82
ga 75 (6.:82)
Das Potential hat die Form
2.
vV = 2 “ — M?*(3 2 u -
D ()7 — D — M2 (3 - 2ty 4 20 gy
Akt — 1 20,2 ’
Mt T - “’1—5<5¢>2+ (7+126%). (6.83)

Wir weisen darauf hin, dafl der bosonische Sektor des Modells, so wie er hier konstruiert
wurde, nur drei freie Parameter besitzt, die aus den experimentellen Daten bestimmt
werden miissen. Fiir die Massen der Higgs-Felder erhalten wir zum Beispiel folgende Werte:

1262 — 126* + 1

2 _ 2
mg = 16M s )
18k% — 3k% — 4
2 _ 2
my = 16M = . (6.84)
m2
Wir wollen diese Formeln unter Benutzung des Verhiltnisses der Massen p? = —5 um-
B

schreiben. Aufgrund von p? < 1 haben wir
o 1+\/§+5(\/§_1)u2.
12 18v/33
Setzen wir das in (6.84) ein, ergibt sich fiir die Massen
m% = 10M*(17 — V/33),
m? = 10M*(17 — V/33) i?

Wir sehen, dal das Modell an beliebig leichte Higgs-Massen angepafit werden kann und
fiir K2 ~ 1+‘ﬁ eine Massenhierarchie erlaubt. Dies ist fiir mit der Methode der Dimensi-
onsreduktlon konstruierte Modelle, wie erwéahnt, nicht selbstverstiandlich, da die Teilchen-
massen durch die Geometrie fixiert sind. Hatte das Polynom in dem Ausdruck fiir mi in
(6.84) keine reellen Wurzeln, gibe es keine Massenhierarchie.
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Nun wollen wir den Weinberg-Winkel und die Verhéltnisse der Kopplungskonstanten be-
rechnen. Dabei benutzen wir das physikalische Bild der Symmetriebrechung in zwei Stufen.
Die erste Stufe kann man folgendermafien beschreiben: Wie wir schon diskutiert hatten,
wird durch die Verzweigungsregeln (6.4) und (6.5) eine SU(3) x SU(2) x U (1)-Untergruppe
von SU(5) festgelegt. Die zugehorige Verzweigungsregel der Darstellung 10 = 5 A 5 ist
dann 5 .

10— (3%, 1)(=3) + (3.2)(g) + (L)1) (6.55)
Bezeichnen wir den Generator der urspriinglichen U(1)-Untergruppe mit Z und den von
U(1) ¢ SU(5) mit X, dann entspricht der Generator Y = 1(X + Z) gerade der Hilfte
der schwachen Hyperladung des Standardmodells. Es ist leicht einzusehen, dafl die Kom-
ponente 3y in der Darstellung (1,1)(1) (vgl. (6.85)) des Feldes § zum Eigenwert 0 von Y
gehort. Das Feld 3y kann also einen von Null verschiedenen Vakuum-Erwartungswert be-
sitzen, ohne daf} die Invarianz des Vakuums unter der zugehorigen U(1)-Gruppe verletzt
wird. Bezeichnet X, das von X erzeugte Eichfeld und reskalieren wir X,, — g, \/:%X u

und A), — gaAL, so erhélt die Wechselwirkung zwischen der Komponente 3, X, und A,

die Gestalt
6 f 6
((igu\/ 2—5XM — igaAL)ﬁo) (z’gu\/ %X“ — igaA/“> Bo - (6.86)

Hierbei beachte man tr(X X) = 25/3, vgl. (6.10). Analog zu (6.20) fiihren wir eine Drehung

X, = sin0 B, +costC,
A, = cos B, —sinfC), (6.87)

aus und fordern, da8 B, aus (6.86) verschwindet. Mit dem durch (6.82) gegebenen Verhélt-
nis g,/ g, ergibt sich
25 1

Ga
tanf = 244/ = = = 6.88
and ="/ % =3 (6.88)

Das Feld C), erhélt in dieser Stufe der Symmetriebrechung eine Masse auf der Skala der
groflen Unifizierung. Im folgenden lassen wir es daher aufler Betracht.

Fiir die zweite Stufe der Symmetriebrechung miissen wir wissen, wie B,, an ¢ koppelt.
Aus dem Wechselwirkungsterm

T
7 6 1 6
v Y o2 A
((qu 25Xu + QZgaAu)gb> <2gu 25X + 2ig, A > ) (6.89)

erhalten wir mit Hilfe der Formeln (6.87)

? 3
§gu¢g3u¢. (6.90)

Es ergibt sich ¢”?/g?> = 3/5, anstelle von ¢?/g> = 6/25 im SU(5)-Modell (6.12). In
Analogie zur Argumentation bei diesem Modell berechen wir fiir den Weinberg-Winkel
3

sin? Oy = = (6.91)
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und fiir die Kopplungskonstanten, ausgedriickt durch «,

o _ 9 ¢ _3

ar 107 4 5% (6.92)
Der Weinberg-Winkel im vorliegenden Modell ist nur wenig gréfler als der im gewdhnlichen
SU(5)-Modell (dort war sin®6,, = 2). Dieser Wert und die Verhéltnisse der Kopplungs-
konstanten sind im Sinne einer energieabhéngigen Kopplungskonstante ('running coupling
constant’) als asymptotische Werte fiir £ — 10 — 10'GeV zu betrachten.
Zum Abschlufl noch eine Bemerkung. Soweit uns bekannt ist, ist unser Modell das einzige
mittels Dimensionsreduktion konstruierte unifizierte Modell, das zur richtigen spontanen
Symmetriebrechung fiihrt und eine Massenhierarchie erlaubt. Leider zeigt sich, daf es
unmoglich ist, aus einer fermionischen Theorie mit Strukturgruppe E; im multidimensio-
nalen Universum F = M x SO(7)/(SU(3) x U(1)) mit Hilfe der gewohnlichen Dimen-
sionsreduktion chirale Fermionen zu erhalten [6]. Wir hoffen, daf die oben eingefiihrte
Z,-Symmetrie diese Situation dndern kann. Dieses Problem erfordert aber eine spezielle
Untersuchung.



Anhang

Tabelle 1: Einige klassische Lie-Algebren

Zerlegung in einfache

Lie-Algebra iiber | Dimension | Rang und auflosbare Tdeale kompakt 1 Klasse 2 N
gl(n,K) (n>2) | K n? n slin, K)o K nein — —
sl(n,K) (n>2) | K n?—1 n—1 einfach * nein Apn—q 2n
u(n) n>2) | R n? n su(n) @ iR nein — —
su(n) (22| R n?—1 n—1 einfach 4 ja A, 2n
so(n,K) m>3) | K | 2n(n—1) [%] > einfach 4 fiir n=3 Ay n—2

K=R 4: A A
aufler fiir 6 As
n=4,K=C: 5,7, Buos
SO(B?C) @80(37C) 8,10,...2 DL2L

sp(n, K) K | n(2n+1) n einfach 4 nein Cp 2(n+1)
sp(n) R | n(2n+1) n einfach 4 ja Cp 2(n+1)

Desweiteren gilt:

1. sp(1,K) = sl(2,K), sp(1) = su(2)

2. s0(3) = su(2), so0(3,C)==sl(2,C), s0(5,C)=sp(2,C)* s0(6,C)=sl(4,C) *

1Vgl. Satz 1.15

2Nur fiir die halbeinfachen Lie-Algebren; fiir diese vgl. Satz 3.6; bei den reellen halbeinfachen ist die Klasse der Kom-

plexifizierung angegeben

3Der Proportionalitétsfaktor in der Gleichung (A, B) = Atr(AB) (vgl. Lemma 1.13); in den Fillen, wo keiner angegeben

ist, sind Killing- und Spurform nicht proportional

4Vgl. Satz 3.6 und beachte, dafl jede reelle Form Lp einer einfachen komplexen Lie-Algebra £ wieder einfach ist.

5ganzzahliger Anteil
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Tabelle 2: Die einfachen komplexen Lie-Algebren

Typ Dynkin-Diagramm Dimension ! Représentant Reelle Formen 2
Ag o?j.?i. . 'FO—%( (64—1)2—1 Sl(é-Fl,(C) su(€—|—1) Sl(£+1,R)
(1) L o su(p, +1-p) (1<p<4h)
falls ¢ ungerade: sl(“L,H)
By oo = 6(26—1—1) SO(2€+1,(C) SO(2€+1,R)
(¢>2) b o so(p, (20+1)=p) (p=1,...,0)
Cy e e £(20+1) sp(¢,C) sp(f)  sp(¢,R)
a1 a2 Q-1 £

(¢23) sp(p,(—p) (1<p<3)

Qo1 *
Dy o .Eﬁw 0(20-1) s0(2¢,C) s0(20)  w*(2¢,H)
(€>4) so(p,2—p) (p=1,...,0)

ag
Eg R S 78 f84 £9
[e5] (075
o
FEr o—o—o—i—o—o 133 T 3 T 3
a1 (0753
asg
Eg o—o—o—o—i—o—o 248 T 3 T 3
a1 a7
F, s e 52 434 t3
1] 2 3 Q4
Go =1 14 t 34 t 3
a1 2

Erliguterungen zur Spalte ”Reelle Formen”:
1. Die definierende Form® von so(p, q), su(p,q) bzw. sp(p, q) erhélt man, wenn man die jeweilige definie-
rende Form (a, b) von so(p + q), su(p + q) bzw. sp(p + q) ersetzt durch

. 1 0
(a,1,,b) mit Lip,g) = ( Op 1, >

2. Die Lie-Algebra u* (¢, H) ist definiert gem#8 (1.10) durch die Sesquilinearform (a, jb) auf H® (j ist die
quaternionische imaginire Einheit, (a,b) das kanonische Skalarprodukt).

Vgl Abschnitt 3.3 oder [FdV, App., Tab. Al

2Angegeben ist ein Repriisentant aus jeder Isomorphieklasse, und zwar zuerst die kanonische kompakte Form (vgl.
Abschnitt 2.8). Quelle: [OV, §5.1.6, Thm. 6], fiir die kanonischen kompakten Formen auch Satz 2.30; fiir eine umfassende
Darstellung aller Typen siehe [HS]

3 Ausfiihrliche Behandlung z. B. in [Ja2] oder [HS]

4KurzgefaBte Konstruktion ohne Beweise in [Jal, S.142]; Ga etwas ausfiihrlicher in [Hu, §19.3]

Svgl. Abschnitt 1.4



ANHANG 113

Tabelle 2: Die einfachen komplexen Lie-Algebren (Fortsetzung)

Adjungierte Darstellung Satz Satz
Typ 20 =3 est @ 56 elementarer | definierender
Klasse 7 8 Aad) 5 9 ind(ad) 1| Darst. 7 1! Darst. 7 12
Ay G ) hiefe 111 | 200+1) | {fah {f) | {AL {fed
(€>1)
By (20— 34) (=2: Azfl = fo®fa| 122...2 |2(20-1) |e=2: {fa} (A}
(£>2) e>3: N f1 = fo e>3: {f1, fo}
Co |ize:  j204+1—39) f1®f1 211...1 | 2(4+1) {f1} {f1}
(=3)|j=t: 0L +1)
Dy |jse-2 j(20—j—1) f2 12227 | 4(0=1) |{fi, for fo} | {1 i},
(e4) | j=t-16: (L —1) {f1, fe}
22 2
Fg 16 30 42 30 16 fs 12321 24 {f1, f5, fe} {f1, f5}
49 2
Er 27 52 75 96 66 34 f6 123432 36 {fl, /e, f7} {fl, fe,}
136 3
Fg |58 114 168 220 270 182 92 fi 2345642 60 {f1, fr, fs} {f1, f=}
F, 16 30 42 22 f1 2342 18 {fl, f4} {fl}
G2 6 10 S 23 8 {f2} {fi}

5Angegeben sind die Koeflizienten in der Entwicklung von A(ad) bzw. 2§ nach einfachen Wurzeln, und zwar entweder
als allgemeiner Koeffizient n? oder als Ziffernfolge, wobei jede Ziffer zu derjenigen einfachen Wurzel gehort, an dessen Stelle
sie steht, wenn man die Folge auf das Dynkin-Diagramm in Spalte 2 des ersten Teils der Tabelle iibertragt.

6 Aus [Bou, App., Planche I-IX]; fiir die klassischen Serien auch entsprechend der Bemerkung im Abschnitt 3.3 mit Hilfe
der Wurzelgitter auf Seite 65 zu ermitteln

7fj bezeichnet die fundamentale Darstellung mit der klassifizierenden Zahlenfolge A;(f;) = d;; (entsprechend der im
Dynkin-Diagramm angegebenen Reihenfolge der einfachen Wurzeln)

8Vegl. Satz 4.10

9Klassische Serien: vgl. die Wurzelgitter auf Seite 65; exzeptionelle Lie-Algebren: aus [FdV, App., Tab. E]

10\t Hilfe von Gleichung (4.9) zu berechnen oder aus [FdV, App., Tab. A] zu bestimmen; fiir die klassischen Serien vgl.
auch Lemma 1.13

Hygl. Satz 4.12

12Vgl. Satz 5.5
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Tabelle 3: Die Cartan-Matrizen der einfachen komplexen Lie-Algebren 2

Klassische Serien

Typ Cartan-Matrix Inverse

2 -1 0 1.0 1(6-1) 1(£-2) 1.2 1-1
1 2 -1 0 106-1) 2(0-1) 2(¢-2 2.2 1.1
. 1 1(6-2) 2(0-2) 3(¢-2) 3.2 3.1
Ay (> 1) S e | . . . .
0 -1 2 -1 0 : : : :
0 -1 2 -1 1.2 2.2 3.2 (-1)2  (£-1)1
0 -1 2 1-1 2.1 3.1 (1)1 ¢-1
2 -1 0 2 2 2 2 P
1 2 -1 0 2 4 4 4 4
. 1246 6 6
By (£ >2) ) : 5 : ) .
0 -1 2 -1 0 oo :
0 -1 2 -2 2 4 6 2(0-1)  2(£-1)
0 -1 2 1 2 3 -1 ¢
2 -1 0 2 2 2 P 1
1 2 -1 0 2 4 4 4 P
e - 11246 6 3
e(t=3) 0 -1 2 -1 0 201 :
0 -1 2 -1 2 4 6 2(0-1)  (¢-1)
0 -2 2 2 4 6 200-1) £
2 2 2 2 1 1
2 -1.0 9 4 4 4 2 2
-1 2 -1 0 2 4 6 6 3 3
Dy (£> 4) SO 5 z
0 -1 2 -1 -1 46 20-2) (-2 (-2
0 -1 2 0 1 2 3 2 L k2
- 0 2 2 ¢
1 2 3 2 2 L

’Die zugrundeliegende Reihenfolge der einfachen Wurzeln ist die aus Spalte 2 der Tabelle 2



115

ANHANG

Tabelle 3: Die Cartan-Matrizen der einfachen komplexen Lie-Algebren

(Fortsetzung)

Exzeptionelle Algebren

Inverse

Cartan-Matrix

Typ

—

N O© OO MmO

AN FH O ™

<+ 00 AN O 1O ©
—

O N 0O AN © D
— o

10 O AN oo < ©
—

AN InIENoRRS o\ Jas)
(\
—ie
—_

Eg

M © S AN oo b~
—

AN < © 0 © < H
<+ 00 NN © NN O ®©
— o
© N0 <t WO 00N
—~ — O — i
10 O 1D 0 N O D
~ o o
<+ 00 O N 0 <Ff ©
—

N H D O F ™
(\
—|N
e

Er

4
6

8
8§ 12 15 18 12

8§ 10 12

6

9

4

12
15
10

8
10
7

16

6 12 18 24 30 20

5 10 15 20 24

8§ 12 16 20 14

4

8

9 12 15 10 5

6

Ey

A <H N AN

<t 0 © ™M

N O <F AN

AN M AN~

-1 0
2 -2
-1 2
0 -1

2
-1
0
0

|

Fy

™ AN

A —

Ga
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Tabelle 4:
Die fundamentalen Darstellungen der klassischen einfachen komplexen Lie-
Algebren

Darstel- | Sym- Dimen- duale Dar- Produkt-
Typ lung ! bol 2 sion 3 héchstes Gewicht 4 Index stellung 3 zerlegung 6
k=1 j(l—k+1 l—
Ay I Tk (‘) >i-1 X e+1+ )O‘J (ki) Te+1-k ATy
k(4+1
(>1) +3, Mg,
20+1 k . 0 20—1 k
By Jr Tk ) D=1 R i @ 2(% 1) Tk AN ,
(£>2) | (k<t-1) To—1=/N 0O
fe o 2¢ 3 Z§:1 ja 20—2 o elementar
20 20 k {41k ( 24 <k
Cy fr o | (o)) > - 1]% SR () Ok Ao
(¢>3) k=1: 2¢ +k(ZJ a1 O+ 300)
k . —2 _
Dy fr Tk (215) ijljaj +k2j=k+1 Q; 2(215_12) Tk /\le
~2
(€24) | (k<t-2) +%k’(az71 + ay) Te—2=N\ 01
:/~\202
fe—1 o1 2t-1 5 Ej 1Jog 2t=3 01 (¢ gerade) | elementar
((ag a1+ (f 2)0([) 092 (£ unger.)
fe P 2t-1 % 22_21 jog 2¢=3 09 (€ gerade) | elementar
i((f 2)ay— + lay)) o1 (£ unger.)

Die entsprechenden Daten fiir die fundamentalen Darstellungen der exzeptionellen Lie-Algebren findet
man ebenfalls in [Ti] (Dimension, duale Darstellung und Produktzerlegung) sowie [Hu, §13.2, Tab. 1],
[FdV, App., Tab. F] oder [Bou, App., Planche I-IX] (héchste Gewichte).

1Vgl. Fufinote 7 zur Tabelle 2

2Nach Dynkin

3 Aus [Ti]

4Angegeben ist der allgemeine Koeffizient ¢ in der Entwicklung A(f) = Z§:1 qjaj nach einfachen Wurzeln; zur
Berechnung siehe Satz 4.8. Quelle: [Hu, §13.2, Tab. 1]

Ssiehe Gleichung (4.9)

6Zerlegung in ein reduziertes dufleres Produkt elementarer Darstellungen, vgl. Satz 4.12. Man beachte den Unterschied
zwischen A und A.
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Bezeichnungen und Symbole

Griechische Buchstaben

L(f), Tu(f)
0

A(f)? AH,ﬂ'(f)

Lambda;(f)

Tk, 0k, 0,01,02, Tk
Oh

)
o+, ¥
X

Oa

Gewichtssystem der Darstellung f (beziiglich der Cartan-Unteralgebra H) (S. 33)
=13 esra (S.45)
hochstes Gewicht der Darstellung f

(beziiglich einer Cartan-Unteralgebra H und eines SEW 7) (S. 67)
klassifizierende Zahlenfolge der Darstellung f (i = 1,...,rg(L)) (S. 71)
ein System einfacher Wurzeln (S. 39) oder ein 7-System (S. 51)
Bezeichnungen der fundamentalen Darstellungen

der klassischen Lie-Algebren nach Dynkin (S. 74)
Bild des Elementes h einer Cartan-Unteralgebra H

unter dem von der Killing-Form erzeugten Isomorphismus H — H* (S. 31)
ein Wurzelsystem (S. 29)
Teilmenge der positiven bzw. negativen Wurzeln (S. 38)
von dem 7-System 7 in dem Wurzelsystem ¥ erzeugte Teilmenge (S. 89)
Spiegelung an der Hyperebene senkrecht zur Wurzel « (S. 43)
eine definierende Darstellung (S. 82)

Killing-Form (der Lie-Algebra £) (S. 14)
von der Killing-Form iiber den
Isomorphismus H — H* induzierte Bilinearform auf H* (S. 31)
kanonisch normierte ISBLF auf einer einfachen Lie-Algebra (S. 59)
von der kanonisch normierten ISBLF auf einer einfachen Lie-Algebra iiber den
Isomorphismus H — H* induzierte Bilinearform auf H* (S. 59)
irreduzible Komponente des hochsten Gewichtes der Darstellung f ® g (S. 74)
irreduzible Komponente des héchsten Gewichtes der Darstellung A" f (S. 74)
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Lateinische Buchstaben

A;j Cartan-Matrix (S. 40)
ad, ad, adjungierte Darstellung (der Lie-Algebra £) (S. 12)
Ad(Y) Weyl-Gruppe des Wurzelsystems 3 (S. 43)
Aut(r) Automorphismen des SEW 7 (isometrische Permutationen) (S. 46)
Aut(%) Automorphismen des Wurzelsystems ¥ (linear und isometrisch) (S. 46)
By Spurform der Darstellung f (S. 13)
C(f) quadratischer Casimir-Operator der Darstellung f (S. 79)
card(M) Kardinalzahl (Mé&chtigkeit) der Menge M
D(m), D(L) Dynkin-Diagramm des 7-Systems 7 bzw. der Lie-Algebra L (S. 52)
Der(A) Derivationen der Algebra A (S. 7)
Eij) linearer Operator auf K"; auf kanonischer Basis {e;} gilt E(;;jer = d;xe; (S. 19)
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