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1 Einfiihrung und Motivation

Die Aufgabe war es, den Einfluss der Anderung von Update-Parametern auf die Messergebnisse
wihrend einer Monte-Carlo-Simulation zu beobachten. Solche Anderungen wihrend eines Laufes
konnen sinnvoll sein, wie noch erldutert werden soll. Fiir die Untersuchungen wurde das eindimen-
sionale Heisenberg-Modell herangezogen. Es hat den groflen Vorteil gegeniiber anderen Systemen,
dass es - zumindest fiir freie Randbedingungen - exakt losbar ist. Das bedeutet, dass man die
Messergebnisse sehr gut iiberpriifen kann.

Abbildung 1: Die Vektoren des Heisenberg-Modells kénnen als Bindungsvektoren eines Polymers
angesehen werden.

Das Heisenberg-Modell betrachtet dreidimensionale Vektoren, die sich kontinuierlich auf einer
Kugelschale bewegen kénnen. Im folgenden soll die Vorstellung dahin gehen, dass die Vektoren
Bindungsvektoren zwischen Monomeren darstellen (siehe Abbildung 1). Man erhilt also durch die
Aneinanderreihung der einzelnen Bindungsvektoren ein Polymer. Die kontinuierlichen Freiheits-
grade fiihren dazu, dass man fiir einen Update im Metropolis-Algorithmus entscheiden muss, wie
stark sich ein Vektor dabei éndern darf, respektive wie gut sich die Vektoren an ihre alten Richtun-
gen “erinnern”. Die schwéchste Forderung wéire hierbei, bei jedem Update einen Bindungsvektor
vollig zufillig neu zu setzen (simple sampling).

Erlaubt man starke Anderungen beim Updaten, so bewegt man sich schnell durch den Phasen-
raum und hat eine niedrige Korrelation aufeinanderfolgender Zustéinde der Markov-Kette. In
diesem Fall kann es passieren, dass man nie in ausreichende Ndhe des Grundzustandes kommt, da
man sich immer mit groflen Schritten um ihn herum bewegt. Oder aber man bleibt zu lange in der
N#he des Grundzustandes héngen, da die vorgeschlagenen Updates eine grofie Energieéinderung



bewirken und damit durch den Boltzmannfaktor zu stark unterdriickt, also abgelehnt werden. Auf
diese Weise wird die Statistik schlechter. Wihlt man andererseits den Parameter fiir die Update-
Anderungen zu klein, kommt man zwar vermutlich nahe an den Grundzustand, allerdings ist
die Korrelation aufeinanderfolgender Ereignisse grof3, was sich ebenfalls negativ auf die Statistik
auswirkt.

Deshalb ist es giinstig einen Mittelweg zwischen beiden Féllen zu wéhlen. Man kann das
beschriebene Verhalten an der Akzeptanzrate r,... festmachen. Diese mifit das Verhiltnis zwis-
chen angenommenen und vorgeschlagenen Updates. Man nimmt an, dass es giinstig ist, wenn die
Akzeptanzrate etwa bei 0.5 liegt. Das bedeutet, dass die vorgeschlagenen Anderungen nicht zu
grof} sind, man sich aber trotzdem mit einer akzeptabler Geschwindigkeit durch den Phasenraum
bewegt. Wie oben erldutert, beeinflusst die Akzeptanzrate die Dynamik des Markovprozesses. Sie
soll wihrend des Updates geeignet parametrisiert werden.

Man konnte also diesen Parameter immer so zu wéhlen, dass fiir die gewiinschte Temperatur
die Akzeptanzrate gerade etwa r,.c = 0.5 wird. Allerdings wére es auch moglich, wihrend der
laufenden Simulation die Akzeptanzrate zu messen und ihn entsprechend anzupassen. Insbesondere
wird dies interessant, wenn man Systeme betrachtet, bei denen verschiedene Phasen auftauchen,
fiir die unterschiedliche grofle Updates sinnvoll sind - zum Beispiel ein Polymer im gestreckten
bzw. kollabierten Zustand. Diese Anderung von Parametern wihrend einer Simulation darf aber
bei einer Markov-Kette streng nicht vorgenommen werden. Da zum Teil trotzdem wegen der hohen
Praktikabilitéit auf diese Weise vorgegangen wird, sollte nun an einem einfachen, exakt losbaren
Beispiel festgestellt werden, ob bei der Festlegung der Akzeptanzrate auf einen willkiirlichen Wert
wahrend der Simulation das Ergebnis verfialscht wird.

2 Modell und Messung

Das eindimensionale Heisenberg-Modell betrachtet eine Kette von N dreidimensionalen Vektoren
s; mit ¢ =1,..., N, die als Spins oder als Bindungsvektoren zwischen Monomeren aufgefasst wer-
den konnen (Polymerbild). AuBerdem nehmen wir an, dass die Bindungsvektoren alle die gleiche
Lénge haben und normieren diese auf 1, das heifit |s;| = 1 fiir alle ¢. Fiir sémtliche Simulationen
wurde kp = J =1 gesetzt. Die Energie des Systems wird wie folgt berechnet:

N-1 N-1
H=-J Z Si *Si+1 = —J Z COS(SZ',SH_l) . (21)
i=1 i=1

Aus (2.1) ist ersichtlich, dass die Energie nur von den N —1 Bindungswinkeln des Systems abhéingt.
AuBlerdem wird die Energie offensichtlich minimal, wenn die Bindungsvektoren moglichst parallel
sind. Das heifit, dass der Grundzustand durch die gestreckte Kette realisiert ist.

Wie spéter bei der exakten Rechnung noch ersichtlich wird, tritt bei freien Randbedingun-
gen keinerlei finite size Effekt auf. Die Simulationen wurden mit 20 Bindungsvektoren, das heifit
21 Monomeren und 19 Bindungswinkeln, durchgefiihrt. Fiir jede Messung beziehungsweise jede
Temperatur wurden 10° sweeps zur Equilibrierung abgewartet und dann 107 sweeps gemessen.
Es wurde der Metropolisalgorithmus verwendet. Fiir die Updates wurden die Bindungsvektoren
auf der Einheitskugelschale immer in einem bestimmten Offnungskegel um den urspriinglichen
Vektor herum geéndert. Da das Update also in Kugelkoordinaten stattfindet erfolgt muss bei der
Durchwanderung des Phasenraumes die Jacobideterminante beriicksichigt werden. Diese ist fiir
3 Dimensionen 72 sin®’. Um dieses Problem zu umgehen wurde statt eines Offnungswinkels der
Cosinus dieses Winkels, cos ¥, zufillig gewihlt, wobei —1 < cos?’ < 1, denn beim Ubergang der
Parametrisierung von 1’ zu cos?’ hebt sich durch die Substitution das sind’ der Jacobidetermi-
nante gerade weg. Auf dem Schnittkreis zwischen Updatekegel und Oberfliche der Einheitskugel
wurde dann ein zufilliger Winkel ¢’ € [0,27] gewiirfelt (siche Abbildung 2). Uber die Offnung
des Kegels fiir ein maximales Update 148t sich demnach die Akzeptanzrate parametrisieren. Wir
bezeichnen den Parameter mit ay,, und definieren a,j, < cos1®’ < 1. Damit liegt anyi, im Intervall
[-1,1]. Zu Beginn jeder Simulation wurde ami, = 0.9 festgelegt.
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Abbildung 2: Zur Veranschaulichung des Updatealgorithmus.

Die Anpassung der Akzeptanzrate erfolgte gegebenenfalls nach der Equilibrierung, indem nach
jedem sweep die Akzeptanzrate mit dem Sollwert verglichen wurde. Lag sie zu hoch, das heifit
waren die vorgeschlagenen Anderungen zu klein, als dass genug abgelehnt wurden, wurde der
Parameter api, um den festen Wert Aapi, = 107° verringert und der mégliche Kegel damit
weiter gedffnet. Analog wurde der Wert Aapin = 107° zU ap,i, addiert, wenn die Akzeptanzrate
zu klein war, also die Updates eine zu starke Anderung hervorriefen.

Als willkiirlich festzulegender Wert, auf welchen die Akzeptanzrate festgelegt werden sollte,
wurde r,cc = 0.8 gewihlt. Die Ursache hierfiir lag darin, dass .. = 0.5 fiir die Akzeptanzrate
Temperaturen ab etwa T = 0.8 nicht mehr erreicht werden konnte (siche Abbildung 3). Selbst
bei vollstindiger Offnung des maximalen Updatekegels, was einer freien, zufilligen Wahl des
Bindungsvektors entspricht (random walk, simple sampling), wurden fiir diese Temperaturen noch
mehr als die Hélfte der Updatevorschlige angenommen. Auflerdem liegen bei tieferen Tempera-
turen die Akzeptanzraten ohnehin in der Ndhe von 7,.. &~ 0.5. Um mogliche Fehler durch eine
erzwungene Anderung dieser Rate zu messen, wiire es aber sinnvoll, wenn die Anderung méglichst
stark ausfiele. Aus diesen Griinden wurde dann der bereits erwihnte Wert r,.. = 0.8 gewihlt,
der zumindest fiir tiefe Temperaturen eine verniinftige Abweichung von der bei den angegebenen
Parametern generisch auftretenden Akzeptanzrate darstellt.

An dieser Stelle sollen noch die Definitionen und Skalierungen angegeben werden, die bei den
Messungen verwendet wurden. Die mittlere Energie wie auch die Warmekapazitat wurden jeweils
mit der Anzahl an Bindungswinkeln (also N — 1 = 19) skaliert. Dieses Vorgehen erklért sich aus
der exakten Losung. Es tritt dann kein finite-size Effekt auf. Der End-zu-End Abstand wurde auf
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Abbildung 3: Der Versuch, die Akzeptanzrate auf r,.. = 0.5 zu halten, schligt fehl.
folgende Weise berechnet:

Ree = N Zsi . (22)

Diese Normierung ergibt fiir den Grundzustand, die gestreckte Kette, einen End-zu-End Abstand
von R = 1.0. Fiir die Berechnung des Gyrationsradius wurde folgende Vorschrift verwendet:

1 N+1 1 N+1 i—1
—\2 . —
ngr = N—H ZEZO (X7, - X) mit X = N—H i:E - X, Xi= J§=O Sj und X0 = 0. (23)

Dabei sind x; mit « = 0,...,N + 1 die N + 1 Ortsvektoren der Monomere. Leider fithrt die
Normierung mit N + 1 = 21 nicht dazu, dass der Gyrationsradius in Grenzen von 0 < Rgy <1
liegt. Fiir die Fluktuationen von End-zu-End Abstand und Gyrationsradius wurde analog zur
Warmekapazitét eine statistisch sinnvolle Umschreibung der Ableitung nach der Temperatur 7'
benutzt:

0< Ree/gyr > . 1
oT - kpT?

(< Reejgyr B > — < Reejgye >< E >) . (2.4)

Dabei war wie schon erwihnt fiir die Simulationen kg = 1. Diese Formulierung ist fiir die Fluktu-
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ation jedes Erwartungswertes einer Observablen A anwendbar:
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B {g}e (Z eﬁE{S}>
{s}
1
= T (<AE>—-< A><E>) . (2.5)

3 Berechnungen zum 1d Heisenberg Modell

Die Berechnungen finden allesamt fiir freie Randbedingungen statt. Sie werden vor die Darstel-
lung der Messergebnisse gezogen, um einen direkten Vergleich zu ermoglichen. Zunéchst sind wir
an der Zustandssumme interessiert. Hierfiir miissen wir iiber alle Konfigurationen eines Polymers
summieren, bzw. integrieren, da die Freiheitsgrade kontinuierlich sind. Die einzelnen Konfigura-
tionen seien durch die (Ver)Bindungsvektoren s; jedes Monomers zum jeweils niichsten gegeben.
Die Energiefunktion hidngt nur von den Bindungswinkeln ab, die von jeweils drei Monomeren
eingeschlossen werden, d.h. es ist sinnvoll fiir die Integration den Gesamtzustand mit Hilfe der
Bindungswinkel ¥; zu parametrisieren. Dies entspricht einem Ubergang zu Kugelkoordinaten,
es muss also die Jacobideterminante beriicksichtigt werden. Wenn N die Anzahl der Bindun-
gen zwischen zwei Monomeren ist, gibt es gerade N + 1 Monomere und entsprechend N — 1 solche
Bindungswinkel. Die Zustandssumme wird damit:

IN_1= / ds; / dsy... / dsy exp [—ﬂ(—JNz:lsisiH)}
i=1

Is1]=1 s2[=1 lsn|=1
N-1
= /dQl/dQQ.../dQN_wxp 253 cosﬂi]
i=1
N-1
= (/dQZ exp [ﬁJcosﬁi]) =zZN-1. (3.1

An dieser Umschreibung kann man schon erkennen, dass spéter durch eine geeignete Normierung
Energie, Warmekapazitdt und alle anderen thermodynamischen Groflen vollig unabhéngig von
der Anzahl der Monomere werden. Es sind also in diesem Modell keinerlei finite size Effekte zu
beobachten. Dies &ndert sich nur, wenn man periodische Randbedingungen benutzt. Dann wird
allerdings die Berechnung sehr kompliziert, da dann (3.1) nicht mehr faktorisiert werden kann.



Jetzt muss das Integral in (3.1) gelost werden.

27 T

Zy = /dQexp [BJ cos ] = /d@/dﬁsinﬁexp [BJ cos ¥
0 0

1 cos ¥=1
1
= 27r/d(cosz9) exp [BJ cos V] = 27 [— exp[BJ cos V]
e} ﬂJ cosv=—1

2m ( B8J e*ﬁJ)

RN AV
2sinh(B8J)

smh(ﬁJ) (3.2)

Ausgehend von der bereits angesprochenen Normierung mit der reziproken Anzahl der Bindungswinkel
1/(N —1) kann (3.2) direkt zur Berechnung der normierten freien Energie, Entropie, inneren En-
ergie und Wirmekapazitiat benutzt werden.

1 drkpT J
F151n21k3T1n< ”JB sin h(kBT>> (3.3)
OF; 1 [4rnkp

St R T 1 T

S T =kplnZ, +kp 7 ( 7 )
J J J
- ( sinh T cosh o
(Sm (kBT) e (kBT> ( kBT2)>

B ArkpT . J J J

=kp <ln< 7 sinh (k:BT>> +1 T COSh(kBT>) (3.4)
Uy =F,+TS1 =kgT — Jcoth ( J > (35)

kgT
oU, 1 J
oo ()
oT nh2 kpT?
sinh (#) B
J? 1
ey (3.6)
kpT? 2(_J
B+~ ginh (—T)

Im Gegensatz zu dem Fall mit periodischen Randbedingungen zeigt die Warmekapazitat fiir freie
Randbedingungen ein unspektakulires Verhalten (siche Abbildung 4). Zuniichst sieht man der
Gleichung (3.6) an, dass C fiir niedrige Temperaturen tatséichlich gegen kp geht, da das Verhalten
von sinh(1/7), welche aus Exponentialfunktionen zusammengesetzt ist, stirker ist als 7°2.

lim C' li k S !
1m O = 111m B —
P R e
J? 1
= kB — — lim = kB (37)
kp T=0 T2 (ex ﬂ +exp | ——— —2)
- p kp p 2T
—00 —0

— 00



1d Heisenberg-Modell 7

0.9 -

0.8 -

0.7 |

0.6 -

05

04

03 |

0.2

0.1 1 1 1 1 1 1 1

Abbildung 4: Normierte exakte Warmekapazitit mit kg = J = 1.

Es soll nun noch rechnerisch tiberpriift werden, dass der Anstieg der Warmekapazitét fiir T gegen
0 tatséchlich verschwindet, wie man nach Abbildung 4 erwarten wiirde.

@—J—Q 171 -i-i ! cosh<J><— J )
oT kp T3 sinh2 (i) T2 sinh3 (L) kgT k’B’T2

ksT kB
2 2J J
= - - — h *
(k‘B Cl) (T kBT2 cot <—]€BT ) (3 8)

Es ist absehbar, dass &hnlich wie in der Herleitung zu (3.7) auch bei der Ableitung der Wérmeka-
pazitit der fiir T gegen 0 exponentiell abfallende Term den zweiten (~ —1/7?) kompensiert und
die Ableitung damit tatséchlich fiir tiefe Temperaturen gegen 0 geht.

N C/ 2 2J I\
iy o7 = A ke 2 ) (f " gz 0 <I<:BT>) =0 (3.9)

—0

——00

Mit dieser Betrachtung siecht man auch ein, dass es bis auf das lokale Maximum bei 7" = 0 und die
Asymptotik gegen ein Minimum fiir grole Temperaturen keine lokalen Extrempunkte gibt.

Fiir periodische Randbedingungen findet man einen finite-size Effekt in Form eines lokalen
Maximums in der Wirmekapazitiit bei tiefen Temperaturen (siehe Abbildung 5). Erwartungs-
gemif ist dieses am stérksten ausgeprigt fiir kleine Anzahlen von Monomeren und verliert sich
fiir grofere. Denn dann spielen die Randeffekte eine geringere Rolle und das Verhalten sollte gegen
die exakte Losung fiir freie Randbedingungen gehen, da diese fiir beliebige Polymerlédngen giiltig
ist. Fiir Abbildung 5 wurden die Warmekapazititen, im Gegensatz zur Messung mit freien Randbe-
dingungen, mit der Anzahl von Monomeren N + 1 normiert, da hier ein zusétzlicher Energie-Term
am Rand auftritt.
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Abbildung 5: Warmekapazitét fiir periodische Randbedingungen bei verschiedenen Polymerlédngen.

4 Fehlerbehandlung

Séamtliche angegebenen Fehler in den folgenden Ergebnissen aus den Monte-Carlo-Simulationen
wurden mit der Jackknifing-Methode berechnet. Bei allen Fluktuationsgrofien, das heifit bei der
Wirmekapazitdt und den Fluktuationen des End-zu-End Abstandes und des Gyrationsradius,
wurden zum Vergleich auch die Fehler nach der Binningmethode berechnet. Es traten hierbei
keine erheblichen Abweichungen auf. Dieser Vergleich macht nur bei Fluktuationsgréfien Sinn,
da fiir Groflen, iiber die einfach gemittelt wird, der Binningfehler exakt mit dem Jackknifefehler
iibereinstimmt, wie die folgende Herleitung zeigen soll. Bei der Herleitung wurde auf die in Referenz
[1] verwendete Notation zuriickgegriffen.

Es sei S die Summe {iiber alle Daten, und S,, die Summe {iber die Daten im n-ten Bin. Die
Lénge eines Bins sei k, die Anzahl von Bins Ng. Das entspricht einer gesamten Datenmenge von
N = kNp. Daraus folgt, dass

kN5
_ 1
o kNB;O kNBS Op=0,, (4.1)
=
5
OB n — L 20(71 1) k+e kSn ) (4 2)
S
ENg k 1
Ojn = NB Y (Z 0, — Z O(n—l)k+i> = m(s —Sn) - (4.3)

S Shn
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Die Frage lautet nun, ob die Fehler der Jackknife- und Binninganalyse gleich sind:

1 Np 1 Np 1 1 2
— N (O -0 = ———— (—Sn—S)
NB(NB—l)n;( z.N = Os) NB(NB—l)n; k kNp
Np Np 2
7 Np—1 -~ ., Np-—1 1 ey 1
L L O =0 =S (S S ) G

Durch Multiplikation auf beiden Seiten mit k?Np bleibt als zu zeigende Behauptung:

Np Np 2
1 ? Np—1 Np Np
NgS, —S)? = — - . 4.
NB—l,;( 55, — ) - ;(NB_ls Ny 1 S) (4.5)

Die rechte Seite dieser Gleichung (also die Jackknife-Formulierung) 148t sich wie folgt umformen:

Np 2
Np—1 Np Np
1 ;(N3—1S_NB—1S"_S>

Np 2
NB—1Z(NB—(NB—1) Ng )
= S Sn

1 Ng—1 - Np—1

n=1

N 1 Np 1 2 1 Np
_YB ™ _ _ _q)\2
== > (NB — (s NBSn)) T > (NS, —8)*. (4.6)

n=1 n=1

Der Vergleich mit (4.5) zeigt die exakte Ubereinstimmung von Jackknife- und Binningfehler.

Fiir die Bestimmung einer sinnvollen Bingrofle wurde zunéchst in einigen Testlidufen die Au-
tokorrelationszeit abgeschétzt. Fiir niedrigere Temperaturen, d.h. T = 0.01 und 7" = 0.1, war
es nicht moglich einen sinnvollen exponentiell abfallenden Fit an die Autokorrelationsfunktion zu
machen (siche auch Abbildung 6). Daher wurden fiir diese beiden Temperaturen nur die intergri-
erte Autokorrelationszeit gemessen. Der Abbruchparameter fiir die Berechnung der intergrierten
Autokorrelationszeit kpa.x wurde bestimmt, indem im Plot der Autokorrelationsfunktion gesucht
wurde, ab welchem k das Rauschen den verniinftigen Verlauf iiberwiegt.

T 0.01 0.1 0.7 1.2
kmax 500 200 100 100
Texp - - ~ 126 | = 11.6
Tint (Fmax) || & 25.2 | 2109 | ~12.7 | = 11.7

Tabelle 1: Autokorrelationszeiten fiir verschiedene Temperaturen.

Aufgrund dieser Auswertungen wahlte ich eine Bingrofie von 2500 Datenpunkten. Es ergab sich
daraus eine immer noch akzeptable Statistik von 4000 Blocken fiir die Fehlerabschétzung.

5 Messergebnisse

Wie auf den Abbildungen 7 bis 12 ersichtlich ist, werden die exakt bekannten Gréflen Energie und
Wirmekapazitit durch die Messung sehr gut reproduziert. Auch der End-zu-End Abstand und der
Gyrationsradius geben glatte Kurven mit kleinen Fehlern. Wie man erwarten wiirde, nimmt der
End-zu-End Abstand genau wie der Gyrationsradius mit wachsender Temperatur kontinuierlich
ab. Denn dann werden durch die thermischen Fluktuationen 6fter Ketten realisiert, die sich stark
vom Grundzustand des gestreckten Polymers unterscheiden.

Abbildung 13 soll einen Eindruck von den Unterschieden der Akzeptanzrate r,.. und des dies-
beziiglich eingestellten Parameters ani, vermitteln.
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Abbildung 6: Autokorrelationsfunktion fiir verschiedene Temperaturen.

Eigentliches Ziel der Messung sollte jedoch der Vergleich der herkémmlichen Messung mit der
sein, bei der die Akzeptanzrate festgehalten wird. Auf den Bildern ab Abbildung 7 ist jedoch
zunéchst kein gravierender Unterschied der beiden Messungen ersichtlich. Deshalb soll noch die
relative Abweichung der gemessenen mittleren Energie und Wiarmekapazitdt mit den exakten
Werten verglichen werden (siehe Abbildungen 15 und 16).

Hier 148t sich erkennen, dass tatsdchlich beide Messungen gleichméflig um die exakten Ergeb-
nisse streuen. Demnach scheint beim durchgefiihrten Experiment keine Abweichung aufzutreten,
wenn man die Akzeptanzrate durch eine Anpassung des Updateparameters wihrend der laufenden
Messung einstellt. Es 148t sich vielmehr besonders bei der Warmekapazitit die Tendenz erkennen,
dass fiir niedrige Temperaturen die Fehler bei der normalen Messung kleiner sind, fiir groflere
jedoch eher die mit festgehaltener Akzeptanzrate. Die Fehler der Energie sind fiir niedrige Tem-
peraturen so klein, da dann - wie auch aus den zugehorigen Histogrammen ersichtlich werden wird
- die Verteilungsbreite o sehr kleine Werte annimmt. Es sind nur solche Zusténde in relevanter
Héaufigkeit realisiert, die sehr nahe am Grundzustand liegen. Die anderen werden sehr stark unter-
driickt. Entsprechend wird der Fehler, den man bei der Mittelung iiber die Energien macht, sehr
klein.

Die bereits angesprochene Tendenz, dass fiir hohere Temperaturen die Fehler fiir die Messung
mit fester Akzeptanzrate kleiner zu werden scheinen, kénnte sich durch einen Blick auf Abbildung
13 erklédren lassen. Bis etwa T' = 0.4 liegt die Akzeptanzrate fiir den normalen Versuch unter der
festen 0.8. Ab dann #ndert sich dies allerdings und es ist damit die festgehaltene Akzeptanzrate
néher an den als optimal angenommenen 0.5. Allerdings ist natiirlich nicht klar, ob das ange-
sprochene Verhalten der Fehler tatséichlich daher riihrt. Immerhin kann man es sowohl bei der
Energie als auch bei der Wirmekapazitét beobachten.

Es wére nun denkbar, dass nur deshalb keine nennenswerte Abweichung der Messergebnisse
auftritt, weil sich kurz nach Beginn der Simulation ein Offnungswinkel einstellt, fiir den die Akzep-
tanzrate gerade auf dem gewiinschten Wert (0.8) liegt, und der Updateparameter danach konstant
bleibt. Dann wire es moglich, dass durch die hohe Statistik die kurze Anfangsphase, in der der
Parameter tatsiichlich gedndert wurde nach einer langen Simulationszeit nicht mehr ins Gewicht
fallt. Dies ist allerdings nicht der Fall, wie Abbildung 17 zeigen soll. Bei der gewihlten Meth-
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Abbildung 7: Energie.

ode, in der der Parameter nach jedem sweep um einen festen Wert geéindert wird, muss dieser
auch bei langen Simulationszeiten stéindig korrigiert werden und fluktuiert daher selbst bei langen
Simulationen (10 Millionen sweeps) iiber die gesamte Monte Carlo Zeit.

Auflerdem wurden noch die Verteilungen von Energie, End-zu-End Abstand und Gyrationsra-
dius gemessen. Bei den Plots 18 bis 23 wurden die besonders tiefen Temperaturen (bei der Energie
bis 7 = 0.1 und bei End-zu-End Abstand und Gyrationsradius bis T' = 0.03) abgeschnitten, da
dort die Verteilungen sehr scharf - also schmal und hoch - waren. Man héitte dann den abgeflachten
Rest fiir hohere Temperaturen kaum noch gesehen.

Das jeweilige Verhalten ist so, wie man es auch erwartet héitte. Die Verteilungen laufen fiir grofe
Temperaturen breit. Bemerkenswert ist, dass End-zu-End Absténde realisiert werden, die sehr nahe
bei Ree = 0 liegen. Ein Grund dafiir ist, dass es in dem betrachteten Modell keinerlei abstoflende
Wechselwirkungen gibt. Der Vergleich der Versuche mit freier und festgehaltener Akzeptanzrate
weist auch hier keine Unterschiede auf.

Zusammenfassend kann man feststellen, dass im betrachteten Modell offensichtlich die An-
derung des Updateparameters offenbar keinen Einfluss auf das Messergebnis hat.
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Abbildung 9: End-zu-End Abstand.
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Abbildung 11: Gyrationsradius.
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15

1d Heisenberg-Modell
0.9

1 1 1
© 0 <
o o o

<uiwes

1.4
1.4

0.8 t--x-— %

1.2
12

r_acc free

r_acc

0.8
0.8

0.6

0.6
Abbildung 14: Update-Parameter ayin.

0.4
0.4

0.8 ---x---
exact -------
0.2

0.2
r_acc free —+—

r_acc

Abbildung 15: Relative Abweichung der gemessenen Energie von den exakten Werten.

0.2
0.1
0.0025
0.002
0.0015 -
0.001
0.0005 -
-0.0005
-0.001 -
-0.0015 |-
-0.002 -
-0.0025

(10exa)3/((1oexa)3-(painseaw)<3>)



16

0.008 : : . . | |
0.006 |
0.004 H E
g |
[¢]
= I+~ . -~
L « Tl T
O 0.002 [t i i T 7
: LI :
5 l :
: !
Q 0
g T
- |
5 Hime i i
2 -0.002 [l 71114 ] E
[ ! |
£ IS
9 N 1 1 4
-0.004 - IR |
-0.006 [ |
r_acc free —+—
r_acc=0.8 +--x---
exact --------
-0.008 1 | . | | I
0 02 0.4 0.6 058 1 12 1.4
T

Abbildung 16: Relative Abweichung der gemessenen Wirmekapazitit von den exakten Werten.

0.8 | E

0.4

0.2

a_min
o

-0.2

-0.8 E

_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 le+06 2e+06 3e+06 4e+06 5e+06 6e+06 7e+06 8e+06 9e+06  1le+07
MC time

Abbildung 17: Der Offnungswinkel wird iiber die gesamte Simulation stéindig angepasst und éndert
sich stark.



1d Heisenberg-Modell 17

PE)
035 0.35
03 | 03
0.25 025
0.2 :
0.15 0.2
0.1 0.15
0.05 0.1
0 0.05

0
0.2
Abbildung 18: Energieverteilung bei der normalen Messung.
P(E)

035 r 0.35
0.3 0.3
0.25 0.5
0.2 :
0.15 0.2
0.1 0.15
0.05 0.1
0 0.05

0
0.2

Abbildung 19: Energieverteilung bei der Messung mit festgehaltener Akzeptanzrate.
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Abbildung 20: Verteilung des End-zu-End Abstandes bei der normalen Messung.
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Abbildung 21: Verteilung des End-zu-End Abstandes bei der Messung mit festgehaltener Akzep-
tanzrate.
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20

6 Wirmekapazitit bei O(n)-Modellen

Durch die Beobachtung des finite-size Effektes, welcher beim eindimensionalen Heisenberg-Modell
mit periodischen Randbedingungen bei tiefen Temperaturen in Form eines lokalen Maximums in
der Wiarmekapazitdt auftritt, war die Motivation fiir den Versuch geschaffen, allgemeinere Aus-
sagen iiber das Verhalten der Wiarmekapazitdt bei T = 0 zu machen. Fiir die Klasse der eindi-
mensionalen O(n)-Modelle geht dies jedoch wieder nur fiir freie Randbedingungen gut, da sonst
die Berechnungen wesentlich komplizierter werden.

Ein O(n)-Modell entspricht formal exakt dem Heisenberg-Modell, allerdings lebt es in n Di-
mensionen. Man betrachtet Spins im n-dimensionalen Raum, die zur Vereinfachung der Rechnung
wieder die Lénge 1 haben sollen. Eine andere Linge wiirde sich lediglich in einem Faktor nieder-
schlagen. Die Energiefunktion hat wieder folgende Form:

N—-1
H=-J Z SiSi+1 - (61)
i=1

Um fiir beliebige Dimensionen die Zustandssumme zu berechnen, bietet sich wieder eine Param-
etersierung in Kugelkoordinaten an. Kugelkoordinaten in n Dimensionen lassen sich wie folgt
ausdriicken:

] =7 sina,_1 sina,_2 ... sinay sinog
xy =rsina,_1 sina,_9 ... sinas cosa;
x5 =7 sina,_1 sina,_2 ... cosas
xp_q =71 sina,_1 COSap_2
Xy =T COSQp_1
n—1
allgemein: ' =r H(sin ;) cos a1 mit ap =0 . (6.2)

=l

Dabei sind die Grenzen fiir die Winkel a; € [0,7] fiir ¢« > 1 und fiir den ersten oy € [0,27].
Bei der Berechnung der Zustandssumme wird iiber alle moglichen relativen Lagen zweier Spins
integriert, daher kann ein Spin frei gewéhlt werden. Bei geschickter Wahl wird das Skalarprodukt
zweler nach (6.2) parametrisierten Vektoren s;s; = r;7; cos o, —1 ;. Dabel ist a1 ; gleichzeitig ein
Parameter von s; und der von s; und s; eingeschlossene Winkel. Man kann also (6.1) in anderer
Form schreiben:

N-1
H=-J Z cosV; . (6.3)
i=1

Die Zustandssumme wird also ganz analog zu (3.1):

N-1
Z?Nfl) = / ds; / dss... / dspy exp [—ﬂ (—J Z sisiH)}
i=1

[s1]=1 [s2|=1 Isn|=1
N—-1
= /dQl/dQQ.../dQN_lexp 253 cosﬁi]
1=1
N—-1
= (/ dQ; exp [ cos 191»]) =(zpHN . (6.4)

Mit dieser Definition l#8t sich nun der Beitrag eines Bindungswinkels ¢ (Z;) zur Zustandssumme
berechnen. Dafiir miissen wir jedoch die Jacobideterminante fiir n Dimensionen kennen. Mittels
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vollstédndiger Induktion soll bewiesen werden, dass diese gerade
n—1 )
T ="t H sin ta; = | rsin % o,y (6.5)
i=1
ist. Der Induktionsanfang fiir n = 1 ist leicht zu zeigen:
J! =1=7r"1 (6.6)

=5, =

Fiir den Induktionsschritt ist es giinstig die Form der Jacobideterminante von Kugelkoordinaten
fiir n + 1 Dimensionen mit der fiir n Dimensionen zu vergleichen. Im folgenden seien zeilenweise

die Koordinaten 2% bis 2”11

und 0O, stehen.

ni1 eingetragen, wihrend spaltenweise die Ableitungen d,, bis Oa,

n : zy
COS Qv T sin o, =+
sin o, 221
ntl " Qo
COS v, T} sin ap, =
—7rsin ay, 0 COS Qi

Bis auf die letzte Zeile lassen sich alle Felder durch J™ ausdriicken, denn von der zweiten bis zur
letzten Spalte stehen genau die Eintrdge aus J" jeweils mit einem Faktor sin «, multipliziert.
Und die erste Spalte entspricht der letzten, multipliziert mit einem Faktor r cos «,,. Man kann also
(6.7) durch Ausmultiplizieren der letzten Zeile mit den sich jeweils ergebenden Unterdeterminanten
umschreiben:

T = —(—1)"rsina, (J"sin” a,,) + cos ay, (rcosa, (—1)" ' sin ! )
= (=1)""trsin" o, " (sin® a, + cos? ) . (6.8)

=1

Damit ist die rekursive Schreibweise von (6.5) gezeigt und es kann an die Integration von (6.4)
gegangen werden.

A /in exp [BJ cos ;]

27 T T n—29
= /da1 /daz .. ./dan_g l_I(Sini_1 ai)/dan_l sin" 2 a1 exp[—0J cosa,—1]  (6.9)
0 0 0 =1

0

Qp—1

Dabei ist 2,_1 das Mafl in n — 1 Dimensionen, also die Oberfliche der n — 1 dimensionalen
Einheitskugel. Das Integral in (6.9) laft sich mit Hilfe der Substitution ¢ = cos ay,—1 in eine Form
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bringen, die auf die modifizierten Besselfunktionen fiihrt:

™

1
ZI: _ /dan—l sinn72 an_le—ﬁJcosan,l _{t=cosan_1} /dt Sinn73 Q1 e—[BJt

N————
0 (1-2)"z"
0 1
- /dt(l —t2)?e‘5‘”+/dt(1 — )"
—1 0
1 1
:{tzft’} /d (1 t’2) ﬁ]t /dt(l o t2)"77367[3.]t
0 0
1 1
= /dt(l — 1) (Pt e P = /dt(l —2)"2" 2 cosh(B.Jt) . (6.10)
0 0

Eine Moglichkeit der Definition der modifizierten Besselfunktionen ist [2]:

1

j /dt(l — £2)™ % cosh(xt) . (6.11)

0

IM(x) =

5)"
(

m +

2(
r@)r

N[

Mit I'(1/2) = /7 und Q,—; = (2\/?1_1)/1“((71 — 1)/2) ergibt sich also die Zustandssumme fiir
das O(n) Modell, wenn man in den Gleichungen (6.10) und (6.11) x mit 5J und m mit n/2 — 1
identifiziert:

VAl (%51) jnz 2y
2 2 n_1
BJ) =z L (%5%)

7t = T2 () =1y _1(B8J) (B])"%V2r . (6.12)

Um nun die innere Energie zu bestimmen gibt es eine Identitét [2] fiir die modifizierten Bessel-
funktionen, die im Falle von (6.12) die Ableitung vereinfacht:

% (27" (2)) = 2 " Ihqa(2) . (6.13)

Damit wird die innere Energie:

n 1 ozp
Ur = S Zr o8
(152080 (B0 VA" Ly (80 (8) (VR
ZLTL 6(85[;7)
%
A
= JIn G (6.14)
Mit einer weiteren Identitét [2],
0 1
- (In(2)) = 5 (In-1(2) + Inta (2)) (6.15)
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kann man daraus die Warmekapazitét berechnen:

_oup  aur oBJ)  oUp < J >_ U

oT — 0(BJ) oT  0(BJ) \ kpT2)  9(BJ)

_ J?B%s (Igfl(w) +Ig+1(3«")) Ia_y(x) - (Igfz(l“) +Ig($)) Iy(x)
T2 I (x)

Pk (1 L @)~ @) - Iy @) <x>>

cr (—=JB%kp)

z=06J

[SIisH

(6.16)

x=06J

Um das Verhalten bei tiefen Temperaturen zu charakterisieren, wére nun eine analytische Form von
limp_,o C und limy_,o OC/OT in Abhiingigkeit der Dimension n wiinschenswert. Leider schléigt der
Versuch fehl, die Asymptotik der modifizierten Besselfunktionen fiir grofe Argumente [2] (T — 0
entspricht 8J — o0)

In(z) "5 \/Z% (1 L0 (é)) (6.17)

zu nutzen, um damit eine solche Form zu erhalten. Auch die Entwicklung in héhere Ordnungen
von 1/T bringt ohne eine weitere geschickte Behandlung keinen Erfolg. Vielmehr ist zum Beispiel
mit Hilfe von Computer-Algebra-Systemen die explizite Losung fiir fest vorgegebene Dimensionen
n moglich. Fiir ungeradzahlige Dimensionen wird der Index der modifizierten Besselfunktionen
halbzahlig, was eine Umschreibung in hyperbolische Funktionen erlaubt. Fiir diese Fille ist die
Berechnung der Limite noch etwas leichter als fiir geradzahlige Dimensionen. Entsprechend ver-
sagte das computergestiitzte Losungsverfahren bei geradzahligen Dimensionen eher. In der nach-
stehenden Tabelle sind die Ergebnisse aufgefiihrt.

5 T T T T T T

0)

210 i

dc/dT (T

.15 F _

-20 + E

.30 1 1 1 1 1 1

Abbildung 24: Anstieg der Warmekapazitit fiir O(n)-Modelle bei T' = 0.

Die Werte verstehen sich jeweils normiert auf die Anzahl der Bindungswinkel (daher der Index
1 - weil fiir nur einen Bindungswinkel berechnet), mit kg = J = 1. Es hat den Anschein, als ob
limp_o C} = (n —1)/2 ist.
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n 1[2[3] 4[5 6 [ 7] 9 1113
CT'lr=o 0 % 122 3 [3] 4 5 6
Cy /0T |r—o || O | 2|0 -3 | —2|-22] 6| -12]-20]| -30

Tabelle 2: Verhalten der Warmekapazitit in O(n)-Modellen bei T = 0.

7 Zusammenfassung

Wie anfangs erlidutert war die Fragestellung, inwieweit eine Anderung des Updateparameters amin
wéhrend einer Monte-Carlo-Simulation die Messergebnisse beeinflussen. Bei dem untersuchten
Modell, dem eindimesionalen Heisenberg-Modell mit freien Randbedingungen, konnte weder im
direkten Vergleich der Messergebnisse, noch in Hinblick auf die Abweichung von den exakten
Ergebnissen, eine Abweichung festgestellt werden. Zum Vergleich wurden die Messgrofien En-
ergie und Wirmekapazitit sowie End-zu-End Abstand, Gyrationsradius und deren Fluktuationen
herangezogen. Neben der Bestimmung der Mittelwerte bei verschiedenen Temperaturen wurden
auch die Verteilungen bei diesen Temperaturen betrachtet. Die Ergebnisse stimmten in allen Punk-
ten im Rahmen der Fehler iiberein. Dies war der Fall, obwohl iiber die gesamte Simulation der
Parameter ap,;, stindig angepasst wurde, um die Akzeptanzrate r,.. auf dem gewiinschten Wert
zu halten.

Es liaBt sich daher schlieBen, dass beim eindimensionalen Heisenbergmodell die Anderung eines
Update-Parameters beim Metropolis-Algorithmus nicht zu abweichenden Messergebnissen fiihrt.
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