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JIaberlandt: Quantenstatistik. II. Isotopieeffekte

groQc Energiequelle voll zu nutzen, d. h. allc Fragen der
Kemenergiegewinnung, der Sicherheitsprobleme, der Wieder-
aufbereitung, der Herstcllung seltener Platinelemente, der
Abfallbescitigung, des Umweltsehutzes etc. im Zusammen-
hang zu begreifen und zu losen.

Eingegaiigen am 10. C. 1975
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Quantenstatistik fast Massischer Systcmc mit Amvendung
auf die Zustandsglciclmng realcr Gase

II. Bcrcchnung von Isotopieeffektcn

11. Ilaberlandt

(Zentralinstitut fur Isotopen- und Strahlenforschung der Akademie der Wissenschaften der DDR, Leipzig)1)

Herrn Prof. Dr. phil. habil. C F. Weiss zum 75. Geburtstag gewidmet

Es u-erden Formeln fiir thermodynamische Isotopieeffekle realer Gase angegehen. Die Ermittlung dieser Effekle icird auf die
lierechnung der Verdnderung der Quanlenkorrekturen des 2. Viriaikoeffizienten bei Isotopensubstitution zuruckgefuhrl.
Fiir Ih, D2, Ke, Ar, Kr, CIIt iverden Potentialparameler geeigneter Lennard-Jones-Potenliale ermiiteU und mit deren Ililfe
die Verdnderung des 2. Virialkoeffizienten bei Isoiopensubstitution berechnet. Die zur Berechnung thermodynamischer
Funktionen und deren Isotopieeffekte benb'tigten Ableitungen des 2. Virialkoeffizienten nach der reduzierlen Temperatur
werden bis zur 3. Quantenkorrektur im Berekh 0,3 g f * < 400 fur Lennard-Jones-Potentiah (6,9; 6,12; 0,8) tabelliert.
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1. Einfiihriing

Die irt'srner-Funktion [1], cine Quasi-Verteilungsfunktion im
Phasenraum, gestattet es, die statistische Thermodynamik
von Quantensystemen formal weitgehend ahnlich der von
klassischen Systemen aufzubauen. Fiir Systeme mit sehwa-
cheren Quanteneffekten insbesondere ist cine Reihenentwick-
lung niitzlich [2]. Da Isotopieeffekte Quanteneffekte sind [3],
laBt sich diese Reihenentwicklung mit Erfolg zur Berech-
nung der verschiedensten Isotopieeffekte anwenden [4—7].
Wegen der groBen Bedeutung und der Fiille der Anwen-
dungsmoglichkeitcn sollcn reale Gase beliandelt werden [8,9].

Ausgangspunkt fiir die Berechnung von Eigenschaften
realer Gase ist die Virialform der Zustandsgleichung

PV = NkT{l + B(T) V-1 + C(T) V~- + •••} , (1)

die mit Mcthoden der statistischen Physik herleitbar ist. Die
GroBen B(T), C(T),... werden zweite, dritte,... Virialkoeffi-
zienten genannt. Das Ziel dieser Arbeit ist die Berechnung
von Isotopieeffekten, d. h. von Veriinderungen thermo-
dynamiseher ZustandsgroBen bei Isotopensubstitution. Die
Quantenkorrekturen des zweiten Virialkoeffizienten bieten
dazu eine gute Moglichkeit, wenn man sie mit Hilfe der
IJ'iV îer-Funktion in eine Reihe nach der massenabhiingigen
de Broglie-WcUenY&ngc A* entwiekelt. Unter Voraussetzung
eines bestimmten Wcehselwirkungspotentials laBt sich dann
die Berechnung der thermodynamischen Isotopieeffekte
realer Gase auf die Berechnung der Veranderung der Virial-
koeffizienten bei Isotopensubstitution zuriickfiihren.

') Anscliriit: 705 Leipzig, PcnnoserstraCo 15

2. Realgas-Korrekturen thcrinodynamisclicr
Funklionen

Fiir ein kugelsymmetrisehes Potential U(r) erhalt man
folgende Gleichung fiir den zweiten Virialkoeffizienten

B = 2 ^ / ( 1 -S( r ) ) r 2 d r ,
o

(2)

wobei S(r) die Slatersummc, d. h. die Wahrscheinlichkeits-
diehte einer speziellen Konfiguration im Ortsraum ist. Fiir
das ie

(••5)

mit

_ l /I u
~ n — j/( \mm] ' "

st der zweite Virialkoeff izient cinschlicBlich seiner Quanten-
korrektur in der Form ,

- »i)-2r+3
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Haberlandt: Qnantcnstatistik. II. Isotopiecffekte

mit

b['\m, n) =

,(«-,„) - 2 , +3 / m a _ 3 + 9,.• 3 + 2r \

n /

in [2] angcgeben, wo man ancli die Werte der Koeffizienten
k\r> "o» entnimmt. Urn Verweehslungen zu vermeiden, wird
die Masse hier mit 21 bezeichnet.

Wcitcr findet man dort Ausdriicke fur thermodynamische
Funktionen, die sich mit den bekannten thcrmodynamischcn
Eelationen hcrlcitcn Iassen.

Hier sollen die vom idealen Vcrhalten des Gases ab-
weichenden Anteile dieser GroCen angegeben werden [8].
FaBt man z. B. die inncrc Energie U als Funktion der Tem-
peratur T und des Volumens I' auf, so erliiilt man bei ge-
eigneter Walil des Integrationsweges zwisclien den Zustanden
(Tu I',) und (T2, Vt)

U(Tt,l's)- ^ j AT

Der Zustand (Tv \\) soil mit ]\ = oo dem des idealen Gases
entsprechen. Damit ergibt sich das erste Integral bei be-

T
liebiger unterer Grenze lim U(T, V) = / Cv AT + Uo den An-

toil des idealen Gases U^.

Fur Gl. (7) erhalt ma
fdU\ /6P\

erhalt man mit I — = T I— — P
\SVJT \dTJy

^ J - r\ ,11'.U(T, V) - UIA(T) = - (8)

Einsctzcn der Zustandsgleichung (1) fiihrt zu

U(T, V) - Uid(T)

= - NkT- {B'(T) V1 + i G'(T) V"2 + •••} . (9)

Uin moglichst allgemeine Aussagcn machen zu konncn,
vcrden reduzierte GroCen eingefiihrt

kT
71*

e

Mit den Abkiirzungen

tAB*

AT*'

_..., A-B*

AC*

AT*'

AT*1

(10)

wird

U - Uid = NeT* {B1*]'*-1 +JC1 *! '*"2 + •••}
(11)

Ahnlich verfahrt man bei der Berechnung der Entropio S,
fur die sich

s - sul = - ,v*[in P + r*-1^1* + i r*-2

X{(B*y- - C * + O1*}] (12)

ergibt.
Mit Benutzung thermodjTiamischer Relationen bzw. D3-

finitionsgleiehungen ergeben sich die weitercn thcrmo-
dynamischcn GroCen. Zum Beispiel ist

F - Fla = NeT* [In P + 2V*~1B** + -i- I '*-2

X{{B*)2 -C* +2C1*}], (13)

Cv - CV;i,i = -Nk[V*-1{2B^* + B1*) + -i- I'*-2

X(2C1* + C2*)] (14)

und

cP - c1>>la = - M I T * - 1 / } 2 * - r*-2

X {{Bl* - B*f - G* + O1* — i C2*}]. (15)

Fur den Jou/e-T/iOWiSOU-Koeffizienten erliiilt man

X \2 )- -2B*Bl* - 2 C *
Xk

X (10)

Zur Berechnung der thermodynamischen Funktionen
werden die erste und die zweite Ablcitung des zweiten Virial-
koeffizienten nach der Temperatur benotigt, die als B1*, B-*
und Bl* — B* in den Gleichungen (11 — 10) auftrcten und
sich durch Differentiation aus Gl. (5) ergeben. B1*, B-* und
(Bl* — B*) werden fur das Lennard-Jones-(m-n)-¥o\.wn\\n.\
(m = 0; 11 = 12, 9, 8) berechnet und im Anhang auszugs-
weiso — vgl. [7] — angegeben. Weitere Tabellen entnimmt
man [2, 10].

3. Isotopieelfektc

Die Isotopieeffekte, d. h. die Veriinderung von thermodj'na-
misehen Eigenschaften bei Isotopensubstitutionen, sind
Quanteneffekte[3]. Fiir den zweiten Virialkoeffizienten Gl.(o)
und fur seine Ableitungen naeh der Temperatur wurden
Reihenentwieklungen nach fortsehreitenden Potenzen von
A*- berechnet. Diese Reihenentwicklungen sind zur Be-
rechnung der Isotopieeffekte besonders gut geeignet, da die
Masse 21 nur in A* cnthaltcn ist. Die Isotopieeffekte ergeben
sich durch Bildung der Differenzen fiir die betrachteten
Isotope.

Fiir isotopenreine Gase erhalt man die Veranderung des
zweiten Virialkoeffizienten zu

AB = B - Bl = 2~N"3 £ A*°'B*(T*)

o
(17)

Im allgemeinen darf man in erster Naherung annehmen,
daC das Wechselwirkungspotential sich bei Isotopcnsubstitu-
tion nicht verandert. (Wegen der Veranderung des Potentials
bei Wasserstoff und Deuterium vgl. Abschn. 4.)
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HaberJandt: Quantcnstatistik. II . Isotopieeffektc

Daher kann man fur Gl. (17)

2r.Na3

AB = (A*2' - A*}') B*.

(18)

schrcibcn (der Index i kennzeichnct die durch Isotopen-.
substitution veriinderten GroCen). Hierzu muB noch der
Beitrag addicrt werden, der durch die Beriicksichtigung der
Symmetrisierung auftritt [7]

5 = Spin. Das obere Vorzeiehen gilt fur Tcilchen der Bose-
£insfein-Statistik, das untere fiir i'mniVDiVae-Statistik.

Fur ein Gasgemiseh la'Qt sich der zweite Virialkosffizient in
folgender Form angeben:

B = Z Z B(ij). (20)

B(ij) sind die Komponenten des zweiten Virialkoeffizienten
der Mischung (i = j beri'icksichtigt die an der Mischung be-
teiligten rcincn Stoffe; i ^ j die Werte, die durch die Mi-
schung entstehen). aj, x, sind die Konzentrationen der
Komponenten i,j in der Mischung. Es gilt Z xf = 1.

Berucksichtigt man die quantenmechanischen Korrek-
turen, indem man Gl. (o) in Gl. (20) einsetzt, so erhalt man
fiir den rcduzierten Virialkoeffizienten der Mischung

IS* = Z Z Z
i j r

mit

A*-Ay, = •
h-

J/, + J/,

(21)

(22)

Kimmt man hier fiir Isotope wieder gleiche Werte von e und a
an, so sind alle B*(ij) fiir konstantes v gleich, so daC man

i j
(23)

schreiben kann.
Nimmt man an, A*2 gehore zu einem reinen (z. B. dem

haufigsten) Isotop der Mischung, so ergibt sich

B* = £ B?A*°-> i £ *,*, (^-) = E B?A*°->fr (24)
i 3 \JIV)J

mit

< i
(25)

Mit Gl. (24) ist die Bestimmung des zweiten Virialkoeffi-
zienten von Isotopengemischen eines Stoffes auf die Be-
stimmung des zweiten Virialkoeffizienten eines Isotops dieses
Stoffes rcduziert. Die Isotopieeffekte erhalt man cinfach
durch

AB = *2' - A*?) B*f,. (20)

Falls das Mischungsverhaltnis der Isotope, z. B. durch An-
reicherung, geandert wird, gilt

(27)

Zur Berucksichtigung des Symmetrieeffektes geht man
wieder von Gl. (19) aus, beachtet aber, daB alle Glieder fiir
i =£ j verschwinden, da zwei verschiedeno Molekule unter-
scheidbar sind und daher keinen Anteil zum Symmetriecffekt
liefern konnen.

Gl. (27) ivird im Abschnitt 4 dieser Arbeit verwendet.
Die Isotopieeffekte fur die thermodynamischen Funktionen

konnen berechnet werden, indem man Gl. (17) in die Formoln
fur die betreffendo thermodynamische GroCo einsetzt. Fiir
Gemische von Isotopen eines Stoffes kann Gl. (17) durch
Gl. (27) ersetzt werden. Einsetzen von Gl. (27) und der ent-
sprechenden Ableitungen in die Gleichungen (11 —1G) liefert
die gewunschten Isotopieeffekte. Sie sind durch die Quanten-
effekte des zweiten Virialkoeffizienten bedingt. Die Quanten-
effekte des dritten Virialkoeffizienten konnen in erster Niihc-
rung vernachlassigt werden und •\vurden nicht berechnet.
Durch den Index id werden die Isotopieeffekte fiir verschwin-
dende Wechselwirkung (U = 0) gekennzeichnet.

Man erhalt:

AU=

(29)

AS = ASjd - A'* {in ^-t+Z (A*-'Jr - A*Vjfr

x j»;*r*-i + i r i: (/i«-/r - a*?'/,')

x (/i*2"//( - A*'"/;,) B* B*V*-*\, (30)

AF = AFid + SeT* iZ (A*°-'fv - /1*?7«)

• + v r 2; (/i*2'/v - /i*?7,')

x (/I*2'1/,. - A*?"/;,) B*B*r*-n

ACV = ACy.id - M Z
V

X (2Bl* — B*) T ' * - l ,

2 ' / , - A*Vji)

(32)

**'/ACP = ACP)id - Nk Z (A*-'fr - A**'/*) B?*

X (A*°-% - A*Vfl) (B\* - B*)

X (B}* - B*), (33)

J-TU

- 1 Z Z {A*2'fr - A*''f>)
' I'

X (2B*B* - 2B*B]*

(34)

i. Ainvcndiingcn

Zur Berechnung der Isotopieeffekte spezieller Molckiile wird
nun als Ausgangspunkt ein spezielles Potential (Gl. 3) ge-
wtihlt, wobei in = C gewiihlt und fiir n = 8, 9 oder 12 ange-
setzt wird. — Auf die Problematik der analytischen Form
des Potentials soil an dieser Stelle nicht eingegangen werden,
vgl. [7—9, 11]. Die Potentialparameter a und e werden mit

,,Isotopenpraxis" 12. Jaliiffang • Ilcft 1/197/;
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Haherlandt: Quantenstatistik. II . Isotopieeffektc

Hilfe zweier kombinierter Methoden, namlich der Methode
der kleinsten Quadrate und dem im folgenden beschriebenen
Verfahren so angepaBt, daB die experimentellen Werte mog-
Iichst gut •niedergegeben verden.

Es soil ein Verfahren dargestellt werden, das es gestattet,
die Werte der adjustierbaren Parameter a und e eines zwei-
parametrigen Potentials aus dem zweiten Virialkoeffizienten
zu bestimmen. Die Quantenkorrekturen des zweiten Virial-
kooffizienten werden beriicksiehtigt.

Aus GI. (5) und Gl. (19) erhiilt man

{A*-B?

B(T) = r, e,

(35)

(30)

k5 50 55 £,10'!Serg

Abb. 1. Zur Bestimmung der Parameter des Lennard-Joncs-(fi —12)-
Potcntlals fiir Deuterium

U0'15erg

Hier tritt, abgesehen von der Temperaturabhangigkeit der
reduzierten B*, nur noch in /2 eine Abhangigkeit von a und
E auf.
a soli als Funktion von e mit der Temperatur als Parameter
dargestellt werden.

2-jVff3

r, e,

2-N

(37)

(38)

Die Kurven liefern, falls a und e iiber das Temperatur-
intervall konstant sind und B(T) exakt durch GI. (35) be-
schrieben -werden kann, fiir alle Werte des Parameters T_
einen Schnittpunkt mit den Koordinaten a und E.

-30 \

-35

Abb. 3. Lennara-Joncs-lfi - 9 ) - und -(C -12)-Poteutial fur II2

Abb. 2. Zur Bestimnmng der Parameter des Le>inard-Joncs-{G — 9)-
. Potentials fiir Deuterium

9r.A

ho-

rn-

o

-20

•-w\

-60

-so-

-too-

-120

-160\

Abb. 4. Lcnnard-Jones-(G — 12)-Potential fur Nc, Ar, Kr

.Jsotopenpraxis" 12. Jahrgang • Heft 1/197G
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llaherlandl: Quantcnstatistik. I I . Isotopiceffektc

-150

Abb. 5. Lcnnard-Joncs-(G — 12)-l'otcutial fur CII(

-§ 1

4
15

-5
200 300 T,°K

Abb. G. Zweiter Vhmlkoeffizieiit von II, und D, fur das Laniard-
Jones-(G — 9)-I'otcutial In Abhangigkcit von dcr Tcmpcratur

1000

soo r\
U(6-lZ)Pot.

100 200 300 WO

Abb. 7. Drittci Virialkoeffizieut von II, und D,
Bitte beachtcn: Statt LI (untere Kurvc) lies LJ

500 T.°K

Im klassischen Pall verschwindet/2. Bei gceignetem Poten-
tial habcn die Kurven a'3 = g(e) bei verschiedenen T^ eincn
Schnittpunkt bzvr. schncidcn sicJi — entsprechend der Un-
genauigkcit der experimentellen AVertc Bcx und dcr Un-
genauigkeit des Potentials — in einem mehr oder weniger
kleinen Bereich.

Berucksichtigt man jcdoch die Quantenkorrekturen (d. h.
die Existenz von /2) und deren Abhangigkeit von a und f,

1\

0.5\

100 ZOO 300 T,°K

Abb. 8. Diffcrciizuii dcr i . VirialkocUizlcntcu vou II, und D,

0,5

OH

0,3

>=S 02 j

0.1 \

100 200 300 WO 500 600 700 SOOT'K

Abb.!). Diftcrciizcn der 2. Vlrlalkoclfizicntcn fiir Xcon-Isotope

0,2-
\36Ar-%r

0.15

0.1

0,05-

100 200 300 WO 500 600 700

Abb. 10. Diffvrcnzun der 2. Yiiialkoeffizienten fiir Argon-Isotope

die entgegen der Annahme in [12] beaclitet werden muC, so
kann man ein Iterationsverfahren aufstellen. Man wahlt
Ansgangswerte (<70, f0), fiihrt das Verfahren durch und wieder-
holt es solange mit den Koordinaten des erhaltenen Schnitt-
punktes ((<71; e^, (<r2, F,), ...) bis Konvcrgenz auftritt. Dicso
graphische Methode liefert dann das gesuchte Wertepaar

3Iit dicsem Verfahren wurden He, H2, D2 (jeweils wird
kugelsymmetrisches Potential angenommen) sowie Xe, Ar,
Kr und CH4 untersucht (vgl. [7]). Die experimentellen Daten
zur Bestimmung der Potentialparameter finden sich in
[13 — 19], vgl. auch [20, 21]. Es zeigt sich, daB fiir H2 und D2

— sowie fur He [7] — das Lennard-Jones-(G, 9)-Potential
geeignetcr zu sein seheint.

10 ..Isotopenpraxis" 12. Jalirguug • Heft 1/1970
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//aicr/«)irf(:Quantenstatistik. II . Isotopieeffekto

Die Abb. 1 und 2 zeigen die Ergebnissc dcs graphischcn
Vcrfahrcns am Beispiel von Deuterium, fiir das das Lennard-
Jones-(G, 9)-PotentiaI einen besseren Schnittpunkt liefert.
Fur die iibrigen untersuchten Gase erweist sich das Lennard-
Jones-lfi, 12)-PotentiaI als geeigneter.

Die ermittelten Potent iale fiir H2, Ne, Ar, Kr und CH4

•\verden graphiscli in den Abb. 3, 4 und 5 dargestcllt. Abb. C

Tab. 1 Ermittelte Potentialparametcr und tie Bro'jlie-WcWcn-
langen fiir die untersuchten Gase

Potential e/k, °K a, A A*

H, LJ (0,9)
D2 LJ (0,9)
A'e LJ (0,12)

Ar LJ (0,12)

Kr LJ (0,12)

27,04
20,00
30,13

3,079
3,008
2,704

117,81 3,511

102,90 3,847

CH4 LJ(0,12) 149,37 3,803

2°Xe

36Ar
38Ar
10Ar
7 8 K r

80Kr
6-Kr
83Kr
s iK r

8 6 Kr
12CH4
13CH4
12CD4

" C D 4

1,925
1,370
0,589
0,575
0,502
0,192
0,180
0,182
0,101
0,100
0,099
0.09S
0,097
0,09G
0,235
0,228
0,210
0,205

Tab. 2.Berechnung
61Kr, 12CH,,
tential)

des 2. Yirialkoeffizienten fiir 20JN'e, 40Ar,
em3- mol"1 {Lennard-Jones-(6-12)-Vo-

T ° K B(20Xe) B(6lKr) B(12CH4)

30,00
50,00
73,10
88,35
95,07
10S,10
123,10
148,10
173,10
198,10
223,10
248,10
273,10
298,10
323,10
348,10
373,10
39S.10
423,10
473,10
573,10
073,10
773,10
873,10
973,10

—87,05
-35.0S
-15,31

— 2,00
0,32
3,79
0,14
7,82
9,00
9,90

10,74
11,33
11,80
12,19
12,51
12,77
12,99
13,34
13,70
13,97
14,07
14,11
14,10

—220,47
-199,50
-159,82
-127,53
- 91,54
- 07,90
- 51,30
- 39.0S
- 29,G4
- 22,18
- 1G,14
- 11,10
- 0,99
- 3,40
- 0,43

2,20
0,51

12,58
10,01
19,43
21,48
23,03

—295,40
-214,70
-103,05
-128,54
- 102,90
- 83,54
- 0S,3O
- 50,05
- 45,99
- 37,00
- 30,50
- 24,42
- 19,15
- 10,52

1,09
9,84

15,00
19,80
23,11

—244,90
-17S,13
-135,34
-105,07
— 83,93
— 00,31
— 54,30
- 43,78
- 35,13
— 27,90
— 21,78
- 10,53
- 11,98
- 4,52

0,03
13,00
18,03
21,70
24,48

zeigt am Beispiel von H2 bzw. D2, daB die Ubereinstimmung
zwischen den experimentellen und den bereclmeten Wertcn
wegen der Anpassung naturgemaC sehr gut ist. Der gegenuber
der Wahl der Potential© empfindlichere dritte Virialkoeffi-
zient [13] wurdo ebenfalls zur Entscheidung mit herange-
zogen. Auch aus Abb. 7 erkennt man, daC fiir H, und D2 das
Lennard-Jones-(G, 9)-PotentiaI geeigneter ist. Im iibrigen er-
geben sich (vgl. Tab. 1) fiir Wasserstoff und Deuterium ver-
schiedene Werte fur die Potentialparameter, v.as wegen der
Unterschiede in Xullpunktsenergie und Polarisierbarkeit zu
envarten war [22]. Genauere Aussagen zum Potential, die
die Xichtspharizitiit und die Berucksichtigung von Rotations-
freiheitsgraden [8, 9, 23, 24] sowio die Beschreibbarkeit
anderer Eigenschaften einsehlieCen miiBte, sollen hier nicht
angestrebt werden, da es nur um die Bereehnung von Iso-
topieeffekten gehen soil.

Mit Hilfe der ermittelten Potentiale werden nun unter
Verwendung der Gleichungen (20, 27) die Vcriinderungen des
zweiten Virialkoeffizienten bei Isotopensubstitution berech-
net und in den Abb. 8 bis 12 dargestellt. Die benotigten
Ausgangsdaten entnimmt man Tab. 1. Dor zweite Virial-
koeffizient fiir die am haufigsten vorkommenden Isotope
=°Ne, "Ar, 61Kr, 12CH4 ist Tab. 2 zu entnehmen.

Die Kenntnis dieser Veriinderungen bictet die Jloglichkeit,
die thermodynamischen Isotopieeffekte gemiiB der Gleichun-
gen 29 bis 34 zu berechnen.

aw-
0.09-

0.08

0.07-

o.os-
0.05-

O.D't

0.03

0,02

0,01 \

tOO 200 300 hOOT.'K

Abb. 11. Differenzen der 2. Virialkoeffizienten fiir Krypton-Isotope

1.0

%0.8

0.6
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0M
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0.1

100 200 300 W0 500 600 700 800
Z°K

Abb. 12. nifferenzen der 2. Virialkoeffizienteu fur isotopensubstitu-
ierto Methane
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Tabclleiianliaii£

Die erste Ablcitung des 2. Virialkocffizienten fiir das ien)!arc?-Joncs-(G-12)-Potcntial (ein-
schlioClichQuantenkorrekturen)

0,30

0,50

0,75

• 1,00

1,25

1,50

1,75

2,00

2,50

3,00

3,50

4,00

4,50

5,00

7,00

10,00

15,00

20,00

30,00

40,00

50,00

60,00

70,00

80,00

90,00

100,00

200,00

300,00

400,00

Bi*

-7GC072G2

10923091

72540131

44282C15

31404073

24141402

1950527G

1G297207

12155319

9G000320

7SG71448

GG148301

5GG75447

49259507

30825G5G

1758G701

7GG4972G

2SG637G5

-17492863

-39311539

—51G477G1

— 59362058

-G4503940

— 68081877

-70647006

—72524428

—77539993

—76524520

-74753386

2
2
1
1
1
1
1
1
1
0
0
0
0
0
0
0
-1
-1
-1

-r
-l
-l
-l
-l
-l
-l
-l
-l
-i

Bi*

-12112363 3

— 10022641 2

-23968555 1

-99004690 0

-53927104 0

-34265410 0

—23974137 0

-17902141 0

-11341839 0

-80140820 -1

—60084490 -1

-48180323 -1

-39584940 -1

-33372057 -1

— 19888277 -1

— 11922685 -1

-68970557 -2

-47561351 -2

-28669444 -2

—20215183 -2

—15484G75 -2

-12484230 -2

-10421329 -2

-89208691 -3

-778316S6 -3

—689249G9 -3

-31292637 -3

-19839144 -3

-14387777 -3

Es ist -7G607262 2 =

22199934 3

90929380 1

11545773 1

32071818 0

12903215 0

G41S0009 -1

36572122 -1

22891984 -1

10831588 -1

G0475483 -2

37G11324 -2

2522G098 -2

17880733 -2

13233948 -2

52397437 -3

20G46454 -3

7541G53G -4

37934316 -4

14S63G10 -4

7790G094 -5

47633259 -5

32033374 -5

22980485 -5

17273909 -5

13450876 -5

10766974 -5

25516203 -6

11168875 -G

G249955G -7

—7G.G072G2 usw.

Bl*

—495S4692

-10188744

-77G310GG

-15274410

—47451652

-19208877

-92280350

-49939503

— 18013026

-85845009

-45538106

-2GG57215

-16784722

—11177319

-31787717

-88900674

-22181480

—85525273

-231G5703

-93754207

-46983710

—26883343

— 16834323

-11253040

—79034224

-57699707

—74977871

-2316G911

-10137155

3
2
0
0
-1
-1
_2
_2
_2

-3
-3
-3
-3
-3
-i
—5
—5
-6

-tf
-7
-7
-7
-7
-7
-8
-8
-9
-9
-9
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Die zwcitc Ablcitung dcs 2. Virialkoeffizienten fiir das Lennard-Jones-(G — 12)-Potcntial (cinschlieCIich Quantenkorrekturen)

T* JT-* IP*
0,30
0,50

0,75

1,00

1,25

1,50

1,75

2,00

2,50

3,00

3,50

4,00

4,50

5,00

7,00

10,00

15,00

20,00

30,00

40,00

50,00

60,00

70,00

80,00

90,00

100,00

200,00

300,00

400,00

-35087082
-57339522

-20013105

-11539854

-77921707

-58122472

-4C058G59

-37997150

-279G1389

-21991954

-18044671

-15244040

-13154791

-11530704

-757929S3

-47877801

-27116454

-17040274

-72011793

-24109137
39270951

22146848
34816999

44055447

51031074

50440727

77295667

81396610
82054871

3
2
2
o
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
0
0
0
0
-1
-1
_2
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

79299948

54054801

1029S677

3826749G

19346171
11621334

77798969

56053496

33622353

22824420

10760077

12985951

10459289

80732463

49384129

28502039

15955815

10S05732

03851966

44528829

33865304

27164524

22588804

19278026

16778153

14827781

66615227

42049419

30418597

3
2
2
1
1
1
0
0
0
0
0
0
0
-1

-1
-1
-1
_2
_2

-2
_2
_2
_2
_2
_2
-3
-3
-3

-17950830
-59419381

— 05694670

-10778693

-63702205

-30346449

— 16717951

-10181580

-40184114

-24988134

-15163312

-99693594

-69524931

-50719495

— 19280036

-73232950

-25831811

-12722952

-48613716

-25098600

-15187774

— 10135815
—72280763

-54070721

-41935703

-33454014

-77836847

-33792673

-18817674

4
2
1
1
0
0
0
0
-1
-1
-1
_2
_2
_2

-2
-3
-3
-3
-i
-4
-4
-4
-5
-5
—5
-5
-6
-6
-6

47059453

79804648

53064545

97865210

28847001

11228997

52314064

27014346

99043313

44390729

23025829

13235955

82086990

53903940

14786380

39987250

96614218

36537239

90695178

38590564

19154435

10882133

67766529

45096229

31554928

22964328

29331895

89937215

39173411

4
2

1
0
0
0
-1
-1
-2
_2
-2
_2

-3
-3
-3
-4
-5
—5
-0
-6
-0
-6
-7
-7
-7
-7
-8
-9
-9

Joule-Thomson Koeffizient (p = 0) fiir das Lennard-Jones-(G — 12)-Potential (einschlieBlich Quantenkorrekturen)

B\*-B*. B\*-B* B\*-B* B\*-B*

0,30
0,50

0,75

1,00

1,25

1,50

1,75

2,00

2,50

3,00

3,50

4,00

4,50

5,00

7,00

10,00

15,00

20,00

30,00

40,00

50,00

00,00

70,00

80,00

90,00

100,00

200,00
300,00

400,00

lenpraris'

10448784

25643897

11429941

69603428

48441858

36150234

28164704

22573460

15281453

10752372

70775759

54606609

37913673

24925157

-67831899

-28500827
-43393944

—49071044

—54441832

-55788655

—56000919

—5575740G

-55315463

-54787197
-54226205

—53059390

-48897107
-45605241

-43310457

3
2
2
1
1
1
1
1
1
1
0
0
0
0
-1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

' 12. Jahrgans • Ileft

-14008194

— 13074247

-32655191

-14056293

-79013501

—51470477

—30745820

-27901147

— 18143424

— 13071772

— 10048858

-80753401

—07008635

-50903092

—34742053

-21239180

-12500319

—87038665

—53030837

-37625702
-28936076

-23396803

—19573421

—16784255

-14664402

— 13001593

-59392262

—37751632

—27419566

1/107C

3
2
1
1
0
0
0
0
0
0

' 0

-1
-1
-1
-1
-1
-1
_2
_2

-2
_2

-2
_o
—2
_2
_2
-3
-3
-3

25592068

10878730

14220444

40290747
16449704

82767319

47607524

30033623

14389077

81114281

50838550

34316498

24464475

18185309

73001946
29138242

10778733

54639893

21612753

11393807

09942860
47176938

33923405

25547823

19924895

15970548

38120101

16743468

93879436

2
2
1
0
0
-1
-1
-1
-1
_2
_2

-2
_2
_2

-3
-3
-3
-4
-4
-4
-5
-5
-5
—5
-5
—5
-0
-6
-7

-55767971

— 11708050

-91519298

-18250560

—57295095

-23378283

— 11303542

-61500904

-23118633

— 10732859

—57235654

—33651316

-21266964

-14207272

—40780704

-11508207

-28960987

-11226119

-30005802

-12435841

-62492634

-35830979
—22473560

-15042322

-10576308

-77285012

-10094077

— 31200689

-13697644

3
2
0
0
-1
-1
-1
-2
-2
_«>
-3
-3
—3
-3
-4
-4
-5
-5
-0
-6
-7
-7
-7
—7
-7
-8
-S
-9
-9
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Die erste Ableitung des 2. Virialkoeffizienten fiir das Lennard-Jones-{6—9)-Potential (einschlieQlich Qiiantenkorrekturen)

T* B\*

0,30
0,50
0,75
1,00
1,25
1,50
1,75
2,00
2,50
3,00
3,50
4,00
4,50
5,00
7,00
10,00
15,00
20,00
30,00
40,00
50,00
60,00
70,00
80,00
90,00
100,00
200,00
300,00
400,00

95035445
21130781
90979720
55090554
39571719
304G8591
24C51931
200242G1
154210S0
12209042
10031483
84574554
72G7010G
G3352779
40209404
23G18G7G
11223194
525189GG

—40259459
-31453315
-4G522817
— 55885851
— 02085832
-GG37041G
-G9419445
-71G32791
— 77229321
—757502G1
-73473084

2
2
1
1
1
1
1
1
1
1
1
0
0
0
0
0
0
-1
-2
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

-10584015
—92170329
—20G428G4
-847G0903
—459458S1
-29077031
—20274715
— 15094970
-9510288G
-GG971273
—50539489
—4000G80G
-32783128
-27572793
—1G30545G
-9G920470
—55500420
—379S5329
—22G45170
-15S37847
-12053421
—9GG57374
— 80315114
-08475113
—595288G2
—5254704G
—23347279
-14G1273G
— 10500545

3
1
1
0
0
0
0 '
0
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
_2
_2
_2
_2
_2
_2

-3
-3
-3
-3
-3
-3
-3
-3

13757592
55700081
09929187
19248184
7G84G859
37970298
21510GG4
13394174
G28052S7
34798715
214994G9
14335910
10112108
744C5310
2903G295
11255104.
40352056
20033051
77092822
399111G8
2417G983
1G139763
11508G31
8G0GGS53
GG7239G1
53204953
12320431
53304030
29G08778

3
1
0
0
-1
-1
-1
-1
_2
_2
_2
_2
_2

-3
-3
-3
-4
-4
-5
—5
-5
-5
—5
-G
-G
-G
-G
-7
-7

—217G7298
-44024192
—330G0495
-G4324579
—19S01520
— 79542825
—3795S793
-20422003
-753G0234
-344713G1
-1815809G
— 10504870
—GG1G5355
-43850239
-12283215
-338230G1
— 82979322
—31G40215
- 84484ICG
-338842G9
—1G87405G
-9G101887
-599G3579
-399G9GG3
—28007995
-20409192
-20304250
-811G2GG7
—35533G07

3
1
0

_j

-1
_2
_2

-3
-3
-3
-3
-4
-4
-4
—5
-G
-G
-7
-7
-7
-8
-8
-8
-8
-8
-9
-10
-10

Die ziveite Ableitung des 2. Virialkoeffizienten fiir das Lennard-Jones-(C>—9)-Potential (einschlieClieh Qiiantenkorrekturen)

T* B\* Bl*

0,30
0,50
0,75
1,00
1,25
1,50
1,75
2,00
,2,50
3,00
3,50
4,00
4,50
5,00
7,00
10,00
15,00
20,00
30,00
40,00
50,00
00,00
70,00
80,00
90,00
100,00
200,00
300,00
400,00

-44153390
-71339200
—257G1541
-144C2714
-97844780
—7308580G
-57980034
-47875540
-3528315G
-27785310
—22824141
-19302715
-1G075090
-14G39785
—9GG19631
-01527458
-35409750
—2285349G
—105750G8
-4G24G320
-115G9G13
10S73119
2G417907
3770813G
4G199932
52759782
77C14534.
821833G4
82G97449

3
2
2
2
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
0
0
0
0
0
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

G9410808 3
47054432 2
S910S519 1
32943014 1
1G583G48 1
99259G82 0
GG243081 0
47598139 0
28420S48 0
1922170G 0
14070248 0
10872130 0
8735G452 -1
72282474 -1
408GS411 -1
23406345 -1
129S22G2 -1
87313343 -2
510GG807 -2
35341425 -2
2G713954 -2
21318775 -2
17649856 -2
15004841 -2
13014144 -2
11465577 -2
50437957 -3
31437563 -3
2253G298 -3

—1115170G 4
—3G540832 2
-40000440 1
-10133987 1
—38211958 0
— 18095131 0
-991G07G8 -1
-G0104535 -1
—27038757 -1
— 1452G534 -1
-87G09109 -2
-57286514 -2
—39755452 -2
—28873447 -2
—10S17417 -2
-40441037 -3
— 14006276 -3
— 68093883 -4
—25550817 -4
-13026493 -4
—7SO77S11 -5
-51710842 -5
— 36044312 -5
-27260009 -5
—21049060 -5
—1G7239G7 -5
—37959012 -6
—16271376;-G
-89869572 -7

20720204 4
34631125 2
22978505 1
41471479 0
12120424 0
4G839350 -1
21684G84 -1
11382832 -1
40439848 -2
179S1S21 -2
92642385 -3
52939249 -3
32660171 -3
21370052 -3
570S3610 -4
153572G7.-4
36474124 -5
13635269 -5
35543833 -G
14047701 -G
69244378 -7
39124230 -7
24271310 -7
1C098779 -7
11234397 -7
81575590 -S
10307643 -8
31511083 -9
13716914 -9
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Joule-Thomson Kocffizicnt (p = 0) fur das Lennnrd-Jones-lfi — 9)-Potcntial (einschlieCIich Qnantcnkorrekturcn)

T* B\*-B* B\*—B* B\*-B*

0,30
0,50

0,75

1,00

1,25

1,50

1,75

2,00

2,50

3,00

3,50

4,00

4,50

5,00

7,00

10,00

15,00

20,00

30,00

40,00

50,00

00,00

70,00

80,00

90,00

100,00

200,00

300,00

400,00

13005925
32320719

14C08030

90229124

03008202

48103374

38110039

31075091

21880838

1C1G2408

12275512

94099487

73551208

57078425

10702527

-11015GOG

-30288250

-38583590

-45179381

-47320040

. -47949474

-47948591

-47057408

-47227239

-40731820

-40209091

-41533075

-38270114

-35900030

3
2

2
1
1
1
1
1
1
1
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

-12757474
— 11847028

-28053101

-1199395G

-07052925

—43481G79

—30923301

-23402023

-15133437

— 10853840

-83118781

-00572521

—55078401

—40097075

—28230805

-17101123

-99543534

—08753074

—41405001

-29124223

-22247980

-17888084

-14894403

— 12719224

— 11072031

-97842108

-4372378G

-27433583

— 19742034

3
2
1
1
0
0
0
0
0
0
-1
-1
-1
-1
-1
-1
_2
_2
-2
_2
_2
_2
-2
_2
_2
-3
-3
-3
-3

15852089
00573204

95994830

24131781

97731019

48831974

27910217

17515013

83124957

40487003

28930527

19414078

13700437

10183451
40243200

15790028

57338195

28085972

11144440

58034927

35300S30

23038919

10897390

12G02045

98328924

78519507

18330713

79011080

44320432

3
1
0
0
-1
-1
-1
-1
-2
_2
_2
_2
_2
_2
-3
-3
-4
-4
-4
—5
-5
-5
—5
-5
-0
-0
-G
-7
-7

—24471022

—50S11139

-38931339

-7077GG06
-23871002

—9GG37050

—4G407503

—25098937
-93395574

-42997237

—22700085

— 13303178

-83018001

—55590747

— 15717553

—43GG0859
-10S05185

-41425587

-11130340

—44853G17

—22403203

-12787931

-79934073

—53359497
—37436832

-2730S794

—35408983

— 10950849

-48055504

3
1
0
-1
-1
_2

-2
_2

-3
-3
-3
-3
-4
-4
-4
-5
-5
-0
-G
-7
-7
—7
-8
-8
-8
-8
-9
-9
-10

Die erste Ableitung des 2. Virialkoeffizienten fiir das Lennard-Jones-lfi — 8)-Potential (einschlieGIich Quantenkorrekturen)

T* B{*

0,30
0,50
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3,00

3,50

4,00

4,50

5,00

7,00

10,00

15,00

20,00

30,00

40,00

50,00

00,00

70,00

80,00

90,00

100,00

200,00
300,00

400,00

..Isotopenpraxis'

50313884
37917299

11544009

02125G48

41210527

30322G71

23G97090

19259791

1370S914

10380795

81810883

CC1291G8

5442C0S0

45370522

23353410

81484285

-2G023013

-7558772G

-11858239
-13G13G95

-14445535

-14858344

-15055000
-15130073

— 15134885

-15095392

-14119470

-13200058

— 12488322

3
2
2
1
1
1
1
1
1
1

o'
0
0
0
0
-1
-1
-1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
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-80441978
-18350841

—24133902

-79790785

-38884511

-23230951

— 15087208

—11465804

-71158587
-49955442

-37811820

—30089999

—2480S8G1

-20998871

-12710588

-77539323

—45G4G5S0

-31794744

-193G8531

-13720104

-10542139

-85115512

-71102583

—C0S83347

—53119941

—47033G32

-21254001

— 13405994

—90790028

1/1970

3
2
1
0
0
0
0
0
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
_2
_2
-2
_2
_2
_2
-3
-3
-3
-3
-3
-3
-3
-4

13091830
11623047

7G204490

157323G8

53594422

23999004

12729428

75GG2414

33410347

17807995

10792507

70893153

4949G540

3G191308

13939843

54001482

19532103

97929092

38313G19
20085055

12287559

82084320

59351830

44637709
34775598

2784921G

00197775

29027587

1C2G4G97

4
2
0
0
-1
-1
-1
_2
_2
_2
_2
-3
-3
-3
-3
-4
-4
-5
-5
-5
—5
-0
-G
-0
-0
-0
-7
-7
-7

-24514310
—93355947

-33221941

-45876510

-11G305G9

-41338219

—181356G0

-91827153

-31201219

-13G00219

-69281410

— 39374376

—242421S1

-15803040

-4322432G

-1174551G

—28755899

-11007017

-29089893

-12016592

— 00301906

-34500033

-21088190

—1452G502

-10222465

—747719G4

—98687790
-30839233

-13614979
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Die zweite Ableitung des 2. Yirialkoeffizienten fiir das Le>inanl-Jones-(6—8)-Potential (cinschlicQlick Quantenkorrekturen)

T* B\*

0,30
0,50

0,75

1,00

1,25

1,50

1,75

2,00

2,50

3,00

3,50

4,00

4,50

5,00

7,00

10,00

15,00

20,00

30,00

40,00

50,00

00,00

70,00

80,00

90,00

100,00

200,00

300,00

400,00

—31743G93
— 14551941

-3374C010

-1G079212

-10023189

-712325G3

-54578020

—43873813

-31019322

-23G20328

-18830551

— 15483785

-1301G714

-1112473G

-G5779082

-34G33390

— 12321107

-19G75149

75G3G775

11821515

14099315

154419G9

1G2792G7

16818077

17169140

1739G514

17415025

1GG72322

159G4522

4
3
2
2
2
1
1
1
1
1 .

1
1
1
1
0
0
0
-1
-1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

GG28274G

10442119

10S3157G
31070201

13742117
7G499903

4892500S

342G9938

19983293

1343G012

98545498
7G5G9011

G19G0404

51GG3377

30085022

17828343

102G0625

70G5G225

42540080

29964228

2292G223

18461729

15392429

131C0397

11468500

10144460

45617280

287169G4

20710558

4
3
2

1
1
0
0
0
0
0
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
_2
_2
_2
_2
_2
_2
_2
-2
_2

-3
-3
-3

—12867655 5
-83495494 2

-45021684 1

—82973512 0

-26233700 0

-11132778 0

-56679807 -1

-32614453-1

— 13720895 -1

-70839513 -2

-41659182 -2

-26790456 -2

— 18383289 -2

— 13248308 -2

-49001239 -3

-18331627 -3

— 64240301 -4

-31024866 -4

-12114213 -4

-62731177 -5

-38059791 -5

—25456188 -5

— 18187493 -5

-13627321 -5

—10583G95 -5

— 84535019 -0

-19812526 -6
-86333759 -7

-48192103 -7

27609278
79G87G35

23753495

29613110

70177591

237349G2

10029323

49290257

1G044974

6757C013

33580241

18711215

11335235

73173474

19191848

50448517

11980566

45050946

11900536

47577165

23676G97

13488861

84229895
56199234

39421900

28757126

37398399

1160894G

51044178

5
2

1
0

_j

-1
-1
_2
_2
-3
-3
_3
-3
-4
-4
-5
-5
-G
-G
-7
-7
—7
-8
-8
-8
-8
-9
-9
-10

Joule-Thomson Koeffizient (p = 0) fur das Lennard-Jones-(6—8)-PotentiaI (einschlieQlich Quantenkorrekturen)

T* Bi*__B* B\*-B* B\*-B* B\*-B*

0,30
0,50

0,75

1,00
1,25
1,50

1,75

2,00

2,50

3,00

3,50

4,00

4,50

5,00

7,00

10,00

15,00

20,00

30,00

40,00

50,00

G0.00
70,00

80,00

90,00

100,00

200,00

300,00

400,00

62459401
55657459

18532627

10190978

G7101399

48253811

36501271

28498939

18345563

12208963

81250241

52275509

30758842

14224963

-25136620

— 50794408

-67039513

-73030773

-7G379594

-76273919
—752179G2

— 73885183

-7250194G

-71151979
-G9866073

—G8653555

—59832916

-54463792

-50722132

3
2
2
2
1
1
1
1
1
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

-92818972
—22887942

-32335502

-11277764

—57239017

—35297788

—24427031

-18211941

-11G42279

— 83451833

—64142187

-51645789

-42977059

-36649718

—22620730

-14007110

-83448943

—58486380

—35860103

—25501188

— 19628499

-15871900

-13273921

-11376197
-99326743

-87998129

—39884408

-251878G2

-18198259

3
2

1
1
0
0
0
0
0
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
_2
_2
_2
-2
_2
_2
_2
_2
-3
-3
-3
-3
-3

14079735
136G0853

93130609

19713093

68427407

3108G942

10679464

10008344

44858518

24253307

14777307

97756027

08653946

50449835

19711981

77343437

28311220

1429550G

5G399170

29714026

18239375

1230414G

88492290

G6658189

51998469

41687624

99689830

43832808

24600939

4
2
0
0
-1
-1
-1
-1
-2
_2
_2

-3
-3
-3
-3
-4
-4
-4
-5
-5
—5
—5
-0
-G
-6
-6
-7
-7
-7

—27022G21
-10646951

-38932174

-54742953

-14068721

—50483041

-22325891

-11379081

—39138437

-17159301
-87945273

-50229504

-31053442

—20391510

-50129884

-15392341

-38011899

-146265G9

—39696548

—16126G81

— 81134935

-46597328

-29280204

-19635230

— 13831432

— 10125018

-13427547
—42051105

-18589429

4
2

0
-1
-1
-2
_2
_2
-3
-3
-4
-4
-4
-1
—5
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-10
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