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13. Ubungsblatt

Aufgabe 30: Kanonische Zustandsummen fiir (wenige) Fermi- und Bose-Teilchen (4 Punkte)

a) Betrachten Sie ein System von zwei identischen Teilchen mit dem gleichen Eigendrehimpuls
(z. B. Spin +1/2), deren jedes die Energie 0, £ und 2& besitzen kann. Der niedrigste
Energiezustand sei zweifach entartet. Zihlen Sie sorgfiltig die Konfigurationen ab und
berechnen Sie die kanonische Zustandssumme und die mittlere Energie fiir

i) Fermi-Teilchen, (1P)
ii) Bose-Teilchen und (1P)
iii) klassische ununterscheidbare Teilchen. (1P)

b) Welche Voraussetzungen sind allgemein wiinschenswert, damit Fermi- bzw. Bose-Teilchen
als klassisch angesehen werden konnen? (1P)

Aufgabe 31: Mean-Field-Losung des zweidimensionalen Ising-Modells (5 Punkte)

Die Hamiltonfunktion des Ising-Modells auf einem beliebigen regulédren Gitter ist
H = —J Z SiSj s
(i.9)

wobei s; = 1 und J > 0 (ferromagnetische Kopplung). Die Summe liduft dabei iiber alle ¢
Paare von Spins, die nichste Nachbarn auf dem Gitter sind. Die Magnetisierung sei definiert als
M = (s).

a) Geben Sie die Energie des iten Spins in Molekularfeld-Nidherung an und berechnen Sie in
dieser Nidherung die Zustandssumme. (2P)

b) Zeigen Sie, dass in der Mean-Field-Niherung die Selbstkonsistenzgleichung
kgT
M, = =2~ arctanh(M,)
qJ

gilt. Analysieren Sie mit Hilfe dieser Beziehung das kritische Verhalten des Magneten.
Bestimmen Sie die kritische Temperatur fiir ein Quadratgitter und vergleichen Sie diese mit
dem exakten Ergebnis von Onsager (1. ~ 2.27 J/kp). (3P)

Hinweis: Fir T' = T, kann My < 1 angenommen werden.



Aufgabe 32*: Phasengrenzfliichen (6 Zusatzpunkte)

a)

b)

c)

Berechnen Sie das Ordnungsparameterprofil an einer ebenen Phasengrenze (in der Ndhe
des kritischen Punktes, also t = (T — T.)/T. — 0(7)) mithilfe der Minimierung des
Landau-Ginzburg Funktionals,

(2 t
L= anBTC/ dr Lg, wobei L= E(sz + §¢2 + %zp‘l _
v

Verwenden Sie dabei die Randbedingungen ¢)(z — +00) = ++/—t/g. (3zP)

Hinweis: Das gesuchte Profil minimiert das Landau-Ginzburg Funktional und errechnet sich aus der

Euler-Lagrange Gleichung,
0L 0Ls OLg
— =V — - —+—=0.
0 ovy oY

Werten Sie obige Gleichung fiir ) = 1(z) aus und integrieren Sie diese, um auf eine gewohnliche
Differentialgleichung erster Ordnung zu kommen.

Diskutieren Sie das Ergebnis

(2) = ¥y tanh(z/€)
aus Teilaufgabe a), insbesondere die Form und Rolle der Parameter v/, und &. (1ZP)
Berechnen Sie die Grenzflichenspannung, indem Sie den aus L fiir die in a) gefundene

Losung resultierenden Grenzflichenbeitrag zur freien Energie L durch die Grenzfliche
aufintegrieren. Diskutieren Sie Ihr Ergebnis. (2ZP)

Hinweis: Zeigen Sie zunichst, dass £(v) — L(v1) = £2(0,1)? /2 gilt, wobei die Landau-Funktion
L durch Lg = L + £2(9,1))? /2 definiert ist.

gesamt: 9 + 6 Punkte

Abgabe: Do. 27.01., vor der Vorlesung

Die mit * gekennzeichneten Aufgaben sind Zusatzaufgaben und
gehen nicht in die reguldre Wertung ein.



