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Aufgabe 25 (Cirelsonsche Ungleichung) [7 Punkte]
Es sei H ein Hilbertraum und A1, A2, B1, B2 seien beschränkte symmetrische lineare Oper-
atoren auf H, deren Norm durch 1 beschränkt ist (d.h. es gilt X = X ∗ und ||X|| ≤ 1 für
X = A1, A2, B1, B2). Ausserdem gelte [Ai, Bj ] = 0 (d.h. die “A”-Operatoren kommutieren
mit den “B”-Operatoren). Zeigen Sie, dass dann für jede Dichtematrix ρ auf H gilt:

Tr(ρ(A1(B1 + B2) + A2(B1 − B2))) ≤ 2
√

2 .

Hinweis: Eine Dichtematrix ρ ist ein positiver Spurklasseoperator mit Tr(ρ) = 1. Bilden Sie
zunächst die Operatoren

A =
1

2
(A1 + iA2) und B =

1

2
√

2
((B1 + B2) + i(B1 − B2)) .

Zeigen Sie, dass dann A∗A + AA∗ ≤ 1 und B∗B + BB∗ ≤ 1 folgt. Benutzen Sie dies, um

1

2
√

2
(A1(B1 + B2) + A2(B1 − B2)) = A

∗
B + AB

∗

≤ 1 − 1

2
((A − B)∗(A − B) + (A − B)(A − B)∗) ≤ 1

zu zeigen.

Aufgabe 26 (Maximale Verletzung der Bell-Ungleichungen) [5 Punkte]
Es sei, in der Notation von Aufgabe 25, H = C2 ⊗ C2, und die Ai und Bj seien von der
Gestalt

Ai = ai ⊗ 1 und Bj = 1 ⊗ bj

jeweils mit hermiteschen 2 × 2 Matrizen ai und bj, deren Norm durch 1 beschränkt ist. Be-
stimmen Sie solche 2 × 2 Matrizen ai und bj mit der Eigenschaft, dass

(Ψ, (A1(B1 + B2) + A2(B1 − B2))Ψ) = 2
√

2 ,

für Ψ = χ∧

+−
. Lassen sich solche ai und bj mit dieser Eigenschaft auch für die Fälle Ψ =

χ∨

+−
, χ∨

++, χ∨

−−
finden?
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Aufgabe 27 (Bell-Ungleichung für klassisch korrelierte Zustände) [3 Punkte]
Es sei H = HA ⊗ HB das Hilbertraum-Tensorprodukt zweier Hilberträume HA und HB und
ρ =

∑N

k=1
λkρA,k ⊗ ρB,k mit 1 ≥ λk ≥ 0,

∑N

k=1
λk = 1 sei eine konvexe Summe von

Tensorprodukten von Dichtematrizen ρA,k und ρB,k jeweils auf den Hilberträumen HA und
HB. Zeigen Sie, dass dann für alle symmetrischen Operatoren Ai und Bj, deren Norm durch
1 beschränkt ist und die von der Form

Ai = ai ⊗ 1 und Bj = 1 ⊗ bj

mit beschränkten Operatoren ai auf HA und beschränkten Operatoren bj auf HB sind, die
Ungleichung

Tr(ρ(A1(B1 + B2) + A2(B1 − B2))) ≤ 2

erfüllt ist.

Abgabe: Am Montag, d. 19.06.2006, in der VL.
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Bitte helfen Sie den Korrektoren, indem Sie Ihre Abgaben zusammenheften! Ab jetzt
wird es bei nicht zusammengehefteten Abgaben Punktabzug geben.
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