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Aufgabe 19 + 20 Es sei H ein 1-Teilchen-Hilbertraum ; H sei der 1-Teilchen-Hamilton-
operator mit einer ONB {φk}k=1,...,dim(H) aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten ε(k). Ferner
seien a+(χ) und a(χ) die bosonischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren in F+(H)
und b+(χ) und b(χ) die fermionischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren in F−(H) für
χ ∈ H. Weisen Sie die folgenden Relationen nach.

(a) (a(χ)ψ, ψ′)F+(H) = (ψ, a+(χ)ψ′)F+(H) für alle ψ(′) = {ψ
(′)
N }N∈N0

∈ F+(H), bei denen

nur endlich viele der ψ
(′)
N von 0 verschieden sind.

(b) [a(χ), a(η)] = 0 = [a+(χ), a+(η)], [a(χ), a+(η)] = (χ, η)H · 1 für alle χ, η ∈ H, mit
dem Kommutator [X,Y ] = XY − Y X

(c) {b(χ), b+(η)} = 0 = {b+(χ), b+(η)}, {b(χ), b+(η)} = (χ, η)H · 1 für alle χ, η ∈ H, mit
dem Anti-Kommutator {X,Y } = XY + Y X.

(d) (b(χ))∗ = b+(χ)

(e) b(χ) und b∗(χ) sind beschränkt

(f) Für den Teilchenzahloperator N
=

= q±(1H) gilt:

N
=

=
∑

k

a+(φk)a(φk) (Bosonen) , N
=

=
∑

k

b+(φk)b(φk) (Fermionen)

(g) Für die 2. Quantisierung des Hamiltonoperators H
=

= q±(H) gilt:

H
=

=
∑

k

ε(k)a+(φk)a(φk) (Bosonen) , H
=

=
∑

k

ε(k)b+(φk)b(φk) (Fermionen)

(h) q+(|φk〉〈φk|) = a+(φk)a(φk) , q−(|φk〉〈φk|) = b+(φk)b(φk)

(i) Bestimmen Sie die Kommutatorrelationen zwischenX und den bosonischen bzw. fermion-
ischen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren für φj, jeweils für X = N

=
, X = H

=
und

X = q±(|φk〉〈φk|).
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Aufgabe 21 Für einen Dichtematrix-Operator ρ auf einem Hilbertraum H
=

wird die En-

tropie definiert durch
S(ρ) = −kBTr(ρ ln(ρ)) .

(kB ist die Boltzmannkonstante.)
Nehmen Sie an, dass H

=
= F±(H) mit einem 1-Teilchen-Hilbertraum H, der aufgespannt

wird durch die orthonormierten Eigenvektoren {φk}k∈N eines 1-Teilchen-Hamiltonoperators
H, wobei Hφk = kε0φk gilt mit einem ε0 > 0. Wie verhält sich die Entropie von

ρβ = (Zβ,H
=

)−1e
−βH

= , H
=

= q±(H) ,

bei Variation von β > 0? Was kann über die Grenzfälle β → 0, β → ∞ ausgesagt werden?

Wert von Aufgabe 19 + 20 = 10 Punkte, Aufgabe 21 = 5 Punkte.
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