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Ubungen zur Quantenmechanik Il
Aufgabenblatt 1

Aufgabe 1  H; und H; seien die Hilbertraume zweier Quantensysteme mit den Hamilton-
operatoren (Hy,D1) und (Hs, Ds).

(i) Esseien Uy = e ¢ t € R, die unitaren Gruppen, die von den H, generiert werden,
dh. i 4| _ Ut = He fiir alle ¢ € Dy (€ = 1,2).

Zeigen Sie, dass Ut® = U1, ® Uy, t € R, eine unitare Gruppe auf H; ® J, bildet, die auf
D,y ® Dy von H® = H; @ 1 + 1 ® H, generiert wird.

(i)  Es seien wy : B(H,) — C (¢ = 1,2) Zusténde auf den jeweiligen Quantensyste-
men, d.h. es gibt positive Spurklasse-Operatoren ¢, : H, — H; mit Trqg,(0) = 1 so, dass
we(A) = Trgq, (0,A) fiir all A € B(H,).

Der Produkt-Zustand wy @ws : B(H; @ Hy) — C der Zustande w; und wy ist definiert durch
(lineare Fortsetzung von)

(w1 ®@ wa) (A1 ® Ag) = w1 (Ar)wa(Az) .

Gehen Sie davon aus, dass wy(Hy) definiert ist als lim,, o we(Hy,) mit Hy, € B(H;), und
zeigen Sie, dass (w1 ® wy)(H®) gleich der Summe aus den Erwartungswerten von H; und Ho
in den Zustanden w; bzw. w, ist.

Zeigen Sie ferner, dass

(w1 ®we) (A1 ® Ag) = Traq e, ((01 ® 02)(A1 @ Ag))
fur alle A, € H, gilt.

Aufgabe 2  Das Quantensystem aus einem Proton und einem Elektron, die lber das
Coulomb-Potential wechselwirken, kann beschrieben werden durch den System-Hilbertraum
H = Hproton ® Helektron, Wobei die jeweiligen Hilbertraume die der Ortskoordinaten z, und x,
von Proton bzw. Elektron sind (somit sind Hpyoton Und Hijektron jeweils Kopien von L?(R?)),
und den Hamiltonoperator

—h? —h? o
HV = A — A, ——— |V
( WW )(gjn ge) <2mp L + Qme Le |Xp _ Xe‘) (lp’ le)

fir U € 8(R* x R*). (m, = Protonmasse, m, = Elektronmasse, @ = eine geeignete Kon-
stante.)
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Fuhren Sie die Schwerpunktskoordinaten mp,, + mez,) ein und die Rela-

e (
mp+me
tivkoordinaten z, = x, — I, Bezeichnen Sie den L?-Hilbertraum der Z.,-Koordinaten mit
Hem und den L2-Hilbertraum der Relativkoordinaten mit J,. Betrachten Sie die Abbildung

T :R? x R3 — R3 x R3, die durch

()= (%)

erklart wird, und die Abbildung U : L?(R? x R?) — L?(R? x R?), die definiert ist durch

Lem

(UW)( y=VoT Na,,,z,).

gCl’I17 gr =cm) =r

Zeigen Sie, dass U eine unitare Abbildung von 3, ® H, auf H.,, ® I, definiert. Zeigen Sie
ausserdem, dass (auf allen ¥ € §(R? x R?)) gilt

HooU =U'H,UT,

wobei 2 .
— - @
Ho® (" A, A, -2 )0
( ® )(gcnngr) ( z +2m* Z,. ‘X ) (gcmugr)

2, ) x|

mit m* = m,m./(m, + m.) (reduzierte Masse).

Aufgabe 3 Ein quantenmechanisches System mit Drehimpuls j; = 1 wird gekoppelt mit
einem quantenmechanischen System mit Spin jo = 1/2. Berechnen Sie die Clebsch-Gordan-
Koeffizienten C’]jljz(ml,ml;m) und geben Sie die gemeinsamen orthonormierten Eigenvek-
toren |1, j2; J,m) von J* und Js fiir den Gesamtdrehimpuls des gekoppelten Systems explizit
als Linearkombinationen der Vektoren |j;,m1) ® |71, m2) an.

Wert jeder Aufgabe = 5 Punkte.

Abgabe: Bis Dienstag, den 18.04.2006, 12.00 Uhr bei Dr. Marecki (Postfach
im ITP).

Bis auf weiteres: Einzelabgabe der bearbeiteten I“Jbungsaufgaben.




