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3. Wellenpakete

Wenn man annimmt, dass f und g schon normiert sind, dann ist

1 1
(1) Yra(z,y) = NN ST f(x)g(y) —g(x) f(y)],

normiert und (offensichtlich) antisymmetrisch beziiglich = <> y. Fiir reelle f,g findet man zusétzilch

2) [ oty = ot [ + () - 20 @)9(0) (.9)]
Sei jetzt f(z) = (2/7)"* exp[—2?] und g(x) = f(x + d), dann
(f.9) = exp[—d®/2]

Der Verlauf dieser Funktion wurde am Abb.1. fiir veschiedene Werte von d gezeigt. Man beachte
die Symmetrie dieser Funktion beziiglich x — d/2 — z, und das Minimum bei z = d/2.

Abbildung: W(x) fiir Fermionen (rot) und Bosonen (blau) bei d = 1/2 und d = /3.
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4. Entartungsdruck

Bekanntlich fiir ein Kastenpotential € [0, L] findet man die Wellenfunktionen
vnla) =/ 7 sinlhye) it b, = 2T
n() =1/ = sin(k,z mit k, =
L L

n’r?
n =z——>5n
2m L?
sind.Der Zustand niedrigster Energie, fiir drei Bosonen, erhielt man offensichtlich wenn alle drei
Teilchen im Zustand ; sind, d.h.

Vp(z1, 22, 73) = P1(11) ® Y1 (22) @ Y1 (23).

Die Energie dieses Zustands ist Fp = 3F;. Fiir Fermionen muss die Wellenfunktion Vp(z1, z9, 3)

deren Energien gleich

antisymmetrisch unter der Vertauschung von Teilchen sein (wir haben damit angenommen, dass
die Teilchen sich im gleichen Spin-Zustand befinden). Um den Zustand niedrigster Energie fiir drei

Fermionen zu konstruieren muss man also 1 bis ¥3 nutzen:

Up(21, o, 23) = iﬁijk i(21) ® Vj(x2) @ Pi(xs),

V6

mit ¢, 7,k = 1...3. Diesen Zustand enspricht die Energie
Ep = E (17 + 2> + 3%) = 14E,.

Fiir N Bosonen wurde man Ep = NE; und Er = E;- N(N +1)(2N + 1) /6 erwarten. Offensichtlich
wéchst die Energie viel schneller im fermionischen Fall. Weiterhin, fallt die Energie (im beiden
Fallen) mit der Abstand L ab, d.h. die Teilchen tiben eine abstosende Kraft (die proportional zu
—1/L3 ist) auf die Wande.

5. Addition von Drehimpulsen

Wir fangen an mit dem Zustand [22) (d.h. der Gesamtdrehimpuls J = 2, die z-Projektion
m = 2). Offensichtlich als einzige Méglichkeit fiir m = 2 gibt es

22) @ 133) = [22).
Analog gilt
272 @l —3) =12.-2).
Durch die Anwendung von J_ auf |22) erhalten wir einerseits
J_|22) = V/4|21)

und anderseits

so dass



Durch die Anwendung von J_ konnen jetzt |20) und |2, —1) bestimmt werden:
1 1.
E‘%’ -3 ®l33) + E’§%> ® 13 —3)
V3

1
|2a_1>:§|%7_%>®| >+_|_ __>®|%a_%>

120) =

Um [11) zu bestimmen nehmen wir den allgemeinen Ansatz
’11>:a‘%7%>®‘_7_%>+b‘ > ‘%%)
und wenden J, auf beiden Seiten an. Dies fiihrt auf
0=(a+0V3)l5.3) @ 33),

woraus folgt, dass a = —bv/3. Anderseits, wegen der Normierung muss |a|?> + |b|?> = 1 sein, d.h.
|b| = 1/2. Die Phase von b kann noch beliebig gewahlt werden ohne die Eigenschaften von |11) zu
beeinflussen. Wir wahlen b = 1/2, also

V35 5

1
1 1
~L D el -1 + 5l

Nun durch die Anwendung von J_ kriegen wir zunéchst

11) =

10) =

und schlie3lich

B -Do -2t -helh-i.

Auf diese Weise haben wir den Tensorprodukt-Raum Hg /2@ H1 /2 ins eine direkte Summe Hy ®H;

|17 _1> =
zerlegt. Somit wissen wir welche Tensorprodukt-Zusténde gleich Eigenzustédnden des (quadrierten)

Gesamtdrehimpulses J? und des J; sind.

6. Nichtrelativistisches Fermi-Gas bei T=0
Aus der Bedingung, dass der Anzahl von Zusténden bis |[p] = py muss gleich N sein finden wir:

3 6m2h3’

2\ 1/3
pr=nh (6l) n'/3,
g
U:/dgx/ d3p p
\ﬁ]gpf h 2m

v _ v} 3h? <67T> 5/

N =

also

Anderseits, aus

folgt

v~ T1om ~ 10m
. . . . o 2 U
und die Zustandsgleichung folgt jetzt unmittelbar aus P = £ 3.
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7. Semiklassisches Atom-Model

Aus der Euler-Gleichg, wenn der Druck mit Hilfe der Zustandsgleichung durch n ausdruckt wird,
folgt eine gewonliche Differentialgleichung erster Ordnung fiir n(r). Diese Gleichung ist trivial zu

2
2 2\ 3
g2 (L LY _ (677N 2
r R 2m \ g

wobei R > r die Integrationskonstante bezeichnet! (die Wolke erstreckt sich von r = 0 bis zu r = R).

intergieren; es ergibt sich

Man beachte, dass beide Seiten der obiegen Gleichung die Diemension der Energie besitzen.

Die Verteilung muss noch normiert werden:

R R—7r\*"*
N=[d& =47 A 2 .
/dxn(r) T /0 rdr(rR)

3/2
(=)
0 x 16

ist die Normierung moglich obwohl die Verteilung bei n = 0 singular wird. Aus dieser Bedingung

Wegen

lasst sich R als Funktion von N ausdriicken:

2
AN \ 3
= (E)

2
Am2\3 1
n(r) =4 (m) |

und schlie3lich

[\ [N}

wobel .
Ao 2mZe? 2
RGECIHEE

8. Zweidimensionale und relativistische Fermi-Gasen

Im dreidimensionalen Fall, eine partielle Integration bzg. p fiir € fithrt zu
Vy [PF, 1 dE,

Q3 = d . - .
TR, P e gy
Nun ein Vergleich mit der Formel fiir U zeigt sofort, dass
2 2
Q3 = _§U’ wenn [, = 2p_m
und 1
Q3 = _§U’ wenn I, = pc.
Im zweidimensionalen Fall gilt
Sy [P? 1 dE
Q= ——= d p—C)
2 2 0 pap 1 + e(E_M)ﬁ dp p

Die Konstante R muss positiv sein, weil sonst die Verteilung im Unendlichen nicht mehr normierbar ist.
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wobei

27
T2 = (27Th)2 )
und es ergibt sich
2
Oy = -0, wenn F, = 2p—m,
also fiir nichtrelativistische Fermionen in 2D, und
1
Qy = —§U, wenn I, = pc,
fiir ultrarelativistische zweidimensionale Fermionen. Die entsprechende Zustandgleichungen sind
in der folgenden Taffel zusammengefasst. Zu beachten ist, dass die 7" = 0 relativistische Zus-
Typ pr(n) P(U) P(n)
/3 2/3
_ 6m2 _ 2 R ( 6m2
D NR | py = (822) "l | P =20 | £ (S2) 7 s
1/
3D REL — |} p=Y |z (@) 4/3
2D NR 2hy/T /2 P=U Tl 2
2D REL —||— P= % 2\/;7071 3/2

TABLE 1. Eigenschaften von Fermi-Gasen bei T'= 0

tandsgleichungen gelten nur solange die Schallgeschwindigkeit, ¢, = 4/ —-%-, kleiner als die Licht-
geschwindigkeit ist.

9. Storung eines harmonischen Oszillators

Wir fithren zunachst die dimensionslosen Koordinaten:

so dass
H() = hw(a*a + 1/2)
mit w = y/k/m. Die Stérung ldsst sich durch y, oder durch die Vernichtungs-/ErzeugungsOperatoren

ausdriicken: 2 )
Y *\2
H=5g=qalata)
Aus der Storungstheorie ergibt sich
= (n|H'|0) R

b = 2)

n) =~ 0%
“— hw(0 —n) 4k - 2

wegen haw = k. Hier |n) steht fiir die n-te normierte Energiecigenfunktion des ungestorten Oszilla-

tors. Damit ist die Grundzustandswellenfunktion im ersten Ordnung gegeben durch

) = 10y — 2= 12)



Sie ist auch im diesen Ordnung normiert®. Bekanntlich lassen sich die Funktionen |n) leicht berech-

nen:

(5) V2[2) = ﬁ@a ~1)exp {— QQ;Q]

Die Grundzustandswellenfunktion ist auch explizit exakt berechenbar, wenn die Storung als ein
Teil des harmonischen Potential betrachtet ist. Die exakte & erfillt

2m(k + b)
~2 _

@ n

und die exakte Grundzustandswellenfuntion ist

10, = \/g (1+b/k)"/® exp [— 0‘22””2 (1+ b/k)lﬂ] .

Fiir kleine b beim festen (und kleinen) x lautet die Taylor-Entwicklung

~ o o?x? b b
er — _ - 1 — — —a*2? .
0) \/;exp[ 5 ] ( + 4kozx>

Diese Entwicklung stimmt mit dem storungstheoretischen Ergebniss, |()>, iiberein.

— - (L+b/k)2,

10. Elektrische Suszeptibilitat

Die Wellenfunktionen,

2 k
(7) k) = \/jcos (ﬂ> , mit k= 2n + 1,
a a
2
(8) k) = \/jsin (kﬂ) : mit k = 2n,
a a

sind Eigenfunktionen des ungestorten Hamiltonoperators zu den Eigenwerten Ej = Rk

2ma? °

elektrischen Feld ist die Grundzustandswellenfunktion im ersten Ordnung gegeben durch

= 1) + Zak|k>

k>1

In einem

mit a; = 0 fiir ungerade %k, und
B 2
. k2 —1 —7/2

ap = dy sin(2ny) y cos(y) =

fir k£ = 2n und mit

dmea’

h2md -

B =

’Die Korrektur zur Normierung ist vom zweiten Ordnung in b.
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(E - B ist dimensionslos, wie es sein soll.) Man findet leicht

T2 4 _ nk,
/_M2 dy sin(2ny) y cos(y) = —ﬁ = cp.

Die Matrixelemente des Dipolmoment-Operators (2m|ex|2n) verschwinden aus der Paritéts-
grunden, und wir erhalten schlieflich:

O dea = 2
1 1) = EB n__
(ileal]) IR

T2 k2 —
Die elektrische Suszeptibilitit ist damit positiv; nur n = 1 tragt wesentlich zu der Suszeptibilitat:

1024 me?a*
729 h2xb

(1lex|]l) ~ E

-1 0.5 [} 1

Abbildung: Grundzustandswellenfunktionen |1) fiir verschiedene elektrische Felder.

11. Weille Zwergen
Mit der allgemeinen Zustandsgleichung
P=Kn",

durch Einsetzen von (1) ins (2) erhielt man

1, o 4rGm? N
_ = —-— = —A
2 () KN+’ U
wobei 7 = % Diese im Allgemeinen nichtlineare Differentialgleichung zweiter Ordnung die als

Lane-Emden-Gleichung bekannt ist hat interresante Eigenschaften. Zunachst fithrt die Substitution

f(r)=By(r/R)

1 d 2 dg N
ﬁ%(x@):”<@
1
B = (ARY) ¥,
8

auf
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wobei R beliebig und z = /R dimensionslos ist. Wir suchen fiir die Losungen die analytisch bei
z = 0 sind®. Solche Losungen existieren nur wenn ¢'(x) = 0 bei z = 0.

Sobald eine Losung, z.B. ¢g(0) = 1, bekannt ist kdnnen durch ein geeignetes Wahl von R (und [3)
alle Losungen mit g(0) = const konstruiert werden.

Die Losungen haben allgemein noch die Eigenschaft, dass sie monoton fallend sind (was aus der
Positivitat von ¢ und aus ¢’ = —x% fox ds s2g™ (s) unmittelbar folgt), und dass sie (fiir nichtrelativis-
tische N = % und relativistische N = 3 Fermionen) bei einem endlichen x eine Nullstelle haben (d.h.
die Sterne sind kompakt).

Wir nehmen an, dass die Losung unserer Differentialgleichung mit g(1) = 0 gegeben ist (z.B.

numerisch). Die (Elektronen-) Teilchendichte n(z) kann durch g(z) ausgedriickt werden
N
n(r) = (AR?)"N=1g"(r/R).

Sie erstreckt sich von r = 0 bis zu r = R. Die Masse des Sterns héngt von R ab. Wir finden
R Nt
M = 47r/ r?drn(r) = 4rR*(AR?)” N-1 / 22dz g™ (z).
0 0

Das Integral auf der rechten Seite ist dimensionslos und liefert nur einen Faktor. Fiir nichtrela-
tivistische Fermionen ist N = 2 und somit M ~ 1/R? (je kleiner der Stern desto massiver (wegen
grosserer Dichte)). Erstaunlicherweise genau fiir relativistische Fermionen (also fiir Elektronen in
einem massiven Stern), N = 3 ist M von R unabhéngig, was bedeutet, dass die Gleichgewicht nur
fiir eine Masse moglich ist (fiir grossere Massen kollabiert der Stern und fiir kleinere Massen dehnt

er sich ohne Ende).

12. 4+ 13. Storung eines zwei-niveau Systems

Die allgemeine Formel der Storungstheorie fiir einen nicht-entarteten Zustand ¢ sind:

n—1
9) Yp =S |Hyp =Y Efypt
k=1

(10) By = (v, H'y7 )

()

wobei ¥ steht fiir die Korrektur k-ter Ordnung zu 9, E¥ fiir die Korrektur k-ter Ordnung zur
Energie EY und

Py W?)W;”
>

S=—— = AR EANSAL
0 0 0
wobei P, ist der Projektor auf dem zu ¢? orthogonalen Raum. Speziell, im unseren Fall gibt es zwei
Zustande:
0 .
|0) = ( ) ) zur Energie Ej = —1
3Fiir nichtanalytische (z.B. singulire) Losungen muss man bei r = 0 besonders aufpassen. Auf Grund der

Nichtlinearitat darf g(z) nicht sogar als Distribution genommen werden.
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0

Die Strategie zur Berechnung der Korrekturen ist: ¢° — E' — ¢! — E? — ¢? — E3 — ..., Wir
haben H' = Aoy, und nehmen ¢° = ¢J. Damit finden wir

1
1) = ( > zur Energie EY = 1

5=~
und
(11) E' = (4°, H'y") = 0,
(12) 9! = 5Panl0) — B = 211,
(13) E*= (¢ H'Y') = —%2,
(14) v =5 [Aoi(=A/2)|1) — B¢’ — E'y'] =0,
(15) E? =0,
(16) P =8 Ao — B3 — E*' — BE'?] = —SE*' = %3|1),
4 )‘4
Kurz: Nt
=i+ (-5+7% )
A2
E = —1 — ? + g

Die Wellenfunktion v ist noch nicht normiert.

Das Problem lasst sich offensichtlich auch exakt l6sen, wir finden

Eem:_vl+)‘27

1+ F
wez = ’O> + T’1>

Man sieht leicht, dass die Storungstheoretische Ergebnisse einfach Taylor-Entwicklungen der exakten
Losungen sind. Um die normerte Wellenfunktion ¢ = Z/ 2(X\)%) zu bestimmen berechnen wir induktiv

die Normierungs-Funktion Z(\). Aus

Z(A) () =1
und Z = ) ;2 2, A", mit zp = 1 folgt die Relation

N-—1 n+m=N—k

vt m Y, W) =0
k=0 n,m

Wir finden z; = 0,
2o + Zo(wl, wl) =0.

10



also 29 = —}1. Weiterhin z3 = 0 und

24 20[(V°,01) + (W1, 0%)] + 2[(0' )] =0,

also z4 = 13—6. Damit konnen wir leicht verifizieren, dass die Hellmann-Feynman Formel erfiillt ist

(bis auf O(A\*):

~ - A dE
W, o19) = A+ 5 = —+.
Fiir exakte Losungen gilt
)\2

AN = wrar e
und mit ] ~ A1+ E)
(Vews O1Yez) = m

ist die Hellmann-Feynman Formel auch exakt erfiillt.

14. Wechselwirkung von Elektronen in 1D

Zunéchst aus der Taylor-Entwicklung von —e?(R + y — z)~! erhalten wir

e? e? (T —y) o (r—y)? (2] + Jy])?
A Ve N BN B LAV
m—n R TR “Tm T ( R )

In der nullten Ordnung ist der Grundzustand )y ein Tensorprodukt der Grundzustande der har-

monischen Oszillatoren 1y = |0) ® |0). Im Gegensatz zum dreidimensionalen Fall verschwindet die
Korrektur zur Energie W erster Ordnung (in e€2) nicht*. Sie ist einfach zu berechnen:

62

R

Wi = = (v, (@ = )W) = 5= (v, (a = b)(a" = ) ) =

Die Kraft F' = —dg(W;) = 3e2R~* ist positiv, d.h. anziehend.

15. Storung eines entarteten Zwei-Niveau-Systems
Allgemein erfiillen in der Stérungstheorie die Glieder bis zur Ordnung A die Gleichung
(Ho — E°)' + (V — ENy® =0,

wobei AV = H’. Nun ist in unserem Problem Hj entartet (und zweidimensional), was zur Folge hat,
dass Hy — EY = 0. Sei allgemein P, der Projektor auf den Unterraum zu E°. Dann folgt

Py(V — ENPyy® = (P)V Py — EM°,

d.h. die Korrektur(en) erster Ordnung sowie die zugehorige Vektoren (nullter Ordnung) +° sind aus

dem Eigenwertproblem von FPyV Py zu bestimmen.

“In der klassischen Rechnung von Fritz London es ist wichtig zu erkennen, dass nicht nur der Erwartungswert des
fiihrenden Entwicklungsglieds 7 - 7% /R® — 3(7, - R) (7% - R)/R5, sonder auch die Erwartungswerte der Glieder héheren

Ordnung verschwinden.
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Wir finden problemlos die beiden Eigenvektoren und ihre Eigenwerte

1 1
0= — El =\
¢1 \/5(1)7 1 )

o_ 1 (1 1
PN R

Es ist zu bemerken, dass man schon von Anfang an die beiden Vektoren als Basis-Vektoren des
Unterraumes zu E° benutzen konnte. Der H, wiirde sich bei einem Basiswechsel nicht #ndern und
H' wiirde diagonal, H' =diag(\, — ).

16. Quantensysteme mit Entartung
Allgemein gilt in der Stérungstheorie:

(18) (Ho = EV)¢ry + (V = By =0,

(19) (Ho — EX)¥7 + (V — By — EfYY =0,

wobei nur die Gleichungen fiir die Stérung des ¥° = 19 angegeben sind. Py = [¢?) (0] + [49) (9]
sei der Projektor auf den zweidimensionalen Unterraum zu E° = E, P, = |¢{)(¢/9| der Projektor
auf 9, Py = [49) (19| der Projektor auf /9 und Q, = P3 der Projektor auf den (eindimensionalen)
Raum zu Ey = 2E. Offensichtlich gilt PyP, = P, PLPy = P, und FPyQ)y = 0.

Multiplizieren wir die Gleichung (19) von rechts mit Py, so erhalten wir

Pi(V — E{)iy = E*)Y.
(wegen (Ho — EV)¢? = 0.) Anderseits fiihrt eine Multiplikation von (18) von links mit @, auf
Qo(Ho — EY)iby = —QoViy.

Auf dem von Q) ausgeschnittenen (Unter-)Hilbertraum, QoH kann nun Hy — EY invertiert werden
(weil die Eigenwerte von Hy auf QoH per Annahme von E? verschieden sind). Dies fiihrt auf

Qol/zl <¢3 V1Y)
EO EO ’

was aus der Storungstheorie von nicht entarteten Niveaus bekannt ist. Wir wissen noch nicht was

TH = W:s)

der Anteil von 9] im PyH ist. Wie immer normieren wir den Zustand so, dass (¢?,¢7) = 0, d.h.
wir mussen noch (¢9, 11) bestimmen, d.h.

vy = ofyy) + Buh,

WEVIPD y1nd mit einem unbestimmten B. Wir wenden jetzt P, auf die Gleichung (19) und

mit o = E0—E)

finden
PV — BNt = [v9) [(By — ENB+ (W3IVI[¥§)a] =0
Somit erhalten wir schliefSlich

<¢3|V|¢1>
EO

<¢2 [V I¥8) (W51 V YY)
(Ey — ED(EY — BY)

= [4) 0 — 70 — [¥2)

12



und
B} = A1V V1o
Man beachte, dass der letzte Faktor in t{ (d.h. der Zahl 8) auch vom ersten Ordnung ist (obwohl
es zweimal V enthalt), weil £ — Ej auch vom ersten Ordnung (d.h. klein) ist. Wegen (9|V[49)
hat dieser Faktor kein Einflul auf E?.
Diese Formeln sind offensichtlich allgemein und konnen bei beliebiger Storung entarteter Niveaus
verwendet werden (sobald die Entartung in erster Ordnung aufgehoben wird, d.h. E} # E]l wenn

i # ).
Insbesondere in unserem Fall finden wir
] 1
0 0 1
=— 1| 11, L =F, Er =)
(0h V2 1 1
0
) 1
0 0 1
=— | -1 1, E5=F, E, = =),
Py NG 2 2
0
0
=10 |, EY = 2F, El = ),
1

und (IV]0) = L = WSV I69), also

A A
Uy = _E—\/§|¢g> - EWS),

2 /\2

1= ﬁ

17. Teilchen auf einem Kreis im homoganen elektrischen Feld

Die ungestorten Eigenzustande sind

eimcp
m) = ,
Im) = ——
mit m € Z und E,, = 3m?, wobei 3 = ﬁ. Sei « = —eRE/2. Die ersten ungestorten angeregte

Zusténde |1), | — 1) sind offensichtlich energetisch entartet. Uberdies gilt:
(k|VIm) = a(0km-1+ Okm+1)
und es ist leicht zu sehen, dass
P,VP, =0
wobei P, den Projektor auf den Unterraum P,H der von |1) und | —1) aufgespannt wird, bezeichnet.
Die Entartung wird also nicht in erster Ordnung aufgehoben, d.h. die Gleichung
(V- BN =0
13



kann auf dem Unterraum P,H von einer beliebigen Linearkombination von |1) und | — 1) erfiillt
werden. Nun kann die Gleichung der zweiten Ordnung der Storungstheorie

(Ho — EQ)¥7 + (V = BNy — EfyY =0,
auf P,/H projiziert werden. Wir erhalten
Pa(v - El)w% = E2¢?

Anderseits folgt aus der Gleichung der ersten Ordnung wie tiblich
L Qg
mit Q, = 1— P,, d.h. die Gleichung ersten Ordnung bestimmt die Funktion #; auf Q,H. Insgesamt

folgt
Qa

PV o e VIl = B2
wobei i = —1,1 da wir die gleiche Rechnung auch fiir die beiden ungestorten Zustande 99 , durchfiihren
konnen (hier spielt der in P,’H liegende Anteil von 1! keine Rolle, weil P,(V — E')P,1) verschwidtet
wegen Entartung von E'). Die obige Gleichung ist ein Eigenwertsproblem auf dem zweidimension-
alen Raum P,H. Der Operator auf der linken Seite verschwindet nicht; wir finden

Q. o (21
PV—"—-VP=—|3 :
Ey — Hy g\1 2

Die Eigenwerte dieser Matrix geben die Korrekturen zweiter Ordnung zu der ungestorten Energie
E° = 3 an. Sie sind

a
E = _—
30
und .
a
E,=—.
Diesen Energiekorrekturen entsprechen die Zustande
wO — SIH(QO)
- Jr
und
o _ cos(¥)
vy = :
NZ3
18. Landau Problem; A = (0,B - x,0)
Zunachst lohnt es sich dimensionslose Koordinaten einzufithren. Mit w, = fn—li (Zyklotronfre-

quenz) und ap = /2% (magnetische Lénge)® sind die Koordinaten

i =2"/ag

SFir B =1T= 3 - 10* ~oy ist ag ~ 1.4 - 10~ %cm; fiir Elektronen in GaAs (m* = 0.07m,) bei B =1T finden wir
we & 7- 10" Hz.



dimensionslos (wir schreiben weiter z* anstelle von ). Nun kann H in Einheiten von hw, ausgedriickt
werden: fir A = (0, B - z,0) finden wir

und

fiir A = B(—y,x,0).
In unseren Koordinaten ist der Ansatz:
=™ f(x),
was zu .
Hf =—f"/2+ 5(% —2)’f=Ef
fithrt mit g = k. Offensichtlich ist also unseres System (in der z-Richtung) equivalent zu einem um
xo verchobenen harmonischen Oszillator. Wir finden

E,=n+1/2

und
(a*)"
Vnl

fulw) = Jolx)

mit a* = (v — 9,)/v/2 wobei
folz) = VA (@=20)*/2,

Das Teilchen ist also lokalisiert um =z = xy und homogen in der y-Richtung. Der elektrische Strom
in dieser Richtung

[E(—z'(?y —x)p — (—i0, — )] = e(zg — z)| fol)]?.

ist positiv fiir x < zo und negativ fiir > (. (In der z-Richtung der Strém verschwindet.)

jy:

N ®

15
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Abb. 1. Quantenmechanische Strome im homogenen magnetischen Feld.

19. Landau Problem fiir A = g(—y,x,O)

Mit einer zusitzlichen Skalierung © — 2z, y — /2y ergibt sich

H = 7 [(ids +9)* + (~id, — )]

Nun fithren wir z = x + 7y, und

0= (0.~ i0,)
3= (0 +i0,)
sodass die Operatoren
a=—0—2/2 b=0+7%/2
a*=0-7%/2 b* = -0+ 2/2.
die Vertauschungsrelationen [a,a*] = 1, [b,0*] = 1, [a,b] = 0 = [a, b*] erfiillen, d.h. a,b und a*,b*

verhalten sich wie unabhéngige Vernichtunsg-/Erzeugungs-Operatoren. Aulerdem gilt

K = —id, = 20 — 20 = (b"b — a*a),

H=da"a+ 1.
Zu beachten ist, dass die Energie der Zustande von b unabhangig ist. Die Eigenzustande von H sind
natiirlich auch Eigenzustdnden von N = a*a. Sei a*arp = cp; dann a*aap) = (¢ — 1)arp, d.h. der
Zustand av) ist auch ein Eigenzustand von a*a jedoch zum Eigenwert ¢ — 1. Nun der Operator a*a

ist offensichtlich positiv, woraus folgt unmittelbar, dass es einen Zustand |0) geben muss, der durch
a vernichtet sein soll, a|0) = 0. Die Wellenfunktion dieses Zustands erfiillt

O+ z/2¢ = 0.
16



(Wir betrachten z und Z als unabhéngige Variablen.) Wir finden also

) = g(z)e 2,

wobei g(z) fiir eine beliebige analytische Funktion von z steht. Das ist die Entartung des Zustands
|0). Wegen [H, b] = 0 folgt, dass die Zustéande (b*)™|k) die gleiche Energie wie |k) = (a*)"|0) besitzen.
Man sieht sofort, dass die Anwendung von b* auf |0) gleichbedeutend mit einer Multiplikation mit z
ist. Sei g™ die n-te Ableitung von g(z) am z = 0, dann gilt
< ()
glz)e 2 = ST L (el

n!
n=0

d.h. g(z)e1*/2 (die entartete Form von |0)) kann als eine Uberlagerung von Zustéinden (b*)"e~12*/2
verstanden werden. Wegen

—i0, = 20 — 20 = (b*b — a*a)
folgt, dass das Spektrum von b*b diskret sein muss (die Wellenfunktionen mussen periodisch bzgl. ¢
sein). Wie im Fall von a*a ist b*b ein positiver Operator und b erniedrigt der Wert dieses Operators
um 1, also muss es einen von Zustand geben, der von b vernichtet wird. Wir definieren also

1 >
00) = ——¢I2I7/2
00 = ¢

und
(a*)"(b")™
vnlm!

Der Zustand |00) wird von a sowie von b vernichtet. Die Zusténde |mn) sind Eigenzusténde von K

|mn) = |00), m >0, n>0.

zum Eigenwert m — n und haben Energien FE,,, =n + 1/2.
Die Strome diskutiert man am besten in dem man die radiale und azimutale Komponenten

berechnet; wegen
O0p = —YyO0y + 10y, Or = 20, + 20,

und
Y

i
27

10 + 5

I, = —id, —
findet man . )
. —ie — S— %,
Jo = TW%@D - QOWD] - 65|¢|
wobei r? = 22 + y%. Fiir ¢ = |mn) ergibt sich
iz =efon—m = 5| 1o

Die radiale Komponente des Stroms verschwindet. Die Abbildunen 2 zeigt die Stréme fiir |10) und
|70).

17
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Abb. 2. Quantenmechanische Stréme von |m0) Zusténde im homogenen magnetischen Feld (vorsicht:
verschiedene Skala).

Man beachte, dass es Regionen gibt, wo die Strome in der nicht-klassichen (positiven) Richtung
flieen. Fiir die Erwartungswerte des Drehimpulses in der z-Richtung gilt

1 -3
<Jz>mn = <xHy - wa)mn = /dxdngm/e =m-—-n-—- §<mn|(b* - a)(b - a*)\mn> = = 9 n'
Das nicht-klassiche Verhalten tritt also meistens fiir hohe m’s.
Klassische Losung Aus der Lagrange-Funktion

1 ,
L= §m(v§ +v2) + S A
¢

folgen die Bewegungsgleicungen:

d
E[UI +wey] =0,
d
E[yx — wex] = 0.

Die Losungen hangen von vier Parameter: xg, yo, to, R,

xr = xo + Rcos|w.(t — )]
xr = yy — Rsinfw.(t — to)]

und beschreiben eine zirkulation von Teilchen in der negativen Richtung.

20. Quantenteilchen mit Spin und Drehimpuls
Wir fithren die Bezeichnung
(J-)"145) = calj,j — )
ein, und finden rekursiv, wegen J_|jm) = \/j(j + 1) — m(m — 1)|j,m — 1),
(27)In!
(2§ —n)!
18
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Es gilt auch

Cot1 = cay/ (n+1)(2) —n).
Der Fall j =+ 1/2. Trivialerweise gilt
37) = 11) @ |+),

wobei |I) ist ein Eigenzustand von L zum Eigenwert [, und |+) ist der Eigenzustand von S zum
Eigenwert +1/2. Nun wenden wir J_ sukzessiv auf |jj) und erhalten

Cn|.j7.j - ?”L> = dn’l - n> ® H_> +ndn*1’l —n+ 1) ® |_>?

wobei d,, ist der Analog von ¢, fiir den Bahndrehimpuls. Einfache Schritte fithren letzt endlich auf

o 20+1—n
\J,]—”>—\/WU—”>®\+>+ 21 ]l—n+ 1) ®[-).

Diese Zustande sind normiert wie man leicht zieht.
Der Fall j/ =1 — 1/2. Es muss gelten

73 =ell =) @ |+) + Bl @ [-),

wobei wir Annehmen, dass « reell und positiv ist. J; vernichtet |j’j") und es folgt

g1 dy _ _
71) = s | el = Do ) - VE) o >],

wobei d; = v/2I. Nun man sieht leicht, dass durch die sukkzessive Anwendung von J_ eine kompakte

Formel hergeleitet werden kann:

d n — 21
li' i —n)=— [l 1) Q)+ | — — | 2|l —n)® |-
7.7 = = =D @ 4 + | s S 6 |),
und damit
g\ n+1 o _ 21 — B B
7o = m) = el = n = D @ [+ = St = mh @ |-).

Speziallfall | = 1. Die Anwendung obiegen Formel fiithrt im Speziallfall [ = 1 auf
5,3) =11 ® |+),
17, 3) = \/5|0 ) ®|+) +\ﬁ\1 ) ® =),

\[|—1 ) |+) +\[|0 )@ |-),

1
2
!j,—§>—!—1 ® =),

=0 e -2 e,
= \H-nel) - lne ),

7

mit j =14 1/2, und

fiir j/ =1—1/2

19



21. Spin-Bahn Kopplung und Wechselwirkung mit einem Magnetfeld

Wegen 2L - S = J? — L? — S? kénnen die Matrixelemente des Hpg sofort abgelesen werden: in
dem Unterraum zu j = % ist 2L - S =1, und in dem zu j' = % 2L -S = —2. Nun die Matrixelemente
des Hj; sind leicht zu berechnen aus

Hulj 3) = /210) © |+),

Hulj', 5) = 1/310) @ [+) —4/31) @ |-),

Die Vektoren [1) ® |[+) und | — 1) ® |—) bereits Eigenvektoren von H sind; um das Problem zu
l6sen mussen noch die weitere vier Eigenvektoren bestimmt werden. Wir schranken uns also zu
dem von diesen Vektoren gespannten Raum (d.h. zu dem Hilbertraum ohne den schon gefundenen
Eigenvektoren von H).

In der Tensor-Produkt-Basis ist

Hy|0) ® |[4+) = 1|0) ® |+)

Hy|0) @ |=) = —[0) ® |-)

Hyll)®|-)=0
Hy|=1)@[|+) =0

H)y ist in dieser Basis diagonal, Hy, =diag(3, —3,0,0). Wegen LS = L.S. 4+ 3(L+S-+ L_S;) kann
die 4x4 Matrix von Hg auch leicht bestimmt werden:

22. Einfache Variationsprobleme

Die normierten Versionen der Versuchsfunktionen sind

V() = (a/m) e,

1
u — (2 3 1/2 )
Xale) = (20 /)
Mit deren Hilfe konnen wir die Erwartungswert der kinetischen Energie, T' = —%8% sofort berech-
nen:
h2 a
<T>wa % 57
1
h2
<T>Xa 2m 2_&2



Fiir das harmonischen Potential, und die xy Funktion findet man die Gesamtenergie:
mw? , 1 h?
a — —

2 2a?2m

die ein Minimum bei a? = h/ V2mw hat. Am Minimum ist

E =

Epin = hw(1/2V2 +1/4) = hw - 0.6

was natirlich eine obere Schranke fiir die Grundzustandsenergie Ey = hw - 0.5 liefert. Fiir die 9
Funktion ist die Abschétzung offensichtlich besser, da die Versuchsfunktion gerade die Form der
Grundzustandswellenfunktion hat. Wir finden

mw?  a h?

1 22m
Upmin = mw [k

Emin == %FL&J = EO'

Nun fiir das Deltapotential ist keine von den Versuchsfunktionen in der Form des Grundzus-
tandswellenfunktion. Fiir die ¢ Funktion ergibt sich

hZ
E=-— 2y 20
gla/m) "+ 5o~

2mg 21
Amin = -
h? T

mg? 1 mg

Emin =——3=> Eo = ——5-

—=3

Im Fall der y Funktion finden wir

2 1 A2
E=—g— 4+ %
gﬂa+ 2a? 2m

mh?

dmg

Qmin =

2
mg* 8
E i,=—— > E.

2h? 72 0
23. Neutron im Gravitationsfeld

Zunachst formen wir das Problem so um, dass nur dimensionslosen Goflen auftreten. Aus
2,1

B =~ g
2m
folgt
EY =" + a9,
wenn x = bz, mit b> = 2m?g/h*. Es gilt auch
262
/a, mit a = ——

Das Problem soll offensichtlich fiir > 0 betrachtet werden. Wir wéhlen die (normierten) Versuchs-
funktionen
Yo = 2a% *xe™.

21



Als Mittelwert der kinetischen Energie erhalten wir

(—07) = a’
und fiir die Gesamtenergie
3
) S —— 2
v = 5 +a
d.h.
Qmin = (3/4>1/3
und

Eoin =247 ..

Man beachte noch das Folgende: die dimensionslose Gleichung kann als
==&
betrachtet werden. Nun fiir y = z — £ ist das gerade die Airy-Gleichung:

2 = yip

Die Airy-Gleichung besitzt zwei unabhingige Losungen, Ai(x) und Bi(z); Bi(x) wichst schnell

fir y — oo, was natiirlich diese Losung auschliet. Nun die Ai(z) hat die erste Nullstelle bei
y = —2.3381, d.h. ¢(z) = Ai(y + &) verschwindet bei © = 0 (erfiillt die Randbedingung) erst

wenn & = 2.3381. Auf diese Weise haben wir die exakte Grundzustandsenergie ermittelt.
Variationsmethode bietet offensichtlich eine gute Abschétzung dieser Energie.

24. Anregungen mit Licht-pulsen - Storungstheoretisch
Wir wiederholen die wichtigsten Formel der Stérungstheorie (h = 1):
Pr(t) = ehp(t),  Vp= eV (e
i (t) = V()i (t), Y1(t) = Ur(t, to)vi(to),
Ur(t,tg) =~ 1 — i/t dsVi(s) + (—i)? /t dsVi(s) /S drVi(r) + ...

to to to
Im ersten Ordnung ist die Zeitentwicklung des Zustands (im Schrédengerbild) gegeben durch

t
¢(t> _ |:eiH0(tt0) o ieiHOt/ eiHoSV(S)efiHos ds eiH0t0:| w(to)

to

In unserer Aufgabe ist
H0:_7 ‘/I:f<t)al7
mit f(t) = aB/(1 + $%t?). Die Energieeigenzustande erfiillen

E E
Holo) = —-10),  Holl) = S [1).
2 2
Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit erhalten wir

Woo1 = |({(1[(t))]* = {a/t ds f(s)} = o [arctan(f3t) — arctan(Gt)]”

22
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d.h, im Limit ¢t — oo, tg — —o0 gilt
Woﬁl = 7'['20( .

Exakte Losung

Parametrisieren Wir ¢ (t) durch

Yi(t) = a(t)[0) + b(D)|1),

so ergeben sich die Gleichungen

ia=fb
ib= fa,
woraus folgt
f(t)d f(t)dt

Setzt man f(t)dt = dx, d.h.
r = aarctan(5t) + ¢,

so folgt

/"
a’ = —a,

d.h. a(x) = cos(z — xp). Nun gehért = zu einem kompakten Intervall: fiir ¢ — Foo gilt + — £F.
Die “Anfangsbedingung” ¢;(t)];—oc = |0) mit
cos(—am/2 — ) =1,
gleichbedeutend ist. Das fiithrt auf xg = —an/2, also
a(t) = cos(a arctan ft + am/2).

Fiir t — oo finden wir

la(t)* — cos*(am),

|b(t)]? — sin?(an).
Damit ist die exakte iibergangswahrscheinlichkeit gleich

Wo_1 = sin®(ra).

25. Zeitunabhangige Storungen und Phasen in der Storungstheorie

Die storungstheoretische Ubergangswahrscheinlichkeit ist gegeben durch
2

T 2
’ 4\ ET
W (T) = |(1|U(T, 0)]0)[2 = [a/ ds )\eZES} = e <—>
. E 2
wobei |0) und |1) jeweils den Grund- und den angeregten Zustand bezeichnen. Diese Wahrschein-
lichkeit offenbar oszilliert mit der Frequenz %; fiir kleine £ - T gilt

Woﬂl(T) ~ )\2T2.
23



Anderseits lasst sich die Ubergangswahrscheinlichkeit auch einfach bestimmen, in dem man
W L (T) = |(1]e™#T10) > = [(1| coswT — ioyn’ sin wT|0)[* = sin®(wT)|(1]o;n*|0) %,

ausnutzt (der Hamiltonoperator ist zeit-unabhéngig). Hier sind: w = /(E/2)? 4+ A und 11 =
(M w,0, E/2w) (sodass 7> = 1). Wir finden die folgende exakte Form der Ubergangswahrschein-

lichkeit:
)\2

w?’

W¢_,(T) = sin?(wT)

Nun oszilliert W§_,(T') in der Zeit mit der Frequenz w, die nur fiir A — 0 sich der stérungs-

theoretischen Frequenz nahert. Fur kleine w7 findet man wieder
We_(T) =~ N°T?.

Daher stimmen beide Ergebnisse fiir

EQ
(7 + AZ) T’ < 1

tiberein (d.h. fiir Zeiten T" kurz im vergleich zu 1/\ und 1/E).

Hohere Ordnungen der Storungstheorie

Man kann die Ubergangsamplitude auch systematisch in hoheren Ordnungen berechnen. Die
Amplitude im ersten Ordnung ist

TP
(11U*0) = —QZE sin(ET/2).

Im zweiten Ordnung verschwindet der Beitrag; im dritten findet man

3 —iA ’ —iET/2 T x ’ - Y z
(1U?10) = | —= | e dxe dye™ | dze
B 0 0 0

(1|U + U?|0) = —21’% sin(ET/2) +i (%)3 [4sin(ET/2) — 2ET cos(ET/2)].

d.h. insgesamt

Zu beachten ist, dass die Korrekturen dritter Ordnung nicht nur periodisch sondern auch wachsend

in der Zeit T sind. Sie stimmen besser mit dem exakten Ergebniss
A
<1|Uexakt|0> = —1 Sin(wT)—,
w

fiir kleine 7', aber divergieren fiir 7' — oo! (Die Situation wird noch schlimmer im fiinften Ordnung.)
Wir weisen auch darauf hin, dass die Nullstellen der Amplitude dritter Ordnung auch viel besser
mit den Nullstellen der exakten Amplitude iibereinstimmen.
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Abbildung: Exakte und stérungstheoretische (aus U! und aus U'+-U?3) Ubergangswahrscheinlichkeiten.

Hier sind £ =2\ =1/2.
26. Absorption der elektromagnetischen Strahlung
Wir losen das Problem nur in der ersten Ordnung der Storungstheorie. Fiir die Ubergangs-

2

wahrscheinlichkeit finden wir
= |dw|*(eEo)* f(T),

T
Wpm,s = / e (—eEy) (Wpm 2 s) cosws
0

2

ei(wo+w)T -1 ei(wgfw)T -1

i(wo + w)
25
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Nur wenn d,,, = (¥pp, 29s) # 0 wird die Wp,, s nichtverschwindende Werte annehmen. Nun fiir
m # 0 verschwindet d,, (bei der Integration iiber ¢). Fiir m = 0 finden wir

1 3, S5~
dy = ﬁ /r dr Ry(r)Ry(r)

was im Allgemein ungleich Null ist. Eine Analyse von f(7") zeigt ein Resonanzverhalten bei w—wy =
0 (Fermi Golden Rule). Wir schliessen daraus, dass fiir linear-polarisierten elektromagnetischen
Wellen wird es nur Ubergénge zwischen S und P,m = 0 Niveaus geben (die Erwartungswert des
Bahndrehimpulses im Endzustand verschwindet). Die Anregungswahrscheinlichkeit wird gross nur
flir resonante Wellen, w — wy = 0.

27. Anregungen eines harmonischen Oszillators mit EM-Strahlung
Wenn die zeitabhangige Storung periodisch in der Zeit ist,
V = aX cos(wt),

mit einer Zahl a und einem zeitunabhangigen Operator X, dann gilt in der ersten Ordnung der

Storungstheorie®

2
Iim (W (T)|

T—o0

wobei AEF = FE5 — E;. Fir einen harmonischen Osrzillator, in der dimensionslosen Koordinaten

(x — x/b mit b = vVkm/h), und in der Dipolndherung haben wir

™
= [2la X[ F6(w - AE),

V = —eFEyz cos(wt)
mit
a; +a,
7
Die Energieeigenzustande des Oszillators sind gegeben durch
#\n (¥ k [ x\m
|nk’m> — (am) ( y) (az)
n! VE' vm!

Fiir die Matrixelemente des X = z ist die zy-Abhéngigkeit der Wellenfunktion unwichtig (die Matrix

z =

Yo-

ist diagonal bzgl. n und k). Wir erhalten
1

/2 <\/m5m,m’+1 + m5m',m+1>

Die Dipoliibergénge erfiillen also die Auswahlregeln: Am = +1, An = 0, Ak = 0. Fir die

(nkm|z|nkm') =

Ubergangsrate m — 1 — m finden wir

W 2E2
lim’T‘ . 2Omg(5(w—w0)

(Der Energieunterschied zwischen den beiden Zusténde ist immer AE = fuwy.)

Das ist die Fermis-Goldene-Regel. Zum Beweis, man beachte, dass limp_. . sin?(2T) /22T = 76 (x)
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Verbotene ﬂbergénge:
Fiir die verbotene Ubergénge ist die Storung gegeben durch

(20) V = eEpk zx sin(wt).

Es miissen also die Matrixelemente von X = zx bestimmt werden. Nun die Energieeigenfunktionen
sind Produkten von Funktionen von z, y und z; deshalb

1
(nkm|zz|n'km'y = 3 (ﬁémm/ﬂ + Vm’émgm“) <\/ﬁ5n7n/+1 + \/ﬁéngnH) ,

wieder diagonal bzg. k. Die verbotene Ubergiinge erfiillen damit: Am = 41, An = +1, Ak = 0.
Nun die Uberginge Am = +1, An = +1 und Am = —1, An = —1 finden zwischen den Zustinde
mit AE = 2hiw, statt und z.B. fiir den Ubergang

[(n = 1)k(m — 1)) — |nkm)

finden wir

lim

W|  eEgm (k*n\ 7
T = 5 d(w — wy)

2
Diese Ubergangsrate ist gleich der fiir den Dipoliibergang
[nk(m — 1)) — |nkm)

multipliziert mit einem Faktor , ,

0 = 2l = el
Dieser Faktor kann als ein Quadrat eines Produkts des Wellenvektors mit dem maximalen Er-
wartungswert des z-Operators fiir Uberlagerungen von |n) und |n — 1) angesehen werden. Er
ist klein wenn die Lange der elektromagnetischen Welle klein im Vergleich zu den moglichen Er-
wartungswerten von z ist. Man erwartet deshalb, dass die verbotene Uberginge werden nur bei

hoch angeregten Zustande eine wichtige Rolle spielen.

Der Fall AE =0
Fiir die Ubergénge mit Am - An = —1, also AE = 0, d.h. zwischen den Entarteten Energieeigen-
zustdnde des harmonischen Oszillatros, macht der Begriff der Ubergangsrate wenig Sinn. Mit der
Bezeichnung (nur n und m)

n—Lm+1)=]—1)
In,m) = |0)
n+1,m—1)=]—1)

wir nehmen an, dass die Zeit-Entwiclung nur diese drei Zustédnde betrifft (gleichbedeutend mit der
ersten Ordnung Rechnung in der Storungstheorie). Der Hamiltonoperator ist dann

V = (eEok) sin(wt) [er (J0)(1] +[1)(0]) + e2(|0)(—1] + | — 1){0])] ,

mit
&=+ (n+1)m, €2 =/ n(m+1).
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Die Schrédingergleichung besitzt eine exakte Losung fiir
U(t) = at)]0) + b@)[1) +c(@)] = 1)
mit ¢(0) = |0). Wir finden

a(t) = cos {[cos(wt) - 1]L ‘we%jLE%} :

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das System den Anfangszustand nicht verlasst ist damit gleich

la? = cos® {[cos(wt) —1]eEoy/(n+1)(m +1) — 1} :

(wegen w = ck fiir elektromagnetische Wellen). Sie weicht viel von 1 nur fiir starke Felder (Ep) und
hoch-angeregte Zustéande (m und n gross).

28. Verbotene fjbergénge beim Wasserstoffatom

In dieser Aufgabe sind meistens die Matrixelemente des Storungsoperators zwischen verschiede-
nen Kugelflichenfunktionen wichtig. Wie man sich leicht iiberzeugen kann verschwindet das Integral,
z.B. auf Grund der Paritat,

/ cos™ 6 sin™ 6 db,

0

(nur) fiir ungerade n (und beliebige m). Fiir die Dipol-Ubergégne ist
V = —eEyrcos(f) cos(wt).

™ 2
/ sin 6 / doYmV Yy
0 0

verschwinden wenn m # m’ oder wenn [ 4 [’ + 1 ungerade ist. Damit erhalten wir die Auswahlregeln

Die (Winkel-)Matrixelemente

fiir Dipol-Ubergénge”: Am = 0, Al :ungerade.
Fiir die verbotenen Uberginge
V = eEyk (r?sin 0 cos o cos 0) sin(wt)

analoge Argumente (p-Integration fiir Am, und die Paridt fir Al) fithren zu den Auswahlregeln:
Am =1, Al =gerade. Die Abbildung zeigt die mogliche Ubergénge.

"Diese Regeln dndern sich natiirlich, wenn die Polarisation der elektromagnetischen Welle anderes gewihlt wird
(z.B. Welle zirkular statt linear polarisiert).
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n=1  1(0)

N

n=2 1(0) +) c(0)_ s(-)

n=3  1(0) s(+) c(0) s() s%+2) sc(+) 1(0) sc(-) s(-2)

Dipol-Uebergaenge

n=1 1(0)
n=2 1(0) s(+) c(0)

n=3 100 s(+) c(0) s(-) s(+2) sc(+) 1(0) sc(-) s°(-2)

Verbotene Uebergaenge

Abbildung: Dipol- und verbotene Ubergénge fiir bestrahlung mit der linear in der z-Richtung po-
larisierten Welle aus der x-Richtung.

Die relative Ubergangsraten (3D —2P (Dipol) gegen 3D —25 (verb.)) lassen sich folgendermassen
abschatzen: die Winkel-Integration liefert in beiden Falle eine Zahl von der Grossenordnung 1; die
radiale Funktionen sind immer Funktionen von r/ag, wobei ay den Bohrschen Radius bezeichnet.
Damit Matrixelemente von r von der Grossenordnung ag, und die von r? von der Grossenordnung

a? sind. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten erfiillen also

WgD,QP ~ €2Eg&% 1

Wsp_as ~ €2E§k’2a3 (kao)z'

Die Wellenléingen bei diesen Ubergénge sind grosser als 600nm, d.h. k < 107L; mit ag = 5-107"'m
finden wir kag = 5-10~* und damit sind die verbotenen Uberginge um ein Faktor von ~ 10 weniger
Wahrscheinlich als die Dipol-Ubergénge.

29. Negative Wasserstoff-Ionen

Wir betrachten die Wellenfunktion

U(Z, ) = N[ (Z)2(¥) + Yo (T) 1 (7))

zunahst mit N = 1. Zu berechnen ist die Erwartungswert des Hamilton-Operators

1
PRV A R

2 gl =gl
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wobei v = 1/137. Wir finden®

1 82Oé4ﬁ4
w2y L2 2y, P
(-9 = 50+ ) + s
und
<1> _a+p 1 820333
D 2 (a+ ()5
An dieser Stelle bemerken wir, dass fiir das Wasserstoffatom gilt
1 gl
H=_(-V3) - =
und mit
Ire%: -
2 — 4 [ ol
1#1 (Q?) T e )
findet man

(H)y = a*/2 — ya
was ein Minimum bei a@ = v hat, d.h. die obere Granze fiir die Grundzustandsenergie ist
E = —~%/2 = 266397 - 10°.

(Das ist eigentlich die Grundzustandsenergie, weil die Versuchsfunktion gerade die Form des Grundzu-
standswellenfunktion hat.)
Es bleibt noch die Erwartungswert des Operators 1/|Z—7] zu berechnen und die Versuchsfunktion
zu normieren. Wir finden
< 1 > _af(at + 503+ 28026 + 53 a + (57)
|7 — ] \11_ (a+ )

fiir die symmetrisierte Funktion und

< 1 > _ af(a — B)%(a® + Taf + 3?)
7 —4l/, (o +B)° ’

fiir die antisymmetrisierte Funktion.

Zum Normierung berechnen wir das Skalarprodukt:

B 82@3ﬂ3
und S0t
(e
(X7X) =1- mv

sodass die Normierungskonstante kann a posteriori gleich 1/4/(¥, ¥) gewéhlt werden.

8Fiir die antisymmetrische Funktion, x(Z,7) = N[t1(Z)Ya () — 12(F)11(7)] die letzte Terme bei diesen Er-

wartungswerten andern ihre Vorzeichen.
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Optimierung der Versuchsfunktion im symmetrischen Fall
Die Erwartungswert der Energie,
8205464 O“i_ﬁ 1 82Oé3ﬁ3
(a+pr T2 T 2(+pp
af(at +5a33 + 28a%6% + 533 + 34)

muss nun beziiglich a und # minimiert werden. Diese Aufgabe lasst sich numerisch l6sen. Wir finden

{%(oﬂﬁ?) +

+7

zwei Minima, ein bei
a=-1.039 = 0.00758394, £ =-0.283 = 0.00206569
und das andere mit a < (3. Die Energie des Grundzustandes ist kleiner als
Epin = —2.73478 - 1077,

also sie ist kleiner als Ey + 0, d.h. es ist energetisch ungiinstig einen von den beiden Elektronen zu
entfernen. Ein solcher H~ Ion ist also stabil.

Optimierung der Versuchsfunktion im antisymmetrischen Fall
Fiir die antisymmetrische Wellenfunktion (d.h. fiir den symmetrischen Spin-Anteil des Zustandes)
ist die Erwartungswert der Energie gleich

8%a’f a+h 18’3 aB(a — B)2(e? + Taf + B2)
Cr o R Ter e o R oy b

Diese Funktion besitzt Minima nur am Rande, d.h. fiir a = 0 oder = 0, was gleichbedeutend

Lt -

mit der Bedinung dass einer von den Elektronen gerade in einem Streuzustand mit verschwindenden
Impuls und der andere im Grundzustand des Wasserstoffatoms sich befindet. Wir finden also ein
Minimum bei
a =0, =
mit
E,in = Ep.
Elektronen mit symmetrischen Spin-Anteil des Zustandes besitzen also keine stabilen Bindungszustande

im Coulomb-Feld eines Protons.
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Abbildung: Contourplot der Energie (o« — § Ebene) fiir die symmetrische Wellenfunktion, W.

L L
008 hea 724 0.007Z6  0.00723 0_0073 000732 0.00734

Abbildung: Contourplot der Energie (in der o — 3 Ebene) fiir die antisymmetrische Wellenfunktion,
Xx.- Die Vergroflerung zeigt, dass die Minima wirklich am Rande liegen. (Die Struktur auf der
Diagonale ist ein Artefakt.)

30. Freie Wellen in 3D

Die Formel



lasst sich leicht beweisen durch Narchrechnen.

Jo()

Ji(x)

Jo(x) =

und zusatzlich

Mit

und

sin x

T
sinx

xr2

(3

x2

Wir finden rekursiv die folgende Funktionen:

CcoS T
no(z) =
T
Ccos T cosxr sinx
- ni(x) = B
T T T
sinx 3cosx 3 cosx 3sinz
—1 i ny(zr) = — —1 5
T T T T T

(z) = (g _ %) sin(z) + G - g) cos(z),
(z) = (g - é) sin(z) + (i—f - %) cos(z).

o) = 20
() = (% - %) explia),

ho(z) = (é _ % _ 3—§> exp(iz),

ha() = (é - 1—5j> exp(iz).

31. Zerlegung einer eneben Welle

1
Yy =14/ —
0 A7’
/3
Yy = yp cos 0,
Y= i(300820—1)
0 167 ’

|7

Yg = F(5C0830—3C0820),
7r

1

/_1

) sin x
e*ds = 2

T
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finden wir

ix cos 0 0
Yy

VIR 2L Vizjo(a),

)
¢ V) = 937 (—id,) ST — 93 ju (o),
)

(&

X

Vom (=302 — 1) 228 =\ 0rju (),

T

eizcosG’Y'OS) _ /77'(' (5283 +328 ) sinx — _9; /_ ]3( )

(Hier iiberall x = k-r.) Damit sind: ¢q = \/E, ] = 2@\/@, Cy = —\/ﬁ, c3 = —2i/7w. Hier treten
nur die j—Funktionen auf weil die ebene Welle tiberall regular ist, und damit kann ihre entwicklung
keine singulare Funktionen enthalten. Die Qualitat der Naherung kann auf den folgenden Skizzen
abgeschiitzt werden (wir vergleichen explikz] mit S5 cajn(k)Yg(2/r), fiir k = 0.1)

(
(
(efeon? Y2
(
)

—-40 -0 a Z0 30 =30 -0 a 0 30

Abbildung: Die Phasen der exakten und genaherten ebenen Wellen.

-100 —50 0 00 —100 —50 50 a0

Abbildung: Die Betragsquadrate der exakten und genaherten ebenen Wellen in der x und 2z Richtung.
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32. Streuung von Elektronen an einer Neumann-Sphere
Per Definition gibt es eine Zerlegung
W= [eni(@)Y0) + ahu(x) Y3 (6)].
1=0

Nun die Projektion des Gradients von ¥ auf den Normalvektor der Kugel bei r = 1 enthalt natiirlich
keine Winkelableitungen. Damit muss gelten

0p (V)| p=r = 0.
Diese Bedingung liefert die q; fiir jedes [ eindeutig fest, weil die ¢; fiir jedes | bekannt sind:

__Jik)
a; = —(C h; ( kj) .

Das ist schon die gesuchte Losung. Man kann nun die lokale quantenmechanische Wahrscheinlichkeit-

strome skizzieren:

= =

40

k(4

z0 40 -a0 -20 o z0

=

-40 -z0

Abbildung: Die Phasen der (genéherten, aus der positiven z-Richtung kommenden) ebenen Wellen
und der (gendherten) Losung des Neumann-Problems.
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Abbildung: Die Betragsquadrate der (genéherten, aus der positiven z-Richtung kommenden) ebenen
Wellen und der (genédherten) Losung des Neumann-Problems.
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