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13 Aufgabe

Fiir die Losungen des Keplerproblems existieren zwei erhaltene Grossen: die Energie und der

Drehimpuls. Beim Perizentrum/Apozentrum (wo die radiale Geschwindigkeit verschwindet) gilt
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C=wv-r,

wobei £ = E/m, { = L/m, und A =GM = 3.9-10% C]Sm—; Wir finden
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= 28
sodass
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Die Abstiinde r, und r_ sind gegeben: r_ = 6.47 - 108cm, und r, = 7.37 - 10%cm. Wir finden
£=-282-10", v =810

Nach dem Stof} ist

v = ﬁvl,

und das Objekt hat immer noch keine radiale Geschwindigkeit. Wir kennen also die Geschwindig-

keit (v) und den Abstand, R, = r_. Daraus berechnen wir

&' =-388-10" < &,
V' =4.24-10",



und damit

R_ =3.58 108,
R, = 6.47 - 10°%.

Der Abstand R_ ist kleiner als der Erdradius (6.37 - 10%cm) und deshalb muss das Objekt auf die

Erde stiirzen.

14 Aufgabe

Wir betrachten nur die Gravitationskraft die von einer Sphére ausgeiibt wird. Unserer Beobachter
legen wir bei P = (1,0,0) (s. Abb. 1). Aus Symetriegrunden muss die Kraft entlang der z-Achse

ausgerichtet werden; wir berechnen deshalb nur die xz-Komponente der Kraft.
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Abb.1. Die Geometrie zur Aufgabe 14.

Der Beitrag des Stiicks der Sphére zwischen 6 und 6 + df ist:

B Adm r— Rcosf

dF; :
d? d

wobei A = GM (M =Masse des Punktes P), d* = R* +1? — 2rRcosf, und
dm = 2mwosinf db, 0= Mg /4,

(Mg =Masse der Sphére). Die Gesamtkraft ist durch ein Integral
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gegeben. Nun
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(man beachte, dass diese Integrale sehr einfach berechenbar nur wegen dem sin 6-Faktor sind;

fiir eine gravitative Kraft eines Rings, z.B., gibt es ihm nicht, und im solchen Fall ergeben sich

elliptische Integrale.) Insgesamt finden wir
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F, firr > R
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und
F, =0, fir r < R.

Damit wirkt eine Sphére wie ein Massenpunkt wenn P auflerhalb der Sphére liegt. Anderseits

innerhalb der Sphére verschwindet das Gravitationsfeld.

15 Aufgabe

Ohne Begrenzung der Allgemeinheit darf man annehmen, dass es sich um ein Zwei-Tielchen-System
handelt. Wir bezeichnen mit m und M die Massen und mit 7 und ¥ die Bahnkurven. Es sei die

Newtonsche Gleichungsystem

mit G'1 bezeichnet, und

mit G2 (mit einer beliebigen Funktion f). Die Aufgabe hat zwei Teile (<= und =).

Teil (< ): Hier muss gezeigt werden, dass wenn {X, Y} durch eine Galileitransformation von {Z, 7},
Xt = Déxj + v't + K,
Y' = Diyf + o't + K,

entstehen (mit konstanten Vektoren ¢ und I;, und einer Drehmatrix Dj-), dann folgt aus G1 die

Gleichungsystem G2. Das ist aber einfach zu zeigen: fithren wir eine (zeitunabhingige) Drehung



mit D?, so folgt aus G1:

mX' = f(|Z - g)) (X' =Y,
MY' = —f(|7 - 1) (X' = Y7),

—

(wegen X' = Diif). Nun |7 — §j| = |X — Y| so dass wir das Gleichungssystem G2 erhalten haben.
Teil (= ): Hier muss gezeigt werden, dass wenn G'1 und G2 gleichzeitig giiltig sind, dann

X' = Dia? +v't + K,
Y'= Dy +v't+ k"

Diese Tatsache muss folgen zumindest fiir f = 0 (beide Bezugsysteme sind per Annahme inertial,
d.h. im kriftefreien Fall die Bahnkurven Geraden sind) und fiir eine andere festgelegte, aber
beliebige, Funktion f. Es sei X' = ¢'(t, ). Dann, fiir f = 0, aus

i=0, X' =0,

folgt ’ . ’
8291 0 a2gz 82gz
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(weil " beliebig sind). Somit ist

und fiir eine feste f aus G2 folgt:

was mit
mi' = f(17 = g1) (2" — "),
Myt = —f(|7 = 9l) («* = y"),
vergliechen werden muss. Es gilt: entweder ist f konstant, oder muss |V[7d| = | 7 fiir alle d € R,

d.h. die Matrix W eine Drehmatrix (oder eine Spieglung) sein muss.
Wir schlieBen, dass entweder es eine Galileitransformation zwischen {X,Y} und {Z, 7} gibt,
oder es sich um harmonische Krifte handelt (in diesem Fall sind noch, z.B., reskalierungen von

den Koordinaten (keine Galilei-Transformationen) zugelassen).



