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Musterlésungen

4 Aufgabe

Wir betrachten nur die Planetenbahn, da die Geschwindigkeits- und die Beschleunigungs-Vektoren
fiir die Ellipse formal im Limit e — 0 gewonnen werden kénnen (sonst ist e = /1 — b%/a?.). Wir

schreiben

und

mit

f'= —asinp, g = acosp,
f" = —acosp, ¢ = —asinp,
¢ =(1—ecosp)™t ¢ = —esinp - (1 —ecosp) >

(die letzte Zeile folgt unmittelbar aus ¢ — esinp = t.) Das Einsetzen dieser Relationen in die

Gleichung fiir 7 fiihrt auf

- alesin? ¢ — cos ¢ + e cos? ¢]
F= :
b[—e cos @ sin ¢ — sin p + e cos p sin @]
Wir haben damit bewiesen, dass
-, 1 "
Fr=———"7.

(1 —ecosp)?



Da die Planetenbahn (Ellipse) seine Brennpunkte bei z = 0,y = 0 oder x = —2ea,y = 0 hat,

erhalten wir dass die Beschleunigung immer auf dem ersten Brennpunkt zeigt. Zusétzlich gilt
171l = a(1 — ecos p),

und damit

—

d*r 1
— =—s5= T
U G

mit 72 = ¢?/a®. Der Planet wird also durch die Gravitationskraft der Stérke 1/r? angezogen.

5 Aufgabe

Die Anfangsbedingung sowie die Bewegungsgleichung fithren dazu, dass das Hagelkorn sich nur in

der vertikalen Richtung (z) bewegt. Mit der Bezeichnung & = u die Bewegungsgleichung lautet

u = —au2+g,

wobei a = %%% ~ 0.25% 1073, Diese Gleichung 18t sich einfach 16sen; mit der Anfangsbedin-

gung u(0) = 0 erhalten wir
& = [tanh|aft],

wobei 3 = \/g/a ~ 2 -103. Die Geschwindigkeit wiichst zunichst linear an (freier Fall) und
stabilisiert sich schnell (auf der Zeit-Skala von a8t ~ 1 d.h. ¢t > 5sek) auf Tasympe = 8 = 72km/h.

Fiir z(t) finden wir durch eine einfache Integration
1 1
x(t) = — In[cosh|aft]] = ft — — [In2 — exp(—2aft)]
« «

Fiir die Strecke von 1km wird ¢ > 5sek und die letzten zwei Terme diirfen vernachlissigt werden.
Somit erhalten wir die Zeit des Falls:
t ~ 5H0sek.

Die asymptotische Geschwindigkeit héingt als v/R von der Radius des Hagelkorns ab. Die Grofie
(Zeit-Skala) o3 skaliert sich als 1/v/R.

6 Aufgabe

Die Bewegungsgleichungen sind

rT=1y-qB
y=—x-qB.



Im Fall des konstanten B-Feldes lassen sich diese Gleichungen einfach integrierien. Wir erhalten

u .
x = —sin(wt + ¢) + z9
w

u
y=-- cos(wt + ¢) + Yo,

wobei w = ¢B/m die (von der Amplitude der Bewegung unabhéngige) Zyklotronfrequenz bezeich-
net. Die Losung enthielt vier Konstanten der Integration (wie es fiir zwei DGI zweiter Ordnung
sein muss): u - die Geschwindigkeit des Teilchens, (x¢, yo) die Anfangsposition und ¢ die Konstante
die ursprungliche Richtung der Geschwindigkeit festlegt.

Im Fall des Orts-abhéngigen Magnetfeldes, B, = —a/r, a = gBRy/m es ist leicht zu zeigen,

dass die Geschwindigkeit u und der verallgemeinerte Drehimpuls J, definiert durch
u? = % + 97,
J=2xy —yx — ar,

r = y/x? + y? konstant sind. Es lohnt sich die Polarkoordinaten einzufiihren. In diesen, sind die

Bewegungsgleichungen durch
u? = 7% 4+ r?p?
J=7r*p—ar
gegeben. Im Fall J = 0 Losungen existieren nur wenn u? > o?. Mit v = vu? — v? finden wir

r =1yt vt

und
© = o £ alnfrg £ vt].

Die Bahnkurven beschreiben logarithmische Spiralen:
Y=o — Inr.

(Aus einem Anfangspunkt ry kann das Teilchen sich entweder nach r = 0 oder nach r — oo

bewegen.)

6.1 Allgemeine J

Wir setzen a = 1 zur Vereinfachung der Notation. In den Bewegungsgleichungen lésst sich ¢

vollstandig eliminieren sodass nur die Gleichung

P = :I:l\/r2u2 —(J+7r)
r



zu 16sen bleibt. Man kann diese integrieren, nun die Losung ist undurchsichtig. Anderseits, kann

die Gleichung auch zu
i = (J/r+1)J/r?

umgeformt werden. Fiir J> 0 wirkt auf das Teilchen eine rein-abstésende Kraft. Wenn, ursprung-
lich, 7 < 0 dann erreicht das Teilchen den Punkt

J
r =
jul =1

an dem 7 = 0 und entfernt sich danach ins Unendliche. (Die Losungen existieren nur fiir u? > 1.)

Fiir J< 0 eine Analyse der Kraft zeigt, dass es einem Potential gibt, sodass
i = =0V (r).

Fiir J < 0 hat das Potential, V(r) = (J/r 4+ 1)?/2, ein Minimum bei r = —J/a, wird oo bei
r = 0 und konvergiert gegen 1 fiir r — oo. Fiir |u| > 1 gibt es also Losungen mit etwa dhnlichen
Bahnkurven wie bei J > 0. Nun fiir |u| < 1 existiert eine Familie von oszilierenden Losungen,
die fiir Immer in der Umbegung von r = 0 bleiben. Man kann auch leicht zeigen, dass die Win-
kelgeschwindigkeit, r¢, positiv an den Maxima und negativ an den Minima von r(t) ist. Damit
kreist das Teilchen nicht nur um r = 0 sondern ist die Bahnkurve durch eine verlédngerte Zykloide
beschrieben (s. Abbildung).
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Abbildung 1: Die J < 0 rdumliche Bahnkurve fiir |u| > 1 (oben) und |u| < 0 (unten).



