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Musterlésungen

40 Aufgabe

Jn dieser Aufgabe wird die Einsteinsche Summenkonvention besonders niitzlich. Aus der Lagran-

gefunktion ergibit sich der folgende Ausdruck fiir die kanonischen Impulse:
. e
Pr = mgy + EAk-

Die Geschwindigkeiten lassen sich durch die Impulse eindeutig darstellen:

1

m

k (Pr — SAk).
Die Hamiltonfunktion ist jetzt leicht zu finden:

1 .
H=_—(§—<A)? .
2m(p CA) +ep

Die Hamiltonsche Gleichungen lauten

. 1 . .
G — (pt— el
q m(p cA"),

(Pr — iAk) @Ak — ed;p,

®

pi=—
mc

wobei 0; = a%' Setzt man die erste Gleichung in die zweite ein so erhélt man
e
mi; = eB; + - " (8;Ar — OpAy),
c

wobei die Identitét ,
dA, 0A, 0A, %

dt 0t  Oq dt

verwendet wurde. Wegen

(4 x B)' = ¢,(0"A™ — 9" AY)
sind die Hamiltonsche Begungsgleichungen den Newtonschen Bewegungsgleichungen mit der Lor-
entzkraft dquivalent.

3u (d): Man sieht leicht, dass konstante Potentiale auf E = 0 = B fiihren, sodass es sich

im solchen Fall um ein freies Teilchen handelt (das Problem ist offensichtlich integrabel). Dies



ist nicht die allgemeinste Bedingung fiir die Integrabilitit, denn auch fiir konstante Felder eine
explizite Losung der Bewegungsgleichungen leicht zu finden ist. Zeitunabhéngigkeit der Potentiale
(vor Allem von ¢) liefert nur eine erhaltene Groe (die Energie). In drei Dimensionen braucht man
aber drei (unabhéngige) erhaltene GroBen um die Losung durch Integrale ausdriicken zu kénnen.
Es fehlen also im allgemeinen Fall zwei erhaltene Groflen.

41 Aufgabe

Die Bewegungsgleichung eines gedémpften Oszillators,
mi + i + mw?s = 0
wird durch
z(t) = Ae”m U sin(Qt + )

gelost, wobei A, ¢ und Q = {/w? — % reelle Konstanten bezeichnen. Der Impuls ist nach Vor-
aussetzung durch

p(t) = ma + vz = mAQe w b cos(Qt + ¢)
gegeben!. Gehen wir mit Hilfe einer flichentreuen Transformation

i = A& =R-e mtsin(Q+ )

1 o
p = = R-e mlcos(QU + o),

mit einem geeigneten Skalenfaktor A zu neuen Koordinaten {iber, so sieht man leicht, dass die Zeit-
entwicklung als Komposition einer (flichentreuen) Drehung und einer exponentiellen Skalierung
mit exp(—- t) besteht. Damit wird die Fliche allen Phasenraumgebieten exponentiell reskaliert

und fiir £ — oo gegen Null konvertiert.

42 Aufgabe

Mit dem allgemeinen Ansatz
S = —Pst + hy(r) + ha(0) + hs(p)

ergibt sich zunéchst die Differentialgleichung

r?(0rh1)? + (Opha)” + fﬁ?g; + 2mla(r)r? + b(0)] = 2mP;

! Aus dimensionalen Griinden muss vor @ die Masse m stehen, denn [y] = £.



in der nur der Term 0,h3(¢) héngt vom ¢ ab. Es muss also
awhg = Pl

gelten?, was der Tatsache entspricht, dass die Koordinate ¢ zyklisch ist und die erzeugende Funk-

tion S hingt nur itber P; - ¢ vom ¢ ab. Es bleibt die Gleichung

r? [(&m)Z - Qma(T)]/—i-\[(aehz)Q + 51(521()92) + 2mb(9>] = 2mPDs,

~
=C=2mP;— P,

-~

=P,

wobei wir schon die entsprechenden Konstanten Py, P, P3 eingesetzt hatten. In anderen Worten:

r [(3rh1)2 — 2ma(r)] = P,

(P1)?
sin?(0)

(8@h2)2 + + 2mb(9) = 2mP3 — PQ.

Diese gewonliche Differentialgleichungen lassen sich 16sen durch eine formale Integration:

P P
S:—P3t+Plgoi/\/mdri/\/%%—%—%b(@)— —5 4
r Sin

Die erzeugende Funktion S héngt damit von den drei Konstanten Pj, P», Py ab, die die (neue)

kanonische Impulse darstellen. Die allgemeine Losung der Bewegungsgleichungen erhélt man indem

man S nach P; ableitet:
oS

op;

wobei die drei (von der Zeit unabhéngige) Konstanten @; die (neuen) kanonischen Koordinaten

=Q, =123

bezeichnen. Auf diese Weise héngt eine allgemeine Losung der Bewegungsgleichungen von sechs
beliebigen Konstanten P;, Q'.

2 Auf der rechten Seite kann, offensichtlich, eine beliebige Funktion von P; stehen.



