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Ubungsblatt 6: Musterlosungen

Aufgabe 16

Allgemein erfiillen in der Storungstheorie die Glieder bis zur Ordnung A die Gleichung
(Ho— E%)up + (V= Epvy =0, 1=1,2

wobei AV = H’. Nun ist in unserem Problem Hj entartet (und zweidimensional), was zur Folge hat, dass
Hy — E° = 0. Sei allgemein P, der Projektor auf den Unterraum zu E° (in dieser Aufgabe, P = I). Dann
folgt

Po(V = E})Po¢? = (RVE — E}>¢?7

d.h. die Korrekturen erster Ordnung zur Energie, E}, sowie die zugehorige Vektoren (nullter Ordnung) 1?

sind aus dem Eigenwertproblem von PyV Py (= V, in dieser Aufgabe) zu bestimmen.

Wir finden,
Y = L El =1
1 — \/§ 1 ) 1 — &

O_L 1 1 _
?/)2—\/§<_1)> E2_ L.

Es ist zu bemerken, dass man schon von Anfang an die beiden Vektoren als Basis-Vektoren des Unterraumes
zu E° benutzen konnte. Der H, wiirde sich bei einem Basiswechsel nicht #ndern und H’ wiirde diagonal,
H' =diag(\, —)). Dies bedeutet, dass mit 49 und E} bereits die komplette Losung, ¢, = 19, E; = Ey+\E}

bestimmt wurde.

Aufgabe 17

Allgemein gilt in der Storungstheorie:

(Ho — Ey)iy + (V — By =0, (1)
(Ho = E7)7 + (V = Epvr = By, (2)
(Ho — E7)0} + (V = BN} = Ejv; + Efvy, (3)

Sei P = |90) (9] + |¥9) (9] der Projektor auf den zweidimensionalen Unterraum zu E° = E, P, =
[00) (49| der Projektor auf 9, Py = |[¢9) (49| der Projektor auf ¢y und Q = I — P der Projektor auf den
(eindimensionalen) Raum zu Ey = 2E. Der hier relevante Hilbertraum H = C? zerfillt in einer natiirlichen
Weise auf H = PH + QH. Wir werden die Gleichungen (1-3) auf PH und QH projizieren. Wegen der
Entartung von Hy verschwindet P(Hy — E)P auf PH.



Per Annahme 9 € PH und 9§ € QH. Projektion der Gl. (1) auf P fiihrt auf
(PVP — Ep)dy =0, (4)

und wie in der Aufgabe 16 die (beiden) 1?9 sind aus dem Eigenwertproblem (4), zusammen mit den

zugehorigen F}, zu bestimmen. Man muss beachten, dass (V' — E})y; # 0, sondern nur
(V= Ep)uf € QH.
3ur Bestimmung von ¢} und E? projizieren wir die Gleichung (1) auf QH
QUHy — E})y = —QVy].

Auf QH kann Hy— EY invertiert werden (weil die Eigenwerte von Hy in QH per Annahme von EY, I = 1,2

verschieden sind). Dies fithrt auf

Q
CHy— EY

<¢3|V|¢1>

Q,lvb} EO )

V= —I@Ds)

was aus der Storungstheorie von nicht entarteten Niveaus bekannt ist. Wir wissen noch nicht was der Anteil
von ¢} im (P — P;)H ist. Wir wenden jetzt P; = P — Pr auf die Gleichung (2) und, unter Beriicksichtigung
der Zerlegung 1} = P'¢t + Q}, finden

P'(V — Ej)PY; = —P'VQuy,

(hier wurde auch P'Q = 0 verwendet). Nun kann P'(V — E})P’ invertiert werden, denn (per Annahme)
V in PH nicht entartet ist. Dies fiihrt auf

Pyt = - voul
I — V El I
Q1! ist aber bekannt; wir finden schlielich
Y= (1— P’i1 PV ) Qus;.
! V—E} !

Im Falle I = 1 dies bedeutet

2 2 0 OV 0
o = - (1- LBl ) L) /)

und die Projektion von (2) auf P; liefert

Q

Vl%)

Man beachte, dass der letzte Faktor in 1] auch vom ersten Ordnung ist (obwohl es zweimal V' enthélt).

Diese Formeln sind offensichtlich allgemein und kénnen bei beliebiger Storung entarteter Niveaus ver-



wendet werden (sobald die Entartung in erster Ordnung aufgehoben wird, d.h. E} # Ej1 wenn i # j).

Jm unseren, speziellen, Fall finden wir

1
1
0 0 1
= — = 1 5 E = E17 E = 1’
¢1 \/5 1 1
0
1 1
w=r | mep m=a
0
0
’ng = 0 ) Ei(’,) = 2Ea E% = _1>
1
und (§|V]y)) = % = (9| V]¢9). Wir finden auch z.B.
0 1
V—ENY =10|—=€QH,
( 1)¢1 \/i Q
1
und
1

—1 1
Pas} = )0 = WA WAV QD) = ~ = |¢8><¢8|V|¢§>ﬁ == 1u).

(wir nutzen hier die Dirac’sche Notation). Schlielich,

0h) =~ ) — ),

E\f

und 1 1
= — (W V [4g) (W8I V]T) - Ty ok

Setzen wir die entsprechenden Potenzen von A ein, so erhalten wir
1 1/4

1 —% —1/4 | +O(\?),
0 1/v2

-1
b=

2

A 3
B = E+A—ﬁ +O(\).



Aufgabe 16

Die ungestorten Eigenzustdnde sind

m) =
m) = ,
V2
mit m € Z und E,, = Am?, wobei = ﬁ. Sei a = —eRE /2. Die ersten ungestorten angeregte Zusténde

1), | — 1) sind offensichtlich energetisch entartet. Uberdies gilt:
<k:|V|m) = O‘(ék,m—l + 5k,m+1)
und es ist leicht zu sehen, dass
P,VP, =0

wobei P, den Projektor auf den Unterraum P,H der von |1) und | — 1) aufgespannt wird, bezeichnet. Die

Entartung wird also nicht in erster Ordnung aufgehoben, d.h. die Gleichung
(P,VP,—EYYW=0, ¢€PH

kann auf dem Unterraum P,H von einer beliebigen Linearkombination von |1) und | — 1) erfiillt werden.

Nun kann die Gleichung der zweiten Ordnung der Storungstheorie
(Ho — EQ)¥7 + (V — BNy — EfYY =0,
auf P,’H projiziert werden. Wir erhalten
PV = E')) = B>y,

Anderseits folgt aus der Gleichung der ersten Ordnung wie {iblich

QaV

. 0
7. E0¢1

Qaw% =

mit Q, = 1 — P,, d.h. die Gleichung ersten Ordnung bestimmt die Funktion 1} auf Q,H. Insgesamt folgt

Qa 0 240
— 22y Py = E*)
27 V P (%

PV
Ey —

wobei i = —1,1 da wir die gleiche Rechnung auch fiir die beiden ungestérten Zustinde 2 , durchfiihren
kénnen (hier spielt der in P,/H liegende Anteil von v keine Rolle, weil P,(V — E') P, verschwidtet wegen
Entartung von E'). Die obige Gleichung ist ein Eigenwertsproblem auf dem zweidimensionalen Raum

P,H. Der Operator auf der linken Seite verschwindet nicht; wir finden

) |

— wiN

Qa o?
PV—_VP =2
EO - HO 6

wWin =



Die Eigenwerte dieser Matrix geben die Korrekturen zweiter Ordnung zu der ungestorten Energie £ = 3

an. Sie sind

o
E =——
30

und £

@
E,=—.

733

Diesen Energiekorrekturen entsprechen die Zusténde

wO — Sln(gp)

N

und
0 cos(p) .

S



