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Ubungsblatt 4: Musterlsungen

Aufgabe 10

Jm H = C? haben die Observablen m& nur zwei Eigenvektoren, und nur zwei Eigenwerte, 41. Die

Wahrscheinlichkeit bei einer Messung im Zustand 1 das Ergebnis +1 zu bekommen ist gegeben durch

W = (| Pi[), Pyo= i) (4]
(P4 ist ein Projektor auf den Eigenvektor zu +1, 1 ). Es kann leicht gezeigt werden, dass
Wy = 3(¢[1 £msly).

Sei E,, = (1+ma). Fiir Wahrscheinlichkeit der Koinzidenz der +1 Ergebnisse bei den Messungen von mad
und 7i¢ am ) = %(|OO> + |11)) finden wir

Wy = = [(00|EnE,|00) + (11|E,, B, [11) 4+ ((00| B E|11) + c.c.)] .

| —

Die Matrixelemente von E,, im H = C? sind gegeben durch

B = 14 ms my — im2
" my+ime 1—ms |
Wir finden

W-H— - Z [1 + min; — Mong + mgng] .

Betrachten wir W, als eine Funktion von 7, 7 mit der Nebenbedingung |mi| = 1 = |7i|, so ergibt sich,

dass W, , ein Maximum = 1/2 fiir die Orientierungen
my = na, mg = 13, Mo = —N2

hat. Die Asymmetrie des Ergebnisses ist durch den Zustand v bedingt.

Aufgabe 11

®as Problem wird sofort auf drei eindimensionale Probleme separiert, fiir die man die folgenden Wellen-

funktionen

2
Up(x) = \/;sin(k:nx) mit k, = n—;, n € Ny



mit den Energien
_ e 2
" 2m L2

findet. In dem bosonischen Grundzustand g sind alle Teilchen im 1-Teilechn-Grundzustand, d.h.

Up(xy,...,on) = W)V

Die Energie ist

h*r? 1

2m L%

Sie fillt mit wachsendem L, also die Teilchen iiben auf die Wande einem zu N proportionalen, positiven
Druck.

Im fermionischen Fall werden alle 1-Teilchen-Niveaus, nummeriert durch 7 € Nf’r, bis zu einem Festen

EB:NE1:

71| = R besetzt. Es sei N sehr grof. Im N3 ist die Dichte der Zustéinde = 1; géibe es einem kontinuierlichen

Verteilung mit der gleichen Dichte, so wiirde es folgen

I R?
N = - / dridr = L,
8 Jo 6

also R = (6N/7)Y/3. Es ist intuitiv klar, dass fiir sehr groBe N die diskrete und die kontinuierliche Beschrei-
bungen dass selbe ergeben sollen; wir rechnen daher weiter mit der kontinuierlichen 7. Die zu n gehorige
1-Teilchen-Energie ist
R*r?
n n-,
2mlL?

und damit finden wir die folgende Energie des fermionischen N-Teilchen-Zustandes:

h22 R h2m3
Eg=——— [ 4nr’dri® = —— (6N/m)*°.
¢~ 16mL? /0 mrdre” = o 6N/
Diese Energie wachst mit N, und damit auch der Druck, viel schneller im fermionischen als im bosni-
schen Fall. Assoziiert man mit —0,Eg = F' die (von den Fermionen ausgeiibte) auf die Wénde wirkende
Kraft, so ist der Druck p = F/L? proportional zu (N/L?)%? also zu n°/? (siehe Aufgabe 12).

Aufgabe 12

(Jm folgenden werden %d?’z dfdp-Integrale immer trivial, und gleich Vv, mit v = %9.) Bei T" = 0 sind alle

Fermionische Energieniveaus bis zu £ = Ey besetzt. Im unseren Fall hiingt die Energie nur vom p = |

ab. Mit p; bezeichnen wir den der Ey entsprechenden Impuls (Fermiimpuls). Es gilt

3. 73 3
N:/ ala:alpzvg]ﬁ7
PPy

h3 3

und damit
pr= @B/, n=N/V



unabhingig davon, welche Dispersionsrelation £ = E(p) gelten soll. Die mittlere Energie U, im Falle von

E = p?/2m, ist eifach zu bestimmen,

dBxd®p p? P}
U= E(p) = A it
/ nr(p)E(p) /p L, W om "1om

Die thermische Zustandsgleichung ist, unter Verwendung von P = %U /V, leicht herzuleiten. Wir finden

po 2 (3"
15m \ v

Diese Zustandsgleichung beschreibt natiirlich nur die Isotherme 7" = 0 der vollstdndigen thermischen Zu-

standsgleichung P = P(n,T') der nichtrelativistischen wechselwirkungsfreien Fermionen. In guter Naherung
erfiillen die Elektronen in Weilen Zwergen, die Neutronen in Neutronensternen, sowie die Neutronen in
groBen Atomkernen diese Zustandsgleichung. Obwohl die Temperatur in diesen Systemen (absolut gese-
hen) gigantisch ist, wird die Naherung 7" = 0 eigentlich gut solange kg1 <« Ey. Diese Bedingung ist in

den oben genannten Systemen oft erfiillt.

3ur Vervollstandigung unserer Uberlegungen leiten wir hier noch die Relation PV = %U , sowie die Form
der Zustandsgleichung fiir £ = /m?2c* + p?c? (allgemeine massive Teilchen). Zunéchst gilt bei beliebigen

Temperaturen
" E(p)
_ 2
U= VV/O pdp e—BreBEP) 4 1’

anderseits im Falle von nichtwechselwirkenden Fermionen finden wir per Definition

1 1
— InZ =——

0=
54 154

Pf
Vy/qgfﬂﬂnﬂ—kﬁm_mmu
0

Integrieren wir diese Gleichung partiell, so ergibt sich

Dy 1 1
B 2 - e
Q- Vv/o p2dp . pd,E(p) c—BrBED 1 1

Aus der thermodynamischen Identitéit 2 = — PV folgen, im Fall von homognen Dispersionsrelationen,

E(p) = ap’

einfache, zu allen T geltende, Beziehungen von dem Typ

(
PV =_U.
3

¢s sei jetzt E = \/m2c* 4+ p?c?, und T = 0. Wir fiihren dimensionslosen x = p/mc ein, und finden

1 [
PV =~V ¢(me)* 3 / v3dx 0,V1 + 22,

0



Es sei ferner

F(z) = / 2 dx = é (22° — 32)V1 + 22+ 3 arcsinh(x)] ,
0

mit
25
F(z) ~ 3 r <1,
4
F(z) ~ % r> 1.

Wir finden die allgemeine Form der 7" = 0 Zustandsgleichung,

o))

Insbesondere, in dem Fall, wo der Fermiimpuls gro8 im Vergleich zu mc ist, d.h. 2y > 1, finden wir die
Zustandsgleichung relativistischer 7' = 0 Fermionen

p=lc(3n 4/3.
12 \ v

(Im Falle py < mc ergibt sich die am Anfang hergeleitete Zustandsgleichung.)



