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Aufgabenblatt 6

Aufgabe 16 [Diese Aufgabe wird korrigiert und gewertet, Wert = 6 Punkte]
Zeigen Sie, dass die Funktionen χm(x) = Nmeimx, m ∈ N0, x ∈ [0, 2π], ein Orthonormalsystem
in L2([0, 2π], dx) bilden, wenn die Normierungsfaktoren Nm geeignet gewählt werden (bestimmen
Sie die Nm entsprechend). Schliessen Sie auf die Vollständigkeit des Orthonormalsystems aus der
(als bekannt vorausgesetzen) Tatsache, dass jedes ϕ ∈ L2([0, 2π], dx), für das (χm, ϕ) = 0 für alle
m ∈ N0 gilt, der Nullvektor in L2([0, 2π], dx) sein muss.

Aufgabe 17
(i) Die Funktion α : R → R sei definiert durch

α(x) :=











0 für x < 0

x2 für 0 ≤ x ≤ 1

1 für 1 < x

µα sei das zugehörige Stieltjes-Maß. Zeigen Sie: Für jede stetige Funktion f : R → R gilt

∫

R

f dµα = 2

∫ 1

0
f(x)x dx .

(ii) Die Funktion α : R → R sei definiert durch

α(x) :=

{

0 für x < 0

1 für 0 ≤ x

µα sei das zugehörige Stieltjes-Maß. Zeigen Sie: Für jede stetige Funktion f : R → R gilt

∫

R

f dµα = f(0) .

Hinweis: Sie können die folgenden Sachverhalte benutzen:

(A) Jedes Stieltjes-Maß ist ein Lebesgue-Borel-Maß auf R

(B) Wenn zwei Lebesgue-Borel-Maße auf R auf allen offenen, halboffenen und geschlossenen Inter-
vallen übereinstimmen, dann sind sie gleich (d.h. sie stimmen auf allen Lebesgue-Borel-messbaren
Mengen überein).
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(C) Jede stetige Funktion f : R → R wird punktweise approximiert durch eine Folge von Treppen-
funktionen

fN (x) =

kN
∑

j=1

cN,jcharJN,j
(x) ,

wobei die JN,j offene, halboffene oder geschlossene Intervalle sind.

Aufgabe 18 Für eine Menge Y mit Maß µ wird definiert:

Erwartungswert von f ∈ L1(Y, dµ): 〈f〉µ :=
∫

Y f dµ/
∫

Y 1 dµ ,

Mittelwert von µ: Mµ := 〈m〉µ mit m(y) := y ,

Schwankungsquadrat von µ: σ2
µ := 〈m2〉µ − M2

µ .

Berechnen Sie den Mittelwert und das Schwankungsquadrat für die folgenden Fälle:
(1) Y = R, dµ(x) = e−(x−x0)2/2a2

dx, wobei x0 ∈ R und a > 0 Konstanten sind (“Normalverteilung”);
(2) Y = (0,∞), dµ(x) = e−λxdx mit einer Konstanten λ > 0 (“Exponentialverteilung”);
(3) Y = N, µ({n}) = λn/n! mit einer Konstanten λ > 0 (“Poisson-Verteilteilung”).

Abgabe: Am Mittwoch, 25. Nov. 2009, in der VL.
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