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Aufgabe 34 [Diese Aufgabe wird korrigiert und gewertet, Wert = 6 Punkte]

Berechnen Sie die Erwartungswerte und die Schwankungsquadrate der Komponenten L;, j =
1,2,3, des Drehimpulsoperators in den normierten gemeinsamen Eigenzusténden X ,, von L?
und L3, A = (B0 + 1), p = —(R)¢,...,(h)l. Es sei A ein beliebiger (beschrankter)
symmetrischer Operator, der mit L; und L, vertauscht. Zeigen Sie, dass die Erwartungswerte
von A in den Zustanden x) , nicht von i abhangen. Beweisen Sie ferner, dass A auch mit Lg
kommutiert und bestimmen Sie daraus die Form der “Matrixelemente” (x ., Axx ) von A
zwischen beliebigen Zustanden X ., X /-

Aufgabe 35 Zeigen Sie, dass alle homogenen Polynome* p,,(x) vom Grade n, die Losung der
Laplacegleichung A,p,(z) = 0 sind, auch Eigenfunktionen des Differentialoperators L? sind,
wobei L = (i/i)X x V. Fiir welche Werte von c erfiillen die Polynome ¢, (z) = (z1 + cx2)",
n € N, die Laplacegleichung und wie wirken Ls und L? auf die entsprechenden Polynome?
Geben Sie auf der Basis dieser Ergebnisse ein rekursives Verfahren an, mit dem man die
(unnormierten) Kugelflachenfunktionen Y7, in kartesischen Koordinaten erhalt.

* Ein homogenes Polynom vom Grad n ist von der Form p,(z) = Y2, .01 0.—p Catl' 257 25%,
z € R3, wobei sich die Summe iiber endlich viele a = (ay,a9,a3) € Ng erstreckt und die C,
komplexe Koeffizienten sind.

Aufgabe 36 Der Hamiltonoperator fiir einen rotierenden starren Korper (“Quantenkreisel”)

hat die Form 1 1 1
H= ——L*+ ——L5+—13
20, 1 720,72 " 20,
wobei ©;, j = 1,2, 3, die Haupttragheitsmomente des Korpers sind und L der Drehimpuls-

operator bezuglich eines korperfesten Bezugsystems mit den Vertauschungsrelationen
[L1, Ly] =i(h)Ls etc. bei zykl. Permutation d. Indices.

Begriinden Sie die folgende Behauptung: Um die Eigenwerte von H zu bestimmen, reicht es
aus, H auf allen (2¢ 4 1)-dimensionalen Unterraumen des Hilbertraumes zu untersuchen, die
invariant unter den L; sind und zum Eigenwert (h?){(¢ + 1) von L? gehoren. Die Berech-
nung der Eigenwerte von H kann somit zuriickgefuhrt werden auf die Diagonalisierung von
(20 4+ 1) x (2¢ + 1) Matrizen. Benutzen sie diese Methode um die Energiewerte eines Quan-
tenkreisels mit Gesamtdrehimpuls ¢ = 1 zu bestimmen.
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Geben Sie auf der Basis dieses Ergebnisses eine grobe Abschatzung fiir die GroBe der Rota-
tionsenergie ( “Energieskala”) von Molekiilen an, die aus wenigen leichten Atomen aufgebaut
sind und deren Abstand etwa 10~8cm betragt.

Abgabe: Am Mittwoch, den 20.01.2010 vor der VL.



