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Aufgabe 22[Theorieaufgabe]
Sei 1)y die Wellenfunktion eines Zustands zur niedrigsten Energie Ey < 0. Zeigen Sie, dass
alle andere normierten Funktionen f (d.h. ||f||*> = (f, f) = 1) die Ungleichung

(quf)ZEO

erfillen.
Bestimmen Sie mit Hilfe dieser Methode eine obere Schranke fiir die Grundzustandsenergie

des Quantenteilchen,
h2’l/1”
2m

im Delta-Potential:
V = —gd(x).
Verwenden Sie die Versuchsfunktion
Yalw) = Ne~2*/2,

Normieren Sie diese Funktion, berechnen Sie den Erwartungswert von H, bestimmen Sie den

besten “a” und die Schranke fiir die Energie. Vergleichen Sie das Ergebnis mit der exakten
Energie.

Aufgabe 23
Betrachten Sie einen isotropen, harmonischen Oszillator in zwei Dimensionen (x und y gleich-
wertig) als zwei unabhangige Oszillatoren , etwa:

1
H=3 [pi+p+2"+v], (1)
Pe = —i0,, py = —i0,. Flhren Sie die Erzeugungs- und Vernichtungs-operatoren a*, a fir die

Bewegung in der z-Richtung, und b*, b fir die Bewegung in der y-Richtung, ein. Uberzeugen

1



Sie sich, dass der Kommutator der Operatoren a und b (und deren Adjungierten) verschwindet.
Der Drehimpulsoperator ist definiert als

wobei ¢ fiir den Winkel ¢ = arctan(y/x) steht.

e Driicken Sie J durch die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren aus und verifizieren
Sie, dass er selbstadjungiert ist.

e Berechnen Sie die Kommutatoren [J,al, [J,b],[J,a*], [J,b"].

e Betrachten Sie die (angeregten) Zustinde

wa = a*¢07
a* +ib*
¢+ - \/§ w(b
(wobei vy der Grundzustand ist, d.h. 1 wird von a und b annihiliert) und zeigen Sie,
dass 1, Eigenzustand des Drehimpulsoperators J ist; gilt das auch fir v,?

Aufgabe 24
Die Energieniveaus in der Aufgabe 23 sind entartet (es gibt mehr als ein Eigenzustand zu
einer Energie F). Berechnen Sie [H, J] und bestimmen Sie die Familien der ein- und zwei-mal
angeregten Zustande. In beiden Familien fiihren Sie eine Orthonormalbasis von Energieeigen-
vektoren die zusatzlich Eigenvektoren von .J sind.

Uberlegen Sie sich in welchem Raumgebiet die Wellenfunktionen der ersten angeregten
Zustande wesentlich lokalisiert sind, und berechnen Sie die quantenmechanischen elektrischen
Strome

. 1 — —
3 =5 [p + pidy]
m
mit

Skizzieren Sie diese Strome.

Abgabe: Am Donnerstag, den 11.12.2008 in der Vorlesung.



