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25 Aufgabe

¢s sel
Rg = 7"6 - Wy. (1)

Durch Einsetzen in die Hauptgleichung finden wir

2(0 +1

e )

oder . o0
3 0, [7“2&104 + — = — k2w, (3)

Es sei nun L9

wy
— -t 4
e r Or (4)

Wir leiten Gl. (3) nach r ab und erhalten

20 +2)

uy + up = —k*uy (5)

was aber identisch mit der Gleichung (3) fr wyy; ist; die wy, konnen deshalb aus wq induktiv

berechnet werden:

R, =1t [Wr“’“ (6)

in die Hauptgleichung einzusetzen. Wir erhalten

f// — _ k2 f, ( 8)
mit zwei unabhéngigen Lésungen:

f1 = sin(kr), fa = cos(kr). 9)



Wie in der Theorie der Laplace-Gleichung muss f, ausgeschlossen werden, denn

-V (é> # _pf2 (10)
r r
Wir haben die folgenden Lésungen gefunden:
sin(kr) , (10 ¢
_ _ |22 , 11
Fo kr He=r {r or Fo (11)
Insbesondere

Ry = 0, Ry. (12)

Die Energieniveaus der Kugelsymmetrischen Zusténde im Fall des Randwertproblems R(7) = 0

erhalten wir aus

Ro(r) = singrlm) o, (13)
d.h.
keN,, E=Kk. (14)
26 Aufgabe

Sei J? = 6%J,J,. Es gilt
[J2, J4) = 8% (Ju[Jy, Ja] + [Ja, Ja) ) = 6% (Jui€pge ] + i€aaed Ty) = i(€ade + €caa) T TS = 0.  (15)

Wir finden sofort, dass

[J5, Js] = +Js. (16)
Wegen
Jod =+ T3 =il o) =B+ T3+ T3 =J"—Ji + Js (17)
finden wir
JoJ_=J* = J3(Js — 1) (18)
und analog
J_Jp=J* = J3(Js+1) (19)

Es sei nun v, ein Eigenvektor von J? und J3 wie in der Gl. (6) der Aufgabe 26. Aus den Vertau-

schungsrelationen (16) finden wir

J3(Jebm) = (m + 1) (b)), J3(J-m) = (m — 1)(J1m), (20)

Jy (J_) erhoht (erniedrigt) den Eigenwert von J3 um 1 (und wegen [J1, J?| = 0 hat kein Einfluss
auf den Eigenwert von J?).

Die Anwendung von J. zur Bestimmung von neuen Eigenwektoren von (J?2, J3) hat aber seine



Ende: wegen

1T+ ll* = (Jstbm, T+ tbm) = (s ST m) = (i, { T = J3(J3+ 1) }bm) = {A = m(m+ 1) | *

(21)
und
IT-tml* = ... = {A = m(m = D)} [, (22)
muss ein Vektor ¢y, (mit J3iy = M1)y) existieren, fr den
A—M(M+1)=0. (23)

Wir wéhlen jetzt m = M und wenden k = 2M-mal J_ darauf. Somit erhalten wir einen Vektor,

der proportional zu ¥ _y; wird (also mit m = —M). Nun
A—mim—1)=A+M(-M—-1)=0, (24)

d.h. J_¢_p; = 0. Die einzige Einschrénkung auf die Zahl M ist, dass M = k/2, k: ganzzahlig.
Jeder Sektor zu M = k/2 besitzt also k + 1 Vektoren zu den Eigenwerten m = [—M, M] von J;
und A = M (M + 1) von J2

27 Aufgabe

Die in der Aufgabenstellung gegebene Form der Operatoren L. ist falsch; sie soll durch

L, =¢e"(0g+icotd,), (25)
L. =¢"(—0p+icotfd,) (26)

ersetzt werden. Sei 4 &t 11. Aus der Gleichung

Lope = —i0,hy = 1)1 (27)

erhalten wir
lZJ:t = f:t(e) . eiw. (28)

Die Differentialgleichungen zur Bestimmung von f4(#), Li1L = 0 erweisen sich identisch zu sein:

fi = cotd f (29)

d.h.
f+ = const - sin(6), (30)

und damit
Yy = const - sin(#)e*"?. (31)



Diese Funktionen entsprechen den Kugelflichefuntionen, Y4 ~ t4:

3 . i
Yig = :FUS—?T sin(0)e*™.

28 Aufgabe

(Teil I): Wir bestimmen zunéchst die Gestalt der Operatoren Sy

o O
R

Sy =5 %15 =

)
o O

Aus Si1pyq), folgt (bis auf die Phase)

¢+1/2 = (é) )

und auch S31)41/0 = %7,0“ /2. Wir erhalten sofort

0
Y10 = SJ?H/Q = <1>,

sodass 5_1/1_1/2 =0 und S3’¢_1/2 = —% —1/2-
(Teil 11): In diesem Fall gilt

0 4 1
— 0 0
-1 0 0
Ty =T, £il5, =
0 7 —1
—i 0 0
1 0 O
\

Aus der Gleichung T’y 1), folgt (wieder bis auf die multiplikative Phase)

1
= = 07 17 —1 T7
¢+ \/§ ( )
sodass 131, = 1. Weiterhin gilt
wO =—=T ¢+ = (27070>

Vi

(32)



1 1 AT
Yo = ET—% = E (0,1,4)". (39)

(Die Vorfaktoren wurden aus Normierungsgriinden eingefiihrt.) Man verifiziert leicht die notwen-

digen Eigenschaften:
Ts1po =0, Typ- = —y_. (40)

29 Aufgabe

Als erstes berechnen wir die Matrixelemente von 22 und z2. In den Rechnungen fiihren wir zunichst

die ¢-Integration durch, und dann die #-Integration. Wir haben

und
x = sinf cos p, (43)
y = sinfsin g, (44)
z = cosb. (45)

In den Matrixelementen alle Summanden die durch e™#, 0 # n € Z, von ¢ abhiingen verschwinden.

Somit erhalten wir
(+,220) = (=, 2%0) = (+,2*—) =0, (46)

(+,220) = (—,2%0) =0, (47)

wegen 2 = sin? (2 + €% + e~2%) /4. Weiterhin gilt

1
(+,224) = (—,2°—) = 3 '27T/d0 sin® sin® @ cos®f = — (48)
8m 0
—1/15
(0,2%0) = 3 ~27r/d9 sin @ cos” 0 cos® 0 = 3 (49)
’ 47 J 5
—2/5
3 1
(+, 22 +) = (—,2° —) = P /dQsin@ sin?@ sin? 0 - cos® p = R (50)
T
:(167?5)#1’
(0,2°0) = i7r/desine cos 0 sin? 0 — (51)
’ Am 5

=4/15



(+,2% =) = 83 (7/2) /d@sin@ sin @ sin® § = —%. (52)

™

-~

=16/15

(Alle #-Integrationen sind elementar, und kénnen z.B. mit der Substitution v = cos@ berechnet
werden.)

Die Matrixelemente der Operatoren x und z konnen auch systematisch wie oben berechnet
werden; es gibt aber eine einfache Uberlegung, die zeigt, dass sie alle verschwinden. Wir betrachten

die Paritédts-Transformation, P : ¥ — —%, d.h. 0§ - 7 — 0,0 — m+ ¢. Es gilt
PYip = —Yim, (53)
und P? = I. Wir finden
(¥, Zx) = (Py, ZPx) = (Y, PTPX) = = (¢, ¥X), (54)

also (v, Zx) = 0, wobei 9, x beliebig aus der Familie Y}, gewéhlt werden konnen.



