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Wir verwenden die Vollstdndigkeit der Energie-Eigenfunktionen und schreiben
fl@) =" eathalx) + / dk c(k)iby ()

wobei mit ¢, (x) die Bindungszusténde, mit 1, (z) die Streuzusténde bezeichnet werden. Die Nor-

miertheit von f bedeutet

£ 1) =3 Jeal +/dk (k)2 = 1

Offensichtlich gilt nun
H(z) = 3 coButon(o) + [ dkclB)E(k) ()

und damit

(FHE) = Boleo + 3 Baleal? + [ dh E®)clh)?

n#0
Wegen Ey < E,, < E(k) gilt somit

(f,Hf) > Ey (\COP +Z lca)? +/dk\c(k)\2> = E,.

Die Funktion

Vo = (61/7_(_)1/4€faa:2 (1)

stellt eine normierte Testfunktion dar, die aber keine Eigenfunktion von H ist. Wir finden:

a
(1/%1, V(x)qu)a) =—gv a/ﬂ-a (¢a7 _¢g) = (¢;7¢;) = 57 (2)
d.h. 2
_ 9 1/2
H = |— B

onsa-[)o-[4]



Der Parameter “a” kann noch frei gewéhlt werden; jedes a liefert eine Abschitzung (von oben)

der Grundzustandsenergie Ejy. Fiir

S 2my/m

gh?

(4)
ergibt sich eine besonders niedrige Schranke

2
mg® 1

Natiirlich, muss diese Abschétzung immer (fiir alle g, m) erfiillt sein; aus Auf. 6:

2
mg” 1
By= "9 2 6
0 R 2 (6)
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Aunéchst gilt
H=a"a+b" (7)
mit ) .
o= TE e g YT (8)

V2 V2

Weiterhin kann der p—Ableitungsoperator durch a’s und b’s ausgedriickt werden:

2o (55) (58) () () -

wobei die Orts- und Impulsoperatoren auch durch die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

ausgedriickt worden sind. Nun muss offensichtlich [a,b] = 0 = [a, b*] wegen 0,(y) = 0 = 9,(z).
Damit erhalten wir
J =1i(b"a — a*b).

Dieser Operator ist selbstadjungiert weil a* adjungiert zu a und b* adjungiet zu b sind. Unter

Benutzung der bekannten Kommutationsregeln [a,a*| = 1 = [b, b*| finden wir unmittelbar

(Die iibrigen Kommutatoren folgen via hermitischer Konjugation der obigen Regeln.)

Der Grundzustand des Systems wird durch

awo = 0 = bwo (9)



definiert. Wir finden sofort, dass die Wellenfunktion des Grundzustands

1 2 2 1 2
— —(@*+y?)/2 _ —r?/2
= e = e 10
Yo NZS VLS (10)
zylinder-symmetrisch ist. Es lésst sich sofort verifizieren, dass ¢, = “*J%b* 1 ein Eigenzustand von

J zum Eigenwert +1 ist, und dass v, = a*¢)y kein Eigenzustand von J ist.

m die Situation etwas tiefer zu verstehen definieren wir zwei Operatoren

a* + ib* a—1b
J. — Jg =4 11
* V2 V2 (11)

die die folgenden Kommutationsregeln geniigen:

[J, ]| =—J-, [J, 4] = Js, [J-, J4] =1, (J—)T =Ji. (12)

Es sei v, ein Eigenzustand von J zum Eigenwert m; offensichtlich sind Jy,, und J_1,, auch
Eigenzustiande von J zu den Eigenwerten, entsprechend, (m + 1) und (m — 1).
Der Grundzustand ist ein Eigenzustand von J zum Eigenwert 0, und daher muss ¢, = J 1y

ein Eigenzustand zum Eigenwert +1 sein. Wegen
Ja*po = ib* o (13)
ist ¢, kein Eigenzustand von J.
2Wir bemerken auch, dass zusétzlich auch die Operatoren

a* —ib* a+1b
D, =-— " D= ——+r, 14
- V2 V2 (14)

definieret werden konnen (etwa b — —b in den Formeln fiir J; und J), mit den Kommutationsre-
geln:
[J,D_]=D_, [J,D,] = —Dy, [D_,D,] =1, (D_)' = D,. (15)

Es folgt, dass D_ und J, (D, und J_) erhohen (erniedrigen) den Eigenwert von J. Dabei erzeugen

Jy und D, Anregungen der Oszillator die von J_ und D_ vernichtet werden kénnen. Wegen
[J+aD+] = 07 [‘]+7D—] =0 (16)

sind die von J, und D, erzeugte Anregungen unabhiingig!.

Tm gleichen Sinne, wie die durch a* erzeugten Anregungen (Schwingungen in z—Richtung) unabhingig von den

durch b* erzeugten Anregungen (Schwingungen in y—Richtung) sind.
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Wir finden sofort, dass
[H,J| =0. (17)

Der Raum der 1-mal angeregten Zusténde, H;, ist zweidimensional, und wird z.B. durch

{a*¢0, b*@Z)Q} (18)

aufgespannt. Nun die Zustande D vy und J 1y sind auch 1-mal angeregt und orthogonal. Sie

bilden also auch eine Orthonormalbasis von H;. Diese Vektoren sind auch eigenvektoren von J:

J(Dy4ho) = —(Dy1bo), J(Jy1bo) = +(Jy1bo). (19)

Der Raum der n-mal angeregten Zustidnde, H,, wird zunéchst durch die (normierten) Vektoren

a* k(1x\m
CHOP e -

aufgespannt. Dieser Raum ist n+ 1 dimensional (das Energieniveau F,, ist also n+ 1 mal entartet).

%z =

Die Orthonormalbasis der Eigenzustinde von J wird von den Vektoren

_ (DM _
XKM = alvi o, M+ K=n (21)
aufgespannt. Es gilt

Wir finden

. 2 .

1 .
Yy = Jphy = NG ere" /2, (24)



